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Einleitung _—

@ Ein klassischer Zustand wird durch einen Punkt im Phasenraum
reprasentiert.

. . 2
o Harmonischer Oszillator: H = £~ + w?x?
_ OH P
X = op ~ m
p= —%—’: = —mw?x
P X4 w?x =

x(t) = x(0)
p(t) = p(0) coswt — mwx(0) sin wt

x(0) = x(t) coswt — 2 sin wt

mw

X
p(0) = p(t) coswt + mwx(t)sinwt
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Einleitung —_—

©

Eugene Paul Wigner

Phasenraum-Diagramm eines harmonischen Oszillators

@ Quantenmechanik im Phasenraum, ist das moglich?

=» Wigner-Funktion, E.P. Wigner 1932
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Exkurs: Dichteoperator _—

e Gemischter Zustand: p = >_ pj|v;) (1]

pi Wahrscheinlichkeit das System im Zustand |¢);) zu messen.

=» Beschreibt die messbedingte Unwissenheit iiber den exakten
Zustand eines Systems.

@ Reiner Zustand: Zustand des Systems bekannt. Dichteoperator
vereinfacht sich zu p = [) (Y]

o Eigenschaften:
Spurlp] = [(x|plx)de = | 52 pi(xlib) {tlx) o =
ZP: f |[i(x ‘2dX =1
SPUf[PA] fZP/ (xX[¢1) (il Alx) dx
S22 pi ¢i\A\X><X|¢i>dX =3 pi(wil Al = (A) = (V|Alp)
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Weyl-Transformation

o A(x,p) = [e % (x + %|A|x — %)dy

=» Bildet Hilbertraum Operatoren auf den Phasenraum ab

e Spur[AB] = hffA X, p) (x p)dxdp
o Spur[pA] = =z fprdxdp
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Wigner-Funktion

=» Phasenraum Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung

=4(y)

1
o JWxpddp= [ 5 [ & Fdptx+ 3l0)vlx ~ §)dy = ()" ()

o [W(x,p)dx = w(p)¢*(p)
o [ W(x,p)A(x, p)dxdp = (A)
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Weitere Eigenschaften der Wigner-Funktion —_—

o W(x,p) reell

e W(x,p) normiert:
[ [ W(x, p)dxdp = Spur[p] =1

W(x,p )beschrankt
( ) = J5¢ MU+ ), daly) = Slx - §)
D= F oty = Wip)l <3

e W(x, p) nicht uiberall positiv:
Spur[|ta) (1althb) (V6] = [(altop)
I | Walx, p)Ws(x, p)dxdp = #|(va|vp)
Ya Lpp = [ [ Wax, p)Wp(x, p)dxdp =0
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Von der Wigner- zur Wellenfunktion —_—

Fiir reine Zustande:
o W(x,p) =1 [e " Fap(x+5)u*(x — §)dy

o [ W(x,p)e"%dp = %ffe"%(xl_)’)dpw(x—l— D)*(x — %)dy
o [ W(x,p)e'dp=p(x+%5)*(x — %
x — 5 und X" — x

e Y(x) = f W(%,p)e'" dp

=» Die Wignerfunktion legt die Wellenfunktion bis auf eine unbestimmte
Phase fest.
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Zeitliche Entwicklung der Wigner-Funktion —_—

3W - 1 _lpy 81,[}()( + ) y 81,[}*()( ) y
W_E/e [&w(x—z)Jr 5 vx+3)|dy
, , IP(x, h & 1
Schrédinger-Gleichung: ¢((,; t) =5 gg:; t) EU(X)’(/}(X, t)
oW _ g [0%0(x + %) y y\ PP (x = 5)
Ot 4wim / [ Ox? V= E) i 5) Ox? d
owy 2«

S = [ € IUGr B) - U= Dot Svtx- L)y

oW awr oWy
ot Ot ot
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Quanten Liouville-Gleichung —_—

o) 9 _ oU(X) o _
° (E‘F%m— Ix a*,;) W(x,p,t) =

s 2 825+1U 2s+1
2 25+1)| (7) ) 8X25+(1X) {?p;'ﬂ W(X7p7 t)

=?» Rechte Seite verschwindet fiir Potentiale, die nach der 2. Ableitung
verschwinden
Ebenso im klassischen Grenzfall A — 0
= Quanten Liouville-Gleichung geht iiber in die Liouville-Gleichung
der klassischen statistischen Mechanik
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Beispiel: Freies Teilchen —_—

o U(x) = _L; [ A(p)ePidp
(p— Po)

° GauB—WeIIenpaket' A(p) = Ne™ 4an?"

ro)?
P(x) = mﬁfe EoB+iv g,

_ (Aa)i x(#0 —ax)

™

o W(x,p) =12 [e Tp(x+ %) (x — §)dy

2
= %e_ (p2a‘;102) e—2OéX2
200 ,—2ax?
o |[Y(x)]? = [ W(x,p)dp \/;e
(p—rg)®
1 T Zan?
2ah
° |SD fW X P d “n 27rae
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Freies Teilchen

Beispiel

[

Links: |:(x)[2 und |o(p)|? (h = a =1, py = 0).

Rechts: Wignerfunktion des freien Teilchens.

e
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Beispiel: Freies Teilchen —

o Kein Potential = Zeitentwicklung durch klassische
Liouville-Gleichung beschrieben!

= W(X7 p, t) = WO(XO(X7 P, t)v pO(Xa P, t)a 0)
Xo, po klassische Bewegungsgleichungen: xo = x — £t, pgp = p

1 —(pip())z —2a(x—£2t)?
b W(X7 P, t) = 7:€ 222 @ m
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Koharente Zustande —

@ Energieeigenfunktionen beschreiben keine klassischen Teilchen.
Gesucht sind Zustédnde, die klassischen Systemen moglichst nahe
kommen.

=» Koharente Zustinde, eingefiihrt von R.J. Glauber 1963 als
quantenphysikalische Beschreibung klassischer elektromagnetischer
Wellen.

o Eigenfunktionen des Vernichtungsoperators des harmonischen
Oszillators. Alternativ erhalt man koharente Zustiande durch eine
instantane Verschiebung des Grundzustands.
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Koharente Zustande —

2

1«
o Grundzustand: up(x) = (-1;)* e 22 =1

Verschiebung des Ursprungs um xo = v/2aa und damit verbundene
Verringerung der potentiellen Energie um %wzxg = o?hw

1 X
=» Kohirenter Zustand (x) = (%32)1 e 3(3—V2a)?

o Energieverteilung:

Wm(l%b)) = (m\w =

(2mm!) "2 = [ dEHm(€)e” =5 e 3(E-V2ay = g
> win(|¥) = T;* Wan([0))) = [wm([0))[2 = e’

Energie poissonverteilt
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Koharente Zustande

Blau: Betragsquadrat der Wellenfunktion

des Grundzustandes.

Violett: Oszillatorpotential

Wignerfunktion des Grundzustandes.

(h=m=w=1).
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Harmonischer Oszillator

o W(x,p)= ahi/?r [ e iP% e_ﬁ(x+%_\/§aa)2e_ﬁ(x_%_‘/iaa)zdy
. 2
Wik, p) = e [ &P i g b vanarg,
2.2
W(x, p) = ﬁe—i(x—ﬁaaf f (BT
W(X,P):# 7 (x—v2a2)’~ p —? g, u= 4
2adu
= W(X7 P) h e (X_fo‘a)z pa
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Harmonischer Oszillator — —

o Oszillatorpotential quadratisch in x = Quanten Liouville-Gleichung
geht iiber in die klassische Gleichung.

o Klassische Bewegungsgleichungen:
P

mw

Po = pcoswt — mwxsinwt

Xo = X coswt — sinwt

2> W(x,p,t) =2exp| (pcoswt + muwx sin wt)?

T m2uw?

m2w? p 2h \2
— M5 (xcoswt — Eosinwt — ay/+5)
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Harmonischer Oszillator — —

o (x) = [ W(x,p)x(x, p)dxdp = 2may/ 2L coswt

o (p) = [ W(x,p)p(x, p)dxdp = —2ra/2hmw sin wt

° AxAp:%
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Harmonischer Oszillator -

Wignerfunktion des Energieeigenzustandes |[n = 1) (h = w = m = 1).

e WierFunkion TR



Zusammenfassung —_—

Die Wignerfunktion bietet eine intuitive Veranschauung von
quantenmechanischen Systemen im vertrauten Phasenraum und ist durch
die Liouville-Gleichung eng mit der klassischen statistischen Mechanik
verkniipft.

Der Zugang durch die Wignerfunktion ist dquivalent zur
Schrédingermechanik. Welche Methode vorteilhafter ist, hangt stets vom
betrachteten Problem ab.

Einige Systeme, wie die zeitliche Entwicklung des harmonischen
Oszillators, lassen sich mit Hilfe der Wignerfunktion leichter 16sen.
Vorallem im Bereich der Quantenoptik und Quantenelektrodynamik
kommt sie hdufig zum Einsatz.
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