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Motivation ——

In der Vorlesung bisher (fast) nur stationdre Zusténde
Wellenpakete ndher am Teilchenbild als z.B. ebene Wellen
Wie sieht die Zeitentwicklung aus?

Wie hangt die Zeitentwicklung vom Potential ab?

Wie hangt die Zeitentwicklung vom Aufbau des Wellenpakets ab?
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Inhalt —

o Wellenpaket ohne Potential

@ Wellenpaket im Potential des harmonischen Oszillators
o Wellenpaket im unendlich tiefen Potentialtopf

o ohne Stérung
e mit Storung
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Einleitung —_—

zeitabhangige Schrodinger-Gleichung :

[ f V? + V(x )} W(x, t)—iﬁaat\lf(x, t)

Separation: W(x, t) = ¢(x)7(t) = ¥(x)e Et/h = yp(x)e~ "t
zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung :

2 V)] ) = B
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Einleitung —_—

Formale Losung der Schrodinger-Gleichung fiir diskrete Zustande :

o)

V(x,t) =Y cahp(x)e B mit ¢, = / W(x,0)Yk(x)dx,

—0o0

wobei V(x, 0) die Wellenfunktion zum Zeitpunkt t = 0 ist.
Fiir kontinuierliches Spektrum von Zustanden: Summe durch Integral
ersetzen
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Ohne Potential ————

1-dim. Schrédinger-Gleichung fiir ein freies Teilchen:

h? 02

., 0
*ﬂﬁ\U(X, t) = IhiW(X, t)

ot
Separation: W(x, t) = ¢(x)7(t) = ¥(x)e Et/" = op(x)e~ ™t
1 dim. zeitunabhingige Schrédinger-Gleichung fiir ein freies Teilchen:

h? 92
- 2max?

P(x) = Ed(x)
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Ohne Potential

Ebene Welle als Lésungsansatz

Y(x) = Leikx und 872 (x) = _7,(2
T Vor ox27 " am

Zeitabhangige Losung mit ebener Welle:

eIkX

el(kxfwt)

P(x,t) = Vor

Dynamik von Wellenpaketen

2mE

14.11.2012

S.7



Ohne Potential — =

Wellenpaket allgemein als Summe iiber alle ebenen Wellen mit Gewichtung
durch von Wellenzahl abhangiger Amplitude:

[ i 2
Y(x,t) = / dk D(K)e oD it w(k):%

GauBsches Wellenpaket:

X2 .
e 22 elkox

»(x,0) =

51>
)

Normierung :

Abbildung : Einhiillende eines GauBschen
Wellenpakets

_ Dynamik von Wellenpaketen 14.11.2012 S.8

— A= (2n2b%)"3



Ohne Potential — =

Bestimmen von 1/3(!() durch Fourier-Transformation:
T p— /oodk $(x, 0)e
V2 ’

A T x?
:m/dk exp{—2b2—l(k—k0)x}
_ b2
= Abexp {—2(/( - ko)z}

Lésen des Integrals durch Riickfiihrung auf GauB-Integral
=» (k) ebenfalls gauBférmig!
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Ohne Potential — =

Berechnen von ¢(x, t):

[e.o]

N hk?
P(x,t) = /dkw(k)exp{i(kx— 2mt)}
i 2 2
= /dkAbexp{—[;(k— kg)z}exp{i(kx— Z/:nt)}
Aby\/27 kob> +ix 1

€x

p B —
NEY 2 /i +ifie 2

Auch hier:Losen des Integrals durch Riickfiihrung auf GauB-Integral

b2k
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Ohne Potential — =

Berechnen von [¢(x, t)|?:

[ (x, £)]* =¢*(x, t)y(x, t)
_ A2p2\/ 21 exp {_ (x — h—r’:f’t)z }

5\ 2
b+ (Lt)? b* + (75t)
mit A% — nd b(t)—1 b* + fy 2
| _\fw u _b =

(X— ﬁ—:ft)z

=» Propagierender GauBpeak mit zeitabhangiger Breite und Hohe
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Ohne Potential — =

wx.pin2

X

Abbildung : Freies Wellenpaket zu den Zeitpunkten t = 0,t = t, und t = 2t
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Ohne Potential — =

Breite des Wellenpakets :

b(t):% b4+<:7t>2 b(0) = b

Zeit bis sich Breite verdoppelt :

th = ﬁbZ%

Zahlenbeispiele:

o Staubkorn : m=1gund b=1mm — thb ~ 1,642 10% s, etwa
5,2 -10'7 Jahre

o Elektron : m=m, =9,109 - 1073! kg und b = 0,5,& —
th~3,74-10717 s
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Inhalt —

@ Wellenpaket ohne Potential v/

@ Wellenpaket im Potential des harmonischen Oszillators
o Wellenpaket im unendlich tiefen Potentialtopf

o ohne Stérung
e mit Storung
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Harmonischer Oszillator —_—
Schrédinger-Gleichung fiir den 1-dim. HO:

202 m o, ., 0
<—2rnaX2+2w X > W(X, t)—lﬁaW(X7 t)

zeitunabhangige Schrodinger Gleichung fiir den 1-dim. HO:
( 292 m o, .,

RS ) Yn(x) = Enthn(x)

mit E,,zﬁw(n—i—;)

¥n(x): Eigenzustande des harmonischen Oszillators
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Harmonischer Oszillator
Erzeugungsoperator al und Vernichtungsoperator a

e (e MO st ™ (o O
= 2h x mw Ox und a" = 2h X mw Ox

x und p mit a' und a darstellbar:

[ h X h
— T —70 T 1 — R
X = 5 (a—l—a)—ﬁ(a—f—a) mit xp =

wm

p:—i\/ﬁrgw(a—aT):—i\%(a—aT) mit po = VhAmw

Eigenzustiande v,(x) mittels Erzeugungsoperator:

B af B (af)"
Yn = \ﬁl/)n—l =/ o
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Harmonischer Oszillator — —

Betrachten Funktion, die keine Eigenfunktion des Hamiltonoperators ist:

APa = Qg
wobei apg = Oyg
analog zu : ayy = Oty

Zustand ¢, ist Eigenfunktion von Vernichtungsoperator a
a komplexe Zahl

Zustand ¢, nach Eigenfunktionen v, des Harmonischen Oszillators
entwickeln
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Harmonischer Oszillator — —

Betrachte dazu (¢,|pq) :

1 1 2 (ol
Entwicklung von ¢, nach v, als Summe von Eigenzustdnden:

Erinnerung: 1 = Ziozo [¥n) (¥n|

(¥nlpa) = <3Tn¢0|90a> = (Yola"pa) =

8
s

a) = wnwnazc inwn:
|0a) ;\ ) (¥n|©a) HZ::O\/H!

Normierungskonstante C aus Normierungsbedingung:

n=0

1= (palpa) = 22’0“ _ 2ol sy = ol
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Harmonischer Oszillator — —

Zeitentwicklung fiir Eigenzustinde des HO mit E, = hw(n + 1/2)

¢n(X7 t) _ wn(x)e_iE”t/h _ Qj}ne_i(wtn+wt/2) =y, (e—iwt)" e—iwt/2

Zeitentwicklung von ¢, (x, t) aus bekannter Zeitentwicklung der
stationdren Zustande:

—iwt
‘Poc(X t) —e —|af? /22 ) = e —iwt/2 oder

ul8) = pago()e 'M/z mit  a(t) = ae
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Harmonischer Oszillator — —

Erwartungswert des Ortes:

<X> = <()0a(t)( ) XPa(t) (X)> <(pa(t (X) (a+ aT)SOa(t)(X»

%(a(t) +a*(t)), xo = \/» \/E(am)

Mit a(t) = |a|e®=«t) ergibt sich:

(x) = V2x0|a| cos(wt — §) = Acos(wt — 0)

Selbe Zeitabhangigkeit wie bei einer klassischen Schwingung
mit Amplitude A = v/2xg|c|
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Harmonischer Oszillator — —

Berechnung von |pq(x, t)|%:

Ausgehend von ap,(x) = apq(x):

a= %x—i—h8 ii—kxg mit xg = A
~V 2n mw Ox _\/ﬁ x| Cox 0~ Vwm

3p(x) = apa(x)
5 (£ + 07z ) 2a0) = agal)
dpa(x )

2 50 = (/8 — Vaa/xa)palx)
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Harmonischer Oszillator — —

0va(x)
ox

= —(x/x§ = V2a/x0)pa(x)

Variablen Transformation X = x — ﬂaxo

Opa (X - - mw -
28 5 /a() =~ ()
x2
Analog zum Grundzustand des HO p(x) = (%)1/4 e~ = Ce 3
0o (x mw
8)5 ) = —x/xgtho(x) = —7X¢0(X)

Grundzustand 1p(x) ist GauBférmig!
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Harmonischer Oszillator — —

©va(x) verschobener Grundzustand:

Pa(x) = Yo(X) = to(x — V2ax)

Zeitabhangige Losung:

Ca()(X) = Pa(n(x)e Y2 mit a(t) = ae Wt = |ale !

_ e_th/2¢0(X o \/ixgae—iwt)

2 _
|90a(t)(x)| = ﬁXO ex Xg

Lo {x — /20| cos(wt — 5) }
Ein gauBsches Wellenpaket, welches sich nicht verbreitert, da alle
Summanden in Phase sind! =» Koharenter Zustand
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Harmonischer Oszillator — —

1=0, 0.6 =1/4 =172

— . S e L
-1 0 1 2 3

Abbildung : Koharenter Zustand fiir xo = 1, || = 1,w = 27w und 6 = 0 zu den
Zeitpunkten t =0,t =1/4und t =1/2
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Inhalt —

@ Wellenpaket ohne Potential v/

@ Wellenpaket im Potential des harmonischen Oszillators v/
o Wellenpaket im unendlich tiefen Potentialtopf

o ohne Stérung
e mit Storung
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Unendlicher Potentialtopf —_—

Potential:

0 e /\/\/\/
V(x) =14 0, —a<x<b "
o0, x>b W
Eigenzustinde : /\/\/

) = [ 2 pan () p———

at+b

Energie-Eigenwerte:

Abbildung : Eigenzustdnde fiir den
T2h2 2 unendlich tiefen Potentialtopf fiir

n 2m(a+b)2 a und n
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Unendlicher Potentialtopf —_—

Formale Losung der Schrédinger-Gleichung:

b

V(x, 1) =) cathn(x)e B mit ¢, = / W(x, 0)(x)dx,

—a

wobei W(x, 0) die Wellenfunktion zum Zeitpunkt t = 0 ist.
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Unendlicher Potentialtopf —_—

Revival: Die Ausgangswellenfunktion W(x, 0) erscheint fiir alle
t = kT, mit ganzzahligem k wieder.

@ Phasen zum Zeitpunkt T,(revival time) fiir alle n mit ¢, # 0 gleich
e W(x, T,) bis auf konstanten Phasenfaktor gleich W(x, 0)

=» konstanter Phasenfaktor hat auf Wahrscheinlichkeitsdichte keinen
Einfluss

Fiir das betrachtete Potential gilt:

4m(a + b)? w2h2n? T, 5
T, = M2 o) d ou(T)=-"" "ty
7h un (70) 2m(a+ b)? h o

Mit der Phase ®,(t) = E,t/h des n-ten Zustands
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Unendlicher Potentialtopf —_—

Fiir bestimmte Wellenfunktionen auch kiirzere Perioden als T, mdoglich

@ ungerade rdumliche Symmetrie um x = (b — a)/2
@ nur geradzahlige Eigenzustande d.h. n = 2j

Egerade _ 71—2}52(2./.)2

=/ = 4j°F und E(T) = 4.2
' 2m(a+ bz " (7) o

= Revivals bei t = kT,/4:

o gerade raumliche Symmetrie um x = (b — a)/2

@ nur ungeradzahlige Eigenzusténde d.h n = (2j + 1)

Eiungerade = 4j(j+1)E + E, und q;U"gefade(Tr) =8-(JU+1)r+7/4)

= Revivals bei t = kT,/8:
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Unendlicher Potentialtopf

Fiir W(x, t) = weerade(y ) 4 yuneerade(y +) gilt fiir:

Zeit | Ungerade Zustdnde | GeradeZustdnde | Phasenversatz
in Phase? in Phase? gerade/ungerade
T./8 ja nein
T./4 ja ja 5
T./2 ja ja 7r
"~ Mirko Gabski
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Unendlicher Potentialtopf

Mirror Revival:

ot =T,/2

. .2
o Phase von Weerade . gidmj® — 1

o Phase von Wungerade . gi(4j(j+1)m+m) — oim — _1

V(x, T,/2)

= yeerade(y T /) 4 ungerade T /D)
_ ey ()it | yumgerade (. ()i
_ ygerade(y ) _ yungerade . ()

_ _Eerde(_y ) yumeerade(_y )

= —V¥(—x,0)

= |V(x, T./2)? = [W(—x,0)”
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Unendlicher Potentialtopf ——

[wx.b?
10

t=0 - t=T/2
N o8}
06l

04+

I \ 021

T A R NS [P SR BT S USRS S T V/

-1.0 -05 0.0 0.5 10

X

Abbildung : Beispiel fiir ein Mirror Revival fir a=b=1
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Unendlicher Potentialtopf

Fractional Revival:

t=T./4

Phase von Weerade . gi2nj® — 1

Phase von Wungerade . oi(2j(j+1)m+m/2) _ qim/2 _
\]Jgerade,ungerade(x7 t) — 1/2 . [\U(X, t') - \U(—X, t)]
falls W(x,0) reell

\U(X, Tr/4) = lUgerade(X Tr/4) + \Uungerade(x7 Tr/4)
— Wgerade(
= \Ugerade(x’ 0) + I-wungerade(x7 0)

< ’\U(X, Tr/4)’2 — wget’a\dE(X7 0)2 + wungerade(X, 0)2

— 1 2 1 2
= SV(x,0)° + 5V(=x,0)

BN D,k von Wellenpaketen
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Unendlicher Potentialtopf —_—

[wx.b?
10

08
06
r t=T,/4

04+

02

— I L L L — N4 X

-05 0.0 0.5 10

Abbildung : Beispiel fiir ein Fractional Revival fira=b=1
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Inhalt —

@ Wellenpaket ohne Potential v/

@ Wellenpaket im Potential des harmonischen Oszillators v/
o Wellenpaket im unendlich tiefen Potentialtopf

e ohne Stérung v
e mit Storung
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Gestorter unendlicher Potentialtopf —_—

Gestortes Potential:

00, x<—a

0, —a<x<0
V(x) = { Vo, O0<x<b
o0, x>b

Nach Rayleigh-Schrédinger-
Stoérungsrechnung fiir den
zeitunabhangigen Fall schreibt
man den Hamiltonoperator:

H = Ho + Vs
Ho : Ungestortes System
Vs . Storung

Die Storung ist dann:

0, x<0

Vs(X) = { \(/)o, S§g<b
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Gestorter unendlicher Potentialtopf —l——

Die Energiekorrektur erster Ordnung ist gegeben durch:

ESY) = (1n(x)| Vs [tn(x))

Fiir die Energieeigenwerte gilt dann:

E,~ E® + EM =
n + En 2m(a+b

w2h2n? i bV, . Vo in 2nma
i
> a+b 2nm a+b
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Gestorter unendlicher Potentialtopf —l——

Einfluss auf Revival lasst sich einfach anhand der Phasen untersuchen:

zwei Phasen der Zustinde n und k sind gleich, wenn E,t = Eit + 27whj
(J ganzzahlig) gilt
w2h2n?

.. . 2 . 2
Im ungestorten Fall mit E, = Im(atb)? giltfirt=T, = %:

E,T, = ExT,+ 2mhj

2rn? =2nk® +27j mit  j=k>—n?

Fiir alle Zustande erfiillbar, d.h. alle Zustiande sind zum Zeitpunkt T, in
Phase — exaktes Revival
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Gestorter unendlicher Potentialtopf —l——

Fiir den gestorten Fall lautet die Bedingung dann :

(B + BT+ 0T) = (B + EM)(T, +0T) + 2

Fiir geniigend kleine Stérung bleibt j gleich und Terme E,(,l) -0T, sind zu
vernachlassigen, fiir 6 T, gilt nun:

(EM — EMT,
0 0
£ — O

1 1. (2ran) 1 (27ak
~ 472h(n2 — k2) |n a+b k a+b
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Gestorter unendlicher Potentialtopf

sT— T2 1. (2ran\ 1 (2mak
" 4m2h(n? — k2) |n a+b k a+b
=0 fur a= b da sin(mn) = 0Vn

= Storung hat im Fall einer Potentialstufe in der Mitte des
Potentialtopfes keine Auswirkung auf das exakte Revival bei t = T,!

Im Fall von a # b verschieben sich die Revival-times der einzelnen
Zustande propotional zu V)
o Eigenzustinden auBer Phase d.h. Revival nicht exakt

@ Vielfache von T,, d.h. Verschiebung wird groBer
o Revival zerfillt mit der Zeit
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Unendlicher Potentialtopf —_—

Erinnerung:
Autokorrelation einer Funktion W(x, t):

o0

B (t) = / W(x, 0)*W(x, t) dx

—00

Oyy(t) ist normiert, da W(x, t) bereits normiert gewahlt ist
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Unendlicher Potentialtopf —_—

) N
0.8

0.6 }

A

0.2 }

0.0 LU IR PP, UL U, DAL
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

YT,

Abbildung : Autokorrelation fiir a = b
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Unendlicher Potentialtopf

10— —-———

0.8 }

0.6

JA®D)]?

: lLALULd lmu_u,lﬂ “m. Ml “.MJJLL IL..M“H b il |Lm nﬂl

0 1 2 3

t/T,

4

Abbildung : Autokorrelation fiir a £ b
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Inhalt —

@ Wellenpaket ohne Potential v/

@ Wellenpaket im Potential des harmonischen Oszillators v/
o Wellenpaket im unendlich tiefen Potentialtopf

e ohne Stérung v
e mit Stoérung v
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Zusammenfassung

o Wellenpaket ohne Potential zerflieBt

o Koharenter Zustand des harmonischen Oszillators behilt seine Form
und der Erwartungwert verhélt sich wie im klassischen Fall

@ Verhalten von Wellenpaketen im Potentialtopf hdngt von dessen
Symmetrie und den das Wellenpaket bildenden Eigenzustidnden ab
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Zusammenfassung

o Wellenpaket ohne Potential zerflieBt

o Koharenter Zustand des harmonischen Oszillators behilt seine Form
und der Erwartungwert verhélt sich wie im klassischen Fall

@ Verhalten von Wellenpaketen im Potentialtopf hdngt von dessen
Symmetrie und den das Wellenpaket bildenden Eigenzustidnden ab

Vielen Dank fiir lhre Aufmerksamkeit! )
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