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1.1 Die Korteweg-de-Vries-Gleichung e

- Erste Entdeckung des Phanomens von John Scott Russell 1834

,| was observing the motion of a boat which was rapidly
drawn along a narrow channel by a pair of horses,

when the boat suddenly stopped - not so the mass of water
in the channel which it had put in motion; it accumulated
round the prow of the vessel in a state of violent agitation,
then suddenly leaving it behind, rolled forward with great velocity, John Scott Russell
assuming the form of a large solitary elevation, a rounded, (1808 -1882) ;1.4
smooth and well-defined heap of water,

which continued its course along the channel apparently without

change of form or diminution of speed”
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1.1 Die Korteweg-de-Vries-Gleichung T

Physikalische Beschreibung von Flachwasserwellen (shallow water Wavéé) o

Herleitung 1895 von Diederik Korteweg und Gustav de Vries zur
Beschreibung von Flachwasserwellen in dunnen Kanalen

- Nichtlinearitat: 6-u- %
Ox
3
- Dispersionsrelation: 0°u
0x3

Korteveweg-de-Vries-Gleichung in normierter Form:

@—6 ou O3u
ot~ O Y 9r T xB
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- 1.3 Solitonen : Analytische Losung der KdV-Gleichung wi% Nma

- KdV-Gleichung besitzt eine Vielzahl von Losungen, ,interessantesten” sing
hierbei die Solitonenlosungen aus der Anfangsbedingung:

u(z,0) = —N (N + 1) sech® (z)

- Fur N = 2 ergeben sich 2 Solitonen:
3 + 4 cosh(2z — 8t) + cosh(4x — 64¢t)
|3 cosh(x — 28t) + cosh(3x — 36t)|?

u(x,t) = —12

- Soliton ist Welle, die Teilchencharakter aufweist

- In Inertialsystemen keine Formanderung mit der Zeit

- Raumlich stark lokalisierte Welle

- Beim Stold zweier Solitonen behalten beide ihre Form bei, es
kommt lediglich zu einer Phasenverschiebung
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.+ Kollision

| !

Stol zweier Solitonen 3
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1.4 Erhaltungsgréfen e

- Es existieren abzahlbar unendlich viele Erhaltungsgrofien fur die KdV— -
Gleichung (Miura, Gardner, Kruskal, 1967)

- Transormation auf Sturm-Liouville-Gleichung mit
ou
U = u2 T (—6)1/2—
ox
- Flr jede ganzzahlige Potenz von u" existiert eine Erhaltungsgrolle P,
wobei gerade Terme mit n > 2 verschwinden.

In (U) — /P2n—1 (’LL, Ugy Uggy -, u(n—Q):c) dx

Es lasst sich finden:

Pl — U
5 Impulserhaltung
P2 — U
Energieerhaltung
8P 1
P’n, — n + Z Pn 1— J n > 2
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1.5 Anwendungsgebiete

- Modell zur Berechnung von Blutdruckpulsen in Hauptarterien.
Insbesondere 2-Solitonen-Losung von Interesse (Hauptpuls und Nebenpuls in

Arterien)

- In Realitat Mischung aus Soliton und Schockwelle

- Vereinfachung der Beschreibung der Dynamik an der Oberflache von Tropfen

- Kontinuierliche Beschreibung des Fermi-Pasta-Ulam-Experiment

Dynamik an Tropfen .z
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2.1 Finite Differenzen

- keine allgemeine Aussage méglich, welches Verfahren auf eine bestimmte
partielle Differentialgleichung anwendbar ist

- Fur Ordnung 2 existiert Einteilung in parabolische, hyperbolische und
elliptische Differentialgleichungen und entsprechende Losungsverfahren

- KdV- Gleichung dritter Ordnung im Ort, lasst sich aber recht einfach mit
expliziter Finite-Differenzen-Methode behandeln

- Diskretisierung von Raum und Zeit mit Gitterabstanden Ax, At und
Umschreiben auf eine leferenzenglelchung

w(z,t) — v (jAz,nAt) = vl

[P, 1)]?

Diskretisierung in
einer Dimension;z.1
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2.1 Finite Differenzen f

- Ausgangssituation: Anfangswertproblem 7, (CB, 0) und damit u%
bekannt fur alle j

- Gesucht: u% far beliebige Zeit nAt

- Zur Raumdiskretisierung von U (.CC, t) Taylorentwicklung im Ort von

u(x + Ax,t)
- Zur Bestimmung der dritten Ableitung zusatzlich no6tig, Taylorentwicklung fur
u(x + 2Ax, 1)

- Analog fur Zeitdiskretisierung, Taylorentwicklung von:

u(z,t + At)
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2.2 Erste Differenzengleichung T -

- Taylorentwicklung im Ort:

Ax? Az’
u(x+ Ax,t) =u(x,t) £ ug (x,t) A + ugy (2, 1) Tx iumm% +0 (Az*)

- Durch Differenzbildung ergibt sich die Zentraldifferenz fur die erste Ableitung:
J+1 _ ,0—1
Ou _ ult' —u]
ox 2Ax
- Nach weiterer Rechnung gilt flr die dritte Ableitung:

@ _ % — 2t 42l —d 2 L0 (sz)
ox3 2Ax3

+ O (AQL‘Z)

- Da anfangs nur Informationen uber U (:l’;, O) vorliegen, lasst sich fur die
Zeitableitung nur die Vorwartsdifferenz bilden:

ou  ul ., —ul
o = “At + O (At)
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2.2 Erste Differenzengleichung T -

- Einsetzen in die KdV-Gleichung und auflosen nach UTZL_|_1 liefert:

— uJ + At 6uJ — = L L L
"‘H 2Aaz 2A 13

- FUr jeden Zeitschritt nAt muss diese Gleichung fur jeden Gitterpunkt jAx gelost
werden
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2.2 Erste Differenzengleichung ST TR

Zect L - (0.0005

Amplitude u

—8.0 - -
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Ot x
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2.2 Erste Differenzengleichung
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2.2 Erste Differenzengleichung TR
JeLt t = (0.0015 | QQ‘ P
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2.3 Verbessertes Verfahren TR

- Ersetzen von u durch den Mittelwert benachbarter Punkte:

1, . | |
u— g (T +ud, +ud )

- Nachdem erster Zeitschritt berechnet ist, Zeitableitung ebenfalls als
Zentraldifferenz schreiben:

ou UZL+1_UZL—1
5 O (At
ot oar O
- Somit ergibt sich: A
. . t o, iq . - " -
s =g+ 2 () ()
At +1 —1 42 —2
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2.3 Verbessertes Verfahren TR
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2.4 Stabilitit der Methode TR

- Abschatzung der Stabilitat Uber dominierenden Term dritter Ord*rfi'un

ou  O3u

ot  Ox3

- Einsetzen der Diskretisierung ergibt
At

J | i+2 o, 3+1 j—1 =2
un—l—l _ un—l T A.CU?’ [un 2un - Qun Uy, }

- Rundungsfehler der Form:

E% _ gnezkazj

- Einsetzen liefert;

n-l—leikxj n—1 zkx] + AAt?) gnezk(wj+2A:r:) 2 ezk(m]+A:U)+29n ik(z;— )_gnezk( —2Az)
L

g =Y
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2.4 Stabilitit der Methode TR

- Ausklammern und Definition von Sinus einsetzen:

. . PLYAN
gt Tleth®i = gn—legthas 4 Azac?’ (sin(2kAz) — 2sin(kAx)) g"e**s
- Abkurzung:
At LA
a=13 (sin(2kAx) — 2sin(kAx))

- Es ergibt sich:

(gn—|—1 o gn—l o QZOégn) — 0

:>(92—2iozg—1):0

=>g=’i0é::\/l—0é2
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2.4 Stabilitat der Methode e N

- Damit das Verfahren stabil ist, muss

gl <1

‘ | B 1 wenn o <1

=Y a+ Va2 —1 sonst
4.0 1 ' 1 L L
.0 L

:zjz.lj— L

1.0 X_
0.0 T T T T T T T

0.0 0.5 1.0 1.5 =.0

KdV-Gleichung 28 Michael Sinhuber



2.4 Stabilitit der Methode et

- Es muss also gelten:

> At
O =
— Ax3

(sin(2kAz) — 2sin(kAx))

(sin(2kAx) — 2sin(kAz)) < %

- Somit ergibt sich als Anforderung fur ein stabiles Verfahren:

YAV
3v/3

At <
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