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1 Einleitung

Obwohl die Grundgleichungen der Hydrodynamik bereits seit dem 18ten Jahrhundert
bekannt sind, ist eine zufriedenstellende theoretische Beschreibung turbulenter Strémungen
bis heute nicht gelungen. Zwar haben sich die Moglichkeiten fiir numerische Simulationen
erheblich verbessert, was signifikant zum Verstdndnis von Turbulenz beigetragen hat,
jedoch mangelt es an Kenntnis der fundamentalen Dynamik. Ziel dieser Arbeit ist es,
aus einem modernen Zugang zur Thematik ab-inito ein dynamisches Modell aus den
Grundgleichungen der Hydrodynamik abzuleiten, welches den spannenden Prozess der
inversen Kaskade zweidimensionaler Turbulenz widerspiegelt.

Turbulente Phidnomene lassen sich im Alltag regelméflig beobachten. Sie treten immer
dann auf, wenn Fluide, also Gase oder Fliissigkeiten, aufeinander treffen oder mit relativ
grofer Geschwindigkeit um feste Gegenstinde stromen. Ein sehr bekanntes Beispiel ist
der Rauch einer Zigarette, der sich mit der ihn umgebenden Luft vermischt. Dabei bilden
sich komplexe Strukturen, die wiederum &hnliche, kleinere Substrukturen enthalten. Dies
wird als Skaleninvarianz bezeichnet und ist Ausdruck der Selbstédhnlichkeit turbulenter
Stromungen. Wenn man einen Teil des Zigarettenrauchs ausschneidet und vergrofiert, lassen
sich die dann auftretenden Strukturen nicht von den urspriinglichen unterscheiden. Weitere
Beispiele fiir das Auftreten von Turbulenz in unserer alltdglichen Wahrnehmung sind
Kerzenflammen, die scheinbar chaotische Bewegungen und Zuckungen durchfiithren, oder
turbulente Strémungen in der Erdatmosphére, die zu teilweise skurrilen Wolkenformationen
fihren. Auch auBerhalb der Erde spielt Turbulenz eine entscheidende Rolle, z.B. bei der
Bildung von Galaxien oder auf der Oberfliche des Jupiters.

Das Spektrum der technischen Anwendungen und Problemstellungen, bei denen turbu-
lente Stromungen eine essenzielle Rolle spielen, umfasst jegliche Mischungsvorgénge, z.B.
bei Verbrennungsmotoren sowie Bewegungen von Autos, Flugzeugen oder Schiffen. Das
Auftreten turbulenter Stromungen von Luft oder Wasser um die Konturen der Fahrzeuge
fiihrt vor allem bei hoheren Geschwindigkeiten zu erheblichen Stromungswiderstdnden.
Turbulente Stromungen treten an Windkraftwerken und Schornsteinen auf, die von Win-
den umstrémt werden und kénnen im schlimmsten Fall zum Einsturz fithren. So werden
z.B. Gruppen von Kiihltiirmen im Windkanal simuliert, bevor sie gebaut werden, um zu
starke Stromungen zu vermeiden. Charakteristisch fiir turbulente Stromungen ist eine
Verstiarkung des Transports von Impuls und Wéarme sowie eine Erhohung der Durchmi-
schung.

Diese Arbeit widmet sich hauptséachlich zweidimensionaler Turbulenz. Diese tritt in
der Natur jedoch nur ndherungsweise auf, z.B. in Schichten der Erdatmosphére mit
verhéltnisméafig geringer Dicke, die sich nicht mit den benachbarten Schichten vermischen.
Obwohl sich nur die Dimensionalitdt des Raumes unterscheidet, ist die Phédnomenologie
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M Wake Vortex Study at Wallops Island
NASA Langley Research Center 5/4/1990 Image # EL-1996-00130

Abbildung 1.1: Wirbelschleppen eines Flugzeuges auf einem Foto der Nasa. Quelle:
http://lisar.larc.nasa.gov/UTILS /info.cgi?id=EL-1996-00130

zweidimensionaler Turbulenz deutlich von der dreidimensionalen verschieden. Im zwei-
dimensionalen Fall kommt es zur sogenannten inversen Kaskade, was bedeutet, dass
sich viele kleine Wirbelstrukturen mit gleichen Zirkulationen zu grofieren Strukturen
gruppieren. Diesen Prozess kann man sich so vorstellen, als wiirde man vom Boden aus
eine Vielzahl kleiner Tornados beobachten, von denen sich einige im und andere gegen den
Uhrzeigersinn drehen. Im Laufe der Zeit werden nun die Tornados mit gleichem Drehsinn
dazu neigen, sich zu grofleren Tornados zu vereinigen, die sich dann in entsprechender
Richtung drehen. Dabei sei die Héhe der Tornados irrelevant und soll fiir die Dynamik
keine Rolle spielen.

Die theoretische Beschreibung von Fluiden geschieht iiber die Navier-Stokes Gleichun-
gen, die fiir den Druck und die drei Komponenten des Geschwindigkeitsfeldes insgesamt
vier nichtlokale, nichtlineare Differentialgleichungen enthalten und somit ein geschlosse-
nes Gleichungssystem darstellen. Bereits Bussinesq und Reynolds stellten fest, dass eine
deterministische Lésung dieser Gleichungen unter Beriicksichtigung aller im Fluid enthal-
tenen Teilchen aufgrund der extrem hohen Anzahl von Freiheitsgraden unmoglich und
auch nicht notwendig ist. Vielmehr ist man an statistischen Gréflen interessiert, wie z.B.
dem mittleren Geschwindigkeitsfeld. Basierend auf der Beobachtung der Skaleninvarianz
voll entwickelter Turbulenz entwickelte A. N. Kolmogorov 1941 eine phinomenologische
Theorie (K-41), die die wesentlichen Aspekte turbulenter Stromungen bereits sehr gut
beschreibt (siehe z.B. [1]). Vergleichbare phédnomenologische Modelle spielen immernoch
eine wichtige Rolle, z.B. bei Large-Eddy Simulationen, bei denen numerisch Wirbel auf
groflen Skalen simuliert werden und der Energietransport zu kleineren Skalen durch
geeignete Modelle, z.B. eine effektive Wirbelviskositét, approximiert wird.
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In diesem Kapitel werden einige Grundlagen zwei- und dreidimensionaler Turbulenz
erklart und wichtige Gleichungen erldutert. Fiir eine weiterfithrende Diskussion siehe
z.B. [2] und [3]. Einen guten Uberblick iiber die Entwicklungen bei der Beschreibung
zweidimensionaler Turbulenz ist in einem Ubersichtsartikel von Boffetta und Ecke [4]
oder Tabeling [5] zu finden. Fiir eine detaillierte Einfiihrung in das Gebiet der Turbulenz
empfehle ich dem Leser das Buch Turbulent Flows von S.B. Pope [6] und Non-equilibrium
Statistical Mechanics and Turbulence von J. Cardy, G. Falkovich und K. Gawedzki [7].

2.1 Navier-Stokes Gleichungen

2.1.1 Grundgleichungen Newton’scher Fluide

Die Navier-Stokes Gleichungen folgen aus den Newton’schen Axiomen mit der Impulsdichte
o(x,t)u(zx,t) und einer Kontinuitatsgleichung fiir die Dichte o(x,t). Das Geschwindig-
keitsfeld u(x,t) beschreibt die Geschwindigkeit der Stromung zur Zeit ¢ am Ort x. Fiir
die homogene Dichte o(x,t) = o gilt die Inkompressibilitdtsbedingung

V- u(x,t)=0. (2.1)

Gleichung (2.1) beschreibt die Divergenz- bzw. Quellfreiheit des Geschwindigkeitsfeldes.
Fiir inkompressible newtonsche Fluide gilt

%u(m,t) + u(x,t) - Vu(x,t) = —Vp(z,t) + vAu(z,t) + f(x,t). (2.2)
Dabei ist p(x,t) = P(x,t)/o der auf die Dichte normalisierte Druck und v = n/p die
kinematische Viskositdt. Die kinematische Viskositét ist der Quotient aus der dynamischen
Viskositdt n und der homogenen Dichte . f ist die Summe aller externen Kréfte dividiert
durch die Dichte.

Gleichungen (2.1) und (2.2) ergeben insgesamt vier partielle, nichtlineare, nichtlokale,
gekoppelte Differentialgleichungen und liefern bei vorgegebenen Anfangs- und Randbedin-
gungen der Form

u(z,0) = u’(x)
V-ul(x) =0 (2.3)
u(®, t)|sy = Uz, 1)|5y
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eine vollstdndige Beschreibung der zugrundeliegenden Stromung. Mathematisch ist die
Existenz und Eindeutigkeit der Losung der Navier-Stokes Gleichungen fiir den allgemeinen
Fall noch nicht bewiesen. Direkte numerische Simulationen zeigen jedoch eine sehr gute
Ubereinstimmung mit Experimenten, sodass angenommen werden kann, dass die Navier-
Stokes Gleichung eine geeignete Beschreibung turbulenter Fluide liefert.

Sowohl der Begriff Navier-Stokes Gleichung als auch Navier-Stokes Gleichungen wird haufig
verwendet. Der Plural deutet auf die EinschlieSung der Inkompressibilitdtsbedingung hin.
Wir verwenden beide Ausdriicke aquivalent.

2.1.2 Zwei Beispiele fiir Randbedingungen

Wir betrachten im Folgenden ein Fluid in einem Wiirfel der Kantenldnge L. Es ist intuitiv,
die Winde des Wiirfels fiir das Fluid undurchdringlich zu gestalten, d.h. wir erlauben
keinen Fluss durch die Oberflache, was zur Bedingung

n-u(x,t)s, =0 (2.4)

fithrt. Diese Bedingung reicht jedoch noch nicht, um die Randbedingungen eindeutig
festzulegen, da w am Rand frei in der Ebene parallel zur Gefiiwand gewahlt werden kann.
Daher fordert man

n x u(x,t)|;, =0. (2.5)

Gleichung (2.4) und (2.5) definieren dann die no-slip Randbedingungen.
In numerischen Simulationen ist es oft vorteilhaft, periodische Randbedingungen zu
wéhlen. Man fordert:
u(x + Z kie;L,t) = u(x,t) (2.6)
(2
mit k; € Z und ¢ = 1,2,3 fir einen dreidimensionalen Raum. e; bezeichnet den i-ten
Einheitsvektor. Das physikalische System wiederholt sich dann unendlich oft.

2.1.3 Ahnlichkeitsprinzip und Reynolds-Zahl
Wir definieren die Reynolds-Zahl (Reynolds, 1883)
_UL

v

R
und reskalieren die Grofien aus Gleichung (2.2) gemif

u T L L
'U/—>E, t—>T, T—>3, p%pﬁ, f%fﬁ und U—>T,(28)

wobei L, T und U = L/T charakteristische Léngen-, Zeit- und Geschwindigkeitsskalen der

zugrundeliegenden Stromung sind. Dann nimmt Gleichung (2.2) die Form

gtu(:c,t) +u(x,t) - Vu(x,t) = —Vp(x,t) + };Au(m,t) + f(z,t) (2.9)



2.2 Wirbeltransportgleichung

an. Durch die in Gleichung (2.8) durchgefiihrte Reskalierung enthélt die Gleichung nur noch
einen dufleren Parameter, ndmlich die dimensionslose Reynolds-Zahl. Das bedeutet, dass
Fluide mit gleicher Reynolds-Zahl sich gleich verhalten, was es ermoglicht, Experimente in
kleinem Mafistab durchzufiithren, um das Verhalten von grofien Strukturen (z.B. Kihltiirme
im Wind) vorhersagen zu kénnen. Dies wird als Ahnlichkeitsprinzip bezeichnet.

2.1.4 Poisson-Gleichung fiir den Druck

Der Druck aus Gleichung (2.9) kann fiir inkompressible Fluide aus der Inkompressibi-
litdtsbedingung (2.1) sowie den Randbedingungen bestimmt werden. Es gilt

Ou;(x,t) Ouj(x,t)
ox;j ox;

Ap(z,t) = =V - (u(x,t) - V Z (2.10)

Diese Gleichung kann durch eine geeignete Green’sche Funktion gelost werden und
bestimmt den Druck bis auf eine Konstante. Fiir ein unendlich ausgedehntes, dreidimen-
sionales System ergibt sich dann

1 Ou;(x',t) Ou;(a’,t)
_ 3./ E : 7 ) ) )
P, t) = /d v dnle — x| £ 0] ozl (2.11)

Fiir eine Herleitung und weitere Diskussion sei auf [2] verwiesen.

2.1.5 Nichtlinearitdat und Nichtlokalitat der Navier-Stokes Gleichungen

Die Navier-Stokes Gleichungen (2.2) sind nichtlineare, nichtlokale, partielle Differentialglei-
chungen. Die Nichtlinearitdt der Gleichungen ist auf den Advektionsterm w(x,t)- Vu(x,t)
zuriickzufiithren. Die Nichtlokalitét ist iber den Druckterm gegeben, der die Poisson-
Gleichung erfiillt. Wie man an Gleichung (2.11) sieht, héngt die Losung dieser Gleichung
von dem Geschwindigkeitsfeld an jedem Ort @’ des Systems ab, in diesem Fall der R3.
Die nichtlokale Kopplung iiber den Druck fithrt dazu, dass im Geschwindigkeitsfeld keine
lokalisierten Strukturen lange bestehen kénnen. Die im Folgenden eingefithrte Wirbelstérke
stellt daher héufig eine geeignetere Beschreibung des Stromungsgeschehens dar.

2.2 Wirbeltransportgleichung

2.2.1 Wirbelstarke und Wirbeltransportgleichung

Zusammen mit der Inkompressibilitdtsbedingung (2.1) bildet die Wirbeltransportgleichung
eine zu den Navier-Stokes Gleichungen dquivalente Beschreibung des Stromungsgeschehens.
Wir definieren die Wirbelstérke

w(x,t) =V x u(x,t) (2.12)
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als Rotation des Geschwindigkeitsfeldes. Man erhilt die Wirbeltransportgleichung
w(z,t) +u(z,t) - Vw(z,t) — vAw(z,t) = w(z,t) - Vu(z,t) + F (2.13)

durch Anwenden der Rotation auf die Navier-Stokes-Gleichung. Dabei ist F' die Rotation
der treibenden Kraft f aus Gleichung (2.2). Die Wirbeltransportgleichung ist ebenfalls
nichtlinear und nichtlokal. Haufig eignet sich die Wirbelstérke besser zur Beschreibung
turbulenter Stromungen, da aufgrund des Druckes das Geschwindigkeitsfeld nie stark
rdumlich lokalisiert ist. Die Wirbelstarke hingegen tendiert dazu, in drei Dimensionen
lange, diinne Wirbelfilamente zu bilden. In zwei Dimensionen hingegen bilden sich ovale
Strukturen. Somit gibt die Wirbelstérke haufig mehr Aufschluss iiber das physikalische Sys-
tem als das Geschwindigkeitsfeld. Der Zusammenhang zwischen dem Geschwindigkeitsfeld
und der Wirbelstédrke wird im Folgenden erldutert.

2.2.2 Wirbelstreckungsterm

Den Term w - Vu auf der rechten Seite von Gleichung (2.13) bezeichnet man als Wirbel-
streckungsterm. Er verschwindet in zwei Dimensionen identisch, was daran liegt, dass die
Wirbelstérke w in e, Richtung zeigt (siehe Gleichung (2.17)) und das Geschwindigkeitsfeld
u nur von z und y abhdngt. Dann gilt

w(zx,t) - Vu(x,t) = wzgu

92 (x,y,t) =0. (2.14)

In drei Dimensionen fithrt der Wirbelstreckungsterm zu einer Verstiarkung der Wirbelstérke
und begiinstigt daher die Bildung von langen Wirbelfilamenten.

2.2.3 Biot-Savart Gesetz

Fiir inkompressible Fluide kann das Geschwindigkeitsfeld {iber die Wirbelstérke mithilfe
des Biot-Savart Gesetzes ausgedriickt werden. Dies ist analog zur Elektrodynamik aufgrund
der Quellfreiheit des Geschwindigkeitsfeldes moglich. Man erhélt

u(x,t) /d”:vwac t)yx K(x —x'). (2.15)
Dabei ist K abhéngig von der Dimension des Systems. Man erhélt fiir zwei oder drei
Dimensionen
%‘i fir 2-D
K(z)=1" z i . (2.16)
E‘Ll fir 3-D

Uber das Biot-Savart Gesetz wird das Geschwindigkeitsfeld am Ort @ iiber die Wirbelstérke
an jedem Ort x’ im System bestimmt, sodass die Nichtlokalitit der Navier-Stokes Glei-
chung erhalten bleibt. Die Nichtlinearitat bleibt durch den Term u - Vw sowie den
Wirbelstreckungsterm (in drei Dimensionen) ebenfalls erhalten.
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2.2.4 Zweidimensionaler Sonderfall

Turbulente Stromungen koénnen als zweidimensional betrachtet werden, wenn eine der
rdumlichen Dimensionen starken Einschrinkungen unterliegt. Dies ist hdufig in geophy-
sikalischen Anwendungen der Fall und kann im Labor reproduziert werden . Siehe [8]
und [9] fiir eine weiterfiihrende Diskussion.

Wir haben bereits erwahnt, dass der Wirbelstreckungsterm in zwei Dimensionen ver-
schwindet. Auflerdem zeigt w in e, Richtung, wie man an

Oz uz(z,y,1t) 0
w=Vxu=|0y| x |uy(z,yt)| = 0 (2.17)
0 0 Optiy(z,y,t) — Oyug(z,y,t)

sieht. Da also w = we, gilt, konnen wir Gleichung (2.13) als
w(x,t) +u(zx,t) - Vw(z,t) — vAw(z,t) = F (2.18)

schreiben. Dabei behandeln wir die Wirbelstarke w = O, uy(x, y,t) — Oyuz(x, y,t) als eine
skalare Grofle.

2.3 Punktwirbel

2.3.1 Punktwirbelansatz

Fiir ideale zweidimensionale Stromungen fiithrt der Ansatz
N
=Y Lib(x — ;) (2.19)

dazu, dass die Wirbeltransportgleichung (2.18) in N gekoppelte, herkdmmliche Differential-
gleichungen iiberfithrt wird. Die Nichtlokalitdt wird dadurch auf die Betrachtung von N
Punkten im Raum reduziert. Ausgehend von der Euler Gleichung

G+u-Vw=0 (2.20)

folgt durch Einsetzen von (2.19) direkt, dass x;(t) durch das Geschwindigkeitsfeld u am
Ort x;(t) zur Zeit t gemaf

i(t) — x;(t))
=20 wm,( D —a, P (2.21)

advektiert wird. Durch die Superposition von Deltadistributionen zerfillt das Integral im
Biot-Savart Gesetz (2.15) in die Summe

— (1))
ZF 27r| (2.22)

m—mz(t)|2



2 Grundlagen der Hydrodynamik

Abbildung 2.1: Losung zweier Punktwirbel gleicher Zirkulationen in 3-D und 2-D Phasenportrait

iiber alle N Punktwirbel. Der ¢ = j Term beschreibt die Wechselwirkung eines Punktwirbels
mit sich selber und muss in der Advektionsgleichung vernachléssigt werden, da das
Geschwindigkeitsfeld sonst divergiert. Dieses Problem tritt bei endlich ausgedehnten
Wirbeln nicht auf.

2.3.2 Spezialfall zweier Punktwirbel

Der Fall zweier Punktwirbel ist besonders einfach und wird hier ausfithrlich diskutiert,
da ein Teil dieser Arbeit einer Erweiterung dieses Systems gewidmet ist. Aus (2.21) und
(2.22) folgt fiir zwei Punktwirbel

z1(t) — xa(t)
2m|ay (t) — @2(t)[?”

xo(t) — @1 (t)
2m|ea(t) — 21 ()2

ﬁl(t) = Fgez X
(2.23)
¢2(t) = Flez X

Die Losung dieser Gleichungen ist fiir I'y = I'y = I eine Drehung der Wirbel um ihren
gemeinsamen Mittelpunkt mit konstantem Abstand d = |x1(0) — x2(0)|. Mit

T

und der SO(2) Drehmatrix
_ [ cos(p) sin(p)

koénnen wir die Losung mit » = &1 — 3 und R = @1 + @2 (R beschreibt den Schwerpunkt
der Wirbel und bleibt in diesem Fall konstant) als Rotation geméaf

i(t) = U(9t)7(0) (2.26)



2.4 Lagrange’sche Beschreibung

X(y,t)

x(y,0)=y

Abbildung 2.2: Veranschaulichung des Lagrange’schen Bezugssystems

schreiben. Die Trajektorie dieser Losung ist in Abbildung (2.1) dargestellt.

Fiir gegensatzliche Wirbelstarken I'y = —I's beschreiben die Punktwirbel eine Trans-
lationsbewegung senkrecht zu ihrem Verbindungsvektor r. Dieser bleibt konstant, was
insbesondere auch fiir den Betrag d des Abstandes gilt. Wir erhalten die Bewegungsglei-
chungen

o (x1 — x2)
1(t) = ey x D p—" (2.27)
ia(t) = —en x \T2TBD 4y (2.28)

271"321 — :122|2

die fiir die Advektion beider Punkte identisch sind. Daraus folgt sofort, dass der Abstand
d = x1 — x5 erhalten bleibt, d.h.

d
—d=0.
dt
Wir erhalten die Losungen der Bewegungsgleichungen als
= 2.2
x1(t) = te, X 52 T x1(0), (2.29)
d

Dies entspricht einer gleichférmigen Bewegung auf einer Achse rechtwinklig zu der Verbin-
dung der Startpunkte = und 9.

2.4 Lagrange’sche Beschreibung

2.4.1 Mitbewegter Beobachter

Bisher haben wir die Stromung aus einem festen Koordinatensystem betrachtet, sodass das
gesamte Fluid am Beobachter vorbei fliefit. Dies bezeichnet man als Fuler’sche Beschrei-
bung. Im Gegensatz dazu folgt man bei der Lagrange’schen Beschreibung einem Teilchen
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auf seinem Weg durch die Stromung (siche Abb. 2.2). Das Lagrange’sche Bezugssystem
wurde u.A. von Richardson, Taylor und Kraichnan genutzt und bietet Vorteile z.B. bei
der Beschreibung von Durchmischungsprozessen, bei der Dynamik passiver Teilchen oder
bei der expliziten Bestimmung von Trajektorien einzelner Teilchen.

Wir bezeichnen die Ortskoordinate des Teilchens mit X (y,t), wobei y die Position des
Teilchens zur Zeit t = 0 beschreibt und somit ein Label dafiir ist, welchem Teilchen aus
dem Fluid der Beobachter folgt. Man erhélt fiir die Advektion und Anfangsbedingung der
Lagrange’schen Trajektorie

d

&X(yv t) = U(X(y, t)? t)

Die obere Gleichung beschreibt die Advektion des Teilchens durch das Geschwindigkeitsfeld
am Ort X (y,t) zur Zeit t. Die untere Gleichung beinhaltet die Anfangsbedingung fiir die
Trajektorie X (y,1t).

(2.31)

2.4.2 Lagrange’sche Geschwindigkeit und Wirbelstarke

Zur analogen Formulierung der Grundgleichungen im Lagrange’schen Bezugssystem defi-
niert man die Lagrange’sche Geschwindigkeit

U(:‘/:t) - U(X(yat)7t) (232)
und die Lagrange’sche Wirbelstéarke
Uy, 1) = w(X(y,1),1). (2.33)

Man erhélt zusammen mit Gleichung (2.31) die Wirbeltransportgleichung im Lagran-
ge’schen Bezugssystem

d
Eﬂ(yﬂt) = Q(y, t) ’ [vu(mvt)]w:X(y,t) tv [AQ(m’t)]w:X(y,t) (2'34)
wobei X (y,t) geméis
d

advektiert wird. Aufgrund der Inkompressibilitdtsbedingung hat die Koordinatentransfor-

mation
' — X(y',t) (2.36)

die Jacobideterminante 1, was dazu fiihrt, dass das Biot-Savart Gesetz im Lagrange’schen
Bezugssystem als

Uy.t) = [a' Q.0 x K(X (5.0~ X(¥/,1) (2.37)

geschrieben werden kann. Fiir eine weitere Diskussion verweise ich auf [2].

10



2.5 Statistische Hydrodynamik

2.5 Statistische Hydrodynamik

2.5.1 Determinismus und Chaos

Aufgrund der extrem hohen Anzahl an Freiheitsgraden und der stark nichtlinearen, nicht-
lokalen Kopplung in der Navier-Stokes Gleichung (2.2) ist das Stromungsfeld sehr sensibel
gegeniiber Stérungen bzw. verschiedenen Anfangs- und Randbedingungen, die in Experi-
menten nie exakt reproduziert werden kénnen. Ahnlich wie bei chaotischen Systemen mit
wenig Freiheitsgraden haben solche Stérungen einen signifikanten Einfluss auf die Evoluti-
on des Systems. Im Gegensatz zu mikroskopischen Eigenschaften turbulenter Stromungen
gibt es jedoch statistische Grofien, die gegeniiber solcher Stérungen unempfindlich sind.
Dies fiihrte zur statistischen Hydrodynamik, die mafigeblich von A. N. Kolmogorov geprigt
wurde.

2.5.2 Ensemble und Zeitmittel: Ergodenhypothese

Als Ensemblemittel bezeichnet man die Mittelung iiber alle moglichen Realisierungen
des entsprechenden Feldes bei festen Randbedingungen. Dabei unterscheiden sich die
Realisierungen durch verschiedene Anfangsbedingungen, die einer vorgegebenen Statistik
unterliegen. Die Evolution einer speziellen Realisierung wird durch die Navier-Stokes
Gleichungen beschrieben.

In Experimenten oder numerischen Simulationen ist es jedoch unmoglich das gesam-
te Ensemble bzw. jede mogliche Realisierung zu beobachten. Daher ersetzt man das
Ensemblemittel mit dem Zeitmittel

1 T

(w(t)) = lim ~ / ult +¢)dt . (2.38)
T—oo T Jg

Die Annahme, dass das zeitliche Mittel gleich dem Ensemblemittel sei, bezeichnet man

als Ergodenhypothese. Dabei muss man die Konvergenz von (2.38) und Stationaritit! der

Stromung voraussetzen.

2.6 Charakteristische Skalen turbulenter Stromungen

2.6.1 Die Richardson Kaskade

L. F. Richardson entwickelte 1922 das Kaskadenmodell dreidimensionaler Turbulenz,
welchem die Vorstellung zugrunde liegt, dass die Phinomenologie der Turbulenz aus
einer Vielzahl ineinandergreifender Wirbel verschiedener Skalen entsteht. Werden z.B.
Wirbel auf einer grofien Skala L angeregt, so werden diese in drei Dimensionen aufgrund
des Wirbelstreckungstermes instabil und iibertragen beim Zerfall ihre Energie auf viele
kleinskaligere Wirbel. Dieser Prozess tritt sukzessive auf, bis die Skala der entstandenen

!Stationaritit bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte f(w, ) nicht von der Zeit abhangt. Ist dies
nur ndherunsweise gegeben, kann man trotzdem iiber ein endliches Zeitintervall mitteln.

11
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Wirbel so klein ist, dass die viskose Dissipation dominiert und letztendlich die in den
Wirbeln enthaltene Energie in Warme umsetzt.

2.6.2 Lokale Energiedissipationsrate
Man kann aus der Navier-Stokes Gleichung die Bilanzgleichung

Oexin(x,t) + V - J(x,t) = q(x,t) (2.39)
fiir die kinetische Energiedichte ey, herleiten. Dabei ist

u\xr 2
Jo(z,t) = u(z, 1) [(2”

u(zx,t)? B

+ p(x, t)] - vV vu(zx,t) - Vu(x,t)

der Fluss der kinetischen Energie und

q(z,t) = f(x,t) - u(x, t) — e(x, t)

die Summe aller Quellen und Senken. Die lokale Energiedissipationsrate € spielt eine wichti-
ge Rolle in der Theorie vollentwickelter Turbulenz und héngt mit dem Geschwindigkeitsfeld
iiber

v ou; Ou; 2
e(x,t) = 5 Z ((%; + aé) (2.40)

z?]

zusammen. Fir eine Herleitung und weitere Diskussion sei auf [2] verwiesen.

2.6.3 Geschwindigkeitsautokorrelation

Man definiert die Geschwindigkeitsautokorrelation geméaf
Rij(r,z,t) = (ui(x + r, t)u(x, 1)) . (2.41)

Fiir den isotropen?, stationiren Fall hingt R;j nicht von x und ¢ ab und kann als

Tk
r2

Rij (’I“, t) = A(T)(S” + B(T) (2.42)

geschrieben werden®. Des weiteren kann man die transversale Autokorrelation Ry und die
longitudinale Autokorrelation Ry iiber

T‘ﬂ’j

Rij(T) = Rtt(r)éij + [R”(r) - Rtt(T)] 2 (2.43)

definieren.

2Isotropie bedeutet hier Translationsinvarianz. Das heiBt, kein Punkt im Raum ist ausgezeichnet und die
Autokorrelation hangt nur vom Inkrement 7 ab.
3siehe isotrope Tensorfelder z.B. im Anhang von [2].
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2.6 Charakteristische Skalen turbulenter Strémungen

2.6.4 Integrale Lange

Die integrale Léange ist die maximale Lange, auf der noch Korrelationen zu beobachten
sind. Im Fall der Energiekaskade ist die integrale Linge die Skala, auf der die Turbulenz
angeregt wird. Durch den Prozess der Kaskade werden die Wirbel dann sukzessive zu
kleineren Skalen transportiert, bis sie aufgrund von dissipativen Effekten zerfallen. Man
kann die integrale Lénge durch die Geschwindigkeitsautokorrelation ausdriicken. Man
unterscheidet zwischen der transversalen Lénge

Lt :/ Rtt(’l")dT (244)
0
und der longitudinalen Léange
L= / Ry (r)dr (2.45)
0

wobei Ry und Ry aus Gleichung (2.43) zu entnehmen sind.

2.6.5 Kolmogorov'sche Skalen

Laut der K-41 Theorie, die spéater noch genauer erklart wird, wird die turbulente Kaskade
nur durch die kinematische Viskositét v und die Energiedissipationsrate (¢) charakterisiert
und man kann aus einer Dimensionsanalyse die Kolmogorov’sche Dissipationslédnge

L\ /A4
n= <<€>> (2.46)

bestimmen. Sie bestimmt eine untere Skalengrenze fiir die turbulente Kaskade. Analog
definiert man die Kolmogorov’sche Zeitskala

Ty = (2.47)
T\ e
und Geschwindigkeit
up = (v ()4, (2.48)
Berechnet man die Reynolds-Zahl aus diesen Grofien so erhélt man
Ry=21 -1, (2.49)
n

Das bedeutet, dass die Kolmogorov’schen Skalen zu einer laminaren Stromung gehéren.

2.6.6 Taylor Skala

Der Einfluss von dissipativen Effekten wird bereits bei Skalen bemerkbar, die groier als die
Kolmogorov’sche Dissipationsldnge sind. Daher hat G.I. Taylor 1935 die Taylor-Mikroskala

geméf

2 2
A= Zlmms (2.50)

((m)")

13
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definiert. Man kann eine longitudinale Taylor-Léange (siehe [6])

2 2
A2 e (2.51)

()

definieren. Auflerdem definiert man die Taylor-Reynoldszahl

Ry — oA (2.52)

v

die im Gegensatz zu der Reynoldszahl nicht von der integralen Linge L abhéingt, was den
Vorteil hat, dass man turbulente Stréomungen mit verschiedenen makroskopischen Léngen
L vergleichen kann, wenn sie die selbe Taylor-Reynoldszahl besitzen (siehe ebenfalls [6]).

2.7 Energiespektrum

2.7.1 Kinetische Energie

Aus der Navier-Stokes Gleichung fiir die i-te Komponente der Geschwindigkeit kann
durch Multiplikation mit u; eine Gleichung fiir die zeitliche Verdnderung der mittleren
kinetischen Energie £ der Form

d d1

&E(t) =33 (ui(x, tyui(x, t)) = v (ui(x, t) Aui(x, t)) + (ui(x, t) fi(x,t)) (2.53)
abgeleitet werden. Anhand der rechten Seite dieser Gleichung wird deutlich, dass kinetische
Energie dem System durch duflere Krafte hinzugefiigt werden kann sowie durch viskose
Effekte abgefithrt wird. Ohne Viskositdt und duflere Kréfte ist die kinetische Energie £
eine Erhaltungsgrofe.

2.7.2 Spektrale Energiedichte
Wir definieren die Fouriertransformierte des Geschwindigkeitsfeldes

1

u(k,t) = o)’

/d3:1; u(z, t)e" ke (2.54)

und erhalten mit der Fourierdarstellung der Deltafunktion
(ui(k, t)uj(K' 1)) = (ui(k,t)u;(—k,t)) 6(k + k). (2.55)

Aus der Fourierdarstellung der Karman-Howarth-Gleichung (siehe [2])

gtc,-j(k, t)+2i Y kiCij(k,t) = —2vk>Cyj(k,t) + Qi (k. t) (2.56)
l

14



2.7 Energiespektrum

folgt dann fiir isotrope Tensorfelder

1 kik;
Damit folgt die spektrale Energiedichte?
E(k,t) =47 > Cu(k,t) (2.58)

l

und wir erhalten mit T'(k,t) = 2ik Y, %Cil’i(k:, t) die Bilanzgleichung

0
L% + 2uk2} E(k,t) +T(k,t) = Q(k,t). (2.59)
Da das Integral [;°dkT(k,t) verschwindet, sieht man, dass die Anderung der gesamten
kinetischen Energie lediglich durch viskose Effekte zustande kommt. Insbesondere bedeutet
das, dass der Energietransfer zwischen verschiedenen Skalen reibungsfrei ist, d.h. die
gesamte kinetische Energie bleibt bei dem Prozess erhalten.

2.7.3 Inertialbereich

Betrachtet man die von Gleichung (2.59) beschriebene Evolution von E(k,t) und be-
schrénkt den Quellterm Q(k,t) auf grofie raumliche Skalen (d.h. kleine k-Werte), so wird
das Energiespektrum E(k,t) anfangs auf den Skalenbereich von @ beschriankt bleiben. Im
Laufe der Zeit wird durch den Prozess der Kaskade Energie zu kleineren Skalen (grofere
k) transportiert, bis sich schliefllich ein stationdrer Zustand einstellt, in dem F(k) nicht
mehr von der Zeit abhéngt. Es stellt sich ein Gleichgewicht zwischen der auf grofien Skalen
zugefiigter Energie und auf kleinen Skalen durch Dissipation abgefiihrten Energie ein. Den
Bereich, in dem die spektrale Energiedichte dem Potenzgesetz

E(k) o< k%3 (2.60)

folgt, nennt man Intertialbereich. Er wird durch die integrale Lénge L nach oben und
durch den iiber die Taylorskala A beschriebenen Dissipationsbereich nach unten begrenzt.

2.7.4 K-41 Theorie

A. N. Kolmogorov entwickelte 1941 die sehr einflussreiche K-41 Theorie®. Fiir seine Theorie
zur Beschreibung homogener, isotroper Turbulenz legte er folgende Annahmen zugrunde:

1. Hypothese der lokal isoptropen Turbulenz: Fiir hinreichend grofle Reynoldszahlen ist
jede turbulente Stréomung statistisch homogen und isotrop. In diesem Skalenbereich
wird Energie zu kleineren Skalen transportiert und das Strémungsgeschehen wird
lediglich durch die kinematische Viskositét v und die mittlere Energiedissipationsrate
(¢) beschrieben. Dies wird als erste Ahnlichkeitshypothese bezeichnet.

L dkE(k,t) = E(t)
1962 erweiterte Kolmogorov diese Theorie zur K-62 Theorie. Siehe [1].
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Anfangszustand Endzustand

Abbildung 2.3: Die Bildung von Wirbelclustern gleicher Zirkulationen in der inversen Kaskade.

2. zweite Ahnlichkeitshypothese: Im Intertialbereich (L < I < 1) spielt die kinematische
Viskositédt v keine Rolle. Die Statistik turbulenter Strémungen héngt dann nur von
(¢) ab und hat daher universellen Charakter.

Aus diesen Annahmen folgt per Dimensionsanalyse mit
(E)=[LP[172, W=7 und [ = [LP[T]7°
fir die spektrale Energiedichte
BE(k) o 2/3k5/3 (2.61)

Die Kolmogrovsche Theorie isotroper, homogener Turbulenz ist ein rein phénomenolo-
gisches Modell und wurde bisher nicht erfolgreich aus den Navier-Stokes Gleichungen
hergeleitet.

2.7.5 Inverse Kaskade zweidimensionaler Turbulenz

Die inverse Kaskade ist ein Phanomen zweidimensionaler Turbulenz und wurde von
Kraichnan 1967 in einem sehr einflussreichen Artikel beschrieben [10]. Regt man kleins-
kalige Wirbel im zweidimensionalen Strémungsfeld an, so bilden diese im Laufe der Zeit
grofiskalige Wirbelstrukturen aus. Deren Groflie wird durch die Randbedingungen des
Systems begrenzt. Der Prozess der inversen Kaskade ist in Abbildung 2.3 dargestellt, wobei
die roten Punkte fiir Wirbel positiver Zirkulation stehen wihrend blaue Punkte negative
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2.8 Stochastische Beschreibung

Zirkulationen bedeuten. Der rote Fleck auf dem Jupiter stellt ein prominentes Beispiel dar,
das auf die inverse Kaskade zuriickzufiihren ist. Eine sehr gute und ausfiihrliche Einfithrung
in die jingsten Fortschritte bei der Beschreibung zweidimensionaler Turbulenz ist in einem
2008 erschienenen Artikel von M. Eckert [11] zu finden. Fiir die Wirbelstéarkenstatistik der
inversen Kaskade verweise ich den Leser auf einen Artikel von R. Friedrich, M. Vosskuhle,
O. Kamps und M. Wilczek [12].

2006 beobachteten Chen et al. [13], dass die Elongation und Verdiinnung ovaler Wir-
belstrukturen eine wichtige Rolle bei der Bildung einer inversen Kaskade spielt . Bereits
1996 bemerkten Nielsen et al. [14] das Verschmelzen von Wirbeln in zweidimensionalen
Stromungen aus direkten numerischen Simulationen. Wir werden im Laufe dieser Arbeit
im Detail auf beide Mechanismen eingehen.

2.8 Stochastische Beschreibung

2.8.1 Markov Eigenschaft

Friedrich und Peinke [15] konnten 1997 zeigen, dass die statistischen Eigenschaften der
turbulenten Kaskade durch einen Markov Prozess beschrieben werden kénnen. Markov
Prozesse sind stochastische Prozesse, die durch die Verbundwahrscheinlichkeit

P(Tn, tn; s 21, t1;T0, to)
beschrieben werden. Die Verbundwahrscheinlichkeit ist {iber die Beziehung

P(xig1, tiv1; Tis t;)
p(xi, t;)

p(@it1, tiva|Ti, ti) = (2.62)

mit den bedingten Wahrscheinlichkeiten verkniipft. Die Verbundwahrscheinlichkeit

p(Tiv1, tiv1; Tiy ;)

ergibt sich demnach aus dem Produkt der Wahrscheinlichkeit p(x;,t;) und der beding-
ten Wahrscheinlichkeit p(@;y1,t11|®i,t;), die aussagt, wie wahrscheinlich der Zustand
Tit+1, ;41 ist, wenn der x;,t; bereits eingetreten ist.

P(Tn, tn; .. 1, t1; X0, to) = P(Tp, tn|Tn—1,tn—1) - - - (@1, t1]20, to)p(x0, to) (2.63)

Dabei héngt fiir Markov Prozesse die bedingte Wahrscheinlichkeit
(i, tilxi-1,ti-1; . .5 To, to) = p(T4, tilTi-1,ti-1) (2.64)

nur von dem letzten Zeitschritt x;_1,t;_1 ab. Dies bezeichnet man als Markov Eigenschaft
oder Markov Bedingung. Aus (2.63) folgt, dass fiir Markov Prozesse die N-Punkt Wahr-
scheinlichkeitsdichte nur von den Ubergangswahrscheinlichkeiten p(xi, ti|ei—1,t;—1) und
der Anfangswahrscheinlichkeit p(xo, t9) abhéngt. In physikalischen Systemen ist die Mar-
kov Eigenschaft nur fiir Zeitskalen grofler als Ty g erfillt, wobei Ty, als Markov-Einstein
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Zeitskala bezeichnet wird. Der Grund dafiir ist, dass auf kleinen Zeitskalen das Rauschen
korreliert ist, was der Markov Bedingung widerspricht.
Die Chapman-Kolmogorov Gleichung folgt aus Gleichung (2.62) und (2.63). Sie lautet

p(xj, tjlxi, t;) = /dxkp(wjatj’wk7tk>p(wkatk|$i7ti) (2.65)

fiir Zeiten t; < t;, < t;. Die Chapman-Kolmogorov Gleichung ist eine notwendige, aber nicht
hinreichende Bedingung fiir die Markov Eigenschaft eines stochastischen Prozesses. Fiir
die meisten Anwendungen ist es jedoch ausreichend, die Chapman-Kolmogorov Gleichung
zu iiberpriifen um davon ausgehen zu konnen, dass ein Markov Prozess zugrunde liegt©.

2.8.2 Fokker-Planck Gleichung

Die auch als Kolmogorov Gleichung bekannte Fokker-Planck Gleichung beschreibt die
Evolution der Ubergangswahrscheinlichkeit

d 2

i (cct]a:t-l— Z

i=1 ,Jl

px, t|lx' t') (2) (z, t)p(z, t|x', t)

0
at’ dwixj

(2.66)
iiber den Driftvektor D) und die Diffusionsmatrix D®). Der Driftvektor ergibt sich aus

dem Grenzwert der ersten Momente geméafl

D§1)(x,t) = lim 1 (Xi(t+7) — 24

T—=0 T

X(t)=x (2.67a)
= lim — /dmpa: t+ 7lx, t) () — ;) -

70 T

Die Diffusionsmatrix folgt aus dem zweiten Momenten und hat die Form

J =0T

PP (z,t) = lim 1 (Xi(t+7)—2)(X,(t+7) — xj)>‘X( |
t)=a (2.67b)
= lim — /da:pa: t+ Tl t) (2 — @) (2 — x5) .

=0 T

Fiir eine weitere Diskussion verweise ich auf [16].

5Lévy gelang es, ein Beispiel zu konstruieren, das die Chapman-Kolmogorov Gleichung erfiillt aber kein
Markov Prozess ist.
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3 Martin-Siggia-Rose Formalismus

Ziel dieses Kapitels ist es, eine ausfiihrliche Einfithrung in den Martin-Siggia-Rose Formalis-
mus und die Instantonapproximation zu geben. Dabei werden die meisten Schritte explizit
erklart. Im Gegensatz zu dem Kapitel iiber die Grundlagen der Hydrodynamik, die in
unzéhligen Lehrbiichern und Arbeiten ausfiihrlich erklart sind, z.B. [2], [17] oder [18], soll
der Leser hier auf weiterfithrende Arbeiten zum Thema Instantongleichungen vorbereitet
werden.

3.1 Einfiihrung

Der Formalismus wurde 1973 von P. C. Martin, E. Siggia und H. Rose (siehe [19]) entwickelt
und beschreibt die statistischen Eigenschaften eines Systems iiber eine Pfadintegraldar-
stellung! der Verteilungsfunktion. Das auftretende Pfadintegral wird iiber eine stationary
phase approximation gendhert, was bedeutet, dass die im Exponent des Integranden auf-
tretende Wirkung maximiert wird und der Wert des Pfadintegrals ndherungsweise durch
e"extr gegeben ist. Diese Naherung bezeichnet man in Analogie zur Quantenfeldtheorie
als Instantonapprozimation. Im Folgenden werden der Martin-Siggia-Rose (kurz MSR)
Formalismus und die Instantonnédherung ausgehend von einer diskreten, stochastischen
Differentialgleichung im Detail erklért.

2011 gelang es Falkovich et al. [20] aus dem Instantonformalismus die Fliigel der PDF?
der Wirbelstérke fiir die direkte Kaskade herzuleiten.

3.1.1 Stochastisches System
Markov Prozess

Wir beginnen mit einer stochastischen, diskreten Differentialgleichung der Form

9,41 =9; + D' (q,)7 + g(q;, 7)n; (3.1)

mit den Zufallskriften n;, die auf das System wirken und die Markov Eigenschaft erfiillen
sollen. g ist eine Matrix die von g, und dem Zeitinkrement 7 abhéngt.

!Pfadintegrale wurden 1948 von R. Feynman entwickelt und basieren auf einer Idee von P. A. M. Dirac
(1933). Im Anhang A.1 wird der Formalismus am Beispiel der Quantenelektrodynamik kurz erliutert.
2PDF steht fiir probability density function.
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3 Martin-Siggia-Rose Formalismus

0123

Abbildung 3.1: Hintereinanderausfiihrung mehrerer Ubergénge von i = 0 bis i = n.

Ubergangswahrscheinlichkeit

Wir wollen die Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte p ausdriicken, die angibt, wie wahr-
scheinlich der Ubergang von g;,t; nach g, ,%;41 ist. Wir definieren

P(@is1,tiv1lgi t) = 0[qiy — q; — D' (g,)T — g(q;, T)ni] , (3.2)
sodass die Ubergangswahrscheinlichkeit genau dann 1 ist, wenn Gleichung (3.1) erfiillt ist,
und sonst gleich 0 ist.

Wir benutzen die Fourierdarstellung der Deltafunktion

und setzen diese in die Gleichung fiir die Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte (3.2) ein. Die
Zahl m bezeichnet hier die Dimension des Vektors g;. Wir erhalten eine Integraldarstellung
der Ubergangswahrscheinlichkeit

P(@ir, tiva Qi ti) = /dm‘heifn[qiﬂ—qi—Dl(qi)T—g(qm)m}‘ (3.3)
’ ’ (2m)™
Die Wahrscheinlichkeitsdichte f flir mehrere Transitionen ergibt sich durch Multiplika-
tion der einzelnen Ubergangswahrscheinlichkeitsdichten. Fiir einen Pfad wie in Abbildung
3.1 von i = 0 bis i = N dargestellt ergibt sich die Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte als
Produkt geméaf

flnon—1,...,0) = 0541, tivaldi ti) - (3.4)
Einsetzen von p(q;,1,tit+1|q;,t;) liefert

f(n,n ~1,...,0) = [/ - 01 (C21 ;an} €iZ:L:_01 lA]i'[q'ﬁLl*qi*Dl(Qi)ﬂefl'z,i\]:gl a;9(q;m)m; (3.5)
m

Wir betrachten nun die gemittelte Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte. Dafiir miissen wir
iiber die Exponentialfunktion mit der stochastischen Kraft n; mitteln, was zu

iy @iglanTm <e—izf_01éig(qm)m> (3.6)

fithrt. Mithilfe dieser Mittelung kénnen wir die grobkérnige Ubergangswahrscheinlichkeits-
dichte

Fln,n— /H" p d” ql ol i o @i[a1—0:—D' (g, T]< iy " g qmn> (3.7)

einfithren. Um die statlstlschen Elgenschaften zu erhalten, muss die Mittelung in Gleichung
(3.6) iiber die gesamte Exponentialfunktion durchgefithrt werden.
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3.1 Einfithrung

Diffusionsmatrix

Im vorherigen Kapitel haben wir die Diffusionsmatrix D(?) eingefiihrt (siehe Gleichung
(2.67b)). Im Folgenden wollen wir einen Zusammenhang zwischen Diffusionsmatrix und
treibender Kraft herstellen. Die genaue Form der Matrix ist hier nicht wichtig, da wir
ins Kontinuum iibergehen werden und dann die zur Diffusionsmatrix korrespondierende
Korrelationsfunktion vorgeben. Dieses Verfahren ist vergleichbar mit dem Vorgehen bei
der Pfadintegraldarstellung des freien Skalarfeldes in der Quantenfeldtheorie, welches
zum Propagator des freien Skalarfeldes fithrt. Dies wird im Anhang (siche A.1.3) kurz
erldutert.

Um die Mittelung der treibenden Kraft zu beschreiben, definieren wir eine Groflie W,
die den Einfluss der Mittelung im Exponenten geméfl der Gleichung

<e—i2?01 flig(qiﬁ)m> = ¢ Wiaa...an] (3.8)

darstellt. Diese Gleichung kénnen wir nach W auflésen und erhalten
Wiai...an) = —1n <eizi O‘mi> .
Fiir den Diffusionsprozess hat W die Form
W = %Z a;Cija . (3.9)
]

Dabei ist C' diagonal mit C;; = 6;;Q7 und der Vektor a ergibt sich aus g; und der Matrix
g uber a; = g(q;,7)q;. Wir setzen diese Beziehungen in Gleichung (3.9) ein und erhalten

W= % > Qroii(9(a:: 1)@ (9(a;, 7)ay) = D QTa:9" (i 7)9(2:: )4 - (3.10)
ij -

Dabei wurde benutzt, dass mit der Adjungierten g' von g das hier auftretende Skalarpro-
dukt die Gleichung

{gdlgd) = (d|g'g|a)
erfilllt. Hier wurde die in der Quantenmechanik iibliche Notation verwendet, da die
Beziehung den meisten Lesern aus diesem Kontext bekannt sein sollte.
Jetzt kénnen wir durch Vergleichen von Gleichung (3.9) und (3.10) die Diffusionsmatrix
D® als
D®(q) = ¢'(9)Qy(q) (3.11)

schreiben, sodass mit (3.8) die Beziehung

<ei S @ig(qm)m> — e300 TP, (3.12)
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3 Martin-Siggia-Rose Formalismus

folgt. Damit kénnen wir die Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte P analog zu Gleichung
(3.7) als

AT Y e[ s o,
P(qn"'qO) :‘/I_I?:O1 (277_)77;16 - |: ]6 QZiZO %D qlp(qO) (313)

schreiben. Dabei ist P(q,) die Wahrscheinlichkeit, dass sich das System anfangs im
Zustand q befindet.

3.1.2 Charakteristische Funktion

Wir haben in vorherigen Abschnitt die Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte P(aq,..-qo) fur
den Ubergang von gy nach g; und so weiter bis q,, eingefiihrt. In Analogie zur Zustands-
summe der statistischen Physik® integrieren wir iiber alle méglichen Ketten von g, .. .q
Wir erhalten die charakteristische Funktion

Z W1 100) = /qun...quo d LGP (g, q). (3.14)

ne

Mit Gleichung (3.13) lautet die charakteristische Funktion konkret

pon A7 S | M )|
=0 (2m)m

x ¢ 3 Lico 7D @4 i X, meai gy, (3.15)

Z(N,y, .. Mg) = /den~--qu0 /

Wir fiithren die Wirkung

S = Z_:T(A]i'

=0

. n—1
q, — q 1 A A
Livl  Hi Dl} + 5 E TqiD(2)qZ' (3.16)

T i=0

ein. Das Einfiigen eines Quellterms der Form ¢ 22 M8 fiihrt zur verallgemeinerten cha-
rakteristischen Funktion

Z{n, 7} = / DgDge! S+ il aithail (3.17)

aus dem durch Variation nach den Quelltermen die Momente und Responsefunktionen
erzeugt werden kénnen, wie im Folgenden in Abschnitt 3.1.2 gezeigt wird. Wir definieren
die Abkiirzungen

dg; 1 dg;
Dg=11" — nol__Fi
q 1=0 \/ﬁm 1=0 mm
die im kontinuierlichen Grenzfall in Pfadintegrale {ibergehen. Die charakteristische Funk-
tion hangt dann von den Funktionen q(¢) und §(¢) ab und wird daher auch als charakte-
ristisches Funktional bezeichnet.

und Dg=11 (3.18)

3fiir eine ausfiihrliche Einfithrung siehe Nolting, Statistische Physik, [21]
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3.1 Einfithrung

Kontinuierlicher Grenzfall

Bisher haben wir ein diskretes System betrachtet. Um die Stromung von Fluiden zu
behandeln, miissen wir im Folgenden zu einem kontinuierlichen System tibergehen, indem
wir das Zeitinkrement 7 gegen 0 und n gegen unendlich gehen lassen. Dann gehen die
Summen in der Wirkung aus Gleichung (3.16) iiber in Integrale {iber ¢t und der Term
(gi+1 — q;)/7 iiber in die zeitliche Ableitung von q. Man erhilt die Wirkung?

JN i . .
5= [arawlat) - D'(a) + 4 [aramp@ac) (3.19)
fiir die kontinuierlichen Variablen g(¢) und g(t).

Einfiihrung von Feldvariablen

Bisher sind wir von der Beschreibung einer Variablen q(t) ausgegangen, die kontinuierlich
zeitabhéngig ist. Um Fluide beschrieben zu kénnen, miissen wir die Feldvariablen u(x,t)
und @(x,t) einfithren und die Wirkung entsprechend anpassen. In Analogie zu (3.19)
definieren wir die Wirkung

S — /dtdmxu(m 1) - [i(@, t) — DY (w(x, £)] + - /dt Ao ™ i(m, ) Q(a — ' Yu(a, 1) |

(3.20)
Dabei wird zusétzlich zur vorherigen Beschreibung iiber die Feldvariablen = und z’
integriert. Q(x — x’) stellt eine Verallgemeinerung der Matrix D® dar und spielt die
Rolle einer Korrelation. Die charakteristische Funktion aus Gleichung (3.17) kann im
kontinuierlichen Fall als Pfadintegral (siche A.1) geschrieben werden und héngt jetzt von
den Feldern u(x,t) und @(x,t) ab. Man erhélt das charakteristische Funktional

Z({n, 7)) = / Du(x,t) / Da(, t) ST [t [d"em@nu@nra@-a@n] — (391)

Dabei sind Du(x,t) und Du(x,t) als

~ du;

Du(x, t)—nh_{gonm

definiert. In der Gleichung fiir das charakteristische Funktional (3.21) gehen auch die Quell-
terme m; und 7); in Felder n(a, t) und 7)(x, t) iiber. Im folgenden Teil werden wir sehen, wie
durch Variation nach den Quellfeldern n(x,t) und #(x,t) die Momente (u;(x,t)u;(x’,t"))
des Feldes u(x, t) und die Responsefunktionen (u;(x,t)d;(a’,t)) berechnet werden konnen.

(3.22)

4Fiir eine nicht zeitlich deltaformige Korrelation C(t — ') kann man die Wirkung
se= [aa -t - D@+ § [ [ar aws'@0)ce - Oatawyae)

schreiben. Da wir uns jedoch auf Markov-Prozesse beschrianken, gehen wir hier von einer zeitlich
deltakorrelierten Grofle aus.

23



3 Martin-Siggia-Rose Formalismus

Momente und Responsefunktionen

Durch Bildung der Funktionalableitung (siche A.2) kann aus dem charakteristischen
Funktional eine Gleichung fir die Momente abgeleitet werden. Als Momente N-ter Ordnung
von u(x,t) bezeichnet man die Mittelwerte

(ui(z, t)u; (', tug (", t")...) (3.23)

mit N-fachem Auftreten einer Komponente des Feldes u(x,t) innerhalb der Klammer.
Die Mittelwerte
(ui(, t)a; (', 1)) (3.24)

bezeichnet man als Responsefunktionen.
Die Momente werden durch Mittelung aus dem charakteristischen Funktional gemaf

<u2-(:1:1, tl)u]'(wg, tg)uk(wg, tg) - )
= [P, ) i, ) e 1) s o), ) . 54T e ) )

(3.25)

bestimmt. Diese Mittelwerte lassen sich als Funktionalableitung nach den Quellfeldern
n(x,t) bzw. f)(x,t) darstellen. Dies kann man am Beispiel fiir das zweite Moment als

(. s (& 1)) = G5t s 2 ) (3.26)

schreiben. Explizites Bilden der Funktionalableitung ergibt dann auf der rechten Seite
von Gleichung (3.26)

/Du(x, t) D, t) ui(x, t1)uj(ze, tg)eis“‘fdt Jame n@b)-u(@t)+i@)-a@)] (3.27)

Die Funktionalableitung angewandt auf die Exponentialfunktion reproduziert die Expo-
nentialfunktion mit entsprechendem Faktor. Vergleicht man diese Gleichung mit Gleichung
(3.25), so wird deutlich, dass die Variation das zweite Moment liefert.

Wenn man z.B. an der Berechnung der zweiten Momente interessiert ist, kann man
n(x,t) umschreiben. Wir schreiben das charakteristische Funktional als

Zloy, ag] = <€i“("’1’t1)'°‘1ei“(wQ’tQ)'a2> , (3.28)
wobei die Klammer (...) eine Mittelung gemé&f
()= /Du(:c,t) Di(x,t) ... (3.29)

mit dem Gewicht ™ beschreibt. Wihlen wir

2
n(x,t) = Z a;d(t —t;)o(x —x;), (3.30)
i=1
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3.2 Instantonapproximation und Instantongleichungen

so erhalten wir aus Gleichung (3.21) sofort (3.28). Das zweite Moment von wu(x,t) erhalt
man dann durch Bilden der partiellen Ableitung nach a; und ae aus dem charakteristischen
Funktional Z gemaf

1 01 0

) 804171' ) 8a27j

(ui(z1, t1)uj(@2,t2)) = Z oy, ag; 1, ty; 2, 1) (3.31)

Wirkung fiir die Wirbeltransportgleichung

Wir haben bisher eine Pfadintegraldarstellung des charakteristischen Funktionals eines
beliebigen Feldes u(x,t) hergeleitet. Im Folgenden wenden wir diese Technik auf das Pro-
blem der zweidimensionalen Turbulenz an, indem wir die Wirbeltransportgleichung (siehe
Gleichung (2.18) und Kapitel 2.2.4) in die Wirkung einsetzen, sodass der deterministische
Teil von Gleichung (3.1) durch die Wirbeltransportgleichung ersetzt wird. Wir definieren
die Martin-Siggia-Rose Wirkung

Snins — /dzxdt@(m,t) (2, 1) + u(®, {) - Vo (@, t) — vAw(z, t)]
n % / Rad/dt (@, )Q(m — )o@, 1) (3.32)

fir das Wirbelfeld zweidimensionaler Turbulenz. In den eckigen Klammern steht die
Wirbeltransportgleichung ohne treibende Kraft und wird mit dem Hilfsfeld & multipliziert.
Der letzte Teil beinhaltet die Korrelationsfunktion, die an das rein imaginare Hilfsfeld
gekoppelt ist. Der Term hat die Form einer Faltung und verbindet daher das Hilfsfeld und
die Korrelation an allen beliebigen Orten x und @’. Die Korrelationsfunktion Q(z) soll
nicht explizit von der Zeit abhdngen. Das bedeutet, dass die treibende Kraft deltakorreliert
in der Zeit ist, da sonst @(x,t)Q(x — ', t —t')&(a’, ') zusétzlich tiber ¢ integriert werden
misste.

3.2 Instantonapproximation und Instantongleichungen

3.2.1 Sattelpunktapproximation

Die Pfadintegraldarstellung des charakteristischen Funktionals kann nicht in Analogie zu
der Quantenelektrodynamik (QED) storungstheoretisch gelost werden, da in der Wirkung
(3.32) kein kleiner Parameter auftritt, nach dem eine Entwicklung durchgefiihrt werden
kann. In der QED kann die Wirkung nach der elektromagnetischen Kopplung A entwickelt
werden, die im Vergleich zu der Kopplung der starken Wechselwirkung um den Faktor
1/137 kleiner ist®.

Zur Loésung kann eine Sattelpunktapproximation® verwendet werden. Im Gegensatz
zu einem storungstheoretischen Ansatz wird hierbei im Pfadintegral nur der Weg mit

®Dies entspricht der Sommerfeldschen Feinstrukturkonstanten (siehe [22]).
5Diese Naherung wird in der Feldtheorie oft als stationary phase approximation bezeichnet.
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3 Martin-Siggia-Rose Formalismus

(a) Schematische Darstellung des charakteristi- (b) In der Instantonndherung wird nur der
schen Funktionals. Die Dicke der Linien symboli- Weg mit maximaler Ubergangsamplitude
siert die Grofle der Ubergangsamplitude. beriicksichtigt.

Abbildung 3.2: Illustration zur Instantonapproximation.

der groBten Ubergangsamplitude beriicksichtigt. Diese Approximation beinhaltet daher
Beitrage aus beliebigen Ordnungen der Stérungstheorie. Sie beruht auf einer Maximierung
der Wirkung, sodass das charakteristische Funktional

Z= / DwDie’
durch das Maximum der Wirkung Sexr geméafl
Z g glFextr (3.33)

gendhert wird. Um das Extremum der Wirkung zu berechnen, miissen die Variationen
nach den Feldern w und & verschwinden. Dies fiihrt zu den Instantongleichungen, die man
durch die Funktionalableitungen

oS
— 34
5ol 1) 0 (3.34a)
und 5S
— 34
5@ 1) 0 (3.34b)

erhélt. Die Variation nach @ fithrt zu einer partiellen Differentialgleichung fiir die Evolu-
tion der wahrscheinlichsten Konfiguration des Wirbelfeldes w. Wird nach w variiert, so
erhilt man ebenfalls eine partielle Differentialgleichung, die die Evolution des Hilfsfeldes
@ beschreibt. Wir werden sehen, dass diese Gleichungen gekoppelt sind und Anfangsbe-
dingungen zu verschiedenen Zeiten geniigen. Im Folgenden werden wir die Variation nach
dem Wirbel- und Hilfsfeld durchfiihren und die Instantongleichungen explizit angeben.

3.2.2 Variation nach dem Wirbelfeld

Im Folgenden fiithren wie die Variation nach w(x,t) explizit termweise durch. Die auftre-
tenden Funktionalableitungen werden mit vielen Zwischenschritten angegeben, sodass
kein besonderes Vorwissen in diesem Gebiet notwendig ist.
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3.2 Instantonapproximation und Instantongleichungen

Variation des Korrelationsterms

Um die Variation des Korrelationsterms
S, = / d?zd?y/dt &z, 1)Q(x — ') (x', 1) (3.35)

nach w(x,t) durchzufithren, miissen wir zuerst die Integrationsvariabeln umbenennen,
sodass die im Argument von w auftretenden Groéflien nicht den Integrationsvariablen
entsprechen. Wir ersetzen d?z mit d?2’ und d%z’ mit d2z” und erhalten

2. 132, .11 I/ I NN (! ) —
6wmt/d Ea"dt (2", Q@ — 22", ) = 0 (3.36)

fiir 0/0w(x,t)S., da S, nicht von w(x,t) abhingt.

Variation des w Terms

Der von der Zeitableitung des Wirbelfeldes abhéngende Term in der Wirkung
S, — / A2dt & (m, 1), ) (3.37)

wird nach w(z,t) variiert. Dabei werden ebenfalls die Integrationsvariablen umbenannt.
Die Variation fiihrt zu

(5St . ) 2 ) /2 L .
sw(z,t)  dw(x,t) /d a'dt o', t)w (@', ') = (@) dz'dt’ w(z', tw(x',t')
: dw(x', 1) .
_ 2 1 a4l Aty QWL U)
= /d Z'dt’ w(x',t) 5. 1) w(x,t). (3.38)
———

=0(x—x')o(t—t")
Dabei wurde partiell integriert und angenommen, dass die Felder im Unendlichen ver-
schwinden.
Variation der Nichtlinearitat

Beim Variieren des Terms
S, = / 22/t (!, )u(@!, 1) - Ve 1) (3.39)

mit der Nichtlinearitit w - Vw(a, t) muss die Abhéngigkeit des Geschwindigkeitsfeldes u
von w iiber das Biot-Savart Gesetz (2.15) berticksichtigt werden. Man erhélt

05, 5, o o
&u:ct) w(z,t) /dxdt (@, u(x',t') - Vw(a' 1)

= /de’dt oz’ ) { (', t') - ((m((;,t)Vw(a:’,t/)) + W . Vw(a:’,t’)} . (3.40)
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Der erste Teil kann analog zu S; durch partielle Integration gelost werden. Mit der
Inkompressibilitdatsbedingung V - u = 0 erhélt man

1)
2 T A A (A ! AN
/d ddt'o(x’ tHu(x', 1) (&u

) Vw(x',t’))

0 "
=— / 2V - (o, ) ule )] W = —u(z,t) Vi(z,1). (3.41)
Fiir die w Abhéngigkeit von u miissen wir
) ' —
'y — /dQ " X "oy 3.49
6w(x,t)u($’ ) dw(x, 1) voe 27r]as’—:c”\2w(m t) (342)
berechnen. Ausfiihren der Variation ergibt
0 !yl / T — :1:/
)= —6(t —t)ey x —————— 3.43
5w(cc,t)u(w *) ( Jez x 21|z — x'|2 (3:43)

was wir in Gleichung (3.40) einsetzen. Die Deltafunktion 6 (¢ — ¢’) hebt die Zeitintegration
auf und wir erhalten
oSy,
dw(x,t)

T —x
— W
2|x — o' |2

— —u(x,t) - Vo(a,t) /d%'a(x',t)ez x @, t)  (3.44)
fiir die Variation des nichtlinearen Terms der Wirkung.

Variation des Viskositatsterms

Die Variation des Viskositatsterms

S, = / d2edt v (@, ) Aw(, ) (3.45)
kann durch zweifache partielle Integration gelost werden. Man erhélt
0Sy
=vAw(x,t). 3.46
Sl ) VOO (3.46)

Evolutionsgleichung fiir das Hilfsfeld
Aus der Variation der Wirkung S nach dem Wirbelfeld w(x,t) erhalten wir die Evoluti-

onsgleichung fiir das Hilfsfeld &(x,t). Dafiir muss
5S 98, 0S¢ S 05y
= + + +
ow(x,t)  dw(x,t)  ow(x,t) ow(x,t) Jdw(x,t)

(3.47)

verschwinden, sodass die Wirkung extremal wird. Mit den Gleichungen (3.36), (3.38),
(3.44) und (3.46) folgt dann die Evolutionsgleichung

e. X (x—x)

S(m, ) +u(z, 1) - Vo(w, t) + vAG(x, 1) = — / oo (@ 1) Ve 0) (349

21| — x
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3.2 Instantonapproximation und Instantongleichungen

fiir die wahrscheinlichste Konfiguration des Hilfsfeldes. Man sieht, dass der Viskositéts-
term vA® ein anderes Vorzeichen als in der Wirbeltransportgleichung (2.13) hat. Dies
deutet darauf hin, dass das Feld & riickwérts in der Zeit gelost werden muss, was wir
spéter noch genauer sehen werden. Der letzte Term hat wegen &Vw Ahnlichkeiten mit
dem Wirbelstreckungsterm dreidimensionaler Turbulenz und koppelt hier die Gleichung
des Hilfsfeldes an das Wirbelfeld. Dies geschieht auflerdem iiber die Abhéngigkeit des
Geschwindigkeitsfeldes u(x,t) von dem Wirbelfeld auf der linken Seite der Gleichung.

3.2.3 Variation nach dem Hilfsfeld

Um die Evolutionsgleichung fiir das Wirbelfeld zu erhalten, muss die Wirkung S nach dem
Hilfsfeld & variiert werden. Aufgrund der Form der Wirkung ist dies wesentlich einfacher.
Wir unterscheiden zwischen zwei Termen, dem Korrelationsterm wQ@ (zweiter Term) und
dem Rest (erster Term).

Variation des ersten Terms

Der erste Term héngt linear von @ ab, sodass man

051 4]
d(x,t)  6b(x,t
=w(z,t) + u(x,t) - Vw(z,t) — vAw(zx, t)

2.0 3K (Al N [y (Al 4 -Vw(x — VAw(x
)/dxdtw(w,t)[W(wthU(mat) V(@) - vAw(,1)] (3.49)

erhélt. Dies entspricht der Wirbeltransportgleichung ohne treibende Kraft. Das liegt an
der linearen Multiplikation mit dem Hilfsfeld @&, was durch die Funktionalableitung wieder
verschwindet und dabei das Integral aufhebt.

Variation des Korrelationsterms

Der Korrelationsterm ist quadratisch in «w. Man kann die Variation analog zur Produktregel
herkémmlicher Ableitungen berechnen. Durch Umbenennen der Integrationsvariablen
erhdlt man mit Q(x) = Q(—x) identische Summanden, die dann zusammengefasst werden
kénnen. Man erhélt

8
0o (x, t)

/dzx’d2x”dt/®(w”, HQ(x" — x)o(x',t) =2 /de’Q(cc —xo(x' ). (3.50)

Evolutionsgleichung fiir das Wirbelfeld

Fasst man die Gleichungen (3.49) und (3.50) zusammen, so erhdlt man fir §5/dw = 0 die
Evolutionsgleichung

w(x,t) +u(zx,t) - Vw(z,t) — vAw(x,t) = —i /d%’Q(a: —z)o(x',t) (3.51)

fiir das Wirbelfeld. Auf der linken Seite steht die Wirbeltransportgleichung (siehe Gleichung
(2.13)) und auf der rechten Seite an Stelle der treibenden Kraft ein Term, der von der
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Korrelation Q(x — «’) abhéangt. Da das Hilfsfeld @ rein imaginér ist, ergibt sich auf der
rechten Seite der Gleichung eine reelle Gréfie, sodass das Wirbelfeld stets reell bleibt.

3.2.4 Instantongleichungen in einem mitbewegten Bezugssystem

Im Folgenden sollen die Instantongleichungen fiir Wirbelstdrkeninkremente kurz vorgestellt
werden. Dies ist fiir die weiteren Kapitel nicht relevant, soll aber der Vollstandigkeit halber
an dieser Stelle zusammengefasst werden. Fiir die dazugehdrigen Rechnungen verweise ich

auf den Anhang (A.3).
Wir definieren die Inkremente der Wirbelstarke

Qg(r,t) =w(x+r,t) —w(x,t) (3.52)

und gehen in ein mitbewegtes Bezugssystem iiber, in dem der Beobachter sich im Koordi-
natenursprung befindet. Dann ist

Q(r,t) = Qo(r,t) = w(r, t) — w(0,t) (3.53)

und wir erhalten die Instantongleichungen

O(r,t) = —v(r,t) - V,Q(r, t) + vAQ(r, —z/dzr’C’ PO 1)
Q1) = —o(r, 1) - VO(r, 1) — vAQ(r, 1) (3.54)
2 1A ezx(rl_r) ezx"'}_ /
+/d PO (r ,t){ S et o) V).
Dabei ist

o ’
v(r, t) /dZ’{ez (r T)Jrezxr}Q(r’,t)

27|r — /|2 27|r!|?

und

AQ(r,t) = AQ(r,t) — }i_r)r{l)[A,«Q(r,t)] .

3.3 Zusammenfassung

Wir haben bisher die Instantongleichungen zweidimensionaler Turbulenz hergeleitet. Diese
ergeben sich aus dem Extremum der Martin-Siggia-Rose Wirkung (siehe Gleichung (3.32)),
welches wir durch Funktionalableitungen nach den Feldern w(z,t) und @(x,t) erhalten ha-
ben. Zusétzlich zu den bisher betrachteten Termen muss noch die Variation der Quellterme
berticksichtigt werden. Da wir an den Momenten der Wirbelstérke interessiert sind, kénnen
wir 9 = 0 setzen und erhalten nur einen zusétzlichen Term 7 in der Instantongleichung fiir
das Hilfsfeld. Dann ergeben sich die Instantongleichungen zweidimensionaler Turbulenz
als

(@, ) + u(@, b) - Ve, £) — vAw(®, £) = —i / 2 Q(x — a)o(,t)  (3.55)
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3.3 Zusammenfassung

fir das Wirbelfeld und

/

X @) gy

(3.55b)
fiir das Hilfsfeld. Zusammen mit dem Biot-Savart Gesetz (siche Gleichung (2.15)) erhalten
wir ein geschlossenen Gleichungssystem fiir die Evolution der wahrscheinlichsten Feldkon-
figuration von w(x,t) und @(x,t). Diese Gleichungen sind tber den Korrelationsterm in
der Gleichung fiir die Wirbelstédrke und durch das Geschwindigkeitsfeld sowie den Term
auf der rechten Seite der Gleichung fiir das Hilfsfeld aneinander gekoppelt. Setzt man fiir
7 eine Superposition von Deltafunktionen (siehe (3.30))

n = 94(t) Zaié(w —x;)

é;(a:,t)+u(w,t)-V@(wvt)JrVA@(w’t):_/dzx/@(m/’t) orlx — 22
o

ein, so wird durch diesen Term die Anfangsbedingung fiir das Hilfsfeld zur Zeit ¢ = 0 als
> id(x — ;) festgelegt. Dann muss das Hilfsfeld riickwérts in der Zeit von ¢ = 0 bis zu
t =t* < 0 gelést werden. Das Wirbelfeld geniigt beliebigen Anfangsbedingungen zur Zeit
t*.

In der Instantonndherung bekommt auch das Hilfsfeld eine eigene Dynamik. Das liegt
daran, dass das charakteristische Funktional, in dem das Hilfsfeld iiber ein Pfadintegral
ausintegriert wird, mit dem Extremum der Wirkung genéhert wird. Die Evolution des
Hilfsfeldes und des Wirbelfeldes geméf der Instantongleichungen stellt sicher, dass man sich
stets auf dem Pfad befindet, der die maximale Ubergangsamplitude hat (siehe Abbildung
3.2(b)).
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4 Punktwirbellosung der
Instantongleichungen

In Kapitel 2.3 haben wir das Konzept von Punktwirbeln als Konzept deltaférmiger Wirbel
ausfithrlich diskutiert. Die Betrachtung einer endlicher Anzahl von Punkten reduziert die
Integro-Differentialgleichung auf ein System von N herkémmlichen Differentialgleichungen.
Im Folgenden wollen wir dieses Konzept benutzen, um die Instantongleichungen ohne
Viskositat fiir deltaformige Anfangsbedingungen zu lésen. Dafiir werden wir eine Gleichung
fiir das Geschwindigkeitsfeld u herleiten, die von der Vergangenheit des Systems abhéngt.
Wir werden Losungen fiir zwei Punktwirbel in der Ndhe der herkémmlichen Lésung zweier
Punktwirbel suchen.

4.1 Instantongleichungen als Punktwirbelsystem

Im vorherigen Kapitel haben wir die Instantongleichungen aus der Martin-Siggia-Rose
Wirkung hergeleitet. Sie lauten

w=—-u-Vw+rvAw — i/dza:’ (x —x)w(x' t)

o /
b=—u V- vAD— /d%’@(:c’,t)w’m) V(e t) 4. (4.1)
21t|lx — @' |?
=

Fiir die Betrachtung von Punktwirbeln muss die Viskositit verschwinden. Gleiches gilt
fir den Term [I*, der Ahnlichkeiten mit dem Wirbelstreckungsterm dreidimensionaler
Turbulenz hat. In diesem Kapitel betrachten wir das Gleichungssystem

O=—u-Vw-— i/d%’ (@ —a')o (', 1) (4.2)

b=—u-Vd+n

anstelle der gesamten Instantongleichungen. An dieser Stelle kann das Vernachléssigen
von I* nicht begriindet werden!.

Wir haben im vorherigen Kapitel gesehen, dass das Hilfsfeld zur Zeit der Beobachtung
deltaférmige Anfangsbedingungen erfiillen muss. Diese Anfangsbedingung ist unabhéngig
vom Punktwirbelansatz und wird auch in spéteren Kapiteln verwendet. Dies deutet

"Wir werden in Kapitel 5 sehen, dass bei der Evolution elliptischer Wirbel I* in erster Ordnung
vernachléssigt werden kann.
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4 Punktwirbell6sung der Instantongleichungen

darauf hin, dass ein Punktwirbelansatz sinnvoll ist und dass allgemeinere Losungen in der
Nachbarschaft von Punktwirbellssungen zu suchen sind?.

4.2 Punktwirbelansatz fiir das Hilfsfeld

Fiir den Grenzfall verschwindender Viskositdt und unter Vernachléssigung von I'* erhalten
wir die Gleichungen .
w+u-Vo= Z 3z — &) a;0(t) (4.3a)

und
O+ - Ve = —i / 22/ Q(x — o' )o(a, 1) (4.3b)

Motiviert durch die Anfangsbedingung auf der rechte Seite von Gleichung (4.3a) machen
wir fiir das Hilfsfeld & den Punktwirbelansatz

o(x,t) = —i Zfi(t)é(a: — ). (4.4)

Einsetzen des Ansatzes (4.4) in Gleichung (4.3a) ergibt die Advektion der Punktwirbel
im Hilfsfeld ‘
Zi(t) = u(2;, 1) (4.5a)

und die Anderung der entsprechenden Zirkulation
il (t) = aid(t) . (4.5b)

Die erste Gleichung besagt, dass die Punktwirbel durch das Geschwindigkeitsfeld u(x, t)
advektiert werden. Fiir Punktwirbel wird das Integral im Biot-Savart Gesetz auf eine
Summe reduziert (siche Gleichung (2.22)). Die zweite Gleichung besagt, dass T; einen
Sprung bei ¢ = 0 hat. Da wir aus dem vorherigen Kapitel wissen, dass das Hilfsfeld
rickwérts in der Zeit gelost werden muss, erhalten wir

—il'(t) = a;0(—t) . (4.6)

Das heifit, die Zirkulation I'; ist fiir ¢ < 0 konstant und sonst 0.
Mit der Evolutionsgleichung des Wirbelfeldes (4.3b) erhalten wir die extremale Wirkung

i~ [0
Se =3 %:rirj /. @G 0) (4.7)

in Abhéngigkeit des Abstandes 7;; = &; — &; iiber dem gesamten Zeitintervall (¢*,0). Fiir
das Wirbelfeld w ergibt sich durch Einsetzten von (4.4) in (4.3b) die Gleichung

w(x,t) +u - Vw(x,t) = Zf‘i(t)Q(:c—wi(t)). (4.8)

2In Kapitel 5 erweitern wir den Ansatz zu elliptischen Wirbeln. Fiir die explizite Losung beginnen wir
mit einem Punktwirbelsystem und entwickeln ein iteratives Verfahren zur Bestimmung der Evolution
elliptischer Wirbel.
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4.3 Das Wirbelfeld im Lagrange’schen Bezugssystem

4.3 Das Wirbelfeld im Lagrange’schen Bezugssystem

Im Folgenden werden wir die Gleichung fiir die Wirbelstarke im Lagrange’schen Bezugs-
system betrachten und eine Gleichung fiir das Geschwindigkeitsfeld u(x,t) angeben, die
von der gesamten Geschichte des Systems abhéngt.

Wir haben bereits in Kapitel 2.4 die Grundlagen des Lagrange’schen Bezugssystems
eingefiihrt. Das Wirbelfeld w schreiben wir als w(x(y,t)), wobei x(y,0) = y gilt. Der
Vektor x(y,t) wird durch das Geschwindigkeitsfeld u(x,t) advektiert und beschreibt
eine Trajektorie, die durch &(y,t) = u(x(y,t),t) gegeben ist. Die Zeitableitung der
Wirbelstarke

4 ey 1)) = &(y.1) - Vol(y. £), 1) + 22AE@ DD (4.9)

dt ot

setzt sich dann aus der expliziten Zeitabhéangigkeit und der Zeitabhangigkeit der Lagran-
ge’schen Trajektorie zusammen. Diese Gleichung kann nach der expliziten Zeitableitung des
Wirbelfeldes dyw(x(y, t),t) umgestellt werden. Mit (4.8) erhdlt man dann eine Gleichung
fiir die Anderung d/dt der Wirbelstérke. Diese lautet

Swlwly1).0) = Y IQ(y.0) - #i(t), (1.10)

wobei wegen &(y,t) = u(x(y,t),t) die Advektionsterme sich gegenseitig autheben. Inte-
gration iiber t liefert die Losung

wlaly 0, = S8 [ 4 Qa(y.t) ~ @u(t) +0 (1.11)

fiir das Wirbelfeld entlang der Lagrange’schen Trajektorie x(y,t). Uber das Biot-Savart
Gesetz kann daraus das Geschwindigkeitsfeld

u(w(y,t),t) = /de/ €, X (:B(yvt) _ :1},)

oy, f) — a2 w(x' t) (4.12)

bestimmt werden. Benutzt man, dass die Jakobideterminante |j—g:| aufgrund der Inkom-
pressibilitdtsbedingung V - w = 0 gleich 1 ist (siehe Kapitel 2.4), so kann die Integration
iiber 2’ durch eine Integration iiber vy’ ersetzt werden und man erhélt

ule(y.0.1) = [y SN EY D oy, @)

Jetzt konnen wir w(x(y,t),t) aus Gleichung (4.11) einsetzen und erhalten das Geschwin-
digkeitsfeld

ety 0.0 = S [ty S RO [FaQe. ¢) - ait) .
(4.14)

das von der Evolution des Systems im gesamten Zeitintervall (0,¢) abhéngt.
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4 Punktwirbell6sung der Instantongleichungen

4.4 Zwei Punktwirbel

Zur Untersuchung der Abweichung des hier betrachteten Systems s; von der herkémm-
lichen Losung fiir zwei Punktwirbel x; soll fiir eine kleine Stérung eine Relation der Form
si(t) = (1P 4S(t))x;(t) abgeleitet werden, wobei Z() die zweidimensionale Einheitsmatrix
und S(t) eine 2 x 2 Matrix ist.

Wir gehen von dem in Gleichung (4.14) gegebenen Geschwindigkeitsfeld

ule ZF / & /egﬂ\a:((wy(,yt?)t) z(y ’t |2 /dtQ x(y' t)—zi(t')+u’ (4.15)

aus. An dieser Stelle betrachten wir das Zeitintervall von 0 bis ¢ anstatt von t* <

0 bis 0. Aufgrund der periodischen Bewegung des Hilfsfeldes (herkommliches System

zweier Punktwirbel) ist es in diesem Spezialfall nicht notwendig, einen Endzeitpunkt

festzulegen, sodass t beliebig lange laufen kann. Durch die im Folgenden vorgenommene

Approximationen ist eine Betrachtung jedoch nur in einem endlichen Zeitrahmen sinnvoll.
Fiir die Korrelation Q(z) wéhlen wir eine Deltafunktion

Qz) = 21qd () , (4.16)

wobei ¢ < 1 (wir wéhlen die Zirkulationen = 1) ein kleiner Parameter
ist, sodass der Korrelationsteil als kleine Stérung betrachtet werden kann. Die Wahl von
@ ist dadurch motiviert, dass sich bei zweidimensionaler Turbulenz die Phdnomenologie
der inversen Kaskade auf Skalen abspielt, die grofler sind als die Skalen der Anregung.
Dies kann am Einfachsten durch eine deltaformige Korrelation erreicht werden?®.

Sei x; die bekannte Losung fiir zwei Punktwirbel. Wir betrachten eine Abweichung von

dieser Losung, indem wir das Geschwindigkeitsfeld u zerlegen in
u=u’+u (4.17a)

sodass x; durch
@i (t) = u(x;(t)) (4.17b)

advektiert wird und s; durch das gesamte Geschwindigkeitsfeld
5i(t) = u(si(t),t) = u’(si(t)) + ' (si(1), 1) (4.17¢)

advektiert wird. Dabei ist

(@i(t) — 2,(1)
D=2 Lo = 2O (419

3Wir werden in einem spiteren Kapitel eine Korrelation mit endlicher Breite und elliptische Wirbel
betrachten.
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4.4 Zwei Punktwirbel

das Geschwindigkeitsfeld der herkémmlichen Losung eines Systems mit zwei Punktwirbeln.
Die Losung fiir @; ist dann bekannt (siehe Kapitel 2.3). Mit der Korrektur

2,/ e (si(t) —z(y',1)) 'Y — s (!
_q%;lr / at [aye. < o) — ol W)~ 85 ()) (419

zum gesamten Geschwindigkeitsfeld w(x,t) erhdlt man

£+ /0 ‘At (si(), ) (4.20)

wobei x; die herkdmmliche Punktwirbellésung beschreibt und s; die Losung des durch
Gleichung (4.15) beschriebenen Systems ist.
Fiir kleine Zeiten t &~ 0 kénnen wir

- / dt’ / e, x 27r"s;z(())_x(z;tZ;‘Qé(m(y/,t')—sj(t')) (4.21)

durch

si(t) — s;(t'))
~ I / dte. x 2F|Sz( L (4.22)
approximieren, indem wir im Integranden x(y’,t) durch x(y’, ') ersetzten. Wegen ¢ < 1
kann der u’ Teil storungstheoretisch betrachtet werden. Das heifit, dass die Integration
iiber die Abweichung des Geschwindigkeitsfeldes u’' ndherungsweise iiber die bekannte
Trajektorie x; anstelle von s; durchgefﬁhrt werden kann. Man erhéalt

u/ ~T / dt'e., mj (t) —zi(t ~ F / dt'e., mj (t") —zi(t))
* 2l (1) — i t’ \2 * ol (1) — ()P
(4.23)
wobei wir «;(t) ~ x;(t') gendhert haben. Man erhalt
t t
£+ / At o (si(), ¢) ~ mi(t) + / at’ o (i (), ). (4.24)
0 0

Wir fiithren x; = s; — ; als Abweichung des Systems von der herkémmlichen Punkt-
wirbellosung ein. Die Evolution von x ist dann durch x;(¢) ~ u'(x;(t),t) gegeben. Wir
erhalten fiir x; und x, die Gleichungen

1 (1) ~ gl /ot at'e. x ﬁacll(](jt?)_—w:il(?;? _ qgi [21(t) — 21(0)] (4.252)
=@ (¢T3
und
o @) —m) B
) ~ gy / d'e %m(t,)_m(t,), ;= a o) —w(0)] . (425D)
=@ ()1
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4 Punktwirbell6sung der Instantongleichungen

Punktwirbel S6rungum t=0 Neues System

M

4 e —

e

y ‘ / /
o pan pan

-3t -3

Abbildung 4.1: Links: Punktwirbell6sung zu wg, mitte: Losung fiir kleine Zeiten t ~ 0, rechts:
mitrotierte Stérung

4.4.1 Wirbel gleicher Zirkulation

Im Folgenden betrachten wir Wirbel gleicher Wirbelstérken I'y = T's. Auflerdem soll

=1 gelten, sodass ¢ = q% = q% reskaliert werden kann. Wir erhalten die Gleichungen

si(t) = zi(t) + x; (1),
2i(t) = UWhai(), (4.26)
Xi(t) = qai(t) — 2:(0)] -
Da wir die Evolution von ;(¢) kennen, kénnen wir die letzte Gleichung als
X;(t) = ¢[U(0t) = Z]2i(0) (4.27)

schreiben. Dabei ist Z die zweidimensionale Einheitsmatrix und U(d¢) die SO(2) Drehma-
trix

costdt sinvt
Ut) = <— sindt cos 1%)

sowie 9 die Rotationsfrequenz der Punktwirbel geméafl

. ' +15
 2md?
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4.4 Zwei Punktwirbel

Um Gleichung (4.27) explizit zu berechnen, definieren wir die Matrix

1 (sinﬁt -t 1 —cosﬁt)

t
_ / / _ —
Ux(m) - /0 Uot)de —iz costt —1 sindt —td

5 (4.28)

Dann koénnen wir mit Gleichung (4.26) und der Anfangsbedingung x;(0) = 0 die Abwei-
chung als

Xi(t) = qUx(t)xi(0) (4.29)
schreiben. Mit s = 4 x erhalten wir
si(t) = [U (1) + qU (1) @:(0) (4.30)

Die Losung ist in Abbildung 4.1 in der Mitte dargestellt. Die Punktwirbel fithren eine
Rotation analog zum bekannten Problem aus, jedoch wird diese von einer Translation
iiberlagert, die zu einer Annéherung der Punktwirbel entlang der Verbindungslinie ihrer
Startpunkte fithrt. Die Losung ist nur fiir kleine Zeiten ¢ =~ 0 giiltig, die Darstellung in
der oben genannten Abbildung extrapoliert diese Losung auch fiir groflere Zeiten, was
dazu fithrt, dass die Punktwirbel sich aneinander vorbei bewegen.

Man kann die Losung fiir groere Zeiten verbessern, wenn man die Abweichung x(¢)
mitrotiert. Das bedeutet, man wiederholt die oben erklarten Naherungen fiir jeden Zeit-
punkt ¢; in der Umgebung um ;(¢;) und erhélt jeweils eine Losung, die in einer kleinen
Umgebung (¢t — t;) ~ 0 giiltig ist. Die Kombination aller solcher Losungen kann durch den
Ubergang

xi(t) = U(9t)x;(t) (4.31)
dargestellt werden. Die Giiltigkeit dieser Losungen ist dadurch beschrinkt, dass wir den
zusitzlichen Term v’ als Storung betrachtet haben und somit nur in der Nachbarschaft
der herkémmlichen Punktwirbellésungen x; giiltige Losungen erhalten. Die Losungen bei
mitrotiertem x;(t) lauten?

Xi(t) = qUWHU, (H)a;(0)
5i(t) = (T + qUL (1)) UW0),(0) = (Z + qUy (1)) (1)

Die Trajektorien dieser Losungen sind in der rechten Spalte von Abbildung 4.1 dargestellt.
Die Punktwirbel ndhern sich einander auf spiralférmigen Bahnen an. Es sei angemerkt,
dass diese Losungen nur in der Ndhe der herkommlichen Punktwirbellosung (Abb. 4.1,
links) gelten. Die Verschmelzung von Wirbeln in zweidimensionalen Strémungen wurde
von Nielsen et al. in [14] beobachtet und ist konsistent mit den Ergebnissen aus dem
folgenden Kapitel tiber elliptische Wirbel.

(4.32)

4.4.2 Wirbel entgegengesetzer Zirkulation

Wir wollen den Fall entgegengesetzer Zirkulationen I'y = —I'y betrachten. Die Zirkulationen
der Punktwirbel im Hilfsfeld seien auch entgegengesetzt mit I'y = —I's. Es gilt nach

“Man kann schnell nachrechnen, dass der Kommutator [U(9t),U,(t)] verschwindet. Dann gilt
(U@t) + qU(I)Ux (1)) 2:(0) = (T + qUx (1)) z:(t) mit x;(t) = U(It)x;(0).
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4 Punktwirbell6sung der Instantongleichungen

Zwel Punktwirbel

Abbildung 4.2: Zwei Punktwirbel entgegengesetzter Zirkulationen. Blau: herkémmliche Lésung,
rot: Losung aus Gleichung (4.36). Die Losung ist im Vergleich zur herkémmlichen
Losung beschleunigt,.

Reskalierung von ¢

X1 (t) = g z1(t) — @1 (0)]

\ (4.33)
X2(t) = q[@2(t) — 22(0)] .
Aus Kapitel 2.3 sind die Losungen fiir ;(t) bekannt und lauten
d
x1(t) = te, X —= + x1(0)
2md? (4.34)

d
wQ(t) = tez X W + 2132(0)

mit d = x1(0) — x2(0). Setzt man die Gleichungen fir @; in Gleichung (4.33) ein, so erhélt
man

(t) = /t dite, x L —Lpe 4 (4.35)
Xl = fy PN 0r@ T2 T ana '
Jetzt konnen wir s;(¢) als Summe von x;(t) und x;(t) geméas

_ 4,2 d

schreiben. Der zusitzliche Term ¢/2t? fiihrt zu einer Beschleunigung der Bewegung
der Punktwirbel, lasst den Abstand d aber konstant, wie man an den Trajektorien in
Abbildung 4.2 sehen kann.
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4.5 Zusammenfassung

4.5 Zusammenfassung

Wir haben ausgehend von einem Punktwirbelansatz fiir das Hilfsfeld & aus den Instanton-
gleichungen im Lagrange’schen Bezugssystem eine Gleichung fiir das Geschwindigkeitsfeld
u(x(y,t),t) abgeleitet. Dabei hingt die Geschwindigkeit am Punkt @ zur Zeit ¢ von
dem Zustand des Systems im gesamten Zeitintervall (0,¢) ab. Wir haben durch einen
storungstheoretischen Ansatz die Konsequenzen dieses Geschwindigkeitsfeldes fiir ein
System von zwei Punktwirbeln betrachtet. Fiir entgegengesetzte Zirkulationen I'y = —T'y
ergibt sich eine Beschleunigung der Bewegung, wihrend der Abstand der Punktwirbel
konstant bleibt. Im Falle gleicher Zirkulationen I'y = I's ndhern die Punktwirbel sich
einander an, was zu neuen Skalenbereichen fiihrt. Die Tendenz von Wirbeln gleicher
Zirkulation sich anzunahern ist konsistent mit der Vorstellung der inversen Kaskade als ein
Prozess, der aus vielen kleinskaligen Wirbeln gleicher Zirkulation Cluster bildet, die sich
wie grofiskalige Wirbel verhalten. Wir werden im Laufe dieser Arbeit jedoch noch weitere
wichtige Faktoren fiir die Clusterbildung thematisieren und ein konkretes dynamisches
Modell vorstellen, das diese Phénomenologie erklart.
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5 Modellierung durch elliptische Wirbel

Der Instantonformalismus verkniipft statistische Eigenschaften mit einem dynamischen
System, das die Evolution der wahrscheinlichsten Feldkonfiguration beschreibt. Dies wollen
wir benutzten, um die Dynamik zu extrahieren, die zur Bildung einer inversen Kaskade
fithrt. Aus Experimenten und direkten numerischen Simulationen (DNS) ist bekannt, dass
bei der inversen Kaskade Wirbelstrukturen in eine Richtung elongiert und in eine Richtung
kontrahiert werden (siehe [13]). Das einfachste Modell, das diese Phédnomenologie enthélt,
besteht aus elliptischen Wirbelstrukturen, deren Haupt- und Nebenachsen elongiert bzw.
kontrahiert werden kénnen. Wir machen einen Ansatz elliptischer Wirbel und elliptischer
Strukturen im Hilfsfeld und berechnen die Evolutionsgleichungen der wahrscheinlichsten
Feldkonfiguration. Das Fernfeld elliptischer Wirbel kann durch zwei Punktwirbel gleicher
Zirkulation approximiert werden, die in einem bestimmten Abstand auf der Hauptachse
der Ellipse lokalisiert sind. Dies ist vorteilhaft, um ein System von vielen Wirbeln zu
untersuchen. Es zeigt sich, dass ein solches System grofie Cluster von Wirbelpaaren gleicher
Zirkulation bildet (siehe [23]).

5.1 Modell elliptischer Wirbel

Die Beschreibung elliptischer Wirbel wurde bereits 1984 von Melander [24] vorgenommen.
In einem 2006 verdffentlichten Paper beobachteten Chen et al. [13], dass die elliptische
Elongation von Wirbeln mafigeblich zur Bildung einer inversen Kaskade beitréigt. Dies
verdeutlicht, dass ein elliptisches Wirbelmodell zur Beschreibung dieser Dynamik geeig-
net ist, da durch Elongation der Hauptachsen und Kontraktion der Nebenachsen die
Wirbelstrukturen die Moglichkeit haben, lange und diinne Strukturen zu bilden (vortex
thinning).

Um elliptische Wirbel zu modellieren, machen wir im Ortsraum fiir das Wirbelfeld und
das rein imaginire Hilfsfeld den Ansatz!

o~ (@—zi(1)C; (D) (@~ (1)

ww,t) =3 T 3t (C)

7

L (w—a:(1)C; 7 (1) (—:(1)) (5.1)

=
D@, t) =i > 1

det(Cy)

!"Wir schreiben hier die inverse Matrix C ™', damit im k-Raum die Matrix C steht. Sieche Gleichung (5.5).
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5 Modellierung durch elliptische Wirbel

Dabei sind C; und C; symmetrische? 2 x 2 Matrizen, x;(¢) und &;(¢) beschreiben die
Mittelpunkte der entsprechenden Ellipsen und I'; die Zirkulation des i-ten Wirbels sowie
I; die Stérke der i-ten elliptischen Struktur im Hilfsfeld.

Wir haben bereits in vorherigen Kapiteln gesehen, dass w und @ Anfangsbedingungen
zu verschiedenen Zeiten erfiillen miissen. Das Hilfsfeld ist zur Zeit t = 0 deltaférmig und
das Wirbelfeld wird zur Zeit t* < 0 vorgegeben. Das Hilfsfeld @ muss dann riickwérts in
der Zeit gelost werden. Die Anfangsbedingungen lauten

O(x,0) = Z a;0(x —x;(t)), (5.2)

w(x, t*) = wo(x). (5.3)

5.1.1 Wirkung und Ansatz im Fourierraum

Aus der Martin-Siggia-Rose Wirkung wollen wir die Evolutionsgleichungen fiir die wahr-
scheinlichste Feldkonfiguration bestimmen. Durch den Ansatz elliptischer Wirbel reduziert
sich das Problem auf die Betrachtung der Evolution von I';, x;, C; sowie fi, x; und
C;. Dazu benutzen wir die Darstellung im k-Raum. Man kann die Martin-Siggia-Rose
Wirkung im Fourierraum als

S = /dzk dt&(—k,t) {w(k, t) — ik - /dzk’u(k’)w(k — K (k' t) + vkiw(k,t)
+ ;/ko dto(—k, )QR)(k, 1) (5.4)

schreiben. Dabei ist u(k) = i% die Fouriertransformierte des Geschwindigkeitsfeldes

eines Punktwirbels im Koordinatenursprung. Eine Herleitung sowie die Variation nach
dem Wirbel- und Hilfsfeld, die zu den Instantongleichungen in k-Raum fiithrt, ist im
Anhang (siehe A.5) zu finden.

Die Fouriertransformierte des Ansatzes aus Gleichung (5.1) lautet

n
ok, 1) = Y Dy 30k
=1
mo (5.5)
Ok, t) =iy DyelkdimakCik,
i=1

Die Groflen I';, ; und C; sowie die korrespondierenden Groéflen fiir das Hilfsfeld hangen
explizit von der Zeit ab. Wir definieren auflerdem

(5.6)

2VVegen xC lx = ZM szk_llxl muss C,:l1 = Cﬁcl sein. Anschaulich bedeutet dies, dass wir die Form

der Ellipsen durch 3 Parameter beschreiben kénnen, z.B. die Liange der Haupt- und Nebenachse sowie
ein Winkel fiir die Neigung der Ellipse.

44



5.2 Annahmen und Approximationen

5.2 Annahmen und Approximationen

Um die Bewegungsgleichungen fiir die einzelnen Feldparameter herzuleiten, machen wir
folgende Annahmen:

1. Es seinen n = m = N Wirbel und elliptische Strukturen vorhanden.

2. Die Strukturen im Hilfsfeld seien so positioniert, dass der Mittelpunkt &; der i-ten
Struktur zu jeder Zeit in der Niahe des Mittelpunktes a; des i-ten Wirbels sei. Das
bedeutet, dass

|zi(t) — &;(t)| < Ausdehnung der Wirbel (5.7)
gilt.

3. Die Wirbel und elliptischen Strukturen seien isoliert, sodass der Uberlapp ver-
nachlassigt werden kann. Das bedeutet, dass

Vi # j o |xi(t) — x;(t)| > Ausdehnung der Wirbel (5.8a)

und
Vi # j o |&i(t) — &;(t)| > Ausdehnung der elliptischen Strukturen (5.8b)

gilt.

Diese Annahmen ermoglichen es uns, die Evolutionsgleichungen der Parameter in einer
moglichst einfachen Form aus der MSR-Wirkung oder den Instantongleichungen zu
extrahieren. Wir werden spéter an einem expliziten Beispiel sehen, dass die Annahme der
isolierten Wirbel konsistent mit der Losung der Gleichungen ist, indem wir das Volumen
des Uberlapps ausrechnen und mit den iibrigen Termen vergleichen. Die Annahme der
isolierten Wirbel macht es unmoglich, das Verschmelzen von Wirbeln zu studieren, da
das Uberlappen der Wirbel eine intrinsische Eigenschaft der Verschmelzung darstellt. Die
Annahme, dass der Abstand zwischen dem i-ten Wirbel und der i-ten elliptischen Struktur
klein sei, ermdglicht es uns, die Gleichungen numerisch ohne grofien Aufwand zu 16sen.

5.3 Berechnung der Evolutionsgleichungen elliptischer Wirbel

5.3.1 Bewegungsgleichungen fiir das Wirbelfeld

Im Anhang wurde gezeigt, wie die Instantongleichungen im k-Raum aus der Wirkung
erhalten werden kénnen. Die Instantongleichung fiir das Wirbelfeld lautet

w(k,t) — ik - /d%’u(kz’)w(k — K w(k,t) + vE?w(k,t) = —iQ(k)o(k,t).  (5.9)
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5 Modellierung durch elliptische Wirbel

Dies folgt natiirlich auch direkt, wenn man die Instantongleichung aus Gleichung (3.55a)
in den k-Raum transformiert. Wir setzen den oben beschriebenen Ansatz elliptischer
Wirbel fiir das Wirbelfeld und das Hilfsfeld ein und erhalten

I 1, .
> Tiwi(k) T ik @i - 2I<:Cik] —ik- > TT /ko’u(k’)wi(k — K w; (k)
i i ij

+ vk? Z Liwi(k) = —iQ(k) Z Diwi(k). (5.10)

Wir schreiben die Zeitabhiingigkeit in w;(k,t) und &;(k,t) nicht mehr explizit. Uber x;
und C; bzw. ; und CA’l héngen diese Grofien jedoch von der Zeit ab.

Wir haben angenommen, dass die Wirbel isoliert seien, was dazu fiithrt, dass wir auf der
linken Seite der Gleichung die Summe ), weglassen kénnen, weil die Gleichung aufgrund
des verschwindenden Uberlapps fiir jeden Wirbel einzeln erfiillt sein muss. Die Summe im
Advektionsterm 3 I'; bleibt erhalten, weil der Advektionsterm die Form einer Faltung
hat und daher den i-ten Wirbel mit dem j-ten Wirbel an jedem Punkt im Raum verbindet.
Auf der rechten Seite konnen wir die Summe tiber ¢ weglassen, da wir annehmen, dass der
i-te Wirbel nur mit der i-ten Struktur im Hilfsfeld tiberlappt. Dann erhalten wir

I 1.
wi(k) o ik @i - 2k:C,-k] —ik-> T /ko’u(k’)wi(kz — K w; (k)
! J

A

k() = —iQ(k)%d}i(kz). (5.11)

i

Wir teilen diese Gleichung durch w;(k) und setzen die Exponentialfunktionen fiir w; und
@; aus Gleichung (5.6) explizit ein. Es folgt

11:2 + ik - &; — %kC‘ik —ik-Y T /ko:’u(k')e_““"(‘”i—mﬂ')—%’“’(cﬁcj)k/
J
% e3kCik/+5K Cik |12 q?eik-(ﬁzimi);k(éﬂréci)k' (5.12)
i

Jetzt entwickeln wir die Exponentialfunktionen

e3kCik T3k Cik o | %kCik’ + %k’()’ik (5.13a)
und

(@) =3 kCHQ=Cok 1 4 ik (& — a;) — %k:(@ +Q - Ck (5.13b)
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5.3 Berechnung der Evolutionsgleichungen elliptischer Wirbel

in fithrender Ordnung der Matrizen C; und C;. Damit folgt aus Gleichung (5.12)

Iy

o ik — %ka —ik-> T /dzk’u(k’)e—ik"m—%)—%k’@ﬁcﬂ’“’
! J

|

1 1 1 ~ N

(5.14)

—

)

Damit diese Gleichung fiir alle k erfiillt ist, muss fiir jede Ordnung in k die Gleichung
einzeln erfiillt sein. Wir finden sofort

L _ T
r, qu ’
-7,/ ! ! f‘l
;= T /ko’ u(k')e ™* (=) =g K (CiH CiK qF—(:%z —x;),
. ! . . (5.15)
* ; —ik!-(x;—x;)— LK (Ci+C))K’
—Qk:CZ-k::zk-;I’j /ko’u(k’)e K- (@i—w;) =gk (Cit Cy)k ikCik/—i-ik/Cik
10, ~ 4
_ 2_ 2,2t (.
vk quik(Q—i—Cz Cik.
Wir definieren die Advektion
Uij(x) = /ko' u(k’)e_ik/'m—%k/(cri'cj)k' (5.16)
und die Deformation®
Sz](m) = — /ko/ u(kl)k/Te—ik/.x—%k’(Ci—i—Cj)k’ _ UZJ(QZ)%T . (517)

%T steht fiir das Transponierte des nach links wirkenden Nablaoperators. Dadurch ergibt
sich eine 2 x 2 Matrix.
Wir erhalten die Evolutionsgleichungen der elliptischen Wirbel als
T; = ZP‘U"((B‘ — )+ E(:ﬁ —x;)
i - Y i\ L j ]Fi i i) (518)

: Ui~ a
C; = Z Fj [Sz](wz — acj)Cl + CZSZ(% — :Cj)} —I—QVI—l-qFfZ_(Q +C; — C,) .
7 7
7 steht hier fiir die zweidimensionale Einheitsmatrix. Wir werden die Gleichungen und

insbesondere den Einfluss der farblich gekennzeichneten Terme im Laufe dieses Kapitels
ausfiihrlich diskutieren.

Fiir eine Herleitung siche A.6.
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5 Modellierung durch elliptische Wirbel

5.3.2 Bewegungsgleichungen fiir das Hilfsfeld
Fiir das Hilfsfeld lautet die Instantongleichung im k-Raum

w(k,t) — ik - /ko’ (KNo(k — K Hw(k' t) — vk*G(k, t)
= -/d%’ Kok —K Hwk,t). (5.19)
Wir setzen den Ansatz fur die Felder ein und erhalten

f\‘ . 1. x
=ik -x; — §k:C’z-k

Zf‘ieik'ﬁ?i—%ké’k
— ik - ZF T /ko/ k:’) i(k—k')-&i+ik’-x;— 3 (k—k')Ci(k—k')—1k'C;K'
ij

% =1 ZF F ’u, /ko/ kl k k/)w](k/) (520)

— vk’ Z et
Wir vernachlissigen an dieser Stelle die rechte Seite der Gleichung, was im Folgenden

ausfiihrlich begriindet wird. Wegen der Annahme isolierter Wirbel muss die Gleichung fiir

jedes Element der Summe {iiber 7 einzeln gelten und es folgt

ké k—ik-Y T /ko/u(k/)e—ik"(@—mﬂ 3K (CitCyK o skCik +5K Cik
—vk?=0. (5.21)

k:ml

Lj>‘ ’1>-

In Analogie zur Berechnung der Bewegungsgleichungen fiir das Wirbelfeld entwickeln wir
(5.22)

die Exponentialfunktion
shCik'+3K Cik o q 4 %ka’ + k' Cik

und benutzen wieder, dass die Gleichung fiir jede Ordnung in k separat erfiillt sein muss
Dann folgen in Analogie zu den Bewegungsgleichungen der Wirbel mit der Advektion des
(5.23)

[’] . CU) _ /d2k‘/ u(kl)efzk’ :t,ffk/(C’ +C; )

Hilfsfeldes
und der Deformation des Hilfsfeldes
S'Z](a:) = ﬁw(w)%T (5.24)
die Bewegungsgleichungen
(5.25)

:IBJ)} —2vT .
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5.3 Berechnung der Evolutionsgleichungen elliptischer Wirbel

Man sieht, dass der Viskositédtsterm (blauer Term) ein anderes Vorzeichen als beim
Wirbelfeld hat. Das wird im Laufe dieses Kapitels diskutiert.

Um den Einfluss der rechten Seite von Gleichung (5.20) zu beriicksichtigen, betrachten
wir die Gleichung
f‘ : 1.
— +ik-@; — kCik

i

Lo
o~ 3kCik

A RPN 1A / 1 A 1 A
= ju(k)e” 2R 3T / k'K e~k (@i—z;) =5k (CitCy)k <2k/(]ik:+2k:(]ik/> . (5.26)

Sie folgt aus den Zeitableitungstermen auf der linken Seite und dem Term auf der rechten
Seite von Gleichung (5.20) nach Multiplikation mit exp[—3kC;k]. Da u(k) proportional zu

1/k ist, sind die O(CZ) Terme auf der rechten Seite proportional zu kY. Terme proportional
zu k oder k? erhilt man erst in O(C?) bzw. O(C?). In fithrender Ordnung erhalten wir
also keine Beitrdge zu den Bewegungsgleichungen von &; und C;, da diese proportional zu
k bzw. k? sind. Der Beitrag zu I; ist dann durch

e%’“@’“? — iu(k)e *F 3T, / A2k e~ (@im2y) ~ 5k (Cit Cp K (;k’éik: + ;kéik/>
‘ J

gegeben. Wir integrieren beide Seiten beziiglich [ dz— und erhalten:

I =Tg(t)

mit
N d?k _lpik 27,10
det[C] [ S rutk)e ZFj/d Kk
« oK (@i—x;)— 5K (CitCi)K ( EC:k+ kck> (5.27)

Wir approximieren C’Z mit &7 wobei ¢ € R ist. In erster Ordnung in C’i verschwindet
dann §. Die Terme in erster Ordnung C; lauten explizit

Zr {/d2 / u(k) - KK -k

+/d2 / (k) - KK - (& —a:j)k-k:’}. (5.28)

Man erhélt
1 k
/ko' /d2ku(k) KK k= | Kk (3 (7 + k3) kikh tan~! [2}
12 ky

+ (k) — k) (kg + k) (= (Kf + 43) In {kark%D)ro =0 (5.29)

—00
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5 Modellierung durch elliptische Wirbel

und
ZF /d% Kk (& —x)k-K . (5.30)

=0

Das zweite Integral verschwindet, weil der Integrand proportional zu Ak und somit
punktsymmetrisch beziiglich des Koordinatenursprungs ist. Also liefert §(¢) keinen Beitrag
in fithrender Ordnung zu den Bewegungsgleichungen des Hilfsfeldes.

5.4 Ableitung der Gleichungen aus einem Variationsverfahren

5.4.1 Die Wirkung elliptischer Wirbel

Wir haben die Bewegungsgleichungen der Ellipsenparameter aus den Instantongleichun-
gen erhalten. Die Bewegungsgleichungen kénnen auch aus einem Variationsverfahren
abgeleitet werden, indem der Ansatz in die Wirkung eingesetzt wird. Dann kann die
Lagrangefunktion gebildet werden und die Euler-Lagrange Gleichungen (siehe A.4) liefern
die Bewegungsgleichungen.

Wir setzen den Ansatz fiir das Wirbelfeld

t) = ifiwi(k,t) (531&)

mit
wi(k, t) = eikTimghkCik (5.31b)

sowie den Ansatz fur das Hilfsfeld

G(k,t) = Tiwi(k,t) (5.31c)
=1
mit
ik, t) = ietk@i—zkCik (5.31d)
in die Wirkung
S:/kodtw(—k,t){ k.t)— ik - /d2 w(k — K w(k',t) + vk*w(k, t)

+3 / @k dto(—k, )Q(k)(k, 1) (5.32)

ein. Wir erhalten eine Summe tiber ¢ und j sowie im Advektionsterm eine zusétzliche
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5.4 Ableitung der Gleichungen aus einem Variationsverfahren

Summe iiber k. Die Wirkung lautet

r, . . 1 .
F—;ﬂk-mj—ikcjk

S=> "I, /d ke dt & (—k, t)w; (k, t)

]

—zerrk/d%k /d%’dtu (K)r(—k, )y (k — K, )op (K )

ijk (533)
+v) Ty /d2kdtk2 (—k, )w; (K, t)

ij

+ - er /dzkdtwl( k,t)Q(k)w;(k,t) .

tj

Bevor wir die Integration iiber k& durchfiihren, klammern wir im Integral den Term
Wi(—k,t)w;(k,t) aus. Dadurch isolieren wir die Terme, die die Zeitableitungen von I';, @;
und C; enthalten, fiir die wir spiter die Bewegungsgleichungen extrahieren wollen. Man
erhélt

S = er/d%dt{ +ik - &; — kC’jk—iZI‘kk-/dzk'u(k’)
k

i Q ©;(k, t)
2T wj(k,t)

Wy (k — k,, t)
wj(k,t)

wi(k) + vk® + Q(k)}@i(—k,t)wj(kz, £). (5.34)

Wir definieren
Ag(kyzj — @y, Cj + Cy, Cf) = /ko/e—ik’~(:cj—wk)—%k’(C’j+C’k)k'+%kC’jk’-i-%k'Cjku(k/) k,
Kj(ks &) — mj, 0 — Cj) = iQ (k)™ (@ —)=5k(C=Cok.

Win(xj — &, C; + Cy) = jetk-(@j—&:)—3k(C;+Ci)k
(5.35)

und koénnen die Wirkung als

S = ZFP/kodt{ +ik - &; — ijk—z’ZrkAjk(k:;mj—mk,0j+ck,cj)
k

F A ~ ~
+uk? 4 5 FJ K; (k; iB] Zj, Cj — Cj)}Wich(wj —x;, Cj +C;) (5.36)

schreiben. Um die k-Integration auszufiihren, ersetzen wir in der geschweiften Klammer

die k’s mit iV4, = iV. Da K;(k;&; — x;,C; — C;) von &; abhingt, fithren wir den
Ordnungsoperator T gemé&f

T:Kj(i@; & — ;) éj —-C)) = Z'e—(:?:j—mj)V—%k(C‘j+Cj)kQ(i@)
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5 Modellierung durch elliptische Wirbel

ein, der bewirkt, dass die Ableitung V immer rechts von z; steht. Wir definieren

2

. 6_%(:1;j—:i:i)(cj+éi)7l(mj_:ii) (537)
det[C; + C}]

Wij = /d2/€ VVZ-]—’k(mj —x;, Cj + éz) =1
und erhalten aus Gleichung (5.36) nach Ausfithren der k-Integration

. T N R
S = ZFil“j /dt{l—‘j — d,‘j -V + §VCJV —iZFkAjk(iv;.’L'j - Cl)k,Cj -I-Ck,Cj)
i k

MDA . .
—vVIV + %#T:Kj(iv;@j — asj,C’j — Cj)}Wz] . (5.38)
J

Dabei geht vk? in —v/A;, tber, was wir als —VvVIV geschrieben haben. Gleichung
(5.38) ist die Wirkung fiir elliptische Wirbel und elliptische Strukturen im Hilfsfeld. Im
Folgenden werden wir zeigen, wie aus der Wirkung iber ein Variationsverfahren die
Bewegungsgleichungen der elliptischen Wirbel sowie der Strukturen im Hilfsfeld abgeleitet
werden konnen. Dafiir verwenden wir die in Abschnitt 5.2 gemachten Annahmen.

5.4.2 Gleichungen fiir das Wirbelfeld aus den Euler-Lagrange Gleichungen

Aus der Wirkung (5.38) folgt sofort die Lagrangefunktion

N i o 1lae -
L= ZFZ'PJ‘{F; —xj-V+ §VC]‘V — ZZFkAjk(ZV;CCj — mk,Cj + Ck,Cj)

Ly A

5T T:Kj(i@;@j — &y, Cj — C])}Wz (5.39)
J

S:/dtc.

Da wir n = m isolierte Wirbel und isolierte elliptische Strukturen im Hilfsfeld betrachten,
wobei der i-te Wirbel stets in der N&he der i-ten elliptischen Struktur ist, beriicksichtigen
wir nur die diagonalen Beitrdge ¢ = j in (5.39). Dann lautet die Lagrangefunktion

— VIV +

iiber die Beziehung

et )
,C:ZFZ'PZ‘{D—CIZZ"V—F2VCZ‘V—ZZF]'AZ‘]‘(ZV;£L'¢—a}j,Ci—i-Cj,Ci)
7 J

—vVIV + %FTKz('LV, x; —x;, C; — Cz)}W” . (5.40)
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5.4 Ableitung der Gleichungen aus einem Variationsverfahren

Da die Lagrangefunktion nicht von f‘i, &; und C; abhiangt, lauten die Euler-Lagrange
Gleichungen fiir die Variation nach dem Hilfsfeld

oL _,

= 5.41a
P (5.41a)

)

oL

=0 5.41b
oz, ( )

und or
——F =0. (5.41c¢)
GC’%A

Dabei sind s, A € (1,2), was bedeutet, dass wir nach den einzelnen Komponenten des
Vektors &; und der Matrix C; variieren.
Die Variation der Lagrangefunktion (5.40) nach I'; gemafl Gleichung (5.41a) ergibt

| O IO -
0= {FZ —x;-V+ §VC’ZV —’L;Finj(lv;$i — acj,Ci —I—CJ,CZ')

A

A N F’L RN N
—vVIV + iFT:Ki(Zv; z; —x;, C; — Cl)} Wii (5.42&)

(2

die Variation aus Gleichung (5.41b) liefert

T S DA . NP A
0= {F_¢i.v+2vciV—ininj(z’v;mi—mj,ci+cj,oi)—uvzv}vm (5.42b)
! J

und aus (5.41c¢) folgt

| SO U -
0= {FZ —x;-V+ §VCZ'V — Z%:Finj(lv;wi — CCj,CZ' +Cj,0i)

A

.. Ty . . f
—vVIV +ig T:Ki(iV; & — @i, i — Ci)}VVT Wii. (5.42¢)

)

In Analogie zum Vorgehen bei der Ableitung der Bewegungsgleichungen aus den Instan-
tongleichungen entwickeln wir

Aij(iV;@, By, By) ~ i/d2k’ ¢~k @3k Bik’ (1 + %@Bﬂc’ + ;k’BN> w(k')-V (5.43a)
und

~ ~ 1.~ =~ ~
Ki(i¥: 2, B) ~ iq (1 —2 V4@ B)V) . (5.43D)
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5 Modellierung durch elliptische Wirbel

Wir definieren

=21 / A2 M @i m) =3k (CH OO g () . v

J

J

Damit kénnen wir (5.42a) als

[?—xz v+%@c’ﬁ+a(”+a<2)+ﬂ(0)+6( + 8P| Wi =0
schreiben. Aus (5.42b) erhalten wir
Li o 94 50600 4 a4 o®
F—mi-V+§VC’iV+a + « 8@.1Wii:0
und ‘
Ui o loce Loy q®
F—wi‘v—i-gVCiv-i-Oz + « a@QWu‘:O.
Gleichung (5.42c¢) ergibt komponentenweise
I .
[F—mz v+ VCV+a() D40+ 4 g5 Wy =0,
i J EPNESIN
[F — ;- V4 5VOV +aW +al®) 4 50 4 50 4 ﬁ”’] 03, 03, , Wi =0,

o4

2 + 5(0) + 5(1) + 6(2

2)+5( +5(1 +/82)

03, 02, Wi

le

82 Wi =0.

— ZF] /d2kl eik/.(mi—fﬂj)—%k'(ci'f'cj)k/ (;@Clk, + ;k/CZ@) U(k/) . @ . l/A,

(5.44a)

(5.44b)

(5.44c¢)

(5.44d)

(5.44e)

(5.44f)

(5.44g)



5.4 Ableitung der Gleichungen aus einem Variationsverfahren

Dabei stehen die hochgestellten, eingeklammerten Zahlen fiir die jeweilige Ordnung in
V. Wir summieren die Gleichungen jeweils gleicher Ordnung in V und erhalten das
Gleichungssystem

1 0 0 L
8561'1 + a@iQ -1 0 x; - @ Wi
(aﬁ:il + a@i2)2 _(8@'1 + 8@12) 1 %@CZ@
-5
= —Oé(l) - ,8(1) Wii . (5.45)

—al®? — @) — a8y, +85,,) — B0 (%, +s,,)”

Die Matrix auf der linken Seite kann invertiert werden und die inverse Matrix lautet

1 0 0
0 _(8931'1 + 8%) 1

Durch Multiplikation von Gleichung (5.45) mit (5.46) erhdlt man

11; —300
@ v | Wy = al + M — 305+ 0s,) Wii. (5.47)
VeV —a@ — g — 8O0y, + 0z, )" + (0a,, + Oa,) BV

Aufgrund der Annahmen aus Abschnitt 5.2 sind die Terme proportional zu (9z, + 9z;,)
und (0z, + 8561.2)2 in Gleichung (5.47) klein. Wir vernachléssigen diese und erhalten

% — 30
iV | Wa=| a® 480 | Wy, (5.48)
Ve —a® - ()

Daraus folgen die Evolutionsgleichungen fiir die Zirkulation, Advektion und Form der
Wirbel. Die Gleichung fiir I'; folgt aus

r

FW =—B8OW, = TI;=ql). (5.49a)
Fir @; erhdlt man aus
ii . @VVM = Z FjUij(wZ‘ — :Bj) . @Wu + L]EZ(CIAB, — :I:Z) . ?Wu (5.49b)
J
die Gleichung .
b= YT U — ;) + q%(ﬁci — 2, (5.49¢)
7 i
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5 Modellierung durch elliptische Wirbel

wobei die Advektion
UU(ZB) — /de/ u(k/>67ik/-a:7%k:/(CrFCj)k/

wie in Gleichung (5.16) definiert ist. Die Form der Wirbel wird durch die Gleichung

1. . - N ’ / ) A ) A A
SVCVWi = =T, / 42K/ e*(@i=@)) =3k (Cit Cy)k %VCik’—ir%k’C,V w(k) - Wy

L OTOW + g V(Q+ Ci)VWy;  (5.49d)

F2

beschrieben. Dies kann in

%@CZ@W” - _ er /ko, eik’.(wi—ﬂij)—%k:’(ci‘FCj)k’ li@(u(k/)k/T)Ci@

\V)

. . N Tile ~ 4 .
+ —VC;(K'u (K')V| Wi + vVIVWy; + 05 5V(@Q+Ci = C)VWis (5.49)

[\D\s.

umgeformt werden und liefert mit der Definition der Deformation
Sij( — /ko/ ik’ :c—fk (Cs+C;)K (k/)k/T Uz‘j(w)%T

aus Gleichung (5.17) die Evolutionsgleichung

'1>

Ci = Z Fj[Sij(:Bi - m])Cl + Czsz;(m’b - m])] (Q + O C) +2v1 (549f)

,_J

fiir die Form der Wirbel.

5.4.3 Gleichungen fiir das Hilfsfeld aus den Euler-Lagrange Gleichungen

Die Bewegungsgleichungen fiir das Hilfsfeld kénnen ebenfalls aus den Euler-Lagrange
Gleichungen erhalten werden. Um die einzelnen Terme besser zusammenfassen zu kénnen,
machen wir folgende Umformungen. Ausgehend von der Wirkung (5.33) formen wir die
Integrationsvariable geméfl k — —k um, wobei wir die Symmetrie der Korrelationsfunktion
Q(k) = Q(—k) ausnutzen. Des weiteren shiften wir die Integrationsvariable im Integral
des Advektionsterms

/ko k- /koz’u(k’)dji(—k, B (k — &', )y (K, 1)
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5.4 Ableitung der Gleichungen aus einem Variationsverfahren

gemiB k = k 4+ k' — k und erhalten die Wirkung
S = Zrif- /dzkdtwi(—k)dz-(k) Li ik - &; — }kC'ik
— T / I; 2
+ ’LZF 15Ty, /ko dtw;(—k)k - /d%’ (K"; (k — K wi (K
ik (5.50)
+vy Il /d% dt k2w (—k)w; (k)
ij

+3 %:fifj /d2k dt &y (—k)Q(k)2; (k)

wobei wir die Indizes ¢ und j in Gegensatz zu (5.33) getauscht haben. Wir klammern den
Term w;(—k)&;(k) im Integral aus und erhalten

2 Tt o . . 27/ /‘;}j(k_k/) /
ZPF/d kdt{ ik - ; — kCZk:—H;Fkk /dku(k)@j(k) wi (K

wi(—k)
wi(—k)

Mit den Definitionen aus (5.35) konnen wir die Wirkung als

+vk? + ;RQ(k) }wi(—k)d)j(k) . (5.51)

A

S = ZFF/kodt{—zk @ — kéikﬂZrkAjk(k;asj—mk,cj+ck,éj)
k

i b, N

schreiben. Dabei sind die Argumente von K; und Aj;, im Vergleich zu (5.38) verschieden.
Analog zum vorherigen Abschnitt ersetzen wir die k’s in der geschweiften Klammer mit
iV, = 1V und fiihren die k-Integration aus. Wir erhalten

S = ZFF/kodt{ VA = VCV+@ZFkT A (iV; &5 — zp, Oy + O, C))

A

—vVIV + 5? T:K; (ZV x; — &, éz - CZ)}VAVZ] (5.53)

Wij — /d2sz‘(—k)d)j(k) — Z'Q—We 3 (&—2:)(Ci+Cy) (&5 —:)
det[(]i + Cj]

und dem Ordnungsoperator T, der wie im vorherigen Abschnitt dafiir sorgt, dass die
V-Operatoren rechts von den Vektoren x; in K; und xj in Aj; stehen. Der Ausdruck
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5 Modellierung durch elliptische Wirbel

(5.53) ist aquivalent zu (5.38). Die Darstellung in dieser Form begiinstigt die Variation
nach dem Wirbelfeld und vereinfacht daher das Extrahieren der Bewegungsgleichungen
fiir das Hilfsfeld.

Aus der Wirkung (5.53) kénnen wir sofort die Lagrangefunktion ablesen. Wir betrachten
wie im vorherigen Abschnitt nur die diagonalen Beitriage und erhalten

A A

. T 1_ .
L£L=) Tl /d%dt {r +@; -V + §VC’1-V+iZFjT:Aij(iV;3%Z- —z;,C; + C;,Cy)
i ‘ j

A

2% . . A A
—vVIV + %FT:Ki(ZV; x; — &;, C; — Cl)}Wu . (5.54)

Im Folgenden variieren wir £ und bilden die Euler-Lagrange Gleichungen. Diese lauten

or  d oC
oT, ~ atar. - 0, (5.55a)
o d or
oo diom " (5.55)
und o d or
—0 (5.55¢)

8CZ-K’A B EOC%)\ =

fir k, A € (1,2).
Die Variation von £ nach I'; ergibt

oL .~ |. 1_ . ) — . A A A
o, = Fi{xi -V + §VC’ZV +1 ;FjT:Aij(’LV; T — xj, C; + Cj, CZ) - Z/VIV}WM‘

-+ Zfz erT:Aij(iv; :iij — &;, C’j + C;, éj)WZZ , (5.56)
J

~0

wobei der letzte Term, der aus der Produktregel folgt, vernachléssigt wird, da dieser
analog zu §(t) aus Gleichung (5.27) ist und daher in fithrender Ordnung keinen Beitrag
zu den Bewegungsgleichungen liefert.

Im Gegensatz zum vorherigen Abschnitt muss hier auch die Abhédngigkeit der Lagran-
gefunktion von I'; beriicksichtigt werden. Man erhilt

oL _ Wi, (5.57)
or;
was nach der Zeit abgeleitet
doc . |0 T A
—— =1 | = — (& — ) - SVI(Ci+ G ii :
aLar, E (T; —x;) -V + 2V(C’ +C)V | W, (5.58)
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5.4 Ableitung der Gleichungen aus einem Variationsverfahren

ergibt.
Jetzt konnen wir die Euler-Lagrange Gleichung
oL d oL
= = 5.59
or; dtory (5.59)

bilden und erhalten
f‘i X 1A . — A A A A
0= {—f+mi-V— §VCiV+z Z FjT:Aij (Zv; T;—xj, CZ'—FC]', CZ) —I/VIV}Wi' . (5.60)
g j

Die anderen Variationen kénnen analog durchgefithrt werden. Wir definieren

V) =3"1,0(& — ;) -V,
J
6@ = VT [8(@; — @,)Ci + CiST (@ — =)| V + VIV,
J

wobei wir Umformungen analog zu (5.49¢) durchgefithrt haben und die Advektion sowie
Deformation fiir das Hilfsfeld aus Gleichung (5.23) und (5.24) eingesetzt haben. Wir
erhalten aus (5.55a) die Gleichung

b a V- VOV +a® +a@ | Wy =0, (5.61a)

[ f‘l . 1 A ] ~
24 V-VCV4al +a®| o, Wi =0 (5.61b)
Iy 2 !
und o ~
i, lodo a4 a® i
-4+, -V-— §VC,V + oV + & 8$i2 Wi =0 (5.61C)
sowie aus (5.55¢) die Gleichungen
L Loév+a®+a®| o2 1
—F +a;-V— §VClV +a' +a 8%_1 Wi =0, (5.61d)
Li loév s a4 a®@ i
—— 42, -V—-=VC;V+a" +a O, Oz, Wii =0, (5.61e)
1‘\1 2 1 2
—E+* V— vy 4a® +a®| 0, 0, Wi =0 (5.61f)
f‘i wZ 2 K3 (6% (6% Zl:z'2 .'131'1 n .
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5 Modellierung durch elliptische Wirbel

(5.61g)

und
VOV +aW +a® | 92 Wi =0.

| =

+5ci-V—

*1>‘ §>-

i

Um die Bewegungsgleichungen fiir die Parameter der elliptischen Strukturen zu ex-
trahieren, sortieren wir die Gleichungen (5.61a)-(5.61g) nach Ordnungen von V und

erhalten
1 0 0 n 0
2 X A (2 A (1
_(amil + 89”1'2) (amil - 8952’2) 1 —%VCN a® +al )(awil + a$i2)
(5.62)
Die Matrix auf der linken Seite kann invertiert werden und man erhélt
-1

—1 0 0 -1 0 0

—(8@1 + 8@2) 1 0 = —(69% + 89%) 1 0

_(8331'1 + 8%'2 )2 (a’ml + 6%2) 1 0 _(3%'1 + aﬂ?zz) 1

Multiplikation von (5.62) mit der inversen Matrix ergibt
I
i

i (5.63)

~-iveiv

A

Wi = | &b
a®

Mit den Definitionen von & und @@ ergeben sich die Bewegungsgleichungen fiir die
Parameter der elliptischen Strukturen im Hilfsfeld, die im Folgenden zusammengefasst
und diskutiert werden.

5.5 Zusammenfassung und Interpretation der Gleichungen

Wir haben aus den Instantongleichungen und aus einem Variationsverfahren die Be-
wegungsgleichungen fiir elliptische Wirbel und elliptische Strukturen im Hilfsfeld mit
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5.5 Zusammenfassung und Interpretation der Gleichungen

= - -
}

[ Elliptischer Wirbel [ Elliptischer Wirbel
M Hilfsfeld M Hilfsfeld

(a) Interpretation des griinen Terms in der Advek- (b) Interpretation des roten Terms in der Defor-
tionsgleichung. mationsgleichung.

Abbildung 5.1: Interpretation der farblich gekennzeichneten Terme aus den Evolutionsgleichun-
gen durch Federkrifte.

geeigneten Annahmen und Néherungen hergeleitet. Die Gleichungen lauten

, I
=D TUij(wi — ) tap (& — i),
j 7
s fi ~ ~
Cy =315 [Sij(@ — 2))Ci + CiS] (@i — w5) HITH(Q + G — C)+20T,
o ' (5.64)
=0,
z; =Y U0 —x)),

Der griine Term in der Bewegungsgleichung fiir die Advektion der Wirbelzentren und
der rote Term in der Deformationsgleichung der Wirbelformen kénnen als iberdampfte
Federkrifte interpretiert werden. Der griine Term in der Advektionsgleichung bewirkt,
dass das Zentrum des i-ten Wirbels zum Zentrum der ¢-ten elliptischen Struktur gezogen
wird, was konsistent mit der Annahme ist, dass der i-te Wirbel sich in der Ndhe der i-ten
elliptischen Struktur befindet. Der Einfluss des Terms ist in Abbildung 5.1(a) schematisch
dargestellt. Der rote Term in der Deformationsgleichung liasst die Form der Wirbel auf
die von der Breite der Korrelation und der i-ten elliptischen Struktur bestimmte Form
Q + C; relaxieren. Dies ist in Abbildung 5.1(b) schematisch dargestellt. Die Terme fiihren
zu Relaxationen, aber nicht zu Schwingungen. Dieses Verhalten entspricht dem einer
iberddmpften Feder in der klassischen Mechanik.
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5 Modellierung durch elliptische Wirbel

5.6 Nadherung fiir Advektion und Deformation

Im Folgenden wollen wir die Gleichungen fiir die Advektion U;; und die Deformation .S;;
approximieren. Dafiir entwickeln wir zuerst U;; in

dzk', e, X ki/ ik 1
, 1 A2k K
_ {1 +3V (Gt Cy) vr] e:x [ ige (5.66)
1 T
=11 SVr ) j r z a_ 119 .
[ + 5V G+ C)) Y ] R (5.67)
sodass sich die Bewegungsgleichung fiir die Wirbelmittelpunkte als
— 3 e, x — A2 L ND [V, (Ci+C)) V] es x —— 21 (5.68)
oy 27 \zcl—w]] Z 27 |y — x|

schreiben ldsst. Der erste Term in der Advektionsgleichung ist analog zum Punktwirbel-
problem. Der zweite Term beschreibt eine Erweiterung dazu, deren Einfluss wir spéater
noch genauer sehen werden. Wir definieren den Vektor

Viey) = — <_y> (5.69)

o2mr2 \ o

und konnen damit die Advektion als

Uj;=V+cWv,, +cWv,, +cv, . +cv,, (5.70)
schreiben. Dabeli ist C,SZZ) = %(C,(W) C,(fl,)) die Summe der pv-ten Komponenten der i-ten

und j-ten Matrix C; und C;. Die Indizes in V, g stehen fiir die Ableitungen beziiglich «
und 3, d.h. Vi, 3 = 0,08V (z,y).
Die Deformation S;; lasst sich aufgrund von

Sii(r) = Uy (r)VT (5.71)

in der gleichen Approximation leicht berechnen. Wir definieren die Matrix

1 2z 292 — 1?2
_ T _ Y Yy
M(x7y) — V(m,y)% - 27”44 <—2I’2 + T2 _zxy ) (572)

und erhalten fur die Deformation
Sij(r) = M+ C{P My + O My + C5 My o + C M (5.73)

Dabei ist C’L(Lijj) wie vorher definiert und die Indizes bezeichnen wieder die entsprechenden
Ableitungen.
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5.7 Iteratives Verfahren zur numerischen Ldsung

Fiir das Hilfsfeld konnen wir Advektion und Deformation analog ndhern. Mit
Ui(x) = / N (k) =5k (CirCi)K (5.74)
erhdlt man die Advektion des Hilfsfeldes
Uj=V+CPV, . +Cv, + v, +cFv,, (5.75)
und die Deformation des Hilfsfeldes
Sii(r) = U(r) V7, (5.76)

wobei C;(flf) =0 ;(f,,) + Cl(fy) die Summe der pr-ten Komponente der Matrix C‘, und Cj ist.
Ableitungen werden wieder durch die Indizes dargestellt.

Wir haben in diesem Abschnitt die Advektion U;; und die Deformation S;; in erster
Ordnung C; bzw. C; approximiert. In den Evolutionsgleichungen fiir die Wirbelformen in
Gleichungen (5.64) werden die Deformationsmatritzen S;; mit C; bzw. C; multipliziert,
sodass wir nichtlineare Gleichungen erhalten. Wir werden spéter in expliziten Berechnungen
sehen, dass die Anderung der Form der Ellipsen eine Elongation der Hauptachsen und eine
Kontraktion der Nebenachsen beschreibt und dass dieser Vorgang sich selbst beschleunigt,
was durch die Nichtlinearitdt der Bewegungsgleichungen hervorgerufen wird.

5.7 Iteratives Verfahren zur numerischen Losung

Um die Evolution des Wirbelfeldes bzw. des Hilfsfeldes auszurechnen, muss das jeweils
andere Feld zu jeder Zeit t* < t < 0 bekannt sein. Dies ist in Abbildung 5.2 schematisch
dargestellt. Man startet fiir die Berechnung des Wirbelfeldes bei ¢ = t* und fiir die
Berechnung des Hilfsfeldes bei ¢ = 0. An diesen Zeitpunkten ist die jeweilige Losung
durch die Anfangsbedingung vorgegeben. Man muss alle moglichen Losungen der Felder
bestimmen bis diese konsistent mit der Losung des jeweils anderen Feldes ist. Ein solches
Verfahren bezeichnet man als Shooting Verfahren.

Wir kénnen an dieser Stelle ein eleganteres und effizienteres Verfahren anwenden.
Basierend auf den unter 5.2 gemachten Annahmen kénnen wir von einer Punktwirbellosung
startend iterativ eine Losung der Evolution elliptischer Wirbel bestimmen. Fiir den
Grenzfall C; — 0 und C; — 0 gehen die Wirbel und das Hilfsfeld in Punktwirbel {iber.
Dann erhalten wir sowohl fiir das Hilfsfeld als auch fiir das Wirbelfeld ein System aus je zwei
Punktwirbeln. Die Bewegung von einem System zweier Punktwirbel gleicher Zirkulation
ist bekannt und wurde im Kapitel 2 ausfiihrlich erklért. Die Losung besteht aus einer
Drehung der Punktwirbel um deren gemeinsamen Wirbelschwerpunkt. Die deltaférmigen
Strukturen im Hilfsfeld werden durch das Geschwindigkeitsfeld u advektiert, das tiber das
Biot-Savart Gesetz mit dem Wirbelfeld verkniipft ist. Wenn die Wirbelpositionen und die
Positionen der Punktwirbel im Hilfsfeld zu einer Zeit ¢ identisch sind, so gilt dies auch
fir alle Zeiten. Da wir angenommen haben, dass die Mittelpunkte der Wirbel und der
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5 Modellierung durch elliptische Wirbel

Wirbelfeld Hilfsfeld
>

JOMNOTIY JNQICHOr

t=t" t=0

Abbildung 5.2: Schematische Darstellung des Problemes der numerischen Berechnung einer
Losung. Auf der y-Achse sind mogliche Losungen zum jeweiligen Zeitschritt
dargestellt.

elliptischen Strukturen nah beieinander liegen, ist es intuitiv, die Anfangsbedingungen
unseres Punktwirbelproblems geméf

;(0) = U0t )zi(t") (5.77)

zu definieren. Dabei sind «;(¢*) die anfinglichen Orte der Punktwirbel zur Zeit ¢* < 0 und
2;(0) die Positionen der deltaférmigen Strukturen im Hilfsfeld zur Zeit ¢t = 0. Aus Gleichung
(5.77) folgt, dass die Positionen der Punktwirbel und der deltaférmigen Strukturen im
Hilfsfeld zu jeder Zeit ¢ identisch sind, d.h. insbesondere auch x;(t*) = &;(t*). Also kénnen
wir

&ilt) = UW(t — )it (5.78)

schreiben, wobei die Drehfrequenz o sich als (I'y + I'y)/(27d?) ergibt (siehe Kapitel 2).
Da 0:I'; = 0, wichst die Zirkulation I'; linear geméafl

Di(t) = qly(t —t*) + Y. (5.79)

Jetzt wollen wir den Fall C; # 0 betrachten. Das Wirbelfeld gehorcht beliebigen An-
fangsbedingungen zur Zeit t*, sodass C;(t*) = C’i(o) gilt. Zur Berechnung der Evolution
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Punktwirbel-
[6sung

Y Y
Wirbelfeld ~3-6 Hilfsfeld
berechnen Iterationen berechnen

> Konvergenz [<——————

Abbildung 5.3: Iteratives Verfahren ausgehend von einer Punktwirbellsung fiir das Wirbel- und
Hilfsfeld. Konvergenz wird bereits nach wenigen Interationsschritten erreicht.

des Wirbelfeldes ist in jedem Zeitschritt die Kenntnis des Hilfsfeldes erforderlich. Da zur
Berechnung des Hilfsfeldes jedoch die Kenntnis des Wirbelfeldes in jedem Zeitschnitt
notwendig ist und die Berechnung zu einer anderen Zeit startet, ist eine gleichzeitige
Auswertung der Gleichungen nicht moglich. Man kann jedoch zunéchst das Hilfsfeld
als Punktwirbelsystem betrachen, was dazu fiithrt, dass man die analytisch bekannte
Losung verwenden kann, um in erster Ndherung die Evolution der elliptischen Wirbel
anhand von @; und C; zu berechnen. Dafir kénnen die in Gleichung (5.64) aufgestellten
herkémmlichen Differentialgleichungen mit einem expliziten Runge-Kutta-Verfahren gelost
werden. Wir verwenden dabei die im Vorherigen gemachten Néherungen fiir die Advek-
tion und Deformation. Aufgrund der Verkettung von partiellen Ableitungen sind diese
Gleichungen sehr lang, aber nicht kompliziert zu 16sen. Aufgrund der Multiplikation von
C; mit S;; treten nichtlineare Terme in den Matrixkomponenten auf, da wir S;; mit Hilfe
der Matrix M (siehe Gleichung (5.72)) in linearer Ordnung in C; approximiert haben. Da
die Gleichungen sehr lang sind und die numerische Lésung verhéltnisméfig einfach, wurde
fiir die numerische Evaluation der explizite Runge-Kutta-Algorithmus von Mathematica
verwendet. Ein Notebook File mit der Berechnung ist auf der beigefiigten CD zu finden.
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5 Modellierung durch elliptische Wirbel

O == £*%

(a) Elliptische Elongation kreisférmiger Wirbel.  (b) Anziehung elliptisch elongierter Wirbel glei-
cher Zirkulation.

Abbildung 5.4: Phinomenologie elliptischer Wirbel.

Um die Losung zu verbessern, kann ein iteratives Verfahren angewandt werden. Die
soeben berechnete Losung fiir das Wirbelfeld bestehend aus der Evolution von I';(t), x;(t)
sowie C;(t) im Zeitintervall von ¢* bis 0 kann genutzt werden, um eine Losung fiir das
Hilfsfeld fiir den Fall C; # 0 zu berechnen. Dies erfolgt riickwérts in der Zeit startend von
t = 0 und man erhélt eine Ausdehnung der anfangs deltaférmigen Strukturen in elliptische
Strukturen aufgrund der Wechselwirkung mit den elliptischen Wirbeln und aufgrund der
Viskositét (die riickwérts in der Zeit verlauft, was direkt aus der Instantongleichung fiir
das Hilfsfeld (3.55b) zu sehen ist). Die Viskositét wiirde die deltaformigen Strukturen zu
Kreisen ausweiten. Wie in den Beispielen in Abbildung 5.5, 5.7 und 5.9 zu sehen ist, bilden
sich jedoch elliptische Strukturen, was auf die Kopplung an das Wirbelfeld zuriickzufithren
ist.

Mit der verbesserten Losung fiir das Hilfsfeld, die zur Bildung elliptischer Strukturen
fithrt, kann jetzt eine genauere Losung des Wirbelfeldes mit dem vorher beschriebenen
Verfahren bestimmt werden. Dafiir setzen wir die Losungen fiir 4;(¢) und I';() explizit
ein.

Diese Schritte konnen beliebig oft wiederholt werden, da wir jedoch von relativ kleinen
g-Werten ausgehen, konvergiert das Verfahren bereits nach einige Schritten. Der erste
Iterationsschritt kann als storungstheoretischer Ansatz interpretiert werden, sodass bei
sehr kleinen ¢g-Werten diese Losung bereits eine gute Naherung darstellt. Eine schematische
Darstellung dieses iterativen Verfahrens in Abbildung 5.3 dargestellt.

5.8 Phanomenologie des Modells

Wir 16sen das Modell fiir zwei Wirbel gleicher Zirkulation. Man beobachtet, dass kreisférmi-
ge Wirbel zu Ellipsen elongiert werden (Abbildung 5.4(a)). Dabei werden die Nebenachsen
der Ellipsen kontrahiert, was konsistent mit den Beobachtungen von Chen et al. [13] ist.
Bereits elongierte Wirbel gleicher Zirkulationen ziehen sich an (Abbildung 5.4(b)). Dies
ist eine Evidenz fiir das Verschmelzen von Wirbeln in zweidimensionalen Strémungen, das
von Nielsen et al. in [14] beobachtet wurde.
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5.9 Explizite Berechnung fiir zwei Wirbel

Im Folgenden l6sen wir die Gleichungen explizit fiir zwei Wirbel. Wie bereits beschrieben
sind die Anfangsbedingungen fiir das Wirbelfeld und das Hilfsfeld zu verschiedenen Zeiten
vorgegeben. Da die Gleichungen gekoppelt sind, ist eine direkte Losung nicht mdéglich, da
man zur Berechnung eines Feldes die Losung des jeweils anderen benétigt. Es ist jedoch
moglich, eine Losung in der Ndhe der Losung eines Systems zweier Punktwirbel mit einem
iterativen Verfahren zu berechnen.

5.9.1 Anfangsbedingungen

Die beiden Felder gehorchen Anfangsbedingungen zu verschiedenen Zeiten. Das Wirbelfeld
wird zur Zeit t* < 0 {iber die Bedingung

w(x,t") = wo(x) (5.80)
fixiert, wéhrend das Hilfsfeld zur Zeit ¢t = 0 als

&(x,0) = Z §(x — @) (5.81)

gegeben ist. |t*| bezeichnet dabei die Lebensdauer des Instantons. Wir werden spéater
sehen, dass man diese mit dem Zirkulationsinkrement in Verbindung bringen kann.

5.9.2 Explizite Iterationsschritte

Der Konvergenzprozess des hier entwickelten Verfahrens soll anhand von zwei Beispielen
verdeutlicht werden.

Fiir ¢ = 0.5 ist ein konkretes Beispiel fir die Konvergenz der Lésung in Abbildung
5.13 und 5.14 dargestellt. Man sieht im ersten Iterationsschritt eine deutlich geringere
Elongation als bei der konvergierten Losung, wahrend im zweiten Iterationsschritt die
Elongation etwas grofler ist als nach der Konvergenz (am Besten im letzten Zeitschritt
zu sehen). Dies liegt daran, dass das Wirbel- und Hilfsfeld jeweils einzeln gelost wird
und der Effekt der jeweiligen Losung erst im folgenden Iterationsschritt eine Verdnderung
hervorruft. Nach dem vierten Iterationsschritt ist mit dem bloflen Auge keine Verdnderung
mehr beobachtbar.

Auch fiir ¢ = 0.05 wechseln sich anfangs Zusténde stérkerer und schwiécherer Elongation
analog zum vorherigen Fall ab. Aufgrund des kleineren Wertes fiir ¢ sind die Unterschiede
jedoch geringer. Der Konvergenzprozess fiir dieses Beispiel ist in Abbildung 5.15 und 5.16
dargestellt.

5.9.3 Parameter

An dieser Stelle soll ein Uberblick iiber die Parameter der in diesem Kapitel illustrierten
Beispiele gegeben werden. In allen Beispielen wurde d = 4, A = /2 sowie v = 0.9/|t*|
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gewdhlt. Fiir die dargestellten Evolutionen der Wirbel- und Hilfsfelder sind die Parameter
in Tabelle 5.1 zu finden. In der Spalte Video ist der Name des entsprechenden Videos auf
der beigefiigten CD zu finden. Fiir die Beispiele der Konvergenz des iterativen Verfahrens
sind die Parameter in Tabelle 5.2 zu finden. Dabei wurde v = 0.6/[t*| gewé&hlt.

Evolution Distanz Anfangsbed. [t*] q Video
Abb. 5.5  Abb. 5.6 C; =19 58.6 0.007 Elongation I_Wirbel.mpg
Abb. 5.7  Abb. 5.8 C;i =13 60 0.002 Elongation I_Wirbel_1.mpg
Abb. 5.9 Abb. 5.10 C; = (012 Of) 65.5 0.002 Elongation II_Ellipsen.mpg
1 +0.2 . .
Abb. 5.11  Abb.5.12 C; = 102 1 60  0.002 Elongation_V_Ellipsen.mpg

Tabelle 5.1: Parameter der hier illustrierten Beispiele der Evolution

Abbildung  Anfangsbed. [t*| ¢  Wirbelstérke bei t* (I'”) T

Abb. 5.13, 5.14 C, =13 12 05 0.5 0.5
Abb. 5.15, 5.16 C; =13 38  0.05 0.5 0.5

Tabelle 5.2: Parameter der hier illustrierten Beispiele fiir die Konvergenz der Lésung
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5 Modellierung durch elliptische Wirbel
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Abbildung 5.7: Evolution des Wirbel- und Hilfsfeldes fiir kreisférmige Anfangsbedingungen und
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Abbildung 5.8: Abstand der Wirbel und elliptischen Strukturen aus Abbildung 5.7.
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Abbildung 5.9: Evolution des Wirbel- und Hilfsfeldes fiir elliptische Anfangsbedingungen mit
parallelen Hauptachsen und g = 0.002. Zeit aufsteigend von links nach rechts.
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Abbildung 5.13: Beispiel fiir Iterationen mit ¢ = 0.5: Schritte 1-3. Zeit jeweils von links

nach rechts aufsteigend, Wirbel- und Hilfsfeld untereinander fiir jeden
Iterationsschritt.
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Abbildung 5.14: Beispiel fiir Iterationen mit ¢ = 0.5: Schritte 4-6
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Abbildung 5.15: Beispiel fiir Iterationen mit ¢ = 0.05: Schritte 1-3. Zeit jeweils von links

nach rechts aufsteigend, Wirbel- und Hilfsfeld untereinander fiir jeden
Iterationsschritt.
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Abbildung 5.16: Beispiel fiir Iterationen mit ¢ = 0.05: Schritte 4-6




6 Statistik im Instantonformalismus

6.1 Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeit fiir elliptische
Wirbel

In Kapitel 3 haben wir die statistische Bedeutung der Instantonapproximation ausfiihrlich
erklart. Im Folgenden soll mithilfe des Modells elliptischer Wirbel der Zusammenhang
zwischen dem Mechanismus der Elongation der Wirbel und der Ubergangswahrscheinlich-
keit qualitativ und quantitativ verdeutlicht werden.

6.1.1 Verbindung von Statistik und Dynamik

In der Instantonndherung ersetzt man das charakteristische Funktional
durch das Maximum der Wirkung S, geméfl
Z ~ el

Setzt man die Instantongleichung fur die Wirbelstéirke (siehe Gleichung (5.9)) in die
Wirkung ein, so erhilt man die extremale Wirkung

Se = 7%' /d% dt &o(—k,H)Q(k)w(k,t), (6.1)

wobei das Hilfsfeld durch die explizite Losung der Instantongleichung ersetzt werden muss.
Mit dem verallgemeinerten Gauflintegral
_l,.0-1
/ko ko thCh _ o € 27 °
det[C]

kann die k-Integration in Gleichung (6.1) mit der Korrelation

analytisch gelést werden. Man erhélt fiir zwei elliptische Strukturen

g 2 2 e 3 (@2—21)A(@2—&1)
Se:z'w/dt S B CEE S —— . (6.2)
VdetQ+20  \JdetQ 420, \JdetQ+ Cy + s

7



6 Statistik im Instantonformalismus

wobei A fir das Inverse der Matrix Q+ Cy + O steht. Dabei gilt fiir hinreichend weit
entfernte Wirbel, dass der Uberlapp

o3 (B2—&1)A(@2—21)

~0 (6.3)

\/detQ—{—él—i—éQ

vernachlissigt werden kann. Fiir das Hilfsfeld ist der Uberlapp und das Volumen der
restlichen Terme im Integranden fiir das Beispiel aus Abbildung 5.5 in Abbildung 6.1(b)
dargestellt. Der Uberlapp ist ungefihr drei GrofSenordnungen kleiner und kann daher
vernachléssigt werden.

Wir wollen die Ubergangswahrscheinlichkeit

fc ({CL’?,F?}

berechnen, die die Wahrscheinlichkeit beschreibt, zur Zeit ¢ = 0 elliptische Wirbel der
Zirkulationen I'; bei x; mit den Formen C;(0) zu finden. Dabei geben wir die Formen
C;(t*), die Positionen x;(t*) und die Zirkulationen I';(t*) vor.

Dafiir muss die Lebensdauer des Instantons [t*| aus der Gleichung

{@i, Ti}) = ' (6.4)

Di(t) = L (t = ) + Ty(t") (6.5)

extrahiert werden, wobei das Zirkulationsinkrement I';(0) — I';(¢*) vorgegeben wird. Zu-
sdtzlich muss man eine Abbildung finden, die die Anfangsbedingungen des Hilfsfeldes auf
die Endpunkte der Wirbelzentren geméf3

wl(t*), :I)g(t*); .’f)l(O), .’fZQ(O) — wl(t*), :132(75*); ml(()), ZIBQ(O) (66)

abbildet. Die Ubergangswahrscheinlighkeit fc hédngt zusétzlich von der Form der Ellipsen
C zur Zeit t* ab. Fiir die gesamte Ubergangswahrscheinlichkeit f muss dann {iber alle
moglichen Ellipsenformen C' bei gegebener Verteilung p(C') geméf

f ({=0.19}

{@iTi}) = [dCp()fo ({ad.10)

{@:,T:}) (6.7)

integriert werden.

6.1.2 Ubergangswahrscheinlichkeit
Ubergangswahrscheinlichkeit fiir kreisformige Wirbel

Wir wollen die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir zwei anfangs kreisférmige Wirbel berech-
nen, wobei wir das Losungsverfahren fiir die Instantongleichungen aus dem vorherigen
Kapitel benutzen. Dies ist nur fiir isolierte Wirbel in der Ndhe von Punktwirbellésungen
giiltig, sodass wir nur spezielle Ubergéinge betrachten koénnen, die den unter 5.2 be-
schriebenen Annahmen geniigen. Wir variieren das Zirkulationsinkrement und damit die
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6.1 Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeit fiir elliptische Wirbel

Lebensdauer |t*| des Instantons sowie den Abstand d der Wirbel zur Zeit t*. Aufgrund
der gekoppelten Anfangsbedingungen' gemif

i (0) = U(0[t*])a:(t")

haben die Strukturen im Hilfsfeld zur Zeit t = 0 denselben Abstand d wie die Punkte x;
zur Zeit t*. Das heiit, wir betrachten Ubergénge von einer Wirbelkonfiguration zur Zeit
t* mit zwei kreisformigen Wirbeln mit dem Abstand d und den Zirkulationen I'y =Ty =1
zu einer Wirbelkonfiguration zur Zeit ¢ = 0 mit zwei Wirbeln der Formen C;(0), die sich
bei x1(0) und x2(0) befinden und die Zirkulationen I'y = I'y = 1 4+ AT besitzen. Dabei
folgt C;(0) und «;(0) aus der Losung der Instantongleichungen. Wir definieren fiir diesen
Ubergang die Ubergangswahrscheinlichkeit

P(d, AT) = fr (|2 — @8] = d,{T7 = 1}| {:(0), Ts(0) = 1+ AT})  (6.8)

und die extremale Wirkung Se(d, AT"). Se folgt aus Gleichung (6.2) und héngt von der
Losung der Instantongleichungen fiir die entsprechenden Anfangsbedingungen ab. Die
Ubergangswahrscheinlichkeit P erhélt man in der Instantonniherung iiber P & expliSe).

In Abbildung 6.2 ist der Verlauf der extremalen Wirkung Se(d, AT') und der Ubergangs-
wahrscheinlichkeit P(d, AT") dargestellt. Auf der a-Achse ist der Abstand d der Wirbel
zur Zeit t* dargestellt und auf der y-Achse das Zirkulationsinkrement AT

Ubergangswahrscheinlichkeit fiir elliptische Wirbel

Wir wollen analog zum vorherigen Abschnitt Ubergénge von anfangs elliptischen Wirbeln
betrachten. Dann erhalten wir die Ubergangswahrscheinlichkeit

P(LAD) = fo () = Gena§ = ~Jen (19 =1} {,(0).13(0) = 1+ AT})  (69)

in Abhéngigkeit der Form C; der Wirbel zur Zeit ¢*. Wir wollen im Folgenden elliptische
Wirbel mit parallelen und senkrechten Hauptachsen betrachten.
Wir wéihlen die Anfangsbedingungen fiir die Formen der Wirbel geméf

C1(0) = C(0) = (0%2 Of> . (6.10)

Die Hauptachsen der Ellipsen sind dabei parallel zueinander. Man beobachtet?, dass die
elliptischen Wirbel zuerst kreisférmig werden und dann in die andere Richtung elongiert
werden, d.h. Haupt- und Nebenachsen tauschen ihre Rollen bevor die Elongation einsetzt.
Dies liegt an der Form und Position der Strukturen im Hilfsfeld in der Ndhe von t*. Wir
variieren den anfénglichen Abstand d und das Wirbelstdrkeninkrement AT'. Das Ergebnis

!Siehe Gleichung (5.77).
2Siehe Abbildung 5.9 oder Video “Elongation_II_Ellipsen.mpg*“ auf der CD. Die Evolution entspricht den
Parametern des linken oberen Punktes in den Plots.
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ist in Abbildung 6.3 dargestellt. Man beobachtet eine leichte Steigung der Hohenlinien
von rechts nach links, die bei grofieren Zirkulationsinkrementen stérker wird.
Fiir senkrechte Hauptachsen sieht die Anfangsbedingung wie ein “V” aus®. Wir wéhlen

1 (0) = <O%2 0f> (6.11a)

und

Cy(0) = (_(1).2 _(1)'2> : (6.11b)

Die extremale Wirkung und die Ubergangswahrscheinlichkeit ist fiir diese Anfangsbedin-
gungen in Abbildung 6.4 dargestellt. Man sieht qualitativ den gleichen Verlauf wie bei
den anderen Beispielen.

6.2 Zusammenfassung

Wir haben sowohl fiir kreisférmige als auch fiir elliptische Wirbel die Ubergangswahr-
scheinlichkeit berechnet. Dabei haben wir den Abstand der Wirbel zur Zeit t* und das
Zirkulationsinkrement variiert, welches proportional zur Lebensdauer des Instantons ist.
Man beobachtet, dass die Hohenlinien der Ubergangswahrscheinlichkeit vor allem fiir
kleine Zirkulationsinkremente parallel zur x-Achse verlaufen. Das bedeutet, dass die
Lebensdauer der Instantonen der dominante Faktor fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit
ist. Das heiBt, je linger das Instanton lebt, desto unwahrscheinlicher wird der Ubergang.
Dies ist intuitiv klar, denn je mehr Zeit vergeht, desto mehr Moglichkeiten existieren fiir
die Evolution des Wirbelfeldes.

Die Evolution der Wirbel geschieht langsamer, wenn die Wirbel anfangs weiter entfernt
sind, was konsistent mit der Abhédngigkeit der Frequenz der Rotation von zwei Punktwir-
beln ¥ = (I'; + I's)/(2md?) vom Abstand d ist. Nach einer gewissen Zeit dominiert die
Elongation der Hauptachsen die Dynamik, was bei kleineren Abstédnden friiher eintritt als
bei grofleren. In den Plots in Abbildungen 6.2-6.4 entspricht dies jeweils der oberen linken
Ecke. Man sieht, dass die bei kleineren Lebensdauern parallel zur x-Achse verlaufenden
Hohenlinien sich im Bereich starker Elongation nach oben biegen. Das bedeutet, dass
Zusténde starker Elongation eine hohere Ubergangswahrscheinlichkeit aufweisen.

Mit unserem Modell ist es aufgrund der Annahmen aus 5.2 nicht moglich, allgemeinere
Ubergénge als durch Gleichung (6.9) beschrieben zu berechnen.

3Siehe Abbildung 5.11 oder Video “Elongation_V_Ellipsen.mpg”. Die Evolution entspricht ebenfalls den
Parametern des linken oberen Punktes in den Plots.
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Abbildung 6.1: GrioBe des Uberlapps im Wirbel- und Hilfsfeld fiir die in Abbildung 5.5 darge-
stellte Evolution.
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Abbildung 6.2: Links: Wirkung bei Variation des Abstandes d und des Zirkulationsinkrements,
rechts: Ubergangswahrscheinlichkeit P. Jeweils fiir ¢ = 0.007
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Abbildung 6.3: Links: Wirkung bei Variation des Abstandes d und des Zirkulationsinkrements,

rechts: Ubergangswahrscheinlichkeit P. Jeweils fiir ¢ = 0.007 bei anfangs ellipti-
schen Wirbeln.
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6.2 Zusammenfassung
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Links: Wirkung bei Variation des Abstandes d und des Zirkulationsinkrements,

rechts: Ubergangswahrscheinlichkeit P. Jeweils fiir ¢ = 0.007 bei “V”-férmiger

Anfangsbedingung.
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7 Rotor Approximation

Wir haben im vorherigen Kapitel ein Modell elliptischer Wirbel vorgestellt. Die Losung
des Wirbel- und Hilfsfeldes mittels eines iterativen Verfahrens in der Nachbarschaft
von Punktwirbellosungen zeigt eine Elongation der Hauptachsen der Wirbel und eine
Annédherung der elongierten Wirbel. Im Folgenden machen wir eine Fernfeldapproximation
der elliptischen Wirbel und approximieren den Einfluss des Hilfsfeldes in geeigneter Form,
um eine grofle Anzahl an Wirbeln 16sen zu kénnen. Dies fithrt zum von J. und R. Friedrich
betrachteten Rotor-Modell welches eine inverse Kaskade in Form von Clusterbildung von
Wirbelpaaren gleicher Zirkulation entwickelt.

7.1 ldee

Das Rotor-Modell wurde von J. und R. Friedrich entwickelt (siehe [23]) und besteht aus
Punktwirbelpaaren gleicher Zirkulation, die durch eine inelastische Kopplung verbunden
sind. Eine schematische Darstellung ist in Abbildung 7.1 gezeigt. An den Positionen
x;(t) und y,(t) befinden sich Punktwirbel der Zirkulation I';. Die inelastische Kopplung
kann man sich als iberddampfte Feder vorstellen. Werden die Punkte aus ihrer Ruhelage
ausgelenkt, relaxieren sie zuriick in die Ruhelage, fithren jedoch keine Schwingungen aus.

7.2 Rotor Approximation elliptischer Wirbel

Das numerische Verfahren zur Lésung der Evolutionsgleichungen elliptischer Wirbel wurde
im vorherigen Kapitel auf zwei Wirbel und zwei elliptische Strukturen angewandt. Das
Verfahren lasst sich direkt auf NV Wirbel und N elliptische Strukturen erweitern, solange
die Annahmen (siche 5.2) gewéhrleistet sind. Die Losung fiir die Punktwirbel (erster
Iterationsschritt) kann im allgemeinen Fall dann nicht mehr analytisch angegeben werden
sondern muss numerisch bestimmt werden. Ausgehend von dieser Lésung kann das iterative
Verfahren analog verwendet werden. Fiir die Betrachtung von sehr vielen Wirbeln wird
der numerische Aufwand jedoch sehr hoch, sodass wir hier den Effekt des Hilfsfeldes
folgendermaflen modellieren:

1. Die Positionen der Hilfswirbel seien zu jeder Zeit identisch mit den Positionen der
Wirbel (nicht nur im ersten Iterationsschritt). Dann fallen die zusétzlichen Terme

iy
ii:mi%QF(a@i*mi):O (71)

in der Advektionsgleichung weg.
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7 Rotor Approximation

@ (e
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[ Elliptischer Wirbel [ Elliptischer Wirbel
M Hilfsfeld ® Punktwirbel
(a) Schematische Darstellung der federartigen De- (b) Fernfeldnidherung elliptisch elongierter Wirbel
formationsddmpfung der Wirbelelongation. durch Punktwirbel, die durch eine Feder verbun-
den sind.

Abbildung 7.1: Schematische Darstellung der Rotor Approximation fiir elliptische Wirbel.

2. Die elliptischen Wirbel werden durch zwei Punktwirbel gleicher Zirkulation approxi-
miert, die auf der Hauptachse der jeweiligen Ellipse in einem bestimmten Abstand
positioniert sind.

3. Der rote Term in der Deformationsgleichung

A

Ip @+ G- (7.2
wird durch eine tiberddmpfte Feder modelliert, die die beiden Punktwirbel verbindet
und die Ruhelage Dy sowie eine geeignete Federkonstante /2 hat. Der Effekt
des roten Terms ist anschaulich in Abbildung 7.1(a) dargestellt, in Abbildung
7.1(b) ist die Approximation der elliptischen Wirbel durch zwei Punktwirbel mit
entsprechender Kopplung schematisch dargestellt.

Die Punktwirbelpaare nennen wir Rotore. Eine schematische Darstellung ist in Abbildung
7.1 zu finden. Die Rotor Approximation fithrt zu den Bewegungsgleichungen fiir die
Positionen @;(t) und y;(¢) der beiden Punktwirbel, die den i-ten Rotor bilden. Man erhélt
(siehe [23]):

. g
;= 5 (Do — | — i) er + Diula: — i) + T ulei —a;) + ulw: —y,)]
. 77 (7.3)
Y = D) (Do — |y; — xi|) e; + Tiu(y; — ;) + er [u(yz - yj) +u(y; — m])]
J#
Dabei ist u(r) = e, X 5~ das Geschwindigkeitsfeld eines Punktwirbels im Ursprung. Der

Einheitsvektor e; = E?:y?‘ zeigt in Verbindungsrichtung der Punktwirbel x; und y, bzw. in

Richtung der Hauptaclhsel des elliptischen Wirbels. Die ersten Terme auf der rechten Seite
beschreiben die Federkraft, die die Punktwirbel x; und y,; zusammenhélt. Die restlichen
Terme beschreiben die Advektion jeden Punktwirbels durch das Geschwindigkeitsfeld, das
von allen anderen Punktwirbeln erzeugt wird (siche Kapitel 2.3).
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7.3 Evaluation des Modells

Abbildung 7.2: Evolution des Rotor-Modells fiir 200 Wirbelpaare. Links: Anfangszustand, rechts:
Zustand zu einem spéteren Zeitpunkt. Die Rotoren positiver und negativer
Zirkulationen haben sich in Clustern organisiert. Abb. aus [23].

7.3 Evaluation des Modells

Zur Untersuchung der Dynamik des Rotormodells haben J. und R. Friedrich 200 Wir-
belpaare positiver und negativer Zirkulation zuféllig in einem Gebiet angeordnet und
die Evolution beobachtet. Die Evolution von zufélligen Anfangsbedingungen fir 200
Wirbelpaare ist in Abbildung 7.2 dargestellt. Die roten Rechtecke sind positive Rotoren,
d.h. Paare von zwei Wirbeln der Zirkulation I' = 1, die blauen Rechtecke sind negative
Rotore der Zirkulation I' = —1. Es stellt sich heraus, dass die positiven und negativen
Wirbelpaare jeweils Cluster von Rotoren gleicher Zirkulation bilden, die sich wie grofie
Wirbel positiver bzw. negativer Zirkulation verhalten. Dies zeigt, dass das hier entwickelte
Modell elliptischer Wirbel die Dynamik beinhaltet, die zur Bildung einer inversen Kaskade
fihrt.
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8 Zusammenfassung und Diskussion

In dieser Arbeit wurde ein dynamisches Modell fiir die inverse Kaskade zweidimensionaler
Turbulenz ausgehend von den Grundgleichungen der Hydrodynamik entwickelt. Dafiir
haben wir den Instantonformalismus verwendet, der die Evolution der wahrscheinlichsten
Feldkonfiguration des Wirbelfeldes und eines Hilfsfeldes beschreibt. Diese Evolution wird
iiber die Instantongleichungen beschrieben, die fiir das Wirbel- und Hilfsfeld Anfangs-
bedingungen zu verschiedenen Zeiten gehorchen, was die numerische Losung schwierig
gestaltet.

In Kapitel 3 haben wir gesehen, dass aus den Quelltermen im charakteristischen
Funktional sich eine Anfangsbedingung fir das Hilfsfeld ergibt, die aus einer Superposition
von Deltafunktionen zur Zeit ¢t = 0 besteht. Der Zeitpunkt ¢ = 0 der Observation wurde
hierbei willkiirlich gewéahlt. Das Wirbelfeld gehorcht beliebigen Anfangsbedingungen zur
Zeit t* < 0. Anschaulich bedeutet der Instantonformalismus, dass zur Zeit t* ein Instanton
erzeugt wird, welches zu einem Beobachter propagiert und dort zur Zeit ¢ = 0 vernichtet
wird. Die Ubergangswahrscheinlichkeit ist dabei durch eine Sattelpunktapproximation®
des charakteristischen Funktionals ndherungsweise gegeben.

Fiir den nichtviskosen Grenzfall konnten wir in Kapitel 4 ndherungsweise das Hilfs- und
Wirbelfeld durch einen Punktwirbelansatz 16sen. Wir haben ein Geschwindigkeitsfeld im
Lagrange’schen Bezugssystem erhalten, das von der Geschichte des Systems abhéngt. Die
Dynamik zweier Punktwirbel unterscheidet sich signifikant von der bekannten Losung
fir zwei Punktwirbel ohne treibende Kraft. Wahrend ein herkémmliches System aus
zwei Punktwirbeln gleicher Zirkulation eine Rotation der Wirbel um ihren Mittelpunkt
beschreibt und dabei den Abstand der Wirbel erhalt, zeigt die Punktwirbellésung der
Instantongleichungen eine Anziehung der beiden Wirbel auf spiralférmigen Bahnen. Dies
fiihrt zu neuen Skalen und ist konsistent mit unseren spéteren Ergebnissen und Beobach-
tungen iiber das Verhalten von elliptischen Wirbeln in zweidimensionalen Strémungen.
Wirbel entgegengesetzer Zirkulation fiithren eine Translationsbewegung senkrecht zu ihrem
Verbindungsvektor aus. Die Punktwirbellésungen der Instantongleichungen folgen densel-
ben Trajektorien, es ergibt sich jedoch zusétzlich eine Beschleunigung der Bewegung. Der
Abstand bleibt dabei erhalten.

In Kapitel 5 haben wir das Modell durch einen Ansatz elliptischer Wirbel und elliptischer
Strukturen fiir das Hilfsfeld erweitert. Wir konnten die Bewegungsgleichungen fiir die
Zirkulationen, Positionen und Formen der Wirbel und elliptischen Strukturen im Hilfsfeld
ableiten. Dabei haben wir angenommen, dass gleich viele Wirbel und elliptische Strukturen
im Hilfsfeld vorhanden sind, der i-te Wirbel sich in der Nahe der i-ten Struktur befindet

tauch stationary phase approzimation genannt
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8 Zusammenfassung und Diskussion

und die Wirbel bzw. elliptischen Strukturen im Hilfsfeld isoliert sind (d.h. der Uberlapp des
i-ten und j-ten Wirbels ist fiir ¢ # j zu vernachléssigen). Zusétzlich zu den Termen, die aus
der Wirbeltransportgleichung folgen, erhalten wir einen Term in der Advektionsgleichung
der Wirbelmittelpunkte, der als iiberddmpfte Federkraft interpretiert werden kann und die
Position des i-ten Wirbels an die Position der i-ten Struktur im Hilfsfeld zieht. Auflerdem
erhalten wir einen Term in der Deformationsgleichung, der die Form des i-ten Wirbels
auf eine Form zieht, die durch die Form der i-ten elliptischen Struktur im Hilfsfeld
und durch die Breite der Korrelationsfunktion gegeben ist. Es ergibt sich aulerdem ein
unterschiedliches Vorzeichen der Viskositédt in der Deformationsgleichung der Wirbel und
der elliptischen Strukturen im Hilfsfeld. Das liegt daran, dass das Wirbelfeld vorwérts
in der Zeit von t* bis ¢t = 0 geldst werden muss, wihrend die Evolution des Hilfsfeldes
riickwérts von ¢ = 0 bis t* zu 16sen ist. Wir haben ein iteratives Verfahren zur numerischen
Losung der Gleichungen entwickelt, welches ausgehend von einem Punktwirbelsystem die
Verformung der Wirbel und elliptischen Strukturen sukzessive berechnet. Dies erméglicht
es uns, die gekoppelten Gleichungen zu l6sen, obwohl diese Anfangsbedingungen zu
verschiedenen Zeiten erfiillen. Man beobachtet eine Elongation der Hauptachsen und eine
Kontraktion der Nebenachsen der Ellipsen. Des weiteren nahern die Wirbel sich einander
schnell an, sobald die Elongation dominiert. Dies ist konsistent mit den Beobachtungen
von Chen et al. [13] und Nielsen et al. [14]. Aufgrund der Annahme isolierter Wirbel
konnten wir das Verschmelzen der Wirbel nicht beschreiben. Die Anndherung der Wirbel
stellt jedoch Evidenz fiir einen solchen Vorgang dar.

Wir haben in Kapitel 6 die Ubergangswahrscheinlichkeit aus dem Instantonformalismus
fir die genannten Annahmen berechnet. Dabei haben wir den anfinglichen Abstand der
Wirbel und das Wirbelstarkeninkrement variiert. Das Wirbelstarkeninkrement ist die
Differenz aus der Wirbelstérke zur Zeit der Observation und der anfanglichen Wirbelstérke.
Da die Wirbelstérke linear in der Zeit wachst, ist das Wirbelstdrkeninkrement proportional
zur Lebensdauer des Instantons. Wir haben eine unterschiedliche Ubergangswahrschein-
lichkeit fir zur Zeit der Observation elongierte und nicht elongierte Zusténde gefunden.
Aufgrund unserer Annahmen kénnen wir nur Systeme betrachten, bei denen die Wirbel
und elliptischen Strukturen in der Nédhe sind und die Wirbel nicht verschmelzen. Auflerdem
hingt die Ubergangswahrscheinlichkeit noch von der Form der Wirbel zur Zeit t* ab.
Um die allgemeine Ubergangswahrscheinlichkeit zu berechnen, muss iiber alle méglichen
Formen mit einer geeigneten Verteilungsfunktion integriert werden. Dieses Vorgehen kann
mit der K-62 Theorie verglichen werden, bei der iiber die lokale Energiedissipations-
rate mit geeigneter Verteilungsfunktion gemittelt wird. Da die Energiedissipationsrate
mit dem Gradienten des Geschwindigkeitsfeldes zusammenhéngt, kann diese mit der
Deformationsrate in unserem Modell verglichen werden.

Um die Dynamik vieler Wirbel berechnen zu kénnen, haben wir in Kapitel 7 den
Einfluss des Hilfsfeldes approximiert anstatt dieses explizit zu l6sen. Dafiir haben wir
angenommen, dass die Wirbel und elliptischen Strukturen sich an den gleichen Positionen
befinden, sodass der Federterm in der Advektionsgleichung verschwindet. Wir haben die
elliptischen Wirbel durch zwei Punktwirbel gleicher Zirkulation approximiert, die sich auf
der Hauptachse des entsprechenden Wirbels befinden. In der Deformationsgleichung tritt
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ein Term auf, der die Form des i-ten Wirbels an eine Form koppelt, die durch die Form
der i-ten elliptischen Struktur im Hilfsfeld und durch die Breite der Korrelationsfunktion
bestimmt ist. Der Einfluss dieses Terms wurde approximiert, indem wir die Punktwirbel
auf den Hauptachsen der Ellipsen durch eine iiberddmpfte Feder mit einem geeigneten
Gleichgewichtsabstand und einer geeigneten Federkonstante verbunden haben. Dies fiihrt
zum Rotor-Modell, welches von J. und R. Friedrich betrachtet wurde [23]. Es zeigt
das Auftreten einer inversen Kaskade durch Clusterbildung von Rotoren negativer bzw.
positiver Zirkulation ausgehend von zufélligen Anfangsbedingungen.

Zusammenfassend kann man sagen, dass wir ausgehend von der Wirbeltransportglei-
chung ein dynamisches Modell fiir die inverse Kaskade entwickelt haben. Dafiir haben
wir die Evolution der wahrscheinlichsten Feldkonfiguration elliptischer Wirbel berechnet.
Man beobachtet eine Elongation der Hauptachsen und eine Kontraktion der Nebenachsen
sowie eine Anndherung der Wirbel. Die Verallgemeinerung dieser Dynamik auf ein System
vieler Wirbel (Rotor-Modell) zeigt die Bildung einer inversen Kaskade durch Clusterbil-
dung von Wirbeln gleicher Zirkulation. Dies deutet darauf hin, dass die Elongation der
Wirbelstrukturen die grundliegende Dynamik der inversen Kaskade darstellt.

Die Losung der vorgestellten Dynamik elliptischer Wirbel fiir mehr als zwei Wirbel
mit dem hier entwickelten numerischen Verfahren ist méglich. Ein offenes Problem stellt
jedoch die Losung der Dynamik im allgemeinen Fall dar, d.h. fiir eine Abweichung
aus der Nachbarschaft einer Punktwirbellosung. Es bleibt eine offene Frage, wie die
Ubergangswahrscheinlichkeit durch Mittelung iiber die anfinglichen Formen der Wirbel
fiir allgemeine Ubergénge berechnet werden kann. Es wire auBerdem interessant, eine
Erweiterung des Ansatzes elliptischer Wirbel vorzunehmen und z.B. eine Kriimmung der
Achsen zuzulassen. Die Erweiterung des Formalismus auf dreidimensionale Turbulenz
stellt ebenfalls eine interessante Perspektive dar.
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A Anhang

A.1 Pfadintegrale

Eine sehr anschauliche und damit vor allem fiir nicht Quantenfeldtheoretiker interessante
Einfithrung in den Pfadintegralformalismus ist im Buch Quantum Field Theory in a
Nutshell von A. Zee [25] zu finden. Im Folgenden werde ich die grundliegenden Ideen
daraus zusammenfassen.

A.1.1 Die Ildee

Einen anschaulichen Zugang zu Pfadintegralen stellt die Verallgemeinerung des Dop-
pelspaltexperiments dar. Der Aufbau ist vergleichbar zu Abbildung A.1(a) folgender:
von einer Quelle S (engl. Source) propagiert ein Teilchen (z.B. ein Elektron) zu einem
Beobachter O (engl. Observer) auf dem Schirm. Stellt man zwischen der Quelle und dem
Beobachter einen Schirm mit zwei Spalten auf, so tritt ein Interferenzmuster auf. Das
Doppelspaltexperiment wurde mit Elektronen derart druchgefiihrt, dass sich jeweils nur
ein Elektron gleichzeitig in der Messanordnung befand. Dass sich auch in diesem Fall ein
Interferenzmuster gebildet hat, gilt als Beleg fiir den Wellencharakter von Teilchen.

1961 wurde das Doppelspaltexperiment mit Elektronen durch Claus Jonsson
durchgefiihrt und im September 2002 in einer Umfrage der englischen phy-
sikalischen Gesellschaft in der Zeitschrift ,,Physics World“ zum schénsten
physikalischen Ezperiment aller Zeiten gewdhlt!. (Siehe [26])

Um in der Quantenmechanik die Ubergangsamplitude von S nach O zu berechnen,
summiert man iiber die Amplituden der Ubergéinge

Y AIS = A — O]

von S nach A1, A2 und von A sowie Ay nach O. Die Amplitude fiir jeden dieser Ubergéinge
wird durch den unitiren Operator e "7 beschrieben, wobei T' die Zeitdifferenz und H
der Hamiltonoperator ist. Wir kénnen auch Uberginge betrachten, bei denen mehr als
zwei Locher in den Schirmen sind und mehrere Schirme zwischen der Quelle und dem
Beobachter aufgestellt sind. Dies wird fiir zwei Schirme mit je drei Léchern in Abbildung
A.1(b) illustriert. Die Amplitude fiir den Ubergang von der Quelle zum Beobachter ist

'Quelle: Wikipedia, 23. Februar 2012
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(a) Doppelspaltaufbau. (b) Mehrere Locher und Schirme.

Abbildung A.1: Propagation von Wellen oder Teilchen durch Spalte

dann durch die Summe iiber alle Ubergéinge

S A[S — A; = B; — O]
]

gegeben. A; und Bj sind die Locher in der Schirmen wie in Abbildung A.1(b) dargestellt.
Die gestrichelten blauen Linien entsprechen den jeweiligen Propagationsamplituden e ~*# 7
iiber die summiert wird.

Wir stellen uns jetzt vor, zwischen Quelle und Beobachter wiren unendlich viele Schirme
mit unendlich vielen Lochern (die Schirme existieren dann nicht mehr wirklich, aber die
Summierung {iber die einzelnen Wege bleibt erhalten). Dies ist in Abbildung A.2 dargestellt,
wobei die blauen gestrichelten Linien representativ fiir alle méglichen Pfade stehen, die S
und O im Zeitinverall T verbinden. Es ist intuitiv, dass die Ubergangsamplitude durch
eine Summe iiber alle moglichen Pfade zwischen der Quelle und dem Beobachter

Z A <{S — O}ﬁber entsprechenden Pfad)
Pfade
mit der Gewichtung e *#7" gegeben ist. Wie eine solche Summe konkret aussieht, werden
wir im Folgenden sehen.

A.1.2 Mathematische Formulierung

Wir betrachten den Ubergang von einem quantenmechanischen Zustand? |q;) (engl. initial)
zu einem Zustand |qp) (engl. final). Wir konnen den Ubergang in N Teile der Dauer
ot =T/N gemaf

<qF ’e—z’HT‘ q1> _ <qf ’e—int . “e—int‘ qI> (A1)

2Wir verwenden hier die Dirac Notation. Siehe [27]
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Abbildung A.2: Der Ubergang zu unendlich vielen Schirmen mit unendlich vielen Léchern fithrt
zum Pfadintegralformalismus.

aufteilen. Die Zusténde |g) bilden eine vollstdndige Basis, sodass die Relation

[da o) =1

gilt. Wir setzen diese Beziehung jeweils zwischen den Produkten in Gleichung (A.1) ein
und erhalten

e
= Aﬁl /qu' (ar |7 qy 1) (an1 [T gy o) -+ (ar [T qr ) .
j=1

Fiir ein freies Teilchen mit dem Hamiltonoperator

2
g
2m

kénnen wir <qj+1 ’e*”{ ‘”‘ Qj> ausrechnen® und erhalten

<C_Ij+1

Fiir den gesamten Ubergang gilt dann

2
. p
efzﬁét

2
WS
A\ .
9 2ot

N N—-1 N—-1{4j+1—9j 2

<QF ’efiHT‘ q1> _j_m 11 /de ST 2 {T}
j=0

120t

3Dafiir setzten wir die vollstéindige Basis im Impulsraum f ;—7’; |p) (p| = 1 als Eigenzustinde des Impuls-
operators ein.
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A Anhang

Jetzt lassen wir die Zeitinkremente ¢ gegen 0 gehen, was gleichzeitig den Grenzwert
N — oo impliziert. Wir definieren

m N N—1
/ Da(t) = lim \/oorst ]1;[0 / 445

Durch das Bilden des kontinuierlichen Grenzwertes geht W in die Ableitung ¢(¢) iiber.
Wir erhalten die Pfadintegraldarstellung

. . T .
(ar e ar) = [Pty et 2

des Ubergangs fiir ein freies Teilchen.

A.1.3 Pfadintegraldarstellung am Beispiel des freien Skalarfeldes

Durch den Ubergang zur feldtheoretischen Beschreibung durch das Feld* o(z) sowie
durch Hinzuftigen von einem Potential V() sowie Quelltermen J(x)p(z) erhilt man das
sogenannte Frzeugendenfunktional

z /D(,O et fd4x[E+J(J:)<p(ac)]

wobei L die entsprechende Lagrangedichte ist. Z heifit deswegen Erzeugendenfunktional,
weil in der Storungstheorie daraus alle Green’schen Funktionen abgeleitet werden kénnen.
Fiir eine Herleitung und weitere Diskussion verweise ich auf [25]. Die Gaufi’sche bzw. freie
Lagrangedichte lautet

£=; [0 - m?e?]

und stellt einen Sonderfall dar, weil das Pfadintegral des Erzeugendenfunktionals damit
analytisch 16sbar ist. Dies wollen wir im Folgenden zeigen.
Wir stellen uns das Erzeugendenfunktional (es wurde im Exponent partiell integriert)

R

in einer diskreten Form vor. Dies entspricht der Darstellung vor der Grenzwertbildung
N — o0, die zu dem Auftreten der Pfadintegrale gefihrt hat. Der Differentialoperator
—(0% +m?) wird dann durch eine geeignete Matrix A ersetzt, deren genaue Form nicht
wichtig ist. Die Felder ¢ und J gehen dann in die Vektor ¢ und J {iber. Mit dem
verallgemeinerten Gaufl’schen Integral

i ) 27ri)N i a—1
dar ---d 5qAq+iJg _ (7 —5JATHT
/ e dane det[A] €

42 beschreibt hier den 4er Vektor der Minkowski Raumzeit.
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A.2 Funktionalableitung

kann das Problem im diskreten Grenzfall gelost werden. Wir gehen wieder ins Kontinuum
iiber, wodurch aus der Summe ), JkA,;ll J; das doppelte Integral

[atzdtys@Di - y)I()
wird. Analog zu 3, AijA;kl = §;; muss dann
—(0* +m*)D(z —y) = 5(z — y)
gelten, was zum freien Propagator fithrt. Das Erzeugendenfunktional ergibt sich dann als

Z(J) = Ce— 3 Jdtedy J(2)D(@—y)J (y)

i

wobei C das kontinuierliche Limit des Vorfaktors aus dem verallgemeinerten Gaufy’schen
Integral beschreibt. Fiir den freien Propagator D(z — y) erhélt man

d4k eik(w—y)
D(z —y) = .
==v) / @r)A R —m? + i

Dabei muss im Nenner das infinitesimale ie eingefiigt werden, um zu vermeiden, dass das
Integral die Polstellen trifft. Man kann die k° Integration mit dem Residuensatz lésen,
was hier jedoch nicht gezeigt wird.

A.2 Funktionalableitung

Funktionalableitungen treten in der Physik héufig in der analytischer Mechanik und den
Fuler-Lagrange Gleichungen auf. In diesem Kontext ist die Einfithrung von W. Nolting
aus Grundkurs Theoretische Physik 2 (siehe [28]) zu empfehlen. In der hier vorliegenden
Arbeit ist der Spezialfall

relevant.

A.3 Instantongleichungen in einem mitbewegten Bezugssystem
Wir definieren das Inkrement der Wirbelstérke
Qp(r,t) =w(x+7,t) —w(zx,t) (A.2)

und des Hilfsfeldes
Qp(r,t) =w(x+r,t) —O(x, t) (A.3)

als Differenz des Feldes am Ort 4+ r und « zur gleichen Zeit ¢.

97



A Anhang

Durch Bilden der Differenz der Wirbeltransportgleichung am Ort « + r und @ erhélt
man

%Qm(Ta t)+u(x+rt) Viw(@+r,t) —u(x,t) Vew(x,t) = VAT'Q(B(T? t) (A.4)
mit
A Qg (r,t) = A Qg(r,t) — lir%[ArQa;(r,t)] .
r—
Wir benutzen
Vew(zx,t) = Vew(x +1r,t) — Vi Qu(r,t),

wie man schnell nachrechnen kann und erhalten aus (A.4)

;Qw(r,t)+[u(:c+r,t)—u(az,t)]~VrQw(r,t)+u(m,t)~VIQw(r,t) =vA,Qu(r,t). (A5)

Wir gehen in ein mitbewegtes Bezugssystem {iber. Dann gilt

d 0

ng(r’ t) = &Qw(r,t) +u(x,t) - Vi Qu(r,t),

was wir in Gleichung (A.5) einsetzen. Der Beobachter soll sich im Koordinatenursprung
befinden, sodass & = 0 gilt. Dann folgt

%Q(r,t) +v(r,t) - V,.Q(r,t) = vAQ(r,t) (A.6)
mit
(r,t) = u(r,t) — (Ot)_/d2,|:ez><(7‘—r’) e, xr Q(/t)
v(r,t) = u(r, u(0,t) = r SE— 2m ] r',t).
MSR Wirkung

Wir wollen die Martin-Siggia-Rose Wirkung fiir 2 und ) bilden. Man erhélt analog zur
Wirkung aus Gleichung (3.32)

Snisk = /d2rdt O(r, 1) [r. ) +v(r. ) - Ve, 1) — vAQ(r, )]
o / A2rd2rdt’ O, )C(r — ) 1) (A7)
Das charakteristische Funktional

Z(,4) = /DQDQ IS+ [d2rdt [n(r,)Qr,t)+i(r )0r b)) (A8)

ergibt sich in Analogie zu (3.21) mit den Quellfeldern 7 und 7 beziiglich € und Q.
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Instantongleichungen

Durch Variation nach Q und  kénnen aus der Wirkung die Instantongleichungen bestimmt
werden. Man erhilt

Or,t) = —v(r, 1) - V,Q(r, 1) + vAQ(r, 1) — i/dQ'r’C(r )

O(r 1) = —v(r.t) - VO, ) — vAQ(r, ¢) (A.9)
/
2O e, x(r—mr) ezxr}' N
+/ o, ){ 2r|r! — r|? * 27 |r|? Ve, )

Die Variation geschieht im Grofiteil analog zum Vorgehen in Kapitel 3. An dieser Stelle
soll nur die Variation des Advektionsterms nach (r,t) gezeigt werden. Es gilt

0
0Q(r,t)

/ a2 at’ Q' (e ) - VU )

S / e [V ol )] 3 — o)t — 1)
A dv(r',t)
2.0 34/ /oyl ’ . 1oyl
+/d Pt Q' ) {6Q(r,t)] VO, 1) .
Die Variation des Geschwindigkeitsfeldes ergibt
(5’0(’!’/,15/) 0 /d27“” {ez X (’P, B T”) + €; X (T,/) } Q(’I’H,t/)

- 27 — 7| 27|12

5Q(r,t)  0Q(r,t)
I "
:/er//{er(T T)+ezxr }(5(1‘—7‘”)(5(t—t/)

27|r! — 1| 27|r’|?

_{ezx(r’—r) e, xXr

}6(t—t’).

2t|r! — 7|2 27|r|?
Man erhalt
d 2 114 A /i /. ! 4l
0 /drdt Q' Yo (r' 1) - VU, 1)
!
= —v(r.t)-VO(r.t a2’ ’t{ezx(r_r) ezxr}- Q' 1) .
o(r0)- VO 1)+ [0 0 G+ S Ve

A.4 Euler-Lagrange Gleichungen

A.4.1 Eine Funktion und eine Variable

Die Euler-Lagrange Gleichung stammt aus der analytischen Mechanik und folgt aus der An-
nahme der Extremalisierung der Wirkung. Im einfachsten Fall hingt die Lagrangefunktion
vom Ort ¢(t) und der Geschwindigkeit ¢(¢) eines Teilchens ab. Damit die Wirkung

s= ("t £lg(t). () (A.10)

t1
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extremal wird, muss fiir eine kleine Variation dq(t) mit §q(t1) = dq(t2) = 0 die Anderung
0S der Wirkung verschwinden. Es gilt

55 =06 [ate o), q()] —/t2dt

t1 t1

oL or .

Des weiteren gilt §¢ = %5q und man erhélt aus Gleichung (A.11) durch partielle Integration

sofort,
t2 oL docL
0S = dt | — — —— ) dq. A.12
s=[ o (5~ arag) (A.12)

Damit 65 = 0 erfiillt ist, folgt sofort die Euler-Lagrange Gleichung

oL docL
=) A3
Oq dt 9q ’ ( )
da dq eine beliebige, infinitesimale Variation beschreibt. Ich verweise den Leser an “Me-
thods of Mathematical Physics: Vol I” von R. Courant and D. Hilbert [29] oder “Grundkurs
Theoretische Physik 2: Analytische Mechanik” von Wolfgang Nolting [28] fiir eine wei-
terfithrende Diskussion sowie Beweise.

A.4.2 Mehrere Funktionen und mehrere Variablen

Besonders in der Elementarteilchenphysik betrachtet man héufig die Lagrangedichte
anstatt der aus der analytischen Mechanik bekannten Lagrangefunktion. Der Unterschied
ist, dass die Wirkung dann als Integral der Lagrangedichte iiber die Raumzeit gebildet
wird, z.B. fiir den vierdimensionalen® Fall

5= /d”‘xﬁ. (A.14)

Da wir uns mit zweidimensionaler Turbulenz beschéftigen und die Wirkung im k-Raum
fiir die Beschreibung nutzen, ergibt sich

S:/d%dtﬁ [kz,t;{fa,fa,akfa}] . (A.15)

Analog zum eindimensionalen Fall lassen sich dann die Euler-Lagrangegleichungen herleiten.
Diese lauten
L DI I O

ad ) S — A.16

wobei a = 1,2, ...n fir die Anzahl unterschiedlicher Funktionen steht. In dieser Arbeit
sind das I';, z;, C; sowie I';, ; und C;.

Sdrei rdumliche Dimensionen und die Zeit
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A.5 Wirkung und Instantongleichungen im Fourierraum

Die Martin-Siggia-Rose Wirkung wurde in Gleichung (5.4) fiir das Wirbelfeld w und das
Hilfsfeld @ im k-Raum als

S = /d% dt&(—k,t) [w(k, t) — ik - /d%’ u(Kw(k — K H)w(k' t) + vk*w(k,t)

4 ;/ko dt&(—k, t)Q(k)w(k,t)

geschrieben. Dies folgt direkt aus der Wirkung im Ortsraum, indem man die Beziehung

/ &z f(x /d2 / d2k/ A%k’ f(k — K)g(k')e™™
_/d2 /d%’ f(k—K)g(K) /d2xe —/kof (A.17)

=2mé(k )

benutzt. Der letzte Term in (A.17) kann dabei als Faltung

/de A%z’ &(x)Q(x — ') /dQ:vw @y

— /d%a} (—k)F[Q*&] = /d%@(—k)@(k)a(k)

aufgefasst werden, was dazu fiihrt, dass im k-Raum nur noch ein Integral iiber k anstelle
der Integrale iiber « und «’ auftritt. Man kann die Instantongleichungen im k-Raum durch
Transformation der Instantongleichungen im Ortsraum ((3.55a) und (3.55b)) berechnen.
Alternativ kann man auch die Wirkung S (5.4) im k-Raum nach den Feldern w(k,t) und
@(k,t) variieren. Wir variieren die Wirkung nach dem Hilfsfeld §5/d& = 0 und erhalten
nach k — —k die Instantongleichung fiir das Wirbelfeld im k-Raum als

w(k:,t)—ik:-/ko’u(k’)w(k—k’,t)w(k:’ t) + vk2w(k,t) = —iQ(k)(k,t).  (A.18)

Man kann schnell nachrechnen, dass dies der Fouriertransformierten der Instantonglei-
chungen im Ortsraum entspricht. Der Term auf der rechten Seite ist wieder das Ergebnis
der Faltung der Korrelation ) mit dem Hilfsfeld &. Analog fithrt die Variation nach
dem Wirbelfeld w(k,t) geméfl 6S/dw = 0 zu der Instantongleichung im k-Raum fir das
Wirbelfeld. Wir variieren jeden Term einzeln und erhalten

Edt'o(—K (k' V) = -0(—k,t), (A.19)
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9
ow(k,t)

/ A% dt' O(—K ) (—ik) / %K u(k"w(k' — K" w(k")
= / A%k &(—K ) (—ik) / K u(k"w(k — K" t)o(k — K")
+ / A’k &(—K ) (—ik) / A2 K" w(k"w(k", t)0(k — (K’ — K"))
= —iu(k) - /ko/ Eo(—K Hw(k' — k. t)
— ik - /ko’u(k’)dz(—k — K t)w(k',t) (A.20)

und

J
ow(k,t)

Verbindet man Gleichungen (A.19) - (A.21), so erhilt man nach Ubergang k — —k

/d2k:’ dt' (=K vk w(k' V) = O(—k, t)vk?>. (A.21)

Wk, t) — ik - /ko’u(k’)@(k — K Hw(k',t) — vE*D(k,t)
— iu(k) - /d%/ Kok — K Dk ). (A.22)

Dies ist die Instantongleichung fiir @ im k-Raum, wie man ebenfalls schnell nachrechnen
kann.

A.6 Berechnung der Deformation

Aus Gleichung (5.15) folgt fiir die Anderung der Wirbelform C;

k' Cik = — ik" YT / A2 (k) K (@i—e) =3k (Cit Ok BT o g
j

_ ZkT ZF] /dzk/ u(k/)ef’ik/-(wifwj)f%k,(0i+0j)k}/k:TCikl )
J

In der zweiten Zeile konnen wir das Skalarprodukt k - u(k’) = u(k') -k = u” (k')k an
kT C;k' vorbeiziehen. Wir erhalten

kTCrLk — ZkTZFJ /ko,/ e—’ik/-(wi—i‘cj)—%k,(ci-‘rcj')k/u(k/)k/TCik
J

y o / (A.23)
. ZkTCZ ZFJ /ko/ e*lk -(a:ifmj)f§k (Ci+Cy)k k/uT(k/)k )
J

Szj(ill) _ _izrj /d2k/ efik:'-wf%k,(CiJer)k’u(k/)k/T _ UZ]$
J
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erhalten wir aus (A.23)

kTCik = k:TZFj [SZ](:L'Z — :BJ)CZ + CZSZ(QZZ — :)3])} k.
J

Daraus folgt direkt die Evolutionsgleichung fiir die Wirbeldeformation.
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