"Hydrodynamische Wechselwirkungen

zwischen zweil Mikroschwimmern"

als Diplomarbeit vorgelegt von

Johannes Greber

WESTFALISCHE
WiLHELMS-UNIVERSITAT
MUNSTER

Institut fiir Theoretische Physik
Juli 2010



“Aus der Ferne betrachtet, ist alles nur eine Frage der Distanz.”

Klaus Toppmdller

i



Einleitung

In der Natur hat sich im Laufe der Zeit eine grofse Vielfalt an Lebewesen im Mikro- und
Makrobereich entwickelt. Die Art und Weise, wie Lebewesen dieser Grofse sich in wéssri-
ger Losung fortbewegen, also schwimmen, ist von enormem Interesse. Dabei spielen vor
allem die Bewegungsabldufe eine Rolle, die sie im Laufe der Zeit entwickelt haben, um
sich fortzubewegen, aber auch die Interaktionen zwischen diesen Schwimmern. Beides
wird in grofsem Mafse von den hydrodynamischen Eigenschaften ihrer Umgebung be-
einflusst. Ein Maf fiir diese Eigenschaften ist die dimensionslose Reynoldszahl, die das
Verhéltnis zwischen Effekten aufgrund der Trégheit gegeniiber von solchen, die durch

Reibung hervorgerufen werden, misst.

Mikroschwimmer leben wegen ihrer Kérperabmessungen in Umgebungen, die durch klei-
ne Reynolds-Zahlen charakterisiert sind. In solchen Umgebungen dominieren die visko-
sen Krifte die dynamischen FEigenschaften der Fliissigkeit. Diese Tatsache beeinflusst
mafsgeblich die Entwicklung von Mechanismen des Schwimmens auf der Mikroebene. Im
Gegensatz zu einem menschlichen Schwimmer, der nach der Ausfiihrung eines Schlags
noch mehrere Korperlingen wegen seiner Massentriagheit gleitet, kommt ein Bakterium
nach dem Einstellen der antreibenden Bewegungen zu einem abrupten Stillstand. Dies
geschieht aufgrund der Reibung mit der Fliissigkeit, die jede Art von Trégheitseffekten
in einer Umgebung kleiner Reynolds-Zahlen zunichte macht. Aus diesem Grund haben
Bakterien vollig andere Bewegungsablaufe entwickelt, als wir sie in der Makrowelt in

unserer alltdglichen Umgebung gewdhnt sind.

Durch die Bewegungen, mit denen ein Bakterium schwimmt, {ibt es ein gewisses Kraft-
profil auf die umliegende Fliissigkeit aus. Dadurch wird ein hydrodynamischer Fluss
erzeugt, mit dem ein Schwimmer das Verhalten anderer Schwimmer in einem System
mit vielen Bakterien beeinflussen kann. Diese Arbeit soll zum Verstindnis dieser hy-
drodynamischen, oft nichtlinearen Interaktionen beitragen, die eine grofe Rolle fiir das
Verstandnis des raumlichen, aber auch zeitlichen Verhaltens der Dynamik eines Ensem-

bles vieler Bakterien spielen.
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Ziel ist zum einen, ein Verstandnis der Bewegungsablaufe eines einzelnen Schwimmers zu
gewinnen. Zum anderen geht es um ein Verstandnis der interaktiven Prozesse aufgrund

der Stromungsprofile, die Bakterien in ihrer Umgebung erzeugen.

Die Erforschung des dynamischen Verhaltens eines einzelnen Schwimmers beginnt 1951
mit der Arbeit von G. Taylor [19], der erkannt hat, dass der Unterschied zwischen Fort-
bewegungsmechanismen eines Makroschwimmers gegeniiber denen eines Mikroschwim-
mers lediglich von der Reynolds-Zahl abhéngt. In dieser Arbeit wird die Grundlage zur
theoretischen Beschreibung des Schwimmens bei kleiner Reynolds-Zahl mit der Stokes-
Gleichung gelegt, mit deren Hilfe Stromungen in stark viskosen Fliissigkeiten beschrieben
werden. Die Bewegungsabldufe, die in einer viskosen Umgebung zu einer erfolgreichen
Fortbewegung fiihren, wurden von E. M. Purcell 1977 in dem berithmten Aufsatz “Life
at low Reynolds number” [17] zusammengefasst und von F. Wilczek und A. Shapere [18§]
theoretisch eingebettet. Solche Schwimmer bewegen sich mithilfe von periodischen aber

nicht zeitumkehrbaren Veranderungen der Korperform fort.

Auf der bisher gewonnenen Grundlage wird das Verhalten biologischer Schwimmer er-
forscht. Einige dieser Schwimmer, z. B. ein Bakterium, bestehen aus einem Kopfteil, in
dessen Oberflaichenmembran zuféllig verteilte Flagellen verankert sind, die durch ein
Motorprotein angetrieben werden. Die motorischen Mechanismen kénnen dazu fiihren,
dass ein Bakterium eine Vorwartsbewegung ausfiihrt. Dies wird als “run” bezeichnet.
Weiterhin beobachtet man bei Bakterien Taumelbewegungen (“tumbles”). Diese Bewe-

gungszustdnde wurden von H. C. Berg néaher untersucht [3], [8].

Ein weiteres Forschungsfeld stellt die Konstruktion einfacher kiinstlicher Schwimmer dar.
Diese konnen z. B. aus drei aneinander gekoppelten Kugeln bestehen, deren Absténde in
einem periodischen Prozess varriert werden. Dies fiihrt zu einer effektiven Fortbewegung

des Schwimmers [14].

Mikroschwimmer beeinflussen sich gegenseitig aufgrund der Stromungsprofile, die sie
in der umgebenden Fliissigkeit erzeugen. Das Verstandnis des kollektiven Verhaltens in
ihrer Dynamik geschieht ebenfalls auf Grundlage der linearen Stokes-Gleichung. In ei-
nem System mit vielen Bakterien ergibt sich das Geschwindigkeitsfeld aller Schwimmer
aus der Uberlagerung der Geschwindigkeitsfelder der einzelnen Schwimmer. Um kollek-
tive Effekte zu verstehen, kann man daher nicht auf ein Verstédndnis der Dynamik des
einzelnen Schwimmers zu verzichten. Die Interaktion zwischen zwei Schwimmern, seien

diese nun biologisch [10] oder kiinstlich [16], weist dabei Konfigurationen auf, in denen

v



Schwimmer einander folgen, sich gegenseitig ablenken oder umeinander herum oszillie-
ren. Diese Konfigurationen hidngen zum einen von der Orientierung der Schwimmer zu-
einander, zum anderen aber auch von ihrem Abstand ab. Die Interaktion zwischen ihnen
iiberspannt Bereiche, die die Koérperabmessungen der einzelnen Bakterien deutlich tiber-
steigen. In Systemen mit vielen Schwimmen sorgt dies fiir die Ausbildung turbulenter
Strukturen, wo Bakterien in sogenannten “Jets” Bereiche bilden, in denen sie geradlinig

hintereinander schwimmen oder in Wirbeln um ein gemeinsames Zentrum zirkulieren
201, [4], [9], [7]-

In dieser Arbeit soll es nun darum gehen, ein einfaches Modell fiir das Geschwindig-
keitsfeld einzelner Mikroschwimmer vorzustellen. Dieses beruht auf der Dynamik zweier
Punktwirbel, die sowohl Translations- als auch Rotationsbewegungen aufweisen. Mit
Hilfe dieses Modells soll im Weiteren das interaktive Verhalten zweier Schwimmer un-

tersucht werden.
Diese Arbeit ist in drei Abschnitte gegliedert:

Im ersten Kapitel werden die grundlegenden hydrodynamischen Gleichungen hergeleitet.
Es beginnt mit der Navier-Stokes-Gleichung und geht im weiteren Verlauf zum einen auf
die Beschreibung wirbelartiger Strukturen durch die Wirbeltransportgleichung ein. Hier
betrachten wir als einen Spezialfall Stromungen, die von Punktwirbeln und speziell von
zwei Punktwirbeln erzeugt werden. Zum anderen wird auf Stromungsprofile, die durch
die Stokes-Gleichung beschrieben werden, eingegangen. Sie beschreibt die Dynamik von

Fliissigkeiten, die durch deren Viskositdt dominiert wird.

Im zweiten Abschnitt werden Konzepte des Schwimmens einzelner Schwimmer in einer
stark iiberddmpften Umgebung vorgestellt. Hier handelt es sich um Konzepte, aufgrund
derer sich sowohl kiinstliche als auch biologische Schwimmer in Fliissigkeiten hoher Rei-

bung fortbewegen konnen.

Das dritte Kapitel beschéftigt sich mit der Interaktion zwischen zwei Schwimmern. Dort
wird das Geschwindigkeitsfeld eines einzelnen Schwimmers durch zwei Punktwirbel be-
schrieben, deren Abstand d zeitlich fixiert wird. Durch Uberlagerung der Geschwin-
digkeitsfelder zweier solcher Schwimmer kénnen wir Bewegungsgleichungen fiir deren
Orientierung und deren Position im zweidimensionalen Raum aufstellen. Fiir bestimmte

Anfangsbedingungen werden diese Gleichungen gelost.

Abschliefend werden die Ergebnisse zusammengefasst. Die Arbeit schliefst mit einem
kurzen Ausblick.
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1 Hydrodynamik inkompressibler
Fliussigkeiten

Sowohl in der Mikrowelt als auch auf makroskopischer Ebene wird das Verhalten eines
Schwimmers mafsgeblich von der Dynamik der ihn umgebenden Fliissigkeit beeinflusst.
Auf diesen beiden Ebenen haben Lebewesen unterschiedliche Strategien entwickelt, um
sich fortzubewegen. Einige dieser Strategien werden im néchsten Kapitel vorgestellt.
Vorher jedoch kann nicht auf ein Verstdndnis der Dynamik inkompressibler Fliissigkei-
ten verzichtet werden. Aus diesem Grund stellen wir in diesem Kapitel die grundlegende
hydrodynamische Bewegungsgleichung, die Navier-Stokes-Gleichung, auf und gehen auf
einige fiir den weiteren Verlauf dieser Arbeit wesentliche Eigenschaften dieser Gleichung
ein. Dies ist zum einen die Beschreibung wirbelartiger Strukturen mit Hilfe der Wirbel-
transportgleichung und speziell der Dynamik von Punktwirbeln. Zum anderen wird auf

die Beschreibung laminarer Stromungen mit der Stokes-Gleichung eingegangen.

Die hier vorgestellte Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung sowie der Wirbeltransport-

gleichung halt sich dabei eng an eine Version, wie sie in 1] nachvollzogen wird.

1.1 Massenerhaltung und Inkompressibilitat

Wird ein beliebiges, raumfestes Volumenelement 0V einer Fliissigkeit betrachtet, so be-
obachtet man weder die spontane Erzeugung noch Vernichtung von Masse. Die zeitliche
Anderung der Masse im Volumenelement entspricht daher der iiber die Oberfliche S

ein- bzw. ausstromenden Masse. Dies fithrt auf die Gleichung;:

/(W %p(w, t)dV = —ép(w, tu(x,t)dsS. (1.1)



1 Hydrodynamik inkompressibler Fliissigkeiten

Hierbei ist dS der Vektor, der mit der Lange des Oberflachenelements d.S senkrecht zur
Oberflache nach aufien weist. w(x,t) bezeichnet das Geschwindigkeitsfeld und p(z,t)
die Massendichte in diesem durchstrémten Volumenelement. Nach dem Integralsatz von

Gauld erhalten wir:
0
/(W [ap(m,t) + Vip(x, t)u(z,t))| dV = 0. (1.2)

Da das Volumenelement beliebig ist, verschwindet dieses Integral nur dann, wenn bereits

der Integrand Null ergibt. Dies fiihrt zur Kontinuitatsgleichung;:

9 pla 1) + Vol thula, 1)) = 0. (1.3)

Diese Gleichung bezieht sich auf flieflende Fliissigkeiten. Diese zeichnen sich im Gegen-
satz zu Gasen dadurch aus, dass ihre Dichte iiber den gesamten Raumbereich sowohl
zeitlich als auch raumlich konstant sind. Man spricht auch von inkompressiblen Fliissig-
keiten. In der Kontinuitatsgleichung verschwinden dann sémtliche rdumlichen und zeit-

lichen Ableitungen der Dichte. Damit erhalten wir die Inkompressibilitdtsbedingung:
V- u(x,t) =0. (1.4)

Aus dieser Gleichung geht hervor, dass das Geschwindigkeitsfeld w(x,t) weder Quellen

noch Senken hat.

1.2 Die Navier-Stokes-Gleichung fiir inkompressible

Flissigkeiten

Um die Beschleunigung eines Volumenelements 6V einer Fliissigkeit zu bestimmen, geht

man vom zweiten Newton’schen Axiom fiir die Kraftdichte f = %) aus, wobei p die

Impulsdichte p = pu(x,t) ist. u(x,t) gibt die Geschwindigkeit des Volumenelements 6V’

am Ort o zur Zeit ¢ wieder. Fiir eine inkompressible Fliissigkeit lasst sich schreiben:

d
/(W pEu(m,t) dV = /Wde. (1.5)



1.2 Die Navier-Stokes-Gleichung fiir inkompressible Fliissigkeiten

Die Ableitung ‘é—’t‘ wird auch substantielle Ableitung der Geschwindigkeit genannt. Fiir

diese gilt:
d 0
d—tu(a:,t) = <§ + u(x, ) - V) u(x,t). (1.6)

Sie besteht also zum einen aus der lokalen zeitlichen Anderung der Geschwindigkeit w
am Ort . Zum anderen enthélt sie einen konvektiven Anteil (u-V)u, der berticksichtigt,

dass die Masse im Volumenelement 6V dem Geschwindigkeitsgradienten folgt.

Die Kraftdichte f setzt sich hierbei aus den inneren Kréften f,,, und den auferen Kraf-
ten f,,, zusammen, die auf das gesamte Volumen 0V wirken, wie z. B. die Gravitation.
AuRere Krifte kénnen auch solche Kréfte sein, die durch den aktiven Antrieb eines Mi-
kroschwimmers auftreten. Innere Kréfte wirken an der Oberfliche des Volumens §V'. Sie

werden mit Hilfe des Spannungstensors o ausgedriickt:

/fmtdvz—]{a-dsz—/ V. odv. (1.7)
% S %

Tragen wir dies wiederum unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass das Volumenele-

ment 6V beliebig ist, zusammen und setzen in (1.5) ein, so ergibt sich:

p (% + u(x,t) - V) u(x,t) ==V -0+ f.u (1.8)

Die Spannungen, denen die Fliissigkeit unterliegt, kdnnen weiter spezifiziert werden. In
einer ruhenden Fliissigkeit greift der Druck p stets senkrecht zur Oberfliche dS an.
Wird keine Raumrichtung explizit bevorzugt, so taucht in den Diagonalelementen des
Spannungstensors jeweils ein p auf. Der Spannungstensor schreibt sich also im statischen
Fall

O static = p1, (1-9)

wobei I die Einheitsmatrix bezeichnet.

Im Fall, dass die Fliissigkeit flielst, bewegen sich benachbarte Volumenelemente relativ
zueinander. Dann treten in jeder realen Fliissigkeit viskose Krifte auf, die durch den
Reibungstensor o’ beriicksichtigt werden. Sie haben ihren Ursprung in Molekiilwechsel-
wirkungen zwischen den Fliissigkeitsmolekiilen untereinander. Der gesamte Spannungs-

tensor setzt sich nun additiv aus dem Reibungstensor und dem Druck zusammen, wobei
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die Reibung der Wirkung des Drucks entgegengesetzt ist:

o=pl -0 (1.10)

Reibung tritt nur dann auf, wenn zwei Volumenelemente relativ zueinander bewegt wer-
den. Das bedeutet zum einen, dass der Reibungstensor fiir ruhende Fliissigkeiten ver-
schwinden muss. Zum anderen héingen seine Komponenten o;; nur von den raumlichen
Ableitungen der Geschwindigkeit 2—7“; ab. Diese Ableitungen konnen wir aufspalten in

einen symmetrischen Anteil S;; und einen antisymmetrischen Anteil Q;;. Es gilt:

87’j B 2 <8rj + 87"2) * 2 (87"]‘ 87’Z) ) (111>

Sij Qij

Durch den antisymmetrischen Anteil werden solche Anderungen der Geschwindigkeit
u vermittelt, die durch Rotationen des betrachteten Volumenelements hervorgerufen
werden. Diese tragen nicht zur inneren Reibung bei. Reibung entsteht, wenn zwei be-
nachbarte Volumenelemente sich relativ zueinander bewegen. Durch den symmetrischen
Verzerrungstensor S = [S;;] gehen solche rdumlichen Anderungen des Geschwindig-
keitsfeldes ein. Im Reibungstensor taucht nur der symmetrische Teil S auf [12]. Die

Komponenten o;; des Spannungstensors kdnnen wir damit wie folgt ausdriicken:

2 0uk

8uk
56

= = 1.12
ij ark} + 77\/52] O ( )

O-Z{j =27 lSij -

Hier treten die dynamische Viskositdat n und die Volumenviskositét 7y als Materialkon-

stanten der Fliissigkeit auf. Der Reibungstensor ergibt sich zu:
, 1
o' =2n S—g(V-u)I +nv(V-u)l. (1.13)
Die Bewegungsgleichung schreibt sich unter Ausnutzung von V-8 = 1(VZu+V(V-u)):

0
o+ V) u= Vo Pk (et D) VOV w0 fe (L)

Sie vereinfacht sich unter Ausnutzung von (1.4) zur Navier-Stokes-Gleichung inkompres-



1.3 Die Wirbeltransportgleichung

sibler Fliissigkeiten:

0 1
(& + u(x,t) - V) u(x,t) = —V%(:I;, t) + vV3u(x, t) + ;fm. (1.15)
Hier bezeichnet v = % die kinematische Viskositdt. Zusammen mit (1.4) bildet die

Navier-Stokes-Gleichung die Grundlage der Beschreibung von Strémungsprofilen inkom-

pressibler Fliissigkeiten.

Uber p(2 + (u - V)) gehen solche Effekte in die Dynamik der Fliissigkeit ein, die durch
die Massentriagheit hervorgerufen werden. Hier tritt mit (v - V)u eine Nichtlinearitét
auf, iiber die das Geschwindigkeitsfeld mit seinen rdumlichen Anderungen wechselwirkt.
Dies macht eine analytische Losung der Gleichung, abgesehen von einigen Spezialfil-
len, unmoglich. Der Term 1nV?u wird auch Dissipationsterm genannt. Dieser sorgt fiir
eine Dissipation der kinetischen Energie und somit fiir eine Dampfung des Flusses der
Geschwindigkeit. Der letzte Term ist der Druckgradient Vp. Dadurch, dass wir eine in-
kompressible Fliissigkeit betrachten, sind das Druckfeld und das Geschwindigkeitsfeld
iiber eine Poisson-Gleichung direkt miteinander verkniipft. Eine Anderung des einen

Feldes ruft also direkt eine Anderung des anderen Feldes hervor.

In der hier vorgestellten Form gelten die Gleichungen fiir eine rdumlich unendlich ausge-
dehnte Fliissigkeit. Im Allgemeinen werden jedoch Situationen betrachtet, in denen feste
Berandungen den Raumbereich einschranken. Solche Situationen miissen durch speziel-
le Randbedingungen, wie z. B. die “no-slip”-Bedingung fiir zdhe Fliissigkeiten, festgelegt
werden. Diese besagt, dass die Geschwindigkeit u(xy) an jedem Punkt @y der Randflache

verschwindet.

1.3 Die Wirbeltransportgleichung

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass zur Beschreibung eines Strémungspro-
fils einer inkompressiblen Fliissigkeit abgesehen von Randbedingungen die Kenntnis des
Geschwindigkeitsfeldes u(x, t) geniigt. Durch die direkte Kopplung zwischen Druck und
Geschwindigkeit ist das Geschwindigkeitsfeld allerdings nirgends stark raumlich konzen-
triert. Stromungsprofile inkompressibler Fliissigkeiten weisen héufig Wirbelstrukturen,

wie z.B. ineinandergreifende Wirbelfdden in drei Dimensionen oder ovale Strukturen
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in zwei Dimensionen auf, die sich dadurch auszeichnen, dass ihre rdumliche Ausdeh-
nung begrenzt ist [1]. Zur Beschreibung dieser Strukturen wird die Wirbelstarke w(x, t)
definiert.

Aufgrund der Inkompressibilitatsbedingung (1.4) ist das Geschwindigkeitsfeld quellen-
und senkenfrei. Die Wirbelstirke w(x,t) wird daher als Rotation des Geschwindigkeits-
feldes definiert:

w(x,t) =V x u(x,t). (1.16)

Dies geschieht in Analogie zur Elektrodynamik, wo der Zusammenhang V x B = p,j

zwischen der Stromdichte 3 und der magnetischen Induktion B besteht.

Das Auftreten von Wirbeln im Stromungsprofil einer Fliissigkeit erkennen wir an der
raumlichen Konzentration dieser Grofe. Durch die Gleichungen (1.4) und (1.16) ist das
Geschwindigkeitsfeld eindeutig festgelegt. Zur Beschreibung von inkompressiblen Stro-
mungen spielt es keine Rolle, ob das Geschwindigkeitsfeld w(x,t) oder das Feld der
Wirbelstarke w(x, t) gewahlt wird. Dies liegt an der Giiltigkeit der Beziehungen (1.16)
und (1.4).

Eine Gleichung, mit der die zeitliche Anderung der Wirbelstérke beschrieben wird, kann
aus der Navier-Stokes-Gleichung (1.15) ermittelt werden. Schreiben wir diese zunéchst
mit der Vektoridentitit u x (V x u) = 1 Vu? — (V - w)u, wobei v? = w - u gilt, um:

ou 1

1
—+—Vu2—u><w:—vg+uv2u+;f (1.17)

ext:

ot 2

Hier wird ausgenutzt, dass die Wirbelstarke iiber (1.16) definiert ist. Durch Umstellen

der Terme ergibt sich:

ou p  u? 1
E—uxw:—v (;—i‘?) +Vv2u+;fext' (118>
Auf diese Gleichung wird der Rotationsoperator Vx angewendet. Dies fiihrt unter Ver-
tauschen des Laplace-Operators V2 und der Zeitableitung % auf:
2
1

%w—Vx(uxw):—VxV(%+%)+1/V2w+;V><fm. (1.19)

An dieser Stelle wird ausgenutzt, dass die Rotation eines Gradientenfeldes stets ver-

schwindet. Damit und mit der Vektoridentitit V x (u X w) = (V- w)u — (V- v)w +



1.3 Die Wirbeltransportgleichung

(w-V)u—(u-V)w wird diese Gleichung noch einmal etwas umgeschrieben. So erhalten
wir, da aufgrund der Senken- und Quellenfreiheit der jeweiligen Felder sowohl V -u = 0

als auch V - w = 0 ist:

(% +u(x,t) - V) w(x,t) = (w(x,t) - Vu(z,t) + vViw(x,t) + %V X fem (1.20)

Diese Gleichung wird als Wirbeltransportgleichung bezeichnet. Sie beschreibt die zeitli-
che Entwicklung der Wirbelstérke in einem Volumenelement. Durch Bilden der Rotation
verschwindet in dieser Gleichung zwar das Druckfeld p(z,t). Jedoch lasst sich das Ge-
schwindigkeitsfeld w(ax, t) nicht vollstdndig eliminieren. Es erscheint in der substantiellen
Ableitung sowie im so genannten Wirbelstreckungsterm (w-V)u. Zu dessen Berechnung
bendtigen wir an dieser Stelle das Gesetz von Biot-Savart. Dieses stellt ein Invertierung
von Gleichung (1.16) dar:

u(x,t) = / w(x' t) x K(xz—x')dV’. (1.21)
5 ’
Hier taucht mit K(x —a') = —V,G(z, x’) der negativen Gradient der Greens-Funktion

G(x, ') des Laplace-Operators auf. Je nachdem, ob eine Stromung in zwei oder drei

Dimensionen betrachtet wird, gilt:

—Ln|le—a| fir xecR?
Glz,z') = 27r1n| 1 | fiir , (1.22)
EW fllI' T c R
1 z—a - 2
= A xreR
Kz -=z)= {Z{T ma? ) (1.23)
yrd PRt fiir o € R".

Wir konnen hieran erahnen, dass sich Wirbelstrukturen in zwei Dimensionen anders
verhalten als in drei Dimensionen. In einer in der xy-Ebene auf zwei Dimensionen ein-
geschrinkten Fliissigkeit besteht die Wirbelstarke nur aus einer Komponente w,. Dies

fithrt dazu, dass der Wirbelstreckungsterm
0

in der Wirbeltransportgleichung verschwindet. Diese schreibt sich dann:

<% +u(x,t) - V) w(z,t) = vViw(x, t) + %V X fext- (1.25)
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Ohne das Wirken aufterer Krifte reduziert sich die Wirbeltransportgleichung auf eine
reine Drift- und Diffusiongleichung. Wirbel ordnen sich zu grofsen ovalen Strukturen
an (z. B. Wirbelstiirme in der Erdatmosphére). In drei Dimensionen sorgt der Wirbel-
streckungsterm im Laufe der Zeit fiir eine Zunahme der rdaumlichen Konzentration der

Wirbelstérke. Wirbel bilden sich dann in diinnen, ldnglichen Filamenten aus.

1.4 Erhaltungsgrolien

Werden in der Navier-Stokes-Gleichung (1.15) zum einen der viskose Term und zum an-

deren die dufkeren Krafte vernachlissigt, so ergibt sich die sogenannte Euler-Gleichung:

(g + 1) v) u(e,t) = ~VE (1) (1.26)

Durch dasselbe Vorgehen wie im vorhergehenden Abschnitt erhalten wir aus dieser Glei-

chung eine Wirbeltransportgleichung in zwei Dimensionen

(% oz, t) - v) w(z, 1) = 0, (1.27)

die das zeitliche Verhalten der Wirbelstirke w(x,t) in Systemen beschreibt, in denen
effektiv keine dissipativen Effekte auftreten. % +u -V bezeichnet hier, wie in den Rech-
nungen zuvor, die substantielle Ableitung % nach der Zeit. Aus dieser Gleichung folgt,
dass die Wirbelstarke in einem Volumenelement zeitlich konstant bleibt, sofern wir sie

in einem “mitflielsenden System” betrachten:

d
Ew(:c,t) = 0. (1.28)

In der Beschreibung zweidimensionaler Stromungsprofile gibt es weitere Erhaltungsgro-

fsen, die im Folgenden vorgestellt werden sollen.

1.4.1 Die kinetische Energie

Wird die Euler-Gleichung (1.26) mit dem Geschwindigkeitsfeld w(ax,t) multipliziert, so
schreibt sie sich:

d p
u~&u——u~V;. (1.29)
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Hieraus erhdlt man unter Verwendung der Inkompressibilitdtsbedingung (1.4):

2

du D

—— =—u-V-. 1.30

dt 2 v p (1.30)
Dieser Ausdruck wird iiber den gesamten Raumbereich integriert, so dass wiederum

unter Beriicksichtigung der Inkompressibilitatsbedingung gilt:

d [ u? P
— | =dV==[u-V=dV =— [ V(pu)dV = — ¢ pudS. (1.31)
dt 2 P S

Der Gauftsche Integralsatz schreibt vor, dass iiber die Oberfliche S des betrachteten
Gebiets integriert wird. Dieser Bereich ist der gesamte Raumbereich, in dem die Fliis-
sigkeit flieft. An dessen Rand verschwindet das Geschwindigkeitsfeld, weil entweder die
Randfliche im Unendlichen liegt oder aber durch entsprechende Randbedingungen vor-
gegeben ist, dass an jedem Punkt x, der Randfliche das Geschwindigkeitsfeld wu(x)
verschwindet. Der Ausdruck e;, = %uz dV wird als Dichte der kinetischen Energie

bezeichnet. Diese ist nach den vorangegangenen Uberlegungen eine Erhaltungsgrofe:

d

Setzen wir in u? = u - u fiir w den durch das Biot-Savart-Gesetz gegebenen Ausdruck

u(z) = [w(@) x K(x—z')dV' =V, x [ Gz, z')w(z') dV’ ein, so ergibt sich fiir die
Dichte der kinetische Energie:

1
Chin = 5 /u(w,t) : <Vm X G(w,w’)w(w’)dvl) dv. (1.33)
sV
Umschreiben unter Verwendung der Identitit V- (u x w) =w - (V x u) —u - (V x w)
ergibt:
1
Chin =5 / (Ve x u(z,t)) - Gz, 2" )w(x')dV' dV

-~ / V.- (u(m,t) x :G(w’wl)w(w,) dv') . (1.34)

Das zweite dieser Integrale kann mit Hilfe des Integralsatzes von Gauk auf ein Oberfla-
chenintegral {iber die Randflichen des betrachteten Systems umgeschrieben werden. Da

sowohl das Geschwindigkeitsfeld u als auch das Wirbelstérkefeld w dort verschwindet,
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verschwindet dieses Integral. Im ersten Integral nutzen wir aus, dass die Wirbelstarke

als w = V x u definiert ist. So ergibt sich letztendlich der Ausdruck
1
Chin = 5 /w(w) : Gz, \w(x')dV'dV (1.35)
sV’

fiir die Dichte der kinetische Energie, den wir im weiteren Verlauf dieser Arbeit verwen-
den (vgl. [1], [11]).

1.4.2 Der Drehimpuls

Die Stromung einer Fliissigkeit ist invariant gegeniiber Drehungen. Die Grofe, die dies

misst, ist der Drehimpuls I, definiert durch
l:/wxudV. (1.36)

Mit der Identitit V x (z?u) = 2V X u+ Vz? x u und dem Gradienten Vz? = 2z ergibt

sich hieraus: . )
l:_§/x2vxudv+§/V><x2udv. (1.37)
Im ersten dieser beiden Integrale wird wiederum fiir V x u die Wirbelstérke w eingesetzt.

Das zweite Integral schreibt man mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes um:
/Vxx2udV:—7{x2ude. (1.38)
S

Dieses verschwindet jedoch, wenn iiber die Randflichen des betrachteten Systems inte-
griert wird, wiederum aus dem Grund, dass die Geschwindigkeit an den Réndern ver-

schwindet. Der Drehimpuls ergibt sich zu:

1

l= —§/x2w(m) dv. (1.39)

Auch der Drehimpuls ist eine Erhaltungsgréfe in zweidimensionalen Systemen, die kei-
nen dissipativen Effekten unterliegen. Dies sieht man, wenn seine zeitliche Ableitung
gebildet wird:

El = —§/Ew(w) dV — §/$ E(w) dv. (1.40)

10
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Aus Gleichung (1.28) kann entnommen werden, dass die Wirbelstérke erhalten bleibt.

Das zweite dieser beiden Integrale liefert also keinen Beitrag zu einer zeitlichen Anderung

des Drehimpulses. Im ersten Integral gilt zunéchst $2° = $(z-x) =2z - Sz =2z - u.

Fiir das Geschwindigkeitsfeld setzen wir wieder das Gesetz von Biot-Savart ein. Dies
ergibt:

ditl - —/w(w) (m : /Ww(a:’) x K(x — ') dV’) av. (1.41)

1
2
trischen Anteil aufgeteilt. Insgesamt léasst sich schreiben:

Hier wird nun @ = 1(z + ') + 1(x — «’) in einen symmetrischen und einen antisymme-

j—i =- %/w(m) /W(a: — ') (w(@) x K(z —))dV'dV
1

— = w(x x4+ a2 (w(z r—x / (142)
5 [ @@ [ @+ o) @) x Ko —a)aviav

=0.

Aufgrund der Orthogonalitét der Vektoren & —x’ und w(x’) x K (x—x') verschwindet der
antisymmetrische Anteil. Der symmetrische Anteil verschwindet aufgrund der folgenden

Uberlegung.

Die Wirbelstirke am Ort &’ ist wegen w =V x u =V X ‘ji—f eine gerade Funktion in .
Wenn wir in dem Produkt f(z') = (x + ') - (w(z’) x (x — «')) den Ort &’ durch —a'
ersetzen, ergibt sich (vgl.: [6]):

) x (@ + )

=
[
&\
o
8
I
&\
£
|
8

(
1.43
( (1.43)

= @),

Unterteilen wir das gesamte System in symmetrische Doménen 0V’, so verschwindet
das Integral, da in symmetrischen Grenzen iiber eine ungerade Funktion integriert wird.

Letzten Endes ergibt sich so, dass auch der Drehimpuls eine Erhaltungsgrofse ist.

11
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1.5 Die Dynamik von Punktwirbeln

Im Folgenden sei das Feld der Wirbelstérke in einem zweidimensionalen System durch
an endlich vielen Orten x; = (x;,y;) lokalisierte Wirbel vorgegeben. Mit Hilfe der Dar-

stellung durch Deltafunktionen erhélt man:

w(x) = Z Ii6(x — x;)e.. (1.44)

Hierbei sind die I'; = ¢ udl die Zirkulationen der einzelnen Wirbel. Sie berechnen sich
durch Integration des Geschwindigkeitsfeldes iiber den Rand eines Gebietes, das den
Wirbel enthélt. Das gesamte Feld der Wirbelstirke entspricht einer Uberlagerung der
einzelnen Punktwirbel. Ein einzelner Punktwirbel bewegt sich also in einem Geschwin-
digkeitsfeld, das von den iibrigen Wirbeln erzeugt wird. Die Bewegung der einzelnen
Punktwirbel wird durch das Differentialgleichungssystem beschrieben, welches wir erhal-

ten, wenn das vorgegebene Wirbelstarkeprofil in das Gesetz von Biot-Savart eingesetzt

wird: N
d 1 x;(t) — x,;(t)
—x,=— Y e, J : 1.45
T " o 2 o (1-45)

Alternativ konnen diese Bewegungsgleichungen aus einer Hamilton-Funktion H bestimmt
werden, welche die Gesamtenergie reprisentiert. Diese besteht in einer idealen Fliissigkeit

nur aus dem Anteil der kinetischen Energie. Mit (1.34) ergibt sich:

N N
1
4,557 0,435 71

Durch partielles Ableiten der Hamilton-Funktion nach den einzelnen Geschwindigkeits-

komponenten x; und y; kénnen wir Gleichung (1.45) auch in folgender Weise schreiben:

d dz; dy; OH OH
Di—x. =1, | —L 222 ) = (== ). 1.47
T T ( de’ dt) (ayj’ &cj) (1.47)
Diese Gleichung entspricht den kannonischen Bewegungsgleichungen ¢ = %—I; und p =

—5~ mit der verallgemeinerten Koordinate ¢ = x; und dem verallgemeinerten Impuls

p =y, (vgl. [1]). Der Drehimpuls /, der im letzten Kapitel als Erhaltungsgréfse identifi-

12
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ziert wurde, schreibt sich fiir ein System aus N Punktwirbeln:

N
1= Tjlayl* (1.48)
J

Er hat in zweidimensionalen Systemen lediglich eine z-Komponente und kann als Quasi-
skalar gesehen werden. In dem Fall, dass die Summe der Zirkulationen nicht verschwin-
det, ergibt sich eine weitere Erhaltungsgrofe. Diese ist der Schwerpunkt R der Zirkula-

tionen der einzelnen Punktwirbel. Er ist definiert durch:

R= LZJFJ;J DT #0. (1.49)

Héufig ist es daher sinnvoll zu einer Beschreibung des Systems durch den Schwerpunkt

R und die Relativkoordinaten r;; = &; — x; liberzugehen.

1.6 Dynamik zweier Punktwirbel

Es soll etwas eingehender ein System bestehend aus zwei Punktwirbeln mit den Zirku-
lationen I'; und I's, die sich an den Orten x; und @, befinden, behandelt werden. Die

Bewegungsgleichungen fiir dieses System lauten:

Iy Ty — X2
LT |y — x2]?
I Ty — X
REEb S |xo — 1|2

(1.50)

Wir gehen {iber zur Beschreibung des Problems durch eine Schwerpunktskoordinate
R = (I'yxy + I'yxy) /(') + T'y), die erhalten bleibt, und zu einer Relativkoordinate r =
x| — X9, die dem gerichteten Abstand zwischen beiden Punktwirbeln entspricht. Die

zeitliche Anderung des Abstandsvektors wird durch das Differentialgleichungssystem

. F1+F2 r
r =

T X 2 (1.51)

beschrieben [1]. Dabei bleibt der Abstand r zwischen den Wirbeln zeitlich konstant. Im

Spezialfall, dass die Zirkulationen I'; = I'ys = I sich entsprechen, bedeutet dies, dass die

13
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beiden Wirbel um den gemeinsamen Schwerpunkt R = %(:131 +x5) mit der Kreisfrequenz
r

w = — rotieren.

Ein anderer Spezialfall ist derjenige, in dem die beiden Wirbel genau gegensinnig rotieren
(I'y = =T’y = TI). Dann verschwindet die zeitliche Anderung des Abstandsvektors nach
Cleichung (1.51). Fiir diesen Fall wird der Punkt R = (1 + @), der genau zwischen
beiden Punktwirbeln liegt, als Schwerpunkt bezeichnet. Dessen zeitliche Anderung ergibt

sich zu:

| T — T2

r % L1 — T
— —e P EE——
2 ? |$1 — m2|2

Die beiden Punktwirbel fithren eine Translationsbewegung senkrecht zu ihrer Verbin-
dungslinie aus. Sowohl ihre rdumliche Orientierung als auch der Betrag des Abstands

zwischen ihnen bleiben dabei konstant [1].

Wir konnen die Geschwindigkeit an jedem Punkt x in der Ebene durch Superposition
der beiden Felder der einzelnen Punktwirbel bestimmen. In Abb. 1.1 sind Momentauf-
nahmen der beiden oben erwédhnten Spezialfille gezeigt. Zu sehen ist deutlich eine Rota-
tionsbewegung um den gemeinsamen Schwerpunkt fiir den Fall, dass die beiden Wirbel
sich mit 'y = 'y = I in dieselbe Richtung drehen, und eine Translationsbewegung fiir
den anderen Fall, dass sie sich mit den Zirkulationen I'y = —I'y = I in unterschiedlichen

Richtungen drehen.

1.7 Reskalierung der Navier-Stokes-Gleichung und
Reynolds-Zahl

Die Art, wie ein betrachtetes hydrodynamisches System sich verhilt (z.B. ob es eine
turbulente oder laminare Stromung aufweist), wird dadurch bestimmt, wie grof die Ter-
me in Gleichung (1.15) relativ zueinander sind. Fiir spezielle Probleme kénnen z.B.
bestimmte Terme vernachlissigt werden, ohne dass die Gleichung die Eigenschaft ver-

liert, das betrachtete physikalische System adédquat zu beschreiben. Um die Bedeutung

14
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Abb. 1.1: Momentaufnahmen der Geschwindigkeitsfelder zweier Punktwirbel, die mit der Stdr-
ke T' = 2m in gleicher Richtung (links) bzw. in entgegengesetzter Richtung (rechts)
drehen. Der Abstand zwischen ihnen betrdagt jeweils r = 1.

der einzelnen Terme in der Navier-Stokes-Gleichung besser beurteilen zu kénnen, schrei-
ben wir sie durch das Einfiihren charakteristischer Grofen fiir das betrachtete System
in eine dimensionslose Gleichung um. Als diese Grofsen werden eine fiir das betrachte-
te System charakteristische Linge L und eine Geschwindigkeit U sowie eine von dieser
Lange und Geschwindigkeit abhéngige charakteristische Zeit T' = % gewahlt [11]. Die
in Gleichung (1.15) auftretenden Grofen werden zu den folgenden gestrichenen Grofen

umgeschrieben:

L ., I

= n_Up fext = n_Ufemt‘

In die Navier-Stokes-Gleichung eingesetzt, ergibt sich eine dimensionslose Variante dieser

Gleichung:

Re[% + (v - V)u =V = V'p + fl. (1.53)

Hier taucht nun als Systemparameter die dimensionslose Reynolds-Zahl auf:

Re = gLU. (1.54)

Solange die Reynolds-Zahl gleich bleibt, sind die Losungen von Gleichung (1.53) iden-

tisch. Man kann sagen, dass sich zwei Systeme, von denen das eine Ly, Uy, p1,7; und

15



1 Hydrodynamik inkompressibler Fliissigkeiten

das andere Lo, Us, pa, 1o als charakteristische Grofen besitzt, gleich verhalten, solange
ihre Reynolds-Zahlen identisch sind. Dies wird auch das Ahnlichkeitsgesetz genannt. Die
Reynolds-Zahl bekommt die Bedeutung eines Ahnlichkeitsparameters.

Eine Betrachtung der Dimension des Terms p(w - V)u, welcher ein Ausdruck fiir Mas-
sentragheitseffekte ist, ergibt [p(u - V)u] = p%z. Ahnlich erhilt man fiir die Dimension
des Terms nV?u, der die innere Reibung des Systems beriicksichtigt, [nV?u] = 77%.
Ein Vergleich dieser beiden Terme offenbart eine zweite physikalische Bedeutung der
Reynolds-Zahl. Es gilt:

pU*/L _ p
T = 5LU = Re. (1.55)

Die Reynolds-Zahl misst genau das Verhaltnis, in dem Tréagheitskréfte zu Reibungskraf-
ten stehen [11]. Je nachdem, wie grof sie ist, konnen gewisse Terme in der Navier-Stokes-

Gleichung vernachléssigt werden.

1.8 Die Stokes-Gleichung

Im Folgenden werden Systeme betrachtet, in denen viskose Kréfte die Stromung einer
Fliissigkeit gegeniiber Trégheitseffekten dominieren. In diesem Fall nimmt die Reynolds-
Zahl Werte von Re < 1 an. Aus (1.53) geht dann hervor, dass zum einen der nichtlineare
Term (u - V)u vernachléssigt werden kann. Dadurch wird die Gleichung zu einer Diffe-
rentialgleichung, in der Ableitungen des Geschwindigkeitsfeldes nach dem Ort und der
Zeit linear auftreten. Zum anderen verschwindet der Term p%—’;. Das Stromungsprofil
in Stromungen stark viskoser Fliissigkeiten ist stationér [11]. Diese Stromungen werden
auch laminar genannt. Beschrieben werden sie durch die so genannte Stokes-Gleichung,
die sich durch die Vernachlassigung sdmtliche Terme, in denen die Massentrégheit iiber
die Dichte p in der Navier-Stokes-Gleichung (1.15) eingeht, ergibt:

Vo(x,t) = nViu(e,t) = fou. (1.56)

Diese Gleichung ist die Grundgleichung der Hydrodynamik in stark geddmpften Fliis-
sigkeiten. Thre Losungen sind laminare Stromungsprofile, die auch als aneinander vor-
beigleitende Fliissigkeitsschichten betrachtet werden kénnen. Man spricht auch von “krie-
chenden” Fliissigkeiten. Gehen wir davon aus, dass die Fliissigkeit inkompressibel ist, so

bedingt neben der Stokes-Gleichung weiterhin die Inkompressibilitdtsbedingung (1.4)
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die Dynamik der Fliissigkeit.

An einem Punkt @’ der Fliissigkeit sei durch f.,, = fo0(x — ') eine Kraft vorgegeben.
Am Punkt x wird dann die Fliefigeschwindigkeit w(x) hervorgerufen. Aufgrund der
Linearitdt der Stokes-Gleichung gilt zunéchst u(x) = J(x — &) - f,. Da die Stokes-
Gleichung linear ist, gilt das Prinzip der Superposition. Die Geschwindigkeit ergibt sich
bei Vorgabe eines Kraftprofils f(x’) durch Integration iiber das Volumen §V":

u(x) = /5 /J(a: —x') - f(2")dV". (1.57)

Es gibt nun zwei Mdglichkeiten, ein gegebenes hydrodynamisches Problem in viskosen
Fliissigkeiten zu 16sen. Einerseits kann die Stokes-Gleichung durch die Bestimmung des
Geschwindigkeitsfeldes direkt gelost werden. Andererseits kann das Geschwindigkeitsfeld
durch Vorgabe eines dufseren Kraftprofils und Angabe der Randbedingungen berech-
net werden. Der Oseen-Tensor (1.56) J(x — «’) kann durch eine ldngere Rechnung aus
der Stokes-Gleichung bestimmt werden. Er soll an dieser Stelle angegeben werden (vgl.
[16]):

- 1 1 (x—2)® (x—a)
J(x — ) 8m(|m_w,|1+ —— ) (1.58)

® bezeichnet hierbei ein dyadisches Produkt im Gegensatz zur Bezeichnung eines Ska-
larprodukts zwischen diesen Vektoren mit (x — ') - (x — a’). I stellt die Einheitsmatrix
dar. Uber den Oseen-Tensor fillt das Geschwindigkeitsfeld in Abhéngigkeit des Abstan-
des zwischen den Punkten x und &’ in zwei Dimensionen mit —In|xz — ’| ab. Das
bedeutet, dass noch in grofsen Entfernungen vom Ursprung der Kraft ein Beitrag zum

Geschwindigkeitsfeld w(x) festzustellen ist, da die Funktion f(z) = — In(z) nur langsam
abféllt.

1.9 Zeitumkehrinvarianz in der Hydrodynamik

In den letzten Abschnitten wurden zwei Grundgleichungen aufgestellt, mit deren Hilfe
hydrodynamische Probleme beschrieben werden. Der fiir inkompressible Fliissigkeiten
allgemein giiltigen Navier-Stokes-Gleichung, die z. B. auch turbulente Stromungen be-
schreibt, steht die Stokes-Gleichung gegeniiber, die das Geschwindigkeitsprofil laminarer
Stromungen beschreibt. Beide Stromungsprofile zeichnen sich durch vollig unterschiedli-

che Eigenschaften aus. Laminare Stromungen kénnen durch eine Gleitbewegung benach-
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barter Fliissigkeitsschichten beschrieben werden. Bewegen sich zwei Fliissigkeitsschichten
zundchst in eine Richtung relativ zueinander, so stellt sich der urspriingliche Zustand
nach der Umkehr der Richtung, in der die betrachteten Schichten sich relativ zueinander
bewegen, wieder ein. Stromungsprofile die mit der Navier-Stokes-Gleichung beschrieben
werden, haben diese Eigenschaft im Allgemeinen nicht. Dies ldsst sich mathematisch mit

Hilfe der Zeitumkehrinvarianz ausdriicken.

Betrachten wir hierfiir die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir eine konservative Kraft

F(x)=-VV(x):

d’z
wobei @(t) eine allgemeine Losung dieser Gleichung sei. Dann ist auch x(—t) Losung
dieser Gleichung, sofern die Kraft F(x) = —VV konservativ ist, also dem negativen

Gradienten eines im Ort symmetrischen Potentials V' entspricht.

Betrachten wir die Terme der Navier-Stokes-Gleichung bzw. der Stokes-Gleichung unter
diesem Aspekt. Kehren wir das Vorzeichen in der Zeit t — —t um, so fiihrt dies auto-
matisch ebenfalls zu einer Umkehr des Vorzeichens in der Geschwindigkeit u(x, —t) —
—u(x,t) wegen u = ‘ji—f. Abgesehen vom Druckgradienten und dufseren Kréften verhalten
sich die einzelnen Terme in der Navier-Stokes-Gleichung (1.15) wie folgt:
P 1) =p o (1)
plu(x, —t) - V)u(x, —t) =p(u(x,t) - V)u(z,t)
nViu(x, —t) = — nVu(z,t).

Die Umkehr des Vorzeichens im dissipativen Term nV2u unter Zeitumkehr sorgt fiir einen
Bruch der Zeitumkehrinvarianz in der Navier-Stokes-Gleichung, da sich das Vorzeichen
in den Trégheitstermen nicht verdndert. In der Stokes-Gleichung tauchen diese beiden
Terme nicht mehr auf. Sie ist daher symmetrisch bei riickwértslaufender Zeit, sofern die

Vorzeichen im Druckfeld p(x,—t) = —p(x,t) und in der von aufen wirkenden Kraft
f(—t) = —f(t) sich ebenfalls &ndern.

Die Zeitumkehrinvarianz in viskosen Fliisigkeiten lasst sich experimentell in einer Taylor-
Couette-Zelle zeigen, die mit einer hochviskosen Fliissigkeit (z.B. Ol) gefiillt ist. Eine
solche Zelle besteht aus zwei Zylindern, die gegeneinander verdreht werden konnen.
Bringt man nun einen Farbfleck in die Fliissigkeit und verdreht den inneren Zylinder

gegeniiber dem &ufseren, so erscheint der Farbfleck nach einigen Umdrehungen als Farb-
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Abb. 1.2: Zum experimentellen Nachweis der Zeitinvarianz in viskosen Fliissigkeiten: Ein Farb-
fleck wird durch mehrfaches Umdrehen des inneren Zylinders einer Taylor-Couette-
Zelle in die Ldnge gezogen und taucht nach Zuriickdrehen des Zylinders in seine
urspriingliche Position wieder auf [15].

streifen. Dreht man nun den Zylinder in seine Ursprungsposition, so erscheint der Fleck

in seiner urspriinglichen Form abgesehen davon, dass er durch diffusive Effekte etwas
verschmiert erscheint (siche Abb. 1.2) [15].
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2 Fortbewegung bei kleiner
Reynolds-Zahl

Mit “Schwimmen” wird ganz allgemein die Vorwértsbewegung eines Schwimmers durch
einen zyklischen Bewegungsablauf bezeichnet. Fiir diese Bewegungen haben Mikroor-
ganismen wie Bakterien vollig andere Konzepte entwickelt als Lebewesen in der ma-
kroskopischen Welt, wie zum Beispiel ein menschlicher Schwimmer. Die Umgebungen,
in denen diese beiden Schwimmer sich bewegen, unterscheiden sich lediglich durch die
Reynolds-Zahl. Sie ist als einziger Parameter fiir die Verschiedenheit der Konzepte des

Schwimmens verantwortlich.

Nachdem die grundlegenden Gleichungen der Hydrodynamik bekannt sind, soll in die-
sem Kapitel eingehender das Verhalten von Mikroschwimmern untersucht werden, deren
Bewegungen mafsgeblich von der Viskositdt der Fliissigkeit, in der sie sich bewegen,

beeinflusst werden.

2.1 Vergleich von Schwimmern in Umgebungen von

Re > 1 und Re k< 1

Betrachten wir einen menschlichen Schwimmer, dessen Korperlinge ungefahr L ~ 2m
betragt und der die 100 m-Strecke in etwa 50 s zuriicklegt. Seine Reynolds-Zahl betragt
mit den fiir Wasser iiblichen Werten der Dichte p = 103 % und der Viskositit n =
1073 X in etwa Re a4 - 10°. In diesem Bereich der Reynolds-Zahl sind die Terme, in
denen die Massendichte in der Navier-Stokes-Gleichung (1.15) auftauchen, wie in (1.53)
gesehen, nicht vernachlissigbar. Dies macht sich durch den Effekt bemerkbar, dass der
Schwimmer nach Einstellen der Schwimmbegungen noch eine gewisse Strecke in der

Fliissigkeit weitergleitet. Konzepte der Fortbewegung in dieser Umgebung machen sich
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2 Fortbewegung bei kleiner Reynolds-Zahl

Abb. 2.1: Abbildung zweier sich teilender B. subtilis Bakterien [4]. Der Durchmesser des Kor-
pers liegt im Bereich von 1 ym. Deutlich zu erkennen sind mehrere aus dem Zellkor-
per hervortretende Flagellen, mit deren Hilfe die Bakterien sich aktiv fortbewegen.

gerade diese Tragheitseffekte zunutze. Offensichtlich wird dies z. B. bei einem Ruderboot,

das zwischen zwei Ruderschligen eine gewisse Strecke Ax gleitet.

Fiir ein Bakterium, dessen Korperabmessung im Bereich von L = 1 um liegt und das
sich mit einer Geschwindigkeit von etwa U = 30 £ bewegt, liegt die Reynolds-Zahl in
einem Bereich von Re ~ 107%. Abb. 2.1 zeigt als Beispiel fiir einen biologischen Mi-
kroschwimmer B. subtilis Bakterien. Ein solches Bakterium nimmt die wéssrige Losung,
in der es sich bewegt, als stark geddmpfte Fliissigkeit wahr. Die Strecke des Gleitens Ax

kann fiir ein solches Bakterium abgeschétzt werden.

Die Reibungskraft f,,., = —awv, die der Bewegung des Schwimmers entgegenwirkt,
ist in Newtonschen Fliissigkeiten wie Wasser proportional zur Geschwindigkeit v des
Schwimmers. Die Konstante o wird hier als Reibungskoeffizient bezeichnet. Fiir eine

Kugel mit Radius r ist er durch das Stokesche Gesetz o = 67nr gegeben.

Die Anderung der Geschwindigkeit des Schwimmers ergibt mit dem zweiten Newtonschen
Axiom: 4
u !
— = ——u. 2.1
dt mu (2.1)

Diese Bewegungsgleichung wird durch

u(t) = ugexp {—%t} (2.2)
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2.1 Vergleich von Schwimmern in Umgebungen von Re > 1 und Re < 1

gelost, wobei uy die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt des Einstellens der antreibenden
Bewegung ist. Die Strecke Ax, die der Schwimmer nach der Zeit ¢ zurilickgelegt hat,

berechnet sich geméf

Az(t) =z —x9 = il exp {—gt} : (2.3)
@ m
Fiir die vom Schwimmer nach der Zeit 7 = ™ zuriickgelegte Strecke S(7) ergibt sich
unter der Annahme eines kugelformigen Korpers des Schwimmers mit dem Radius r =
L/2 =1 pm, dessen Dichte in etwa der von Wasser entspricht, ndherungsweise:
 Augpr? 1

Ax(T) = 180 o ~ 0,01 nm. (2.4)

Das Einstellen der Bewegung hat fiir ein Bakterium aufgrund der Reibung mit der
umgebenden Fliissigkeit einen sofortigen Stillstand zur Folge. Konzepte des Schwimmens
in Fliissigkeiten hoher Viskositdat konnen daher nicht auf Trégheitseffekte zuriickgreifen.

Aber wie genau funktioniert nun eine effektive Fortbewegung in der Umgebung niedriger
Reynolds-Zahlen?

Die einzige Moglichkeit eines Schwimmers, sich fortzubewegen, besteht darin, seine Kor-
perform zeitlich zu dndern. Diese Anderung muss periodisch sein, damit er nach einem
Schlag, mit dem er nur eine begrenzte Strecke zuriicklegen kann, weitere Schlage aus-
fithren kann [17]. Am Ende dieses Schlages muss der Schwimmer zudem eine gewisse
Strecke Az zuriickgelegt haben. Wie unterschiedlich die Resultate einer Strategie des
Schwimmens bei hoher bzw. bei niedriger Reynolds-Zahl sein konnen, zeigt das folgende

auch unter “scallop theorem” bekannte Beispiel [17].

Ein Schwimmer bestehe aus zwei Muschelschalen, die er 6ffnen und wieder schliefsen
kann. Durch langsames Offnen der Schalen saugt er Wasser an, welches er durch ruck-
artiges Verschliefsen wieder ausstofst. Bei hoher Reynolds-Zahl fiihrt dies aufgrund des
Riickstofes, also der Tragheit der Masse, zu einer effektiven Vorwartsbewegung. Bei klei-
ner Reynolds-Zahl (Re < 1) ist diese Strategie der Fortbewegung jedoch nicht erfolg-
reich. Dies liegt daran, dass Offnen und Schlieken der Schalen einen zeitlich reversiblen
Prozess darstellen. Da es aufgrund der Unabhéngigkeit der Stokes-Gleichung von Ab-
leitungen nach der Zeit, keine Rolle spielt, wie schnell das Offnen bzw. Schlieken sich
ereignen, bedeutet ein zeitlich reversibler Bewegungsablauf, dass der Schwimmer sich
zwar durch das Offnen der Schalen fortbewegt, diese Strecke jedoch beim Schliefen der

Schalen direkt wieder in umgekehrter Richtung zuriicklegt. Der Schwimmer befindet sich
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2 Fortbewegung bei kleiner Reynolds-Zahl

nach einem Schlag also wieder an seinem Ausgangspunkt.

2.2 Konzepte der Bewegung bei kleiner
Reynolds-Zahl

Um nun in einer solchen tiberddampften Umgebung erfolgreich zu schwimmen, muss ein
Schwimmer die zeitliche Symmetrie der Losungen der Stokes-Gleichung brechen. Mit
zwei Elementen ist dies, wie das letzte Beispiel zeigt, nicht moglich. Um diese Symme-
trie zu brechen, benétigt ein Schwimmer mindestens drei relativ zueinander bewegliche

Elemente. Der Dreikugelschwimmer von Golestanian [14] dient hier als Beispiel.

2.2.1 Der Dreielementschwimmer

Dieser Schwimmer besteht aus drei Kugeln 1, 2 und 3, von denen Kugel 1 und Kugel 2
sowie Kugel 1 und Kugel 3 iiber zwei Arme miteinander verbunden sind. Der maximale
Abstand zwischen den Kugeln betrage D, kann jedoch durch Verkiirzen der Arme um
eine Strecke von € variert werden (sieche Abb. 2.2). Eine periodische, zeitlich jedoch nicht

umkehrbare Bewegung dieses Schwimmers besteht aus vier Schritten:

£ D
/-'_"-n___ .-‘_\\I V=
R 1 {3
e — L,-'/ll L ltaj

IIK'-_H-x AT, I’-’ y
e, 1 {3
l[” LS R e
Py Fo oY L
||'~H-2- __/'l ” Ik\_\_1_’_ ).' |\\E-_j|
LA

Abb. 2.2: Der Dreikugelschwimmer: Durch die periodische Verinderung des Abstands zwischen
je zwei der drei Kugeln wird die zeitliche Symmetrie der Bewegung gebrochen. Nach
einer Periode hat der Schwimmer eine Strecke von A zurickgelegt [14].
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2.2 Konzepte der Bewegung bei kleiner Reynolds-Zahl

a) Wahrend die Lénge des rechten Arms konstant bleibt, wird die Lédnge des linken

Arms auf D — € verkiirzt.

b) Die Lange des linken Arms bleibt konstant, und der rechte Arm wird ebenfalls auf

D — € verkiirzt.

¢) Der linke Arm wird wieder auf D verldngert, wohingegen der rechte die Linge von
D — € beibehilt.

d) Mit der Verlangerung des rechten Arms auf die urspriingliche Linge D wird der

Anfangszustand wieder erreicht.

Die Strecke A, um die sich der Schwimmer wahrend eines Schlags, d. h. eines Durchlaufs
dieses periodischen Bewegungsablaufs, fortbewegt, setzt sich aus den Strecken zusam-
men, die er wihrend der einzelnen Schritte zuriicklegt. Wahrend eines Teilschrittes wird
die Lange eines Arms verldngert oder verkiirzt, wahrend die Lange des anderen Arms
konstant gehalten wird. Die Strecken, die der Schwimmer wéhrend der einzelnen Schritte
zuriicklegt, hingen nun davon ab, ob der Abstand zwischen den Kugeln, der wahrend
eines solchen Schrittes konstant gehalten wird, grof ist, also D betragt, oder mit D — ¢
klein ist. Je kleiner dieser Abstand ist, desto weniger bremst die dufserste der Kugeln
die Fortbewegung des Schwimmers aufgrund der Reibung mit der Fliissigkeit. Betrach-
ten wir die Positionséinderung der mittleren Kugel nach den einzelnen Schritten, welche
als Positionsdnderung des gesamten Schwimmers angesehen werden kann. Schritt (a)
fithrt zu einer kurzen Positionsdnderung, da der Abstand zwischen Kugel 1 und 3 mit
D maximal ist und eine Verkiirzung des Abstands zwischen Kugel 2 und 3 entgegen der
Bewegungsrichtung wirkt. Schritt (b) fithrt zu einer gréferen Anderung der Position,
da der Abstand zwischen Kugel 2 und 3 nach dem ersten Schritt mit D — ¢ minimal
ist und Verkiirzung des Abstands zwischen 1 und 3 in Bewegungsrichtung wirkt. Der
Schritt (c) entspricht dem zeitlich umgedrehten Schritt (a), wobei die Distanz zwischen
Kugel 1 und 3 nun mit D — ¢ minimal ist. Dieser Schritt fiihrt also ebenfalls zu einer
groken Anderung der Position in Bewegungsrichtung. Der letzte Schritt (d) stellt nun
den zeitlich umgekehrten Prozess zu (b) bei grofem Abstand D zwischen den Kugeln
dar. Dies fithrt zu einer kleinen Anderung der Position gegen die Bewegungsrichtung.
Summieren wir diese Strecken auf, so erhalten wir insgesamt eine Positionsédnderung von

A des Schwimmers, die von Null verschieden ist.
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2 Fortbewegung bei kleiner Reynolds-Zahl
2.2.2 Biologische Schwimmer

Der Dreielementschwimmer ist das Resultat von Uberlegungen, wie ein Schwimmer prin-
zipiell die Symmetrie in der Zeitumkehr der Stokes-Gleichung iiberwinden kann. Biolo-
gische Schwimmer in einer solchen Umgebung, wie Bakterien, haben andere Konzepte
entwickelt, effizient in einer Umgebung hoher Viskositéit zu schwimmen. Abb. 2.1 zeigt
zwei Beispiele solcher Zellen. Aus der Oberflache des Kopfes treten lédngliche Filamente
hervor, die Flagellen genannt werden. Durch ein Motorprotein sind sie in der Oberflache
des Zellkorpers verankert. Diese Motorproteine konnen die Flagellen in zwei Richtungen
drehen: entweder im Uhrzeigersinn oder gegen diesen. Bakterien konnen sich zur Fortbe-
wegung lediglich Reibungseffekte mit der Fliissigkeit zunutze machen. Das Konzept der
Fortbewegung mit Flagellen beruht daher auf Unterschieden der Reibungskoeffizienten
in paralleler bzw. senkrechter Richtung zur Symmetrieachse des Flagellums. Diese sollen

im Folgenden bestimmt werden.

Reibungskoeffizienten eines Zylinders in viskosen Fliissigkeiten

Bewegt sich ein Schwimmer in einer viskosen Fliissigkeit, so muss er eine gewisse Kraft
f aufwenden, um die Geschwindigkeit w zu halten. In dieser Umgebung stellt der Rei-
bungstensor ¢ aufgrund der Linearitat der Stokes-Gleichung einen linearen Zusammen-

hang zwischen Kraft und Geschwindigkeit her:

f=¢C u. (2.5)

Dieser Tensor kann nun in die Teile, die parallel und senkrecht zur Bewegungsrichtung

wirken, aufgeteilt werden:

¢t 0 0
¢=10 ¢ 0. (2.6)
0 0

Die hier auftretenden Reibungskoeffizienten sollen im Folgenden bestimmt werden. Dazu
wird ein Zylinder, dessen Position im Raum durch 2% + y?> = a? und —% <z < é
beschrieben wird, betrachtet. Bewegt dieser sich in einer viskosen Fliissigkeit, so iibt er
eine gewisse Kraft auf diese aus. Dadurch erzeugt er ein Geschwindigkeitsprofil, welches
durch den Oseen-Tensor (1.58) vermittelt wird. Diese Kraft und Geschwindigkeit werden

in solchen Anteile f|, w, die parallel zur Achse des Zylinders gerichtet sind, und in

26



2.2 Konzepte der Bewegung bei kleiner Reynolds-Zahl

Anteile f |, u,, die in senkrechter Richtung zu dieser Achse zeigen, aufgespalten [13].

Fiir die jeweiligen Geschwindigkeitskomponenten ergibt sich:

s :/ 1 ( L o (x—2') @ (x - CB/)) fyL AV, (2.7)

8t \ |x — /| e — o'

Die parallele Komponente der Geschwindigkeit w wird durch das Einsetzen einer Kraft
fi = f.e:6(x)d(y)é(z — 2') an den Ort ' = (0,0, 2’) bestimmt. Den Betrag dieser Kraft

betrachten wir als konstant. Gleichung (2.7) wird damit zu:

e e I gy

[, , _|_ —
87 —L/2

"= r3 r

Hierbei sei mit r = (22+y224(2—2')?)"/2 der Abstand von dem Punkt bezeichnet, an dem
die Kraft f wirkt. Bei der Integration iiber die Oberfliche des Zylinders (2" + 3" = a®
und —L/2 < 2/ < +L/2) verschwindet die z-Komponente ebenso wie die y-Komponente,
da ein Integral iiber eine ungerade Funktion berechnet wird, wobei die Grenzen bei
2 = —L/2 und 2’ = +L/2 liegen. Der Abstand 7 vereinfacht sich zu r = (a® + 2/?)'/2.
Fiir die Komponente u, der Geschwindigkeit ergibt sich:

fz L/2 2/2 1 ,
Uy =—— + dz
81 J_1) (a® + 22)32 " (a2 + )1/
B R
= 2sinh - -
87 S p (a2 + 22)1/2 P (2.9)
= - 2ginh ! £ — 17[/ 5 )
47t 2a 2 (a2 + %)1/2

Wir formen den letzten Term unter Ausnutzung von sinh ™ 2 = In{z + (1+2%)"/?} um:

2\ /2
. = 221 £+£(1+“_2) S B (2.10)
2mn 2a¢ a \4 L 8mn (3 + &)Y

Fiir einen langen, diinnen Zylinder (¢ < L) kénnen Terme der Ordnung O(a?L™2) an

dieser Stelle vernachlissigt werden. Dies ergibt [13]:

J L
= 2In——1. 2.11
b 47 - (2.11)
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2 Fortbewegung bei kleiner Reynolds-Zahl

Der Reibungskoeffizient in paralleler Richtung zur Achse des Zylinders () ergibt sich aus
dem Zusammenhang f, = (ju.. Nach Umstellen der letzten Gleichung kann er abgelesen
werden:

Q) = 4mn (2.12)

2Inf -1

Im Folgenden werden die Orthogonalkomponenten w,; der Geschwindigkeit bestimmt.
Fiir diese sei die Kraft f, = (fs, f,,0) vorgegeben. Gleichung (2.7) wird dann fiir die

r-Komponente zu:

L/2 2 2 ot
wl = I /ﬂ (T‘*x it f@——il)(uk (2.13)

870 J_1/2 r3 T3 3

Betrachten wir die Geschwindigkeitskomponenten senkrecht zur Achse des Zylinders, so
muss beriicksichtigt werden, dass der Zylinder wie ein Dipol wirkt, der sich durch die
Fliissigkeit bewegt. Es gibt daher den Beitrag eines Dipolfeldes zum Geschwindigkeitsfeld

u . Dieses ist gegeben durch:

af, [F? <1 32 3y 3:B(z—z’)) &

L 2 2.14
1670 J_1 /2 rd (2.14)

1
u =
1
r3  rd’

Durch die Integration iiber die Oberflache des Zylinders ergibt sich:

2

U, —, —, —
P ™ )

fo [E? (1 22 xy xz’) N a? (1 322 3xy 37

871 J_1)2 r3 S R 3

)d% (2.15)

Zunachst verschwindet in diesem Integral die z-Komponente aus demselben Grund wie
bei der Berechnung von w. Die Integration lauft wieder iiber eine ungerade Funktion in
den Grenzen von —L/2 bis L/2. Weiter gilt fiir die Integrale [r~3dz’ und [r~°dz’ auf
der Oberflache des Zylinders:

L/2 1 o 2'=L/2
/ S N ¥ —
L2 (a2 + 22)3/2 a?(a? 4 22)1/2 P
L
S
a?(a? + %)1/2

/L/2 1 22/ Z, Z’:L/Z

(2.16)

S — P +
L2 (a2 + 2/2)5/2 3a4(a2 + 2/2)1/2 CL2(CE2 + 2/2)3/2 = L)2

2L L

= —+ .
3a4(a2+%2)1/2 a2(a2+%2)3/2
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2.2 Konzepte der Bewegung bei kleiner Reynolds-Zahl

Es werden wieder Terme der Ordnung O(a?L~?) vernachléssigt. Dann ergibt sich:

L/2 1 , 3 ) L/2 1 /
/_L/gmdz =50 /_mmdz. (2.17)

Beide Integrale tauchen in (2.15) in der Form auf, dass die Terme, die von z?/r® und
xy/r® abhingen, sich gerade ausgleichen. Es gibt nur einen Beitrag zur z-Komponente

der Geschwindigkeit u,. Wir erhalten:

[12
u :fm /L/2 T2+7 dz’
st )\
3
B f:r: /L/2 Z/2+§CL2 ) (218)

= d
87 J_1 /2 (a% + 22)3/2 :

£ o o o
— (2 ).
87n S a - 2(a? + 22)1/2

Dies ergibt, wenn wiederum Terme der Ordnung O(a?L~?) vernachlissigt werden [13]:

Jfa L
L= o= +1). 2.19

“ 81 t a + ( )
Die Rechnung fiir die Komponente u, erfolgt auf analoge Weise. Wir erhalten fiir den

Reibungskoeffizienten in senkrechter Richtung zur Achse des Zylinders:

1

. —
=T L

(2.20)

Ein Vergleich der in (2.12) und (2.20) aufgefithrten Reibungskoeffizienten zeigt néhe-
rungsweise ein Verhéltnis von ¢ ~ 2() fiir Zylinder deren Lénge L den Radius ihres

Querschnitts deutlich {ibersteigt.

Vortrieb durch Unterschiede in den Reibungskoeffizienten

Ein Flagellum kann als Aneinanderkettung von lédnglichen, diinnen Zylindern betrachtet
werden. Die Achsen der Zylinder werden auf einer helikalen Linie angeordnet. Die Rota-
tion dieser Helix stellt die einzige zeitlich nicht reziproke, periodische Bewegung dar, mit
der ein Batkterium sich fortbewegen kann. Die Rotationsachse sei im Folgenden durch

die z-Achse eines Koordinatensystems festgelegt.
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2 Fortbewegung bei kleiner Reynolds-Zahl

Abb. 2.3: Ein langer diinner Zylinder wird mit einer Geschwindigkeit w durch eine viskose
Flissigkeit gezogen. Hierbei treten Kraftkomponenten f| parallel und f | senkrecht
zur Symmetrieachse des Zylinders auf. Da sich die Reibungskoeffizienten in paralle-
ler und senkrechter Richtung unterscheiden, zeigt die resultierende Kraft f nicht in
Richtung der Geschwindigkeit v [15].

Dreht sich diese Helix in einer viskosen Fliissigkeit, so wird dieser Zylinder mit einer Ge-
schwindigkeit w = (u,, u,) durch die Fliissigkeit gezogen. Dabei wird durch die Reibung
der Fliissigkeit eine Kraft auf ihn ausgeiibt. Da die Symmetrieachse des Zylinders weder
in der xy-Ebene liegt noch senkrecht zu ihr steht, gibt es Geschwindigkeitskomponenten
sowohl parallel zur Symmetrieachse des Zylinders u) als auch solche (u,) orthogonal
zu ihr. Auch die Kraft f, die auf den Zylinder wirkt, ldsst sich in solche Komponenten
aufspalten, die parallel f| und senkrecht f, zur Symmetrieachse des Zylinders stehen.
Da sich die Reibungskoeffizienten (; und ¢, unterscheiden, zeigt die resultierende Kraft

f in eine andere Richtung als die Geschwindigkeit w, mit der der Zylinder bewegt wird
(Siehe Abb. 2.3) [15].

In Abb. 2.4 sind zwei Segmente des Flagellums hervorgehoben. Die Nettokrifte, die
Reibungskraft und die von den beiden Nachbarsegmenten auf das betrachtete Segment
ausgelibte Kraft d f miissen verschwinden, da ansonsten das Flagellum seine Form dndern
wiirde. Wird das Bakterium um eine z-Achse gedreht, die durch die Symmetrieachse
des Zylinders definiert wird, in dessen Oberfliche die Achse des Flagellums verlauft, so
gibt es Komponenten v, und v, der Geschwindigkeit, mit der das Segment durch die
Fliissigkeit gezogen wird. Die Komponente v, verschwindet dann. Die Ausrichtung der
Achse des Segments enthélt jedoch sehr wohl eine z-Komponente. Daher spaltet sich
die resultierende Kraft df in einen Parallelanteil und einen senkrechten Anteil auf. Da

der Reibungskoeffizient o grofer ist als ), entsteht so neben den Komponenten df,
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2.3 Bewegungen eines Bakterium

Abb. 2.4: Zwei hervorgehobene Segmente des helikalen Flagellums. Das Flagellum selbst rotiere
um die z-Achse, weshalb keine Komponenente seiner Geschwindigkeit in z-Richtung
vorliegt. Aufgrund von Unterschieden in den Reibungskoeffizienten einer senkrecht
bzw. parallel zum Segment des Flagellums ausgefiihrten Bewegung entsteht jedoch
eine Kraft in z-Richtung, die zur Fortbewegung des gesamten Bakteriums fihrt [15].

und df, eine Komponente df,. Summieren wir die resultierende Kraft einer gesamten
Windung des Bakteriums, so miissen aus Symmetriegriinden die Komponenten d f, und
df, verschwinden. Die Komponente df, verschwindet jedoch nicht. Stellen wir uns vor,
dass am rechten Ende des Flagellums in Abb. 2.4 der Kopfteil des Bakteriums sitzt, so
wird das gesamte Bakterium durch diesen Bewegungsvorgang mit einer Geschwindigkeit

von u, nach links gezogen [15].

2.3 Bewegungen eines Bakterium

Der aktive Antrieb dient Bakterien in erster Linie zum Auffinden solcher Gegenden, in
denen viele Nahrstoffe vorliegen. Dies geschieht in einem “random-walk”. Dabei fiihren
Bakterien wahrend eines “runs” Translationsbewegungen aus. Die mittlere Dauer, wih-
rend der ein Bakterium einen “run” ausfiihrt, betragt etwa 1s. Auf einen “run” folgt eine
Taumelbewegung des Bakteriums von einer mittleren Dauer von 0,1s, wiahrend der es
unkontrolliert rotiert und so seine Bewegungsrichtung dndert. Dieser Bewegungszustand
wird “tumble” genannt. Diesen beiden Bewegungszustinden sind klare Konfigurationen

der Flagellen zugeordnet.

Bakterien, wie in Abb. 2.1 gezeigt, benutzen mehrere Flagellen, die iiber die Oberfla-
che des Kopfteils verteilt sind. Durch das Motorprotein konnen sie mit oder gegen den
Uhrzeigersinn gedreht werden. Drehen alle Flagellen gegen den Uhrzeigersinn, so orga-

nisieren sie sich zu einem Biindel. Der Kopfteil des Bakteriums wird durch das Wasser
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2 Fortbewegung bei kleiner Reynolds-Zahl

gedriickt. Seine Bewegungsrichtung dndert sich dabei nicht. Das Bakterium fiihrt einen

“run” aus.

Die Bewegungsrichtung des Bakteriums éndert sich, wenn sich die Drehrichtung mindes-
tens eines Flagellums umkehrt. Dieses dreht nun mit dem Uhrzeigersinn und durchléuft
einige Bewegungszustinde, ehe es wieder gegen den Uhrzeigersinn dreht und durch den
Wiedereintritt in das urspriingliche Biindel einen neuen “run” initiiert. Durch die Ande-
rung der Drehrichtung ist dieses Flagellum gezwungen, das Biindel zu verlassen. Dadurch
entsteht das Einwirken einer weiteren Kraft auf den Zellkorper. In der Zeit, wiahrend
der das Flagellum sich aus dem Biindel losgelost dreht, bewegt es sich unkontroliert
im Raum. Die Richtung der Kraftwirkung ist also nicht vorgegeben. Jedoch sorgt die
Wirkung des Biindels und des Flagellums zusammen fiir eine ebenfalls unkontrollierte

Anderung der Bewegungsrichtung des Bakteriums. Es scheint zu taumeln [2].

2.4 Erzeugen eines Geschwindigkeitsfeldes und
Hydrodynamische Interaktion zwischen

Bakterien

Durch seine antreibenden Bewegungen iibt ein Bakterium eine Kraft f auf die Fliissigkeit
aus, in der es schwimmt. Diese erzeugt, vermittelt durch den Oseen-Tensor (1.58), ein
Geschwindigkeitsfeld w(x) abhédngig vom Ort a. Abb. 2.5 zeigt die Stromlinien des
Geschwindigkeitfeldes, wie es von einem langen, stabformigen Bakterium erzeugt wird
[5]. Das Bakterium bewegt sich in einer diinnen Fliissigkeitsschicht, die ndherungsweise

als zweidimensional betrachtet werden kann.

In einer Umgebung um das Bakterium, die einige Korperlangen umspannt, ist ein Bei-
trag zum Geschwindigkeitsfeld zu erkennen, der iiber ein stets gegenwértiges Rauschen
hinausgeht und auf die antreibenden Bewegungen des Bakteriums zuriickzufiihren ist.
Diese lange Reichweite ist ein Resultat des langsamen Abfallens des Oseen-Tensors (1.58)
mit 1/r, wobei  den Abstand zu dem Punkt bezeichnet, in dem eine Kraft f auf die

Fliissigkeit ausgeiibt wird.

Weiter fillt auf, dass in der ndheren Umgebung um das Bakterium die Fliissigkeit in

wirbelartigen Strukturen zirkuliert. Auch in [4] werden Stromungsprofile gezeigt, die

32



2.4 Erzeugen eines Geschwindigkeitsfeldes und Hydrodynamische Interaktion zwischen Bakterien

wirbelartige Strukturen aufweisen. Dies scheint verwunderlich, da laminare Stromungen

nicht die Eigenschaft besitzen solche Strukturen aufzuweisen.
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Abb. 2.5: Stationdre Feldlinien des Geschwindigkeitsfeldes um ein lingliches, stabformiges
Bakterium [4].

Durch die lange Reichweite des Geschwindigkeitsfeldes beeinflussen Schwimmer ihre Um-
gebung und in Systemen mit mehr als einem Schwimmer sind Interaktionsprozesse auf-
grund hydrodynamischer Wechselwirkungen zu erwarten. [4], [20] zeigen beispielsweise
die Ausbildung von turbulenzartigen Strukturen in der Dynamik der gesamten Bakteri-
enkolonie, wobei sich Verwirbelungen und “Jets” ausbilden, in denen mehrere Bakterien

hintereinander schwimmen.

Im folgenden Kapitel wird ein einfaches Modell dieses Geschwindigkeitsfeldes vorgestellt,

mit dessen Hilfe wir die Interaktion zwischen zwei Bakterien naher untersuchen wollen.
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2 Fortbewegung bei kleiner Reynolds-Zahl
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3 Hydrodynamische
Wechselwirkung zwischen zwei

Schwimmern

Im letzten Kapitel wurde erwédhnt, dass Schwimmer iiber weite Strecken hinweg durch
das Erzeugen von Geschwindigkeitsfeldern in der Fliissigkeit, in der sie sich fortbewegen,
miteinander wechselwirken konnen. In diesem Kapitel wird ein System bestehend aus
zwei Schwimmern betrachtet. An dieser Stelle soll nicht die Stokes-Gleichung fiir zwei
einzelne Schwimmer geldst werden, wie dies in [10] und [16] geschieht. Vielmehr soll hier
ein einfaches Modell fiir das Geschwindigkeitsfeld, das von einem Bakterium erzeugt
wird, vorgestellt werden. Auf der Grundlage dieses Modells soll die Interaktion zwischen

zwel Schwimmern untersucht werden.

Im ersten Kapitel wurde die Dynamik zweier Punktwirbel behandelt. Dort wurden zwei
Félle behandelt. Einerseits fithren beide Punktwirbel eine Rotationsbewegung um den
gemeinsamen Schwerpunkt aus, wenn sich ihre Zirkulationen I'; entsprechen. Anderer-
seits ergibt sich eine Translationsbewegung des gesamten Systems, wenn die Wirbel-
starken entgegengesetzt gleich grof sind. Der Abstand zwischen den Wirbeln bleibt in

beiden Fallen konstant.

Wir wollen durch ein solches Teilsystem aus zwei Wirbeln, deren Abstand zeitlich nicht
variiert, nun das Geschwindigkeitsfeld eines Schwimmers beschreiben, der sich in einem
von anderen Schwimmern erzeugten Geschwindigkeitsfeld bewegt. Hierbei stehe ein Wir-
belsystem, das eine Translationsbewegung ausfiihrt, fiir das Geschwindigkeitsfeld eines
Schwimmers, der einen ‘“run” ausfiihrt. Ein rotierendes Wirbelsystem beschreibe hinge-

gen einen taumelnden Schwimmer.

Das Gesamtsystem fiir mehr als einen Schwimmer besteht aus mindestens vier Punkt-

wirbeln. Solche Systeme sind im Allgemeinen nicht integrierbar. Fiir einige Spezialfélle
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3 Hydrodynamische Wechselwirkung zwischen zwei Schwimmern

sind die Bewegungsgleichungen fiir die Orientierungen und Positionen der Schwimmer

jedoch l6sbar.

3.1 Die Bewegungsgleichungen zweier Schwimmer in

zweil Dimensionen

Die Dynamik zweier Punktwirbel weist, ebenso wie die Dynamik von Mikroschwimmern,
einerseits die der Translationsbewegung, andererseits der Rotationsbewegung auf. Da
Mikroschwimmer, wie im letzten Kapitel kurz angedeutet wurde, Geschwindigkeitsfelder
erzeugen, die ebenfalls Wirbelstrukturen enthalten, soll hier fiir das Geschwindigkeits-
feld eines Schwimmers modellhaft angenommen werden, dass es aus zwei Punktwirbeln
besteht, die in der Umgebung des Schwimmers erzeugt werden. Der Abstand zwischen

ithnen sei zeitlich konstant.

L TN
VANV U\

| L L L | L L
-4 -2

/
I
0

Abb. 3.1: Momentaufnahme des Geschwindigkeitsfeldes zweier Schwimmer bestehend aus den
vier Punktwirbeln I'y bis T'y.

Ein System bestehend aus zwei Schwimmern a und b, die jeweils zwei Punktwirbel erzeu-
gen (siehe Abb. 3.1), enthélt insgesamt vier Punktwirbel. In diesem System zeichnen sich
an spaterer Stelle zwei Wirbelpaare durch den konstanten Abstand zwischen ihnen aus.
Dies Bedingung muss explizit gefordert werden, da in einem System von vier Wirbeln
chaotisches Verhalten moglich ist und so der Abstand zwischen zwei ausgezeichneten

Wirbeln im Allgemeinen nicht konstant bleibt.
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3.1 Die Bewegungsgleichungen zweier Schwimmer in zwei Dimensionen

Die Bewegungsgleichungen der einzelnen Wirbel konnen wir nach Gleichung (1.45) auf-
stellen. Wir erhalten:

. 1 [ L1 — T2 L1 — I3 T — Xy |
=—<=e, x | r ry—— 3.1
T 27rez ? |z — 2|2 3‘331 — x3)? 4|:c1 — @4|? ] (312
. 1 [ T — X Ty — X3 Xy — Ty |
oo r r T m T 3.1b
T2 =0 1|551 — @y 3‘332_ 3|2 4|:c2—w4|2_ ( )
' 1 [ x3— T3 — T Ty — Ty |
@3 =——e, X [T Ty o2 4 Tyt (3.1c)
2m | — s |y — 3] |23 — 4]?
. 1 [T —x 14— X2 Xy — T3 |
=—=e, x |T r _ 3.1d
T4 27Tez 1|w1 — xy|? 2|a:2—w4|2 3|w3—a:4|2_ ( )

Diese Gleichungen werden zunéchst auf die Schwerpunkt- und Relativkoordinaten D,
und d,; der einzelnen Schwimmer umgeschrieben. Im Folgenden betrachten wir solche
Félle, in denen die Zirkulationen der vier Wirbel im Betrag iibereinstimmen. Sie unter-
scheiden sich lediglich in ihrem Vorzeichen voneinander. Die Schwerpunkte sind daher
stets durch D, = %(a:l + @) und Dy, = %(-’Dg + @4) definiert. Mit den Schwerpunkten
bezeichnen wir im Folgenden die Position des jeweiligen Schwimmers in der zweidimen-

sionalen Ebene.

Die Relativkoordinaten erhélt man zu d, = 1 — 2 und d, = x3 — x4. Sie geben den
gerichteten Abstand zwischen den beiden Wirbeln an, die das Feld bilden, welches von
einem Schwimmer erzeugt wird. Ihre zeitlichen Anderungen entsprechen der Richtung,
in die der Schwimmer a bzw. der Schwimmer b sich zu einer gewissen Zeit ¢ fortbewegen
(siche Abb. 3.2).

Driicken wir die Abstdnde zwischen solchen Wirbeln im Geschwindigkeitsfeld unter-

schiedlicher Schwimmer durch diese vier Grofen aus, so erhalten wir:

1

x, —x3 =D, — Dy + % (dy —dy) =7+ 3 (d, — dp) (3.2a)
x, —xy=D,— D, + % (d,+dpy) =7+ % (do + dp) (3.2b)
Ty —x3 =D, — D}, — % (d, +dp) =7 — % (d, + dy) (3.2¢)
azg—ac4:Da—Db—l(da—db):r—%(da—db). (3.2d)

2
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3 Hydrodynamische Wechselwirkung zwischen zwei Schwimmern
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Abb. 3.2: Zur Definition der Achsen d, und dy, welche die Orientierung der Schwimmer im

Raum wiedergeben.

Hier haben wir den Abstand » = D, — D, zwischen beiden Schwimmern als weiteren

Parameter eingefiihrt. Als vierte Grofse betrachten wir den Schwerpunkt des gesamten

Systems R, der sich zu R =

2(Dg, + Dy) ergibt. Dieser ist im Allgemeinen zwar zeitlich

konstant, kann sich jedoch in solchen Féllen, in denen die Summe der Zirkulationen

verschwindet, verdndern (siche Abb. 3.3).

Wir erhalten zunéchst durch Einsetzen der Gleichungen (3.2) in (3.1):

L [p e

Iy

T, :%ez X 2 +
To —%ez X :—Fl% +
T3 :%ez X :m% —
Xy :%ez X :—Fg% —
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r+i(d,—d r+1i(d,+d
3 12( ”)2+ 4 12( b)2] (3.3a)
|’I"+§(da—db)| |T+§(da+db)|
r—3i(d,+d r—Li(d,—d
3 12 ( b) - + 1-\4 12 ( b) 2:| (ggb)
Pt d) P T (da—dy)
+1d,—d —i(d,+d
1 - 12 b> — 1 ’ 12( b) } (3-3(3)
|’I"—|—§(da—db)|2 |’I"—§(da—|—db)|2
r+i(d,+d r—1id,—d
1 12 ( b) 2 — 12 12 ( b) 2:| (33d)
P Lt d) P - L (da—dy)



3.1 Die Bewegungsgleichungen zweier Schwimmer in zwei Dimensionen

-~ T -
N NS

Abb. 3.3: Zur Definition des Abstandvektors v zwischen beiden Schwimmern und des Ge-
samtschwerpunkts R der vier Punktwirbel.

3.1.1 Der Abstand zwischen beiden Schwimmern

Im Folgenden werden die Bewegungsgleichungen fiir r», R sowie fiir d, und d; aufgestellt.
Starten wir mit dem Abstandsvektor r zwischen beiden Schwimmern. Dessen zeitliche

Anderung ergibt sich mit Hilfe der Gleichungen (3.3) zu:

=D, — Dy, = =(&1 + &5 — @3 — @4

ld,+d ld,-d
e (G TG i )

DN

——+
AT P r+i(do+dy) P |r+(de—dy)

1 d r_l(da_db) r_l(da+db)

—Ihe, — 2 2 3.4
+47r 262 % (d2+|r—%(da—db)|2 |r—%(da+db)\2) (3.4)
1 d, r+i(d.,—d r—1i(d,+d
+—TIse, x (—2+ 12( b) 12( ) )

AT ?  |r+5(di—dy)]?  |r—5(da+dy)l|?

1
i P
+47T 1€z %

@2 r+3(d,+dy) > r—3(ds—dy)?

( d, r+35(d,+dy) r—%(da—db)>

Hierbei bezeichnet d = |d,| = |dp| den Abstand zwischen zwei Wirbeln des Wirbelfeldes

eines Schwimmers.

Es tauchen an dieser Stelle zum einen solche Terme auf, die lediglich von d, und d; ab-
héngen. Diese beschreiben die Dynamik der einzelnen Schwimmer aufgrund ihrer eigenen

vorantreibenden Bewegungen. Zum anderen gibt es hier Terme, die vom Abstandsvektor
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3 Hydrodynamische Wechselwirkung zwischen zwei Schwimmern

r abhangen. In diesen Termen tauchen zusétzlich Summen und Differenzen der Vektoren
d, und d,, auf. Uber sie geht der Abstand zwischen den beiden Schwimmern, aber auch
ihre rdumliche Orientierung in die Bewegung ein. Sie sind gerade die Terme, durch die

die Interaktion zwischen beiden Schwimmern beschrieben wird.

Unser Modell eines Schwimmers entspricht einem Dipol aus zwei Wirbeln der Stérke
+I" im Abstand d. Die Reichweite des Geschwindigkeitsfeldes ist aufgrund des seines
Abfallens mit u(x) < 27! lang. An dieser Stelle ist interessant, wie die Schwimmer
in einem Abstand r voneinander interagieren, der den Abstand zwischen den beiden
Wirbeln des Feldes eines Schwimmers d deutlich iibersteigt (d < r). Hierzu werden die

Terme |r + 5 (d, £ dy) |7 bis zur ersten Ordnung in r entwickelt. Dies ergibt:

|ri%(d1aidb)|2 :%i%waidb)'vrl—m (3.5)
wobei der Gradient von r~2 sich zu Vriz = —2-; ergibt.Fiir die von r abhéngigen Terme
ergibt sich:

|:i§((ia:$))‘2 r %da; d, (d, +T2lb) o %(datn#(da v (6
‘:__f((ia_:_;i:;‘g :% B %da:; d, n (d, +Tf;lb) T %(datn#(da +dy) (3.6b)
‘:if((ia_—ib))P :% %dar—z dy (da _rfb) T %W(da —d,) (3.60)
‘:__;((ia__ib;P :% B %da; dy + (d, _r4db) o %W(da _dy). (3:6d)
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3.1 Die Bewegungsgleichungen zweier Schwimmer in zwei Dimensionen

In Gleichung (3.4) eingesetzt, ergibt sich hiermit:

P = %Flez X <—% + :—2 - %da:; b _ (da tjb) T %La tjb) ‘—r(da +dy)
T AR TR

+%erz x (% + - %d"; b, (o _be) - %—(d“ :jw " (d, — dy)
+ :—2 - %d“; b, (e +be) T %—(da +be) T d, + db))

+£F3ez X (% + :—2 + %d”; d _ (d, _be) T %—(da :jw " d, — dy)
N :_2 B %da:;db n (da“‘rfb)'rr_ %(da%-rzib)"’“(daerb))

+%F4ez x (—% +:—2 %d“;;db _{de +be) T %—(da tﬁ“’) "(d, + dy)

Poldd e e )
Dies vereinfacht sich zu:

i = %Flezx (—d—;’ +25+ % —2dj4rr - d‘;jda df;jdb)
e (d_ poli ool r, daty _d;;jdb)
+£F3ezx (% —1—2% — d_;’ _,_th;n;l?“r _ d(:n;lrda _ _dg;;lrdb)
+£F4ezx ( %+2%+T_§+2db4m_ d‘;]d“_ _db;lrdb>

und man erhélt, wenn Terme in dieser Gleichung zu Summen I'y £ I'y und I's £ T'y
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3 Hydrodynamische Wechselwirkung zwischen zwei Schwimmern

zusammengefasst werden:

P = ﬁ(r1 —Iy)e.x ((% — dlz) d, — gd[;;rr)
+ﬁ(rl +Th)e. x (2% - d‘;fda - df;fdb)
i (5 ) a5
+£(F3 +Ty)e,x <2% — d';;lrda — dl;n;trdb>

3.1.2 Die Achsen der Schwimmer

(3.7)

Mit den Gleichungen (3.3) ergibt sich fiir die zeitliche Anderung der Achsen d, und d,

die angeben, wie der jeweilige Schwimmer im Raum orientiert ist:

—Tse.
_'_277' 3€

1
+—F4€Z X

2

’l"—%(da—i—db)

( ’l"—}—%(da—db)
|+ 5 (da — db) |2

r — 5 (da +ds) |2
’l"—%(da—db)

( r+1(d,+ dy)

745 (da+di) P

r— 3 (da —dy)|?

’I""—%(da—db)

( T+ 1 (d + dy)

r+ 1(d, +dp) 2

\r+§(da—db)|2
’l"—%(da—i‘db)

( r— 5 (dy — dy)

=3 (da—d) >

d,
&2
d,
ﬁ .

7= 1(d, +dy)

)
)

)
)

Auch diese Gleichungen werden fiir grofe Abstinde r > d entwickelt. Mit den Aus-
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3.1 Die Bewegungsgleichungen zweier Schwimmer in zwei Dimensionen

driicken (3.6) erhalten wir folgende Differentialgleichungen:

d, = %Flezx%
+%Fgezx%
rapvex (fye 5B - Bty (g, )
- <:—2 - %d“;db ;e +be) - %(da +be) (d, +db)))
—l—iﬂl—‘4ez>< <%+%da;db ~ (dq ‘|‘rfb)-’l",r_ %(d“t#(dﬁdb)
R L)
d, = %Fgezx%
+%F4ez><d—s
dpTiex (G gt Mt dler, Jldtd) v g,
_ (:_2 n %da;db _ (dg —be)"'“,,,_ %(da —be)'r(da_db)))
#pgTaex (% bt e dr, S T, g,
—~ <:—2 - %d“:;db 1 (e +be) P %—(da tﬁ“’) " (d, +db)>) .
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3 Hydrodynamische Wechselwirkung zwischen zwei Schwimmern

Diese vereinfachen sich wiederum zu:

d, = %Flezx%
+%F262X%
+%F4ezx <% — 2d‘;4rr — d‘;ﬂﬁtrdb — dl;;lrda)
db = %Fgezx%
+%F4ezx%
+%Flezx (% — 2dl;;1rr — d[;;lrdb — dl;;lrda)
+%erz>< <% — Qd‘;ﬁ;rr + dc;ﬁ;rdb + %da) :

Auch diese Gleichungen werden zu Summen und Differenzen I'y £ I's und I's £+ I'y um-

geschrieben. Dies ergibt:

. 1 d,
da = _(Fl + FQ)BZX—

2 d?
1 d,-r dy,-r
+%(F3 — F4)€Z>< ( " db + Tda) (310)

1 1 da :
—|——(F3 + F4)€Z>< (—2da -2 r'l")
r

2 rd

. 1 d,-r dy,-r
db:—%(Fl—B)ezx ( " db+ ! da)
1 1 db T
—l—g(Iﬁ +Ty)e, x (ﬁdb -2 ! T) (3.11)
1 d,
"—%(Fg +F4)62Xﬁ
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3.1 Die Bewegungsgleichungen zweier Schwimmer in zwei Dimensionen

3.1.3 Der Gesamtschwerpunkt

Als letzte Grofe spielt der Gesamtschwerpunkt R eine Rolle. Fiir dessen zeitliche An-

derung erhélt man mit den Gleichungen (3.3):

1 . 1, . . . .
R:§(Da—|—Db):Z(m1+m2+w3—|—m4)

1 d, r+id,+d r+idd,—d
:——eZXF1<—2—|— 12( b)2+ 12( b)2>
81 |fr+§(da+db)| |r+§(da—db)|
1 d 'f‘—l(da—db) ’l"—l(da—i‘db)
e, xDy (-2 2 2 3.12
8 ( 2 Ld, —dy) P |r—%<da+db>|2) (3.12)
1 d r+2i(d,—d r—1i(d,+d
+—erF3<——§+ 12( b)2+ 12< b)z)
RS d |r+§(da—db)| |r—§(da+db)|
1

Ld,+d —-LYd,—d
+ —e, x Ty (d_;, r+12( il b)2 ’ 12( b)Q).
8 d? v+ 35 (dy+dy)| P — 5 (do — dp) |

Mit der, wie fiir die {ibrigen Grofen, durchgefithrten Multipolentwicklung ergibt sich:

. 1 da r 1da—|—db (da—de)"f‘ 1(da+db)-’l"
R=—-—_Tie, = - et (d,+d
sr e <d2 +7“2 +2 r? r4 "7y r4 (da + )

r 1da—db (da—db)-r 1(da—db)~'f‘
+= - T g (da — dy)

+ 22 g2 r r
e (e M e i,
+ :—2 - %d“:; d | (do +be) L %—(da J:j” (d, + db))
+8i7TFgez X (—% + :—2 - %da; b _ (da _T4db) T %La _rfb) &l (d, — dy)
+ % - %d"; b, (o +be) - %—(da +be) " (d, + db))
+8i7rr4ez x (% + % + %d”; d _ (4, +be) - %—(da +be) L dy + dy)
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3 Hydrodynamische Wechselwirkung zwischen zwei Schwimmern

Dies vereinfacht sich zu:

R:—%Flezx (d—g+2:—2+%—2di4rr—djﬂfda dbfdb)
o Tye.x (‘% R R R dbfdb)
+L7T1“4ez>< (d—;’—|—2%+% 2dz;47° _d(:nz;rda__dl;,4rdb)

Auch hier werden die auftretenden Terme zu Summen bzw. Differenzen von I'; 1"y und

I's £ I'y zusammengefasst. Es ergibt sich:

. 1 11 d,
R=——(I' - Dy)e.x (—+ )d—2 T'r)

81 ( az - r?
1 r da :
_8_7T<F1 + F2)ezx <2§ - 7"4 ) (3 13)
1 1 1
_8—7T(F3—F4)€ZX <<ﬁ+’r’_2) db—2 )
1 r d,-r
+8_7]‘(F3 + F4)€ZX <2ﬁ — 7"4 db)

3.2 Berechnung des Drehimpulses

Im ersten Kapitel wurde der Drehimpuls [ als eine Erhaltungsgrofie eines Systems aus n
Punktwirbeln identifiziert. Diese Eigenschaft wird im Folgenden ausgenutzt, um die im
letzten Abschnitt aufgestellten Bewegungsgleichungen zu losen. Schreiben wir Gleichung

(1.48) fiir vier Punktwirbel aus, so ergibt sich:

| =25 + Tox; + Dsxs + Tyx]. (3.14)

Diese Gleichung wird in Abhéngigkeit des Abstandsvektors r, des Gesamtschwerpunkts
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3.3 Zwangsbedingungen und Wahl der Koordinaten
R sowie der Achsen d, und d; der jeweiligen Schwimmer geschrieben:

1
[ =— —(Fl-’E% + Fgwg + Fgwg + F4wi)

2
1 1 1 1 1
=— —(T1(R+=r+ =d,)> + T3 (R+ =r — =d,)? 3.15
2( 1 +27“+2 )=+ Ta( +2”“ 5 ) (3.15)
1 1 1 1
—|—F3(R — 57’ + §db)2 + F4(R — 5"" — §db)2)

Die Klammern werden ausmultipliziert und in der Gleichung wird nach Summen von

I'y £ 15 sowie I's & I'y umsortiert:

1 1 1 1

l=- 5((F1 — ) (R+ 57“) dy + (I + o) (R + 5”“)2 + Zdi)
1 .2 (3.16)
+(Is = T)(R = or) - dy) + (s + Ty (R~ 57“)2 + Zdi)'

3.3 Zwangsbedingungen und Wahl der Koordinaten

Im letzten Abschnitt wurden die Bewegungsgleichungen aufgestellt, die bendtigt werden,
um die Interaktion zwischen zwei Schwimmern zu untersuchen. Fassen wir sie an dieser

Stellen noch einmal zusammen:

. 1 1 1 d, r
R:—8—W(F1—F2)ezx ((ﬁ_l_ﬁ) da_2 7"4 ’l“)
(D 4+ Ty)eux (25 — do my DT, (3.17a)
8 r2 rd rd
1 1 1 d,-r
_8—7T(F3—F4)€ZX ((ﬁ—i_’r‘?) db—2 1 T')
1 ( .
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3 Hydrodynamische Wechselwirkung zwischen zwei Schwimmern

= i(l} —Ty)e,x <<% ;2) d, — 2d¢;;l7“r)
+$(rl + Th)e.x (2% - d‘;fda - dl;fdb)
_i(rg ~ e, x ((% - %) dy — 2d‘;ffr>
+ﬁ(r3 +Ty)e.x (2% - d‘;fda - df;fdb)
d, = %(FleFg)ezx%
+%(F3—F4)ez>< (d“fdb dbfda)

. 1 d,-r dy,-r
d,=——~»(~"T1,—-T d d
b 271'( 1 Z)BZX( T4 b‘l’ r a)

1 1 d, -
+—(P1 + FQ)BZX _db -2 b r'l"
s r2 rd

1 d,

—|—%(F3 -+ F4)€ZX ﬁ

(3.17b)

(3.17¢)

(3.17d)

Bis zu dieser Stelle wurde nicht berticksichtigt, dass das Geschwindigkeitsfeld, das ein

Bakterium erzeugt, stationér ist, die beiden Wirbel, die es erzeugt, sich also nicht von

ihm abldsen und frei im Raum bewegen. Sie bleiben stets in der Umgebung des Bakteri-

ums. Dies soll durch die Forderung realisiert werden, dass der Abstand d zwischen zwei

Wirbeln des Feldes eines Schwimmers, also zwischen I'; und I'y sowie I's und I'y, zeitlich

konstant bleibt. Es gilt dann:
d=0.

(3.18)

Wir betrachten, wenn wir die Bahnkurven der zwei Schwimmer aufgrund ihrer hydro-

dynamischen Interaktionen beschreiben, ein System aus vier Punktwirbeln, von denen

nun jeweils zwei aneinander gekoppelt sind. Ein solches System weist fiinf Freiheitsgra-
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3.3 Zwangsbedingungen und Wahl der Koordinaten

L L L L L L L |
-4 -2 0 2 4

Abb. 3.4: Zur Definition der Winkel ¢, und ¢p. Die Strecken d, = dy = d sind die Abstin-
de zwischen den Wirbeln des Paares a und b. Sie werden im Folgenden konstant
gehalten.

de auf. Dies sind zwei Freiheitsgrade fiir die Schwerpunktbewegung, die wir angeben in
einer zur Abstandslinie r senkrechten und einer parallelen Komponente. Hinzu kommt
der Abstand r zwischen den beiden Schwimmern und zwei Winkel ¢, und ¢y, die die
rdumliche Orientierung der Schwimmer wiedergeben. Dies seien jene Winkel, die von den
Vektoren r und d, bzw. d; umschlossen werden. Diesen fiinf Parametern stehen zwei
Erhaltungsgrofen ey, und I sowie zweimal die Bedingung d=0 gegeniiber. Es ist daher

nur in bestimmten Spezialfillen l6sbar. Diese sollen im Folgenden untersucht werden.

Die Winkel ¢, und ¢, sind definiert {iber das Skalarprodukt der Vektoren d, und d; mit
dem Vektor r:
dap T = drcos Qup. (3.19)

Im weiteren Verlauf bendtigen wir zuséatzlich das Skalarprodukt zwischen den Vektoren

d, und d, mit dem zu r senkrecht stehenden Vektor r, = e, x r. Es gilt:

(e, X 7)-dyp = drsindgp. (3.20)

Die zeitliche Anderung der oben genannten Variablen ¢, ¢, und r sollen hier bestimmt

werden. Dazu leitet man diese Skalarprodukte nach der Zeit ab. Es ergibt sich:

d

—(dap-7) = dmb T4 dyy - T =7dcos Gap + dr cos Gab —'r’dq‘ﬁa,b Sin P p- (3.21)
dt ———

=0
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3 Hydrodynamische Wechselwirkung zwischen zwei Schwimmern

Es gilt nach Voraussetzung d = 0. Durch Umstellen dieser Gleichung nach ®ap erhalt

man: )
7COSQPep T -dep+dgp 7T

Pap =~ — W A (3.22)

T8I0 g p rd sin ¢q p

Die zeitliche Anderung des Abstands 7 ergibt sich aus der Projektion des Vektors 7 aus
Gleichung (3.17b) auf den Vektor 7:

(3.23)

_|_
=)
_|_
—
N

NN N

&
Q
=

ﬁ
o
[

X
2
S
+
=
o
[

X
2
9
N————

d,-r d,-r
—+ E(Fg —+ F4) ( 7"4 (ez X T)da —+ T(ez X T)db) .

Hier wurde die Eigenschaft des Spatprodukts (e, x d,p)-r = —(e. X 7)-d,;, ausgenutzt.
Mit den Gleichungen (3.19) und (3.20) ergibt sich:

S P EREL PR
+ 41 (' + Fg)—z(cos Pa SIN Py, + €OS Py Sin Bp) (3.24)
g
+ 41 (T +T) 2(cos G SN G + COS By SN B).
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3.3 Zwangsbedingungen und Wahl der Koordinaten

In Gleichung (3.22) tauchen die Skalarprodukte da,b -r und d, ;- 7 auf. Diese berechnen
sich aus den Gleichungen (3.17). Man erhélt zunéchst fiir die Produkte d, - 7:

d,-i=— %(n —PQ)djj(ez xr)-d
+ %(Fl +Ty) (%(ez Xr)-d, — %(ez X dp) - da) (3.25a)
_ ﬁ(r3 -1y ((;2 _ %) (e. x dy) - d, — 2d*;f(ez X r)da)
+ ﬁ(l“g +Ty) (%(ez xr)-d, — dl;ﬂf(ez x dp) da)

T T
L 4Ty (2 (e.x ) -dy— 3 "(e. x d,) db) (3.25b)
47 r2h’ rd N
+%(F3—F4)di;r(ezxr) dy
4Ty (2 (e.xm)-dy— L e, x d,) db)
47 22 7% rd N

Fir die Produkte c'lmb - r erhalten wir:

d, r=— 1(F1+F2i(ez><r) d,

2 d
Fg—F4 (

1
r2

(e, xr)-dy+ ds - T(ez xr)-d ) (3.25¢)

+—T3+Ty)=(e, xr)d,

2_

. 1 d,-r dy-r
db-r:%(Fl—Fg)( i (ezxr)-db+7(ezxr)-da)
1 1
~ o — (' + F2)r (e, x7)-dy (3.25d)
1 1
— %(Fg -+ F4)d—(ez X T') db
Die Terme (e, xd,)-d, = —(e, xd,)-d;, werden auf die Vektoren r und e, X r projeziert.
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3 Hydrodynamische Wechselwirkung zwischen zwei Schwimmern
Dies ergibt:

(. x d,) - dy ::—2 (e x dy)-7r-dy+ (€. x dy) - (€2 x T)(ex X T) - dy)

! (—(e:x7)-der-dy+d,-1(e. x1)-dy) (3.26)

r2

= — d*sin ¢, cos ¢y, + d? cos ¢, sin ¢y,

wobei in der letzten Zeile die Gleichungen (3.19) und (3.20) ausgenutzt wurden. Ver-
wenden wir diese Gleichungen in (3.25), so ergibt sich:
d i — 2 (T, —T )d2 dcos b, sin &
a T = . 1 27"2 COS @, SIN @,
3

1 d d
+ 4—(F1 +T'9) (2— sin ¢, — — cos Gp(sin ¢, cos Pp — €OS Py Sin (bb)) (3.27a)
T r r

1 d? . . d? .
— E(Fg —Ty) (<§ — 1) (sin ¢ cos ¢y — oS @, sin ¢y,) — Qﬁ COS ¢y sin (ba)
1 d . d? . .
+ —(T3+Ty) | 2—sin ¢, — — cos ¢p(sin @, cos ¢y — oS ¢, sin ¢y)
47 r r3

1 2 2
dy-7=—(T1—-1T)) d— — 1| (cos ¢ sin ¢, — sin ¢, cos ¢y,) —Qd— COS (g SN ¢y,
4 r2 r2
1 d . e . .
+ E(Fl + 1) 2; sin ¢y, — ﬁd COS g (COS P, sin ¢y, — sin ¢, cos @) | (3.27b)

2 d? .
+ E(Fg — F4)r_2 oS ¢y, sin ¢y,
3

1 d d
+ — (T3 4+Ty) [ 2—sin g, — — cos ¢, (cos @, sin ¢, — sin ¢, cos ¢y)
4 r r3

. 1

da'T:—%(FlﬂLB)gSinﬁba
L0y~ 1)L (cos 60 sin 6, + cos éysin 6,) (3:27¢)
o 3 4 2 COS Qg S11N O + COS Oy S1N P, 27c

1 d
+ %(an + F4); sin ¢,

02



3.3 Zwangsbedingungen und Wahl der Koordinaten

. 1 2
dy-r=—(T1 —T5) d—(cos (g SIN Py, + €OS Py, SIN P,
27 72

1 d .
— g(rl + F2); sin ¢b (327d)
1

,
e (TastTy) =
27T( 3t 4)

d

sin ¢y,

Mit Hilfe dieser Ausdriicke kann nun die zeitliche Anderung der Winkel ¢, und ¢, be-
stimmt werden. Es ergibt sich durch Einsetzen der soeben bestimmten Ausdriicke in

Gleichung (3.22) fiir ¢,

- d 1
Ga = (—3 + d_) COS Qg
1 1 2o ,
F1 + 1) d2 3 4— (I'y + B)F(cos G + cOS” Pyp) (3.28)
d 1 1 d sin ¢y,
F —Ty) = s —Ty)—
53 —1I'4) ( 3 ) cos ¢y + — 5 ( 4)r3 sn g, ° ba
1 d>
+4 (T's 4+ F4)—4(cos ba + cos® ¢p).
Entsprechend erhalten wir die zeitliche Anderung des Winkels ¢y:
. 1 d 1 1 d sin ¢,
=——T1-Ty) | = —— —— T —Ty)w——
% A (Ih = 1) <7’3 dr) €08 G 27T( ! 2)7°3 sin ¢y cos ¢
1
—|-4 Iy + Fg)—(cos Pa + cOS> Pp) (3.29)

o
<% ) COS @y

1 1 d?
Fg +1T'y) 2 r_) 4—(F3 + 111)—4(c0s2 Pa + cOS® Bp).

Die Anderung des Schwerpunkts R wird auf die Vektoren 7 bzw. e, x 7 projeziert. So

ergeben sich die Komponenten, die zur Anderung dieser GroRe parallel bzw. senkrecht
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3 Hydrodynamische Wechselwirkung zwischen zwei Schwimmern

zur Abstandslinie beitragen. Es gilt:

. 1 1 dy\ .
R” g(rl — Fg) (a + ﬁ) Sin ¢a
1 d? . ,
——(I'1+Ty) | —(cos ¢ sin ¢, + cos ¢y sin ¢y (3.30)
8T r3
1 1 dy\ .
+8_7T(F3 - F4) (a + ﬁ) S be
1 d? . :
+8— (T3 +T4) | —(cos ¢, sin ¢, + cos ¢y sin @y
T r
oY (o4
1 1 d?
—g(f‘l +T9) 2; ﬁ(cos ba + cos® Bp) (3.31)
1 1 d
—g(rg —Iy) <E — r_2) COS ¢y
1 1 &
+— (T3 +Ty) [ 2= — —(cos? ¢ + cos® ¢p)
8T roors

Die Gleichungen (3.28), (3.29), (3.30) und (3.31) zusammen mit Gleichung (3.24) bilden
den vollstandigen Satz an Differentialgleichungen, welche die Interaktion zwischen zwei

Schwimmern beschreiben. Im Folgenden wollen wir sie fiir einige Spezialfélle 16sen.

3.4 Zwei translierende Wirbelpaare

Zunachst wird die Interaktion zwischen zwei Schwimmern untersucht, die eine Trans-
lationsbewegung durchfiihren. Dies geschieht, wenn die Wirbelstarken im Felde eines
Schwimmers sich in ihrem Vorzeichen unterscheiden. Fiir diese wird in die Bewegungs-
gleichungen I'y = —T'y =" und I'y = —I'y = T eingesetzt. Das ergibt den folgenden Satz

an Gleichungen:

) r /rd 1 ) .

r=o <r_2 — 3) (sin ¢, — sin ¢y) (3.32)
o ' /d 1 I' /d 1 I' d sin ¢,
%0 = o (— * d_> cosdat 5 (— d_) St T ng, % (33
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3.4 Zwei translierende Wirbelpaare

o = ; (i - i) COS Qg — = <i + i) cOS Pp — L dsing, COS Pp. (3.34)
s dr

o \ 3 dr

Fiir die Bewegung des Schwerpunkts ergibt sich:

: r /1 dy\ . r /1 dY\ .

R” = E (8 —+ /r_2) Sin ¢a + E (8 + 7’_2) S1n ¢b (335)
. I /1 d I /1 d

r_ L (L a I
R+ = ym (d r2) oS Py gy (d r2) COS ¢p. (3.36)

Diese fiinf Differentialgleichungen werden im Folgenden fiir einige Spezialfille gelost.

3.4.1 Frontale Kollision

Den einfachsten Fall erhédlt man mit den Anfangsbedingungen ¢y = = = —¢,0. Dies

2
entspricht einer Bewegung der Schwimmer direkt auf einander zu. Beide Winkel sowie
der Gesamtschwerpunkt dndern sich zeitlich nicht, so dass sich lediglich eine Bewegungs-

gleichung fiir die zeitliche Anderung des Abstandes r ergibt. Diese lautet:
repad 1
r=— = —-=. 3.37
T (7’2 d ) (3:37)

Diese Gleichung lasst sich durch Trennung der Variablen zwar aufintegrieren, so dass wir
eine Funktion #(r) erhalten. Diese lautet:
md

tr) = = (dtanh™' 2 —r)+C. (3.38)

Diese Funktion ldsst sich aber nicht ohne weiteres zu einer Funktion des Abstands r(t)
von der Zeit invertieren. Die Konstante C' wird hierbei durch die Anfangsbedingungen
festgelegt. Durch Einsetzen von Werten r > d erkennt man, dass die Schwimmer sich
annahern, da dann 7% < 5,

Integration von Gleichung (3.37) ergeben sich die in Abb. 3.5 aufgetrageneb Kurven.

also 7 < 0. Fiir »r = d gilt # = 0. Durch eine numerische
Man sieht deutlich zum einen, dass fiir » = d der Abstand zwischen beiden Schwim-

mern konstant bleibt. Zum anderen erkennen wir, dass fiir die Startwerte r > d beide

Schwimmer sich bis auf r = d annahern.
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Abb. 3.5: Der Abstand r im Verlauf der Zeit fiir zwei sich frontal aufeinander zu bewegende
Schwimmer. Die Werte fir I' und d wurden auf 1 festgelegt. Die Kurven reprisen-
tieren den zeitliche Verlauf fiir Startwerte von r = 4,3,2,1. Die beiden Schwimmer
nahern sich bis auf eine Distanz von d an und bleiben dann stehen.

3.4.2 Zwei Wirbelpaare folgen einander

Sind die Anfangsbedingung ¢,0 = ¢ = 3, so wird der Fall konstruiert, in dem ein

2
Schwimmer dem anderen folgt. Aus den Bewegungsgleichungen fiir die Winkel ¢, und
op (Gleichungen (3.33) und (3.34)) sowie fiir den Abstand (3.32) erhalten wir:

=0
b, b =0.

Ebenso verschwindet die Anderung der Schwerpunktsbewegung Ry senkrecht zur Ver-

bindungslinie zwischen beiden Schwimmern in diesem Fall und es &ndert sich als einzige
Grofse: ro/1d

In dieser Gleichung tauchen nur Konstanten auf. Die Geschwindigkeit v, = % (é + 7%)
ist diejenige, mit der die beiden Schwimmer sich parallel zu ihrer Verbindungslinie fort-

bewegen. Abb. 3.6 zeigt diese Situation. Die Geschwindigkeit, mit der jeder einzelne
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Abb. 3.6: Ein Schwimmer folgt dem anderen. Beide schwimmen mit der Geschwindigkeit v =
% (é + 7%) Die Bewegung verlduft parallel zu ihrer Verbindugslinie.

1
md Da

sowohl d als auch r positive, reelle Zahlen sind, ist die kollektive Geschwindigkeit, mit

Schwimmer sich ohne die Interaktion mit dem anderen fortbewegt, betréagt vy =
der ein Schwimmer sich aufgrund der hydrodynamischen Wechselwirkung fortbewegt,

grofer, als die Geschwindigkeit mit der jedes einzelne Bakterium sich ohne Interaktion

mit anderen Schwimmern fortbewegt.

3.4.3 Ein Ablenkungsprozessprozess

Zunachst werden die Bewegungsgleichungen fiir den Schwerpunkt mit Hilfe der Beziehun-

gen sin z+siny = 2 cos 5 sin ¥ und cos z+cosy = 2 cos ¥ cos £ umgeschrieben:

. I /1 d o — Ob . Pa+ O

R = o (d + 7’2) cos ———sin — (3.40)
: I 1 d ¢a - ¢b ¢a + ¢b

J_ = —_—— T —
R = o (d 7“2) €08 ——5—— €08 ———. (3.41)

Beide Komponenten éndern sich zeitlich nicht, wenn die Winkel ¢, und ¢, sich um eine

Phase von 7 voneinander unterscheiden. Dies sei im Folgenden die Anfangsbedingung:

oo = Pao — T (3.42)

In den Gleichungen (3.33) und (3.34) ergibt sich dann fiir die Quotienten sin ¢,/ sin ¢, =
sin ¢,/ sin ¢, = —1. Es ergeben sich folgende Bewegungsgleichungen fiir die Winkel ¢,
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3 Hydrodynamische Wechselwirkung zwischen zwei Schwimmern

und ¢b: y
qga = _% (ﬁ - %) (COS ¢a — CO8 ¢b) (343)
by = —% (% — %) (cos ¢y — cos ¢p). (3.44)

Ziehen wir beide Gleichungen voneinander ab, so ergibt sich:

bo — by = 0. (3.45)

Ihre Orientierung zueinander &dndert sich im Verlauf der Zeit nicht. Addiert man die
beiden Bewegungsgleichungen, so erhélt man die zeitliche Anderung des Winkels § =

®a + Op, der angibt, wie stark die Schwimmer sich gegenseitig ablenken. Es gilt:

0= L <i — %) (cos ¢pg — cOS @p). (3.46)

Zusitzlich zu dieser Gleichung betrachten wir die zeitliche Anderung des Abstands zwi-

schen beiden Schwimmern:

r/d 1
t= 5z (5 ) o, —singy). (3.47)
Beide Gleichungen werden mit den Relationen cosz — cosy = —2sin %5 sin mTer und
sin x —siny = 2sin 5% cos xTer umgeformt. Dies ergibt unter Verwendung der Bedingung
¢a - ¢b = J 9
. r 1
r = —; (T—2 — a) COS 5 (348)
. I /d 1 0
0=2————|sin=. 4
T (r3 dr) ) (3.49)

Um nun den Abstand r(6) der Schwimmer in Abhéngigkeit des Winkels 6 zu erhalten,

wird die Kettenregel angewandt. Man erhélt fiir das Differential dr:

dr dt

=G

a6 = Zae.
0
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3.4 Zwei translierende Wirbelpaare

Hiermit ergibt sich:
o
dr = —g cot idﬁ.

Nach einer Trennung der Variablen ergibt sich:

dr 1 0
—— cot —d#.
200 5 0

Integrieren wir nun beide Seiten, so erhalten wir:

Inr = —lnsing +1InC.

C stellt eine Integrationskonstante dar, die noch zu bestimmen ist. Der Ausdruck ver-
einfacht sich zu:
r= (3.50)

Die Integrationskonstante wird mit Hilfe des Drehimpulses bestimmt. Aus Gleichung

(3.16) ergibt sich unter Verwendung von I'y = —TI'y =T und I'3 = -T'y =T
(3.51)

r
l=-TR-(di+d) — 5 (ds—dy).

Der Schwerpunkt ist im hier betrachteten Fall eine Erhaltungsgrofe. Er kann als Ur-
sprung eines Koordinatensystems gewéahlt werden, in dem die Bewegung der beiden
Schwimmer beschrieben wird. Wir legen R = 0 fest und erhalten:

r
[ = 5T (-d, — dy). (3.52)

Mit den Definitionen der Winkel ¢, und ¢, durch die hier auftretenden Skalarprodukte
(3.19) und wiederum mit cosz — cosy = —2sin “5¥ sin x;y ergibt sich unter Beachtung
der Anfangsbedingung und 0 = ¢, + ¢:

(3.53)

0
[ =T'rdsin —.
rdsin
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3 Hydrodynamische Wechselwirkung zwischen zwei Schwimmern

Die Integrationskonstante aus Gleichung (3.50) schreibt sich dann

und der Abstand r zwischen beiden Schwimmern in Abhéngigkeit des Ablenkungswinkels

0 ergibt sich zu
[ 1

- ﬁsing.

r(0) (3.55)
In Abb. 3.7 ist der Abstand zwischen beiden Schwimmern fiir verschiedene Werte des
Drehimpulses [ aufgetragen. Die Schwimmer néhern sich bis auf einen Mindestabstand
ﬁ, wobei sich jeder von ihnen im Raum dreht, ohne dass sich dabei ihre
Orientierung zueinander verdndert. Die Stérke dieser Drehung héangt davon ab, wie weit

von Tmin —

beide Schwimmer voneinander entfernt sind. Der Mindestabstand wird fiir den Winkel
0 = 7/2 angenommen. Die beiden Schwimmer bewegen sich aneinander vorbei und ent-
fernen sich wieder voneinander. Diese Bewegung ist vergleichbar mit dem Stof zweier
Massepunkte in der klassischen Mechanik, in der bei einem Stoft ein Massepunkt ge-
geniiber dem anderen ebenfalls um einen Streuwinkel 6, allerdings in Abhéngigkeit vom

Impuls p, abgelenkt wird.

Nun betrachten wir den Fall der Interaktion zwischen zwei Schwimmern, deren Abstand
r > d grofer als der Abstand zwischen den Wirbeln ist, die das Feld eines Schwimmers
bilden. Die Schwimmer bewegen sich aneinander vorbei, ohne dass die Felder, welche sie
erzeugen, sich durcheinander hindurch bewegen. Der Mindestabstand 7,,,;, unterschreitet
den Abstand d in keinem Fall. Fiir den Drehimpuls bedeutet dies:

| > T'd® (3.56)

Dies hat unmittelbar Einfluss auf die Wahl der Anfangsbedingungen. Zum einen wéhlen
wir 7, > d. Zum anderen gilt fiir den Anfangswert des Ablenkungswinkels 6j:

1 lmzn o 1 i

0o > sin” (3.57)
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Abb. 3.7: Der Abstand r aufgetragen in Abhdingigkeit des Winkels 0 fiir Werte von T = 1 und
d = 1. Fir den Drehimpuls sind die Werte | =1,2,3,4,5 und 6 gewdhlt.

3.5 Interaktion zwischen zwei rotierenden

Wirbelpaaren

Die Interaktion zwischen zwei rotierenden Wirbelpaaren enthéllt zwei Fille. Die beiden
Paare konnen sich in die gleiche oder die entgegengesetzte Richtung drehen. Es ergeben
sich zwei unterschiedliche Sétze von Bewegungsgleichungen, die man erhélt, wenn man
I'; = T fiir jeden der vier Wirbel bzw. 'y = I'y = I' und I's = I'y in die Gleichungen
(3.28), (3.29), (3.30) und (3.31) und (3.24) einsetzt.

3.5.1 Rotation in gleicher Richtung

Entsprechen sich die Wirbelstéirken der vier Wirbel (I'y = T's = T'und I's = Ty = T),
so drehen sich die zwei Wirbelpaare in die gleiche Richtung. Die Bewegungsgleichungen

ergeben sich zu:

T 2
7= —d—g(cos (o SN P, + COS Py Sin Py (3.58)
T
. T/1 1\ Tra& )
g = p <E - ﬁ) + %ﬁ(cos Ga + cOS” @) (3.59)
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3 Hydrodynamische Wechselwirkung zwischen zwei Schwimmern

2
by = I (i — i) + g%(cos2 Ga + cOS” Bp). (3.60)

T \d? 12

Die zeitliche Anderung des Schwerpunktes verschwindet in diesem Fall:

R=0. (3.61)
Die Gleichungen (3.58) bis (3.60) werden mit den Identitéiten sinzcosz = 1sin2x
und cos?z = 3(1 + cos2z) sowie sinz + siny = 2cos 5% sin ©5¥ und cosz + cosy =

2 cos x—;ry cos 3¢ umgeformt zu den Bewegungsgleichungen fiir den Abstand 7.

d2

i = L (b0 — ) sin(d + ) (3.62)

s
und die beiden Winkel ¢, und ¢,:

‘ 2 2
bur= (st e ) oo ol ). (3.09)

T \d?> r?2 rt

Mit der Definition des Winkels o = ¢, — ¢, der wiederum die Orientierung der beiden
Schwimmer zueinander misst, und des Winkels 6 = ¢, + ¢, der eine Drehung des

gesamten Systems misst, erhalten wir als vollstadndigen Satz an Bewegungsgleichungen:

T 2
r= —d—3 cosasind (3.64)
Tr
& =0 (3.65)
. r /i 1 d? I d?
9:2; (ﬁ_ﬁ+2ﬁ) +;ﬁcosozcose. (3.66)

Diese Gleichungen sind lésbar fiir den Fall, dass der konstante Winkel ag = § betrégt.
Abb. 3.8 zeigt die Stromlinien des Geschwindigkeitsfeldes fiir diese Konfiguration. Die
iibrigen beiden Bewegungsgleichungen fiir den Abstand r» und den Winkel 6 ergeben

dann:

=0 (3.67)

. T/1 1 &
9:2;<?—;;+ﬁ). (3.68)
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Abb. 3.8: Stromungsprofil zweier taumelnder Schwimmer zu der Anfangsbedingung o = T.

Beide Schwimmer rotieren mit konstanter Winkelgeschwindigkeit 0 um den gemein-
samen Schwerpunkt R.

Die beiden Wirbelpaare rotieren mit einer konstanten Winkelgeschwindigkeit von 0 =
2% (diz — %2 f—i) um den gemeinsamen Schwerpunkt. Die Interaktion der beiden Wir-
belpaare sorgt hier aufgrund des Minuszeichens vor dem Term 1/7? umso mehr fiir eine

Abbremsung der Rotationsbewegung, je nédher die Schwimmer sich kommen.

3.5.2 Rotation in entgegengesetzter Richtung

Der zweite Fall der Interaktion zwischen zwei rotierenden Wirbelpaaren ergibt sich, wenn
sie sich in unterschiedliche Richtungen drehen. Durch Einsetzen von I'y = I'y = I" und
I's =Ty = —I" ergeben sich folgende Bewegungsgleichungen aus den Gleichungen (3.28)
bis (3.31) und (3.24):

r=0 (3.69)
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fo= (% - i) (3.70)

T r2
. /1 1
by = - (E _ ﬁ) (3.71)
. I d?
R = —%ﬁ(cos (o SN @y + COS Py sin ) (3.72)
. T 2 d2 2 2
R, = _g (; - ﬁ(COS ¢a + cos ¢b)) : (373)

Diese Gleichungen werden wieder in Abhéngigkeit der oben definierten Winkel o und 6

geschrieben. Es ergibt sich:

. I' /(1 1
0=0 (3.75)
: I d? ,
Ry = ~5-73 cos asin @ (3.76)
hoo-L (2.4 +£d—2 0 (3.77)
vl B o 73 cosacost. :

Zwar drehen sich die beiden Schwimmer mit einer konstanten Winkelgeschwindigkeit
von ¢, = (ﬁb = g (d% — }2), jedoch findet aufgrund von 0 = 0 keine Rotation des gesam-
ten Systems statt. Auch hier wirkt die Interaktion zwischen den Schwimmern bremsend
auf die Winkelgeschwindigkeit der einzelnen Schwimmer. Weiterhin veréndert sich die
Position des Schwerpunkts in einer Translationsbewegung, die genau senkrecht zum Ab-
stand r zwischen den beiden Schwimmern verlauft, wenn 6 = 0 als Anfangsbedingung
gewahlt wird. Dann ergibt sich:

Ry =0 (3.78)

. r /2 d I d?
RJ_——g <;—ﬁ) —l—gﬁCOSO& (379)

Die Geschwindigkeit, mit der der Winkel « sich zeitlich &ndert, ist, da der Abstand

zwischen den Schwerpunkten der beiden Paare sich nicht &ndert, mit & = 2% (d% — %2)

konstant. Dies fithrt auf eine Translationsbewegung des gesamten Systems senkrecht zur

Verbindungslinie zwischen beiden Schwimmern, wobei die Geschwindigkeit periodisch

zwischen einem Maximalwert von R e = —= (l — f—3> und einem Minimalwert von

™ T

R Lmin = —%% schwankt. Dieser Fall wird in Abb. 3.9 gezeigt.
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Abb. 3.9: Strémungsprofil zweier gegensinnig taumelnder Schwimmer zu der Anfangsbedingung
0 = 7. Das gesamte System bewegt sich senkrecht zur Verbindungsachse zwischen den
beiden Schwerpunkten der Wirbelpaare. Die Geschwindigkeit, mit der der Schwer-
punkt sich fortbewegt, schwankt dabei periodisch.
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4 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde die hydrodynamische Wechselwirkung zwischen zwei Mikroschwim-
mern in zweidimensionalen Systemen untersucht. Die Grundlage zur Beschreibung der
interaktiven Prozesse ist ein Modell fiir das Geschwindigkeitsfeld eines einzelnen die-
ser Schwimmer. Dabei ging es nicht darum, wie sonst iiblich, die Stokes-Gleichung fiir
die Bewegungsablidufe eines einzelnen Schwimmers zu 16sen und die hydrodynamische
Interaktion durch die Uberlagerung dieser Losungen zu beschreiben (vgl. [16], [10]). Viel-
mehr wurde fiir die zwei Bewegungszustéinde, den “run” und “tumble”, eines biologischen
Schwimmers die vereinfachte Annahme gemacht, dass das erzeugte Geschwindigkeitsfeld
aus zwei entweder in gegensatzlicher oder gleicher Richtung drehenden Punktwirbeln
besteht, deren Abstand konstant gehalten wird. Die Motivation fiir dieses einfache Mo-
dell lag in einem Vergleich der Bewegungsmuster, die ein Bakterium ausfiihrt, mit der
Dynamik von zwei Punktwirbeln. Beide weisen sowohl die Moglichkeit der Translation

als auch der Rotation auf.

Sowohl das Schwimmen auf der mikroskopischen Ebene als auch die Dynamik von Punkt-
wirbeln erfordert ein grundlegendes Verstéandnis der hydrodynamischen Grundgleichun-
gen. Aus diesem Grund wurden diese im ersten Kapitel hergeleitet. Die Eigenschaften
von Systemen, in denen auf der einen Seite Wirbelstrukturen, speziell Punktwirbel, auf-
treten, als auch auf der anderen Seite von solchen, die sich durch eine stark viskose

Fliissigkeit auszeichnen, wurden hier betrachtet.

Im zweiten Kapitel wurden verschiedene Strategien von kiinstlichen und biologischen
Schwimmern behandelt, das Problem der Fortbewegung in stark viskosen Fliissigkeiten
effektiv zu 16sen. Dies geht stets darauf zuriick, die Zeitumkehr-Symmetrie der Stokes-
Gleichung durch periodische Bewegungen zu brechen. Bei kiinstlichen Schwimmern kann
dies z. B. durch das Variieren des Abstands zwischen mindestens drei aneinander gekop-
pelten Kugeln geschehen. Bei biologischen Schwimmern geschieht dies durch das Rotieren

von Flagellen in der Fliissigkeit.
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4 Zusammenfassung und Ausblick

Im dritten Kapitel wurde ein Modell fiir das Geschwindigkeitsfeld eines Schwimmers vor-
gestellt. Die Bewegungsgleichungen fiir die Positionen und Orientierungen der Schwim-
mer wurden aufgestellt. Fiir einige Spezialfille, in denen zwei Bakterien einander folgen
oder aufeinander zu schwimmen, konnten Losungen der Gleichungen gefunden werden.
Die Geschwindigkeit zweier Wirbelpaare, die einander folgen, nimmt z. B. abhéngig von
deren Abstand voneinander zu. Diese Losung spiegelt das Verhalten biologischer Schwim-

mer, beobachtet z. B. von L. H. Cisneros und J. Kessler [4], wider.

Weiter ergibt sich eine Losung, bei der beide Paare sich gegenseitig ablenken, in dem
Fall, dass sie sich in genau entgegengesetzte Richtungen orientieren. Auch ein solches

Verhalten wird bei realen Mikroschwimmern beobachtet [10].

Auch rotierende Wirbelpaare interagieren miteinander. Sie konnen z. B. unter bestimm-
ten Anfangsbedingungen umeinander herum rotieren bzw. bewegen sich in einer oszil-

lierenden Translationsbewegung des gesamten Systems fort.

Nachdem das kollektive Verhalten zweier Wirbelpaare in Spezialfallen gelost wurde und
dadurch ein Eindruck entstanden ist, wie zwei Mikroschwimmer sich gegenseitig beein-
flussen, steht fiir die Zukunft die Beschreibung eines Ensembles vieler Schwimmer an.
Dazu wird eine Langevin-Gleichung fiir die Positionen der von den Schwimmern erzeug-
ten Punktwirbel formuliert, in der der Ubergang von der Translationsbewegung in eine
Rotationsbewegung der Schwimmer im Rauschterm dieser Gleichung durch statistische
Anderungen der Wirbelstiarken berticksichtigt wird. Fragestellungen werden dann z. B.
sein, ob sich beobachtete Jets oder Wirbel, also das turbulente Verhalten des Flussfeldes
der Bakterien, einstellen [4], [20].
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