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Einleitung

Betrachtet man die Geschichte der theoretischen Physik des 20. Jahrhunderts,
so lassen sich deutliche Entwicklungslinien verfolgen. Ausgehend von der
Quantenmechanik wurde mit enormem Aufwand an einem fundamentalem
Verstandnis der Struktur der Materie und ihrer Wechselwirkungen gearbeitet.
Das Vordringen zu immer kleineren Skalen ging mit einer immer engeren
Verkniipfung mit der Mathematik einher, die ihrerseits vereinheitlichende
theoretische Konzepte hervorbringen konnte. Auf der anderen Seite stehen neue
Erkenntnisse iiber den Aufbau des Universums in unvorstellbarer rdumlicher
und zeitlicher Entfernung von der Erde. Die Physik, die sich auf der Grossens-
kala des Menschen abspielt, war angesichts dieser Bemiihungen lange Zeit in
den Hintegrund gedriangt und wurde als wenig modern angesehen. Nicht zuletzt
auch deshalb, weil die Probleme dieser ,klassischen” Physik als gelost angesehen
wurden. Erst im Verlauf der zweiten Halfte des 20. Jahrhunderts kam wieder
ein Bewusstsein fiir solche Phinomene auf, die sich schon einfach beobachten
lassen, wenn man aus dem Fenster blickt. Das scheinbar chaotische Verhalten
natiirlicher Systeme ist allgegenwirtig und dennoch nur wenig verstanden. In
der Tat sind vielen Physikern die Eigenschaften schwarzer Lécher vertrauter
als die Dynamik des Wassers, das aus dem Wasserhahn stréomt. Die Physik
komplexer Systeme erfahrt inzwischen zunehmendes Interesse und der grosse
Reiz macht nicht nur ihre enorme Relevanz fiir die tdglich erfahrene Welt aus.
Auch hier besteht die Hoffnung, dass sich universelle Strukturen auffinden
lassen, die einer grossen Vielfalt physikalischer Erscheinungen zugrundeliegen.

Als Paradebeispiel fiir ein solches komplexes System koénnen gerade tur-
bulente Fliissigkeitsstromungen angesehen werden. Fliissigkeiten, die im
Vergleich zur Dissipation hohe Strémungsgeschwindigkeiten aufweisen stehen
im extremen Nichtgleichgewicht und sind durch komplexe Wirbelstrukturen auf
allen Skalen charakterisiert. Die grundlegenden deterministischen Bewegungs-
gleichungen solcher hydrodynamischer Systeme, die Navier-Stokes-Gleichungen
fiir das Geschwindigkeitsfeld der Fliissigkeit, sind bereits seit iiber 150 Jahren
bekannt, aber noch immer ist ,das Problem der Turbulenz” ungeldst.

Wie ist diese weitverbreitete Aussage zu verstehen? Gerade turbulenten
Stromungen kommt eine enorme Bedeutung in vielfaltigen ingenieurwissen-
schaftlichen Anwendungen zu. Solche Systeme werden aber zumeist ohne grosses
physikalisches Verstdndnis behandelt. Beispielsweise werden ausgehend von den
Navier-Stokes-Gleichungen Fluidsysteme mit ihren spezifischen Randbedinun-
gen numerisch simuliert oder modelliert. Das Ziel in einer Theorie der Turbulenz
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iv Einleitung

ist aber letztendlich diejenigen Eigenschaften der Stromung zu erfassen, die
unabhéngig von der Art der Fliissigkeit und der Geometrie und Beschaffenheit
der Rénder sind. Diese universellen Eigenschaften sind von statistischer Natur,
man findet sie Bereich kleiner Skalen und fern von Grenzflichen. Bislang ist es
trotz umfangreicher Bemiihungen nicht gelungen, die universellen Statistiken
des turbulenten Geschwindigkeitsfelds aus den physikalischen Bewegungsglei-
chungen herzuleiten. Es besteht in der Forschungsgemeinschaft noch nicht
einmal Konsens dariiber, welches die richtigen Ansétze und Methoden sind,
mit denen dieses Problem angegangen werden kénnte. Die Turbulenzforschung
ist daher geprdagt von phéinomenologischen Modellen, die auf Kolmogorovs
erfolgreiche Theorie der universellen kleinskaligen Turbulenzstatistiken von
1941 |K41] zuriickgehen. Aus einfachen Modellannahmen werden darin mit
Hilfe von Dimensionsanalyse Vorhersagen fiir das Skalierungsverhalten sta-
tistischer Grossen gemacht, die in Experimenten ndherungsweise gefunden
werden. Dariiberhinaus wurde mit grossem Aufwand an Theorien gearbeitet,
die in Anlehnung an die Erfolge in der Teilchentheorie auf Storungstheorie und
Renormierungsgruppe [McCo| beruhen. Allerdings bleibt bis auf Kolmogorovs
Theorie aus iiber einem halben Jahrhundert Turbulenzforschung nicht viel
festzuhalten.

Betrachtet man das Problem der Turbulenz in einem grosseren Kontext,
so kann man darin einen wichtigen Teil einer noch zu formulierenden sta-
tistischen Theorie der Nichtgleichgewichtssysteme sehen. Wie im Fall der
Boltzmann-Gibbs-Gleichgewichtsstatistik ist hier das Ziel, eine physikalische
Grosse zu finden, die von Nichtgleichgewichtssystemen extremalisiert wird und
die Bestimmung der Statistiken des Systems ermdglicht. Indes ist eine solche
Theorie noch in weiter Ferne. Neue Ideen erdffnet vielleicht die Betrachtung
turbulenter Stromungen im Zusammenhang mit Strukturbildungsvorgéngen.
So chaotisch und unvorhersagbar Turbulenz auch erscheinen mag, sie ist ein
Zustand von hochkomplexer Ordnung.

Auch wenn die Turbulenzforschung schon seit Jahrzehnten auf den ent-
scheidenden Durchbruch wartet, konnten sich in den vergangenen Jahren
vielversprechende Entwicklungen durchsetzen. Von immer grésserer Bedeutung
erweist sich das sogenannte Lagrange-Bild der Turbulenz. Hier wird die
Strémung nicht iiber ein von raumfesten Koordinaten ahdngiges Geschwin-
digkeitsfeld (das sogenannte Euler-Bild), sondern {iber mitbewegte Teilchen
beschrieben. Ausgangspunkt einer statistischen Theorie sind Teilchenorte und
Teilchengeschindigkeiten, die Newtonschen Bewegungsgleichungen unterliegen.
Diese Lagrangesche Beschreibung der Turbulenz hat eine lange Tradition,
die bis zu den frithen Arbeiten von Taylor [Ta21] und Richardson [Ri26]
zuriickreicht. Kraichnan bemerkte schon in den 60er Jahren des 20.Jh., als sich
die Forschung weitgehend auf die Untersuchung von Kolmogorvs Theorie im
Euler-Bild konzentrierte, dass eine Lagrangesche Beschreibung der Turbulenz
von betréchtlichem Interesse sei [McCol. In letzter Zeit wurde deutlich, dass
die Charakteristiken von turbulentem Fliissigkeitstransport und turbulenter
Mischung auf die Eigenschaften der Teilchentrajektorien zuriickzufiihren sind
[SS00]. Weitere Fortschritte wurden bei der Behandlung passiver Skalare im



Kraichnan-Modell erzielt [FGVO01]. Die anschauliche Teilchenbeschreibung ist
dariiberhinaus ein geeigneter Ausgangspunkt fiir die Modellierung turbulenter
Stromungen, die eine grosse Rolle in ingenieurwissenschaftlichen Anwendungen
spielt [Pope].

Die Schwierigkeiten bei der Durchfithrung anspruchsvoller Experimente mit
Lagrange-Teilchen konnten erst vor wenigen Jahren durch neue experimentelle
Methoden iiberwunden werden. Dadurch wurden genaue Daten iiber die Bewe-
gung der Teilchen bis hin zu den Statistiken der Beschleunigung verfiigbar. Ein
wichtiges Ergebnis dieser Experimente ist der deutliche Nachweis der intermit-
tenten Lagrangeschen Geschwindigkeitsverteilungen [LVCABO1],|MMMPO01].
Die aktuelle Forschungsentwicklung zeigt, das die Beschreibung der Turbulenz
im Lagrange-Bild aufgrund dieser experimentellen Ergebnisse immer grosseres
Interesse erfahrt. Tatséchlich wurden eine Vielzahl phdnomenologischer Theori-
en verdffentlicht, die iiber unterschiedliche Modellannahmen die intermittenten
Statistiken reproduzieren konnen. Dies ldsst zum einen den grossen Einfluss
erkennen, der immer noch von Kolmogorovs erfolgreicher Theorie ausgeht, zum
anderen besteht offensichtlich noch immer keine Einigkeit, wie eine statistische
Theorie der Turbulenz auf Grundlage der Navier-Stokes-Gleichungen formuliert
werden kann. Bemerkenswerterweise wurde gerade im Lagrange-Bild ein
vielversprechender Ansatz fiir eine solche Theorie vorgestellt. R. Friedrich
konnte aus einer statistischen Formulierung der Navier-Stokes-Gleichungen eine
verallgemeinerte Fokker-Planck-Gleichung fiir die Geschwindigkeitsverteilung
eines Lagrange-Teilchens herleiten [Fr03]. Die Losungen dieser Entwicklungs-
gleichung stimmen mit den Experimenten hervorragend tiberein und lassen die
Verbindung zu einer bestimmten Klasse Nichtmarkovscher Prozesse erkennen,
den sogenannten Continuous Time Random Walks (CTRW). Damit sind
Hinweise dafiir gegeben, dass der universelle stochastische Prozess, der dem
Verhalten der Teilchengeschwindigkeit zugrundeliegt, einen solchen CTRW
annimmt.

CTRWs wurden urspriinglich von Montroll und Weiss als Erweiterung des
gewohnlichen Random Walk eingefiihrt [WM65| und sind mittlerweile ein
weitverbreitetes stochastisches Modell zur Beschreibung anomaler Diffusions-
vorgénge in den verschiedensten physikalischen Systemen. Historisch interessant
ist die Anmerkung, dass das erste bekannte Auftreten von anomaler Diffusion
gerade ein Ergebnis aus der Turbulenzforschung ist. Richardson stellte Anfang
des letzten Jahrhunderts fest, dass ein Teilchen in einer turbulenten Stromung
von der Normaldiffusion abweichende Statistiken zeigt — das heute nach ihm
benannte Richardson-Gesetz.

In den letzten Jahren wurde deutlich, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilungen
einer bestimmten Klasse solcher CTRWs mit Fokker-Planck-Gleichungen in
Beziehung stehen, die fraktionale Zeitableitungen enthalten [Fo94],MKO00].
Zeitableitungen fraktionaler Ordnung sind dazu geeignet, Gedichtniseffekte zu
beriicksichtigen, wodurch der Nichtmarkovcharakter des betrachteten Systems
zum Ausdruck kommt. Insgesamt ermoglichen CTRWs in Verbindung mit frak-
tionalen Fokker-Planck-Gleichungen eine einfache und adédquate Modellierung
von Systemen mit anomalen Diffusionseigenschaften.



vi Einleitung

Die oben skizzierte Entwicklung der Turbulenzforschung kann als Motiva-
tion fiir die vorliegende Arbeit angesehen werden. Da der Vergleich mit den
Experimenten zur Lagrange-Turbulenz alleine keinen Aufschluss dariiber
erbringen kann, welches in den verschiedenen phinomenologischen Theorien
vorgeschlagene stochastische Modell tatsdchlich der turbulenten Geschwindig-
keit entspricht, ist es von der theoretischen Seite her notwendig, neue statistische
Grossen einzufiihren, die eine Differenzierung erméglichen. Beriicksichtigt man,
dass die verschiedenen Modelle Nichtmarkoveigenschaften aufweisen, so liegt
es nahe, anstelle der einzeitigen Verteilungen aus den Experimenten mehrzei-
tige Verbundverteilungen zu betrachten, die einen Nichtmarkovprozess erst
vollstdndig charakterisieren. Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt darin, solche
mehrzeitigen Verbundverteilungen des CTRWs zu untersuchen. Erstaunlicher-
weise ist eine Erweiterung auf mehrere Zeiten bislang noch nicht vorgenommen
worden, obwohl der CTRW seit mehr als 30 Jahren in theoretischen Modellen
Anwendung findet. Die in dieser Arbeit vorgestellten Ergebnisse sind daher
auch von grundlegendem Interesse fiir die Theorie stochastischer Prozesse
im Allgemeinen. Dariiberhinaus werden stochastische Modelle fiir Ort und
Geschwindigkeit eines Lagrange-Teilchens untersucht, die ebenfalls auf einem
CTRW beruhen. Ausgehend von diesem Nichtmarkovprozess wird also eine
weitgehende Charakterisierung der Lagrange-Statistiken vorgenommen, die
zukiinftigen Experimenten Rechnung tragen kann.

Ein kurzer Uberblick iiber diese Arbeit: In Kapitel 1 wird in die Grund-
lagen einer statistischen Beschreibung turbulenter Stromungen eingefiihrt. Im
Mittelpunkt stehen dabei die phdnomenologische Theorie von Kolmogorov und
das Lagrange-Bild der Turbulenz. Zwei neuere Experimente und eine numeri-
sche Simulation zur Lagrange-Turbulenz werden in Kapitel 2 vorgestellt. Wie
diese Ergebnisse im Rahmen unterschiedlicher ph&nomenologischer Modelle
behandelt werden konnen, diskutiert Kapitel 3. Daran schliesst sich die Theorie
von R. Friedrich an (Kapitel 4), welche die Geschwindigkeitsstatistiken mit den
Navier-Stokes-Gleichungen in Verbindung bringen kann. Den Hauptteil dieser
Arbeit stellen die Kapitel 5 und 6 dar, in denen mehrzeitige Verbundverteilun-
gen des CTRWs sowie stochastische Modelle fiir Ort und Geschwindigkeit eines
Lagrange-Teilchens untersucht werden. Abschliessend werden die Ergebnisse
zusammengefasst.



Kapitel 1

Grundlagen der Turbulenz

In diesem Kapitel wird in die Grundlagen der aktuellen Turbulenzforschung ein-
gefiihrt. Obwohl es sich bei Turbulenz in erster Linie um ein hydrodynamisches
Phinomen handelt, wird mit Ausnahme der klassischen Bewegungsgleichungen
nicht weiter auf die Fluiddynamik eingegangen'. Anstelle einer feldtheoretischen
Behandlung steht von Beginn an eine statistische Beschreibung? im Mittelpunkt.
Diese bietet einen geeigneten Zugang zu komplexen Nichtgleichgewichtssyste-
men und ist gerade im Fall turbulenter Strémungen ein aussichtsreicher Ansatz.
Weitere Schwerpunkte liegen im Folgenden auf phdnomenologischen Modellen,
die in vielen Theorien grundlegend fiir eine statistische Beschreibung sind, so-
wie auf der Einfithrung des sogenannten Lagrange-Bilds der Turbulenz, das eine
Alternative zu Feldtheorien darstellt.

1.1 Die Navier-Stokes-Gleichungen

Am Beginn jeder Betrachtungen iiber Turbulenz steht die fundamentale Glei-
chung von Navier und Stokes fiir das Geschwindigkeitsfeld u(x, t) der Fliissigkeit
in Abhéngigkeit von der Position x im physikalischen Raum und der Zeit ¢:

%u(x, t) +u(x,t) - Vu(x,t) = —Vp(x,t) + vAu(x,t) . (1.1)

Hier werden p(x,t) als Druck und v als kinematische Viskositét bezeichnet,
die sich beide aus den bekannten mechanischen Gréssen Druck und Viskositét
durch Division mit der Fliissigkeitsdichte p ergeben. Die Navier-Stokes Gleichun-
gen entsprechen damit einer Newtonschen Bilanzgleichung fiir die Stromdichte
j(x,t) = pu(x,t). Mathematisch stellen sie nichtlineare partielle Differential-
gleichungen zweiter Ordnung dar, die durch Rand- und Anfangsbedingungen
erweitert werden miissen. Die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen wird
vorausgesetzt, obgleich ein Beweis bislang nicht erbracht werden konnte, der in
der Tat als eines der gréssten ungeldsten Probleme der mathematischen Physik
angesehen wird.

' Als Einfiihrung in dieses Gebiet soll auf [Batc2| verwiesen werden.
?Eine erschopfende Behandlung der statistischen Hydrodynamik findet sich in [MoYa].
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2 Grundlagen der Turbulenz

Die Dichte p wird als konstant angenommen, d.h es werden ausschliesslich in-
kompressible Fliissigkeiten betrachtet. Als Folge davon wird die Kontinuitéts-
gleichung p+ V - j(x,t) = 0 zu der Bedingung:

V-u(x,t)=0 . (1.2)

Die Bewegungsleichungen GI.(1.1) fiir die einzelnen Komponenten des
Geschwindigkeitsfelds zusammen mit der Bedingung GIl.(1.2) werden im
Folgenden als Navier-Stokes-Gleichungen bezeichnet. Es besteht allgemeiner
Konsens dariiber, dass diese Gleichungen die Phénomene der (inkompressiblen)
Hydrodynamik in ihrer ganzen Vielfalt enthalten. In der Theorie der Turbulenz
werden sie im axiomatischen Sinn an den Anfang gestellt.

Die Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfelds hat unmittelbare Konse-
quenzen fiir den Druckterm: bildet man die Divergenz von GIl.(1.1) und
beriicksichtigt die Bedingung (1.2), so ergibt sich eine Poissongleichung fiir

p(x,1):
Ap(x,t) = =V - [u(x,t) - Vu(x,t)] . (1.3)

Im Fall einer auf ein endliches Volumen beschrénkten Fliissigkeit miissen
nun fiir die Losung dieser Gleichung Randbedingungen explizit beriicksichtigt
werden. Im Fall der von Neumann-Randbedingungen wéren diese die Druck-
gradienten an den Réndern. Da aber im Folgenden ein unendlich ausgedehn-
tes Fliissigkeitsvolumen betrachtet wird, konnen die Randwerte vernachlissigen
werden und die Lésung von Gl.(1.3) lautet mit der Greensfunktion des Lapla-
ceoperators:

1 1
p(x,t) = 477/VdX/|x—x’|v Su(x,t) - Vu(x', b)) . (1.4)

Der Druck ist also eine nichtlokale Grosse und abhiingig vom Verhalten des
Geschwindigkeitsfelds im gesamten Raum.

Damit steht man vor der Situation, dass das Verhalten der Fliissigkeit
im Prinzip eindeutig durch die Gleichungen (1.1) und (1.2) determiniert ist,
eine exakte analytische Lésung fiir einen gegebenen Anfangszustand aber
nur in sehr wenigen Féllen mdoglich ist. Ausser in der Nichtlokalitit des
Druckterms liegt die prinzipielle Schwierigkeit vor allem in der Behandlung
der Nichtlinearitit u(x,t) - Vu(x,t), die das System stark abhingig von den
Anfangsbedingungen macht. Das System kann von einem scheinbar geordneten
Zustand in vollige Unordnung iibergehen, wie beim Ubergang von einer
laminaren zu einer turbulenten Stréomung deutlich wird.

Zur Beschreibung des Charakters einer solchen inkompressiblen Fliissig-
keitsstromung wird als Parameter die Reynoldszahl eingefiihrt:
LU
Re = — . (1.5)

14



1.1 Die Navier-Stokes-Gleichungen 3

Hier bezeichnen L und U charakteristische Lingen und Geschwindigkeiten
der betrachteten Stromung und v ist deren kinematische Viskositit. Die
Reynoldszahl ist fiir eine gegebene Geometrie der einzige Kontrollparameter
der Strémung (das sogenannte Ahnlichkeitsprinzip) und gibt den Grad der
Turbulenz an — je grosser die Reynoldszahl, desto turbulenter die Fliissigkeit.
Dies ist anhand Gl.(1.1) einzusehen: Mit kleiner werdender Viskositit wird der
nichtlineare Term im Vergleich zum Dissipationsterm immer dominanter. Der
Grenzfall der vollentwickelten Turbulenz, entspricht einer Fliissigkeitsstromung
mit Re — oo bzw. v — 0. Eine weitergehende Charakterisierung dieses
Zustands wird in den néchsten Abschnitten behandelt.

Die Tatsache, dass eine deterministische Vorhersage des Verhaltens der
turbulenten Stromung praktisch nicht méglich ist und das Geschwindigkeitsfeld
sich scheinbar ,zuféllig” verhélt, motiviert einen statistischen Zugang zur
Turbulenz. Im Blickpunkt steht dann nicht die konkrete Realisierung einer
Stromung mit einem bestimmten Geschwindigkeitsfeld u(x,t), sondern die
dieses Feld charakterisierenden statistischen Grossen mit reduzierter Infor-
mation, wie z.B. Strukturfunktionen. In einer solchen Betrachtungsweise ist
die Verteilung® der Geschwindigkeiten von zentraler Bedeutung und wird
folgendermassen definiert:

AN, xi,ti}) = fN(un,xy,ty; . ur, X, )

= < d0(uy —u(xpy,tn))...0(wp —u(xi,t1)) > . (1.6)

Der Index ¢ geht von 1...N und kennzeichnet einen Punkt in der Strémung;
Die Klammern < .. > bezeichnen einen geeigneten statistischen Mittelwert. In
Betracht kommen hier

e Ensemblemittelwerte, die insbesondere im noch einzufiihrenden Lagrange-
Bild verwendet werden,

o zeitliche Mittelwerte im Fall stationdrer Turbulenz,
e riumliche Mittelwerte im Fall homogener Turbulenz.

fl(u,x,t)du ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Geschwindigkeitsfeld zur Zeit
t am Ort x einen Wert zwischen u und u + du annimmt.

Um das Geschwindigkeitsfeld unabhingig von einer eventuell vorhande-
nen Hauptstréomung zu charakterisieren und dessen statistischen Eigenschaften
zuginglich zu machen, werden gewthnlich neue Feldvariablen eingefiihrt, die
sogenannten Geschwindigkeitsinkremente. Sie sind definiert als die Differenz
der Geschwindigkeiten an zwei Punkten, die durch einen Vektor 1 getrennt sind:

v(x, 1) :=u(x+11t) —u(x,t) . (1.7)

Von besonderer Bedeutung sind im Folgenden die longitudinalen Geschwindig-

keitsinkremente 6v) (x,1) = dv(x,1) - %, also die Inkremente Gl1.(1.7) projiziert

3Eine mathematisch strengere Bezeichnung ist Wahrscheinlichkeitsdichte.
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auf die Verbindungslinie 1. Betrachtet man das turbulente Feld als eine
Ansammlung von Wirbeln (siche Abschnitt 1.2.1), so gibt das Geschwin-
digkeitsinkrement in gewisser Weise die Geschwindigkeit eines Wirbels mit
Durchmesser [ an.

Ausgehend von diesen Geschwindigkeitsinkrementen werden als statisti-
sche Grossen Momente n-ter Ordnung eingefiihrt, die als Strukturfunktionen
bezeichnet werden. Die longitudinalen Strukturfunktionen sind definiert als:

Sn(x,1) == <y (x, )" > . (1.8)

Diese Strukturfunktionen spielen nicht nur eine wichtige Rolle in phinomeno-
logischen Theorie, sondern auch bei der Auswertung von Experimenten und
Simulationen turbulenter Stromungen, da sie im Vergleich zur vollstdndigen
Verteilung der Geschwindigkeitsinkremente einfacher zu messen sind und iiber
bestimmte Eigenschaften Auskunft geben kénnen.

1.2 Phanomenologische Ansatze

Das grundlegende Problem in einer statistischen Beschreibung turbulenter
Stromungen besteht darin, die statistischen Gréssen mit den Navier-Stokes-
Gleichungen in Verbindung zu bringen. Ganz allgemein gibt es nur sehr wenige
Erkenntnisse iiber Turbulenz, die sich direkt aus den Bewegungsgleichungen
herleiten lassen. Daher wurde versucht, sich dem Problem phinomenologisch zu
nahern, d.h. es werden geeignete, mit den Gleichungen vertragliche Hypothesen
formuliert und daraus Vorhersagen abgeleitet, die mit Experimenten verifiziert
werden konnen. Mit dem Erfolg der Theorie von Kolmogorov (sieche Abschnitt
1.2.2) wurde die Bedeutung solcher Ansétze deutlich. Inzwischen nehmen sie
einen grossen Stellenwert in der Turbulenzforschung ein.

Zunéchst soll der turbulente Zustand genauer charakterisiert werden. Es
werden Stromungen im Grenzfall der vollentwickelten Turbulenz betrachtet,
also fiir unendlich grosse Reynoldszahlen Re — oo. Fiir diesen Zustand wird
angenommen, dass die grundlegenden Symmetrien auf kleinen Skalen im
statistischen Sinn erhalten sind. Das bedeutet, dass die Symmetrien der Navier-
Stokes-Gleichungen, die in der Turbulenz gebrochen sind, im vollentwickelten
Zustand statistisch wieder hergestellt werden. Die statistischen Grossen sind
dann invariant unter solchen Symmetrietransformationen 7:

A, xi, t}) = N (T{w,xi, ti}) . (1.9)

Man spricht von stationdrer homogener isotroper Turbulenz auf kleinen
Skalen, wenn die Verteilung der Geschwindigkeitsinkremente die entsprechen-
de Symmetrieeigenschaft zeigt. Als Konsequenz von Homogenitat und I[sotropie
werden dann z.B. die longitudinalen Strukturfunktionen nur vom Betrag des
Abstands 1 abhéngig: S, (x,1) = S, (1). Im Weiteren werden bei der Betrach-
tung statistischer kleinskaliger Grossen stets diese Figenschaften beriicksichtigt.
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Abbildung 1.1: Ein turbulenter Wasserstrahl. Man erkennt die Wirbelstruktu-
ren auf unterschiedlichen Skalen. Im Bereich kleiner Skalen sind Isotropie und
Homogenitdt im statistischen Sinn wiederhergestellt.

Von besonderer Bedeutung ist die Skalierungssymmetrie (Skaleninvarianz) klei-
ner Skalen, die wie folgt formuliert werden kann:

do(\) = Ndu(l) . (1.10)

Das Gleichheitszeichen bezieht sich hier auf Gleichheit in der Verteilung.
Postuliert man die Selbstdhnlichkeit der kleinskaligen Turbulenz, so existiert
nur ein einziger globaler Skalenexponent, der GI1.(1.10) erfiillt. Dieser hat den
Wert h = 1/3 [Fr95].

Alle diese Eigenschaften werden als universell angenommen, d.h. als unabhéngig
vom spezifischen, die Turbulenz erzeugenden Mechanismus.

Um ein dissipatives System wie es die Navier-Stokes-Gleichungen beschreiben,
in einem stationdren Zustand zu halten, ist eine kontinuierliche Energiezufuhr
notwendig, die gewohnlich {iber die Grenzflichen der Strémung erfolgt. Fiir
ein unendlich ausgedehntes Fliissigkeitsvolumen nimmt man an, dass es iiber
ein d-korreliertes Gaufsverteiltes Zufallsfeld F'(x,t) getrieben wird. Turbulenz
entsteht dann, wenn die Energiezufuhr und die Dissipation sich auf rdumlich
getrennten Skalen abspielen.

1.2.1 Die Richardson-Kaskade

Die Vorstellung eines solchen Fliessgleichgewichts liegt dem Modell der Energie-
kaskade zugrunde, das von Richardson formuliert wurde [Ri26]. Das grundlegen-
de Konzept ist die Vorstellung, dass turbulente Stromungen sich aus Wirbeln
unterschiedlicher Grosse | zusammensetzen, denen charakteristische Geschwin-
digkeiten u(l) und Zeitskalen ¢; = [/u(l) zugeordnet sind. Dabei konnen grosse
Wirbel kleinere Wirbel enthalten. Auf der griéssten Skala [y, die in der Grossen-
ordnung der charakteristischen Lange der Strémung liegt, wird Energie mit ei-
ner konstanten Rate € zugefiihrt und erzeugt Wirbel dieser Grossenskala. Deren
Reynoldszahl Rey = uglp/v entspricht der Reynoldszahl der Strémung, wodurch
Viskositatseffekte flir diese Wirbel vernachléssigbar klein werden.

Die Idee ist nun, dass diese grossten Wirbel instabil sind und in kleinere Wirbel
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aufbrechen, auf welche die Energie mit derselben Rate € iibertragen wird. Die
kleineren Wirbel brechen wieder in noch kleinere auf und so fort. Die Energie
geht in diesem Kaskadenprozess also auf immer kleinere Skalen iiber, bis die
Reynoldszahl Re(l) = wu(l)l/v ausreichend klein fiir eine stabile Wirbelbewe-
gung ist und {iber die Viskositat die Energie dissipiert werden kann. Dies ist
gerade fiir Re(l) ~ 1 der Fall.

Die wichtigen Modellannahmen in diesem Bild der Energiekaskade sind:

e Die Rate des Energieflusses und der Energiedissipation sind gleich der
Rate, mit der Energie zugefithrt wird. Also gilt

2 3

U U
e=-9 =0 — konst. ,

to o

unabhéngig von v.

e Die Wechselwirkung erfolgt nur lokal zwischen Wirbeln derselben Gros-
senordnung.

e Es wird Skaleninvarianz der turbulenten Stréomung angenommen, da die
Wirbel auf allen Skalen das Volumen vollstindig ausfiillen.

Die Theorie von Kolmogorov prizisiert dieses einfache phianomenologische Mo-
dell und entwickelt daraus eine statistische Theorie der Turbulenz auf kleinen
Skalen.

1.2.2 Die Theorie von Kolmogorov

Die Theorie von Kolmogorov aus dem Jahre 1941 — daher als K41 bezeichnet
— war wegweisend fiir die moderne Turbulenzforschung [K41|. Ausgehend von
einfachen Modellannahmen werden darin genaue Vorhersagen iiber statistische
Eigenschaften der Turbulenz gemacht. Ein Grossteil der aktuellen experimen-
tellen und theoretischen Forschung beschéftigt sich noch immer damit, diese
Vorhersagen zu untersuchen, bzw. die Theorie geeignet zu erweitern.

In ihrer knappen Originalform besteht K41 aus drei Hypothesen?. Die ersten
beiden lauten:

o Hypothese der lokalen Isotropie: Fiir ausreichend hohe Reynoldszahlen
sind die kleinskaligen turbulenten Bewegungen (I < lp) statistisch iso-
trop.

o Erste Ahnlichkeitshypothese: Fiir hohe, aber nicht unendlich grosse
Reynoldszahlen sind die Statistiken der kleinskaligen Bewegungen univer-
sell und eindeutig durch [,v und € bestimmt.

Im Wesentlichen besagen diese Hypothesen, dass die Turbulenz auf kleinen
Skalen einen universellen Zustand annimmt, der jegliche Information iiber den
Erzeugungsmechanismus verloren hat. Aus den beiden zentralen Parametern e

“Die Darstellung hier orientiert sich an [Pope].
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Dissipation Energiezufuhr

Inertialbereich

n I,

Langenskala

Abbildung 1.2: Die drei Bereiche der turbulenten Energiekaskade.

(Dimension m?/s?) und v (Dimension m?/s) lassen sich eindeutige Lingen-,
Geschwindigkeits- und Zeitskalen bilden, die sogenannten Kolmogorov-Skalen:

n = Pt
7—77 = (V/E)l/2 9
u, = n/m = ()t . (1.11)

Da die auf diesen Skalen basierende Reynoldszahl Re(n) = nu,/v = 1 ist,
charakterisieren die Kolmogorov-Skalen die kleinsten Wirbel, fiir die Dissipa-
tionseffekte wirksam werden. Die Bedeutung der Begriffe Universalitit und
Ahnlichkeitshypothese in dieser Theorie kann dann folgendermassen erliutert
werden. Betrachtet man mit den Kolmogorov-Skalen skalierte dimensionslose
Geschwindigkeitsinkremente dv, = 6v)(I/n)/uy, so kénnen die Statistiken
von §v, nicht zusitzlich von e oder v abhingen, weil man aus diesen beiden
Parametern keine dimensionslose Grdsse bilden kann. Nach der zweiten Hypo-
these bedeutet das aber, dass diese Statistiken universell fir alle turbulenten
Stromungen giiltig sind. Nach K41 sind alle turbulenten Geschwindigkeits-
felder statistisch identisch, wenn sie mit den Kolmogorov-Skalen skaliert werden.

Identifiziert man die Dissipationsskala mit 7, so lassen sich im Bild der
turbulenten Kaskade drei wesentliche Bereiche unterscheiden (siehe Abb. 1.2.2):

e | > [p: Der Bereich der Energiezufuhr, gekennzeichnet durch die grosska-
ligen anisotropen Wirbelbewegungen. Fiir [ < [y spricht man vom univer-
sellen Gleichgewichtsbereich.

e n K [ < lp: Der Inertialbereich, in dem die Dissipation vernachlissigbar
ist.

e [ < n: Der Dissipationsbereich, in dem die Viskositit wirksam ist.

Aus der ersten Ahnlichkeitshypothese ergibt sich fiir den Inertialbereich die

o Zweite Ahnlichkeitshypothese: im Grenzfall unendlich hoher Reynoldszah-
len sind die Statistiken der kleinskaligen Bewegungen im Bereich n < | <
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lo universell und eindeutig durch ! und e bestimmt, unabhéngig von der
Viskositét v.

Seit K41 liegt ein Hauptaugenmerk der statistischen Theorien zur Turbulenz
auf den Eigenschaften des turbulenten Geschwindigkeitsfelds im Inertialbereich.
Hier soll nur auf die wichtigsten Folgerungen aus den Hypothesen eingegangen
werden.

Mit einfacher Dimensionsanalyse folgt aus der zweiten Ahnlichkeitshypothese
fiir das Skalierungsverhalten der Strukturfunktionen n-ter Ordnung im Inertial-
bereich:

Su(l) = Cp(e)™? (1.12)

wobei (), dimensionslose Konstanten sind.
Durch Fourieranalyse der Strukturfunktion 2. Ordnung folgt daraus weiter das
bekannte k~%3-Energiespektrum des Inertialbereichs:

E(k) = C&PB3R=53 (1.13)

Dariiberhinaus hat Kolmogorov in seiner dritten Vertffentlichung zur Tur-
bulenz aus dem Jahre 1941 die exakte Form der longitudinalen Strukturfunkti-
on 3. Ordnung aus den Navier-Stokes-Gleichungen beweisen kénnen (siehe z.B.
[Fr95]):

4
<oy >=—ze . (1.14)

Dieses sogenannte —4/5-Gesetz ist eines der wichtigsten Ergebnisse in der
Turbulenzforschung, weil es sowohl exakt als auch nichttrivial ist. Insofern kann
Gl.(1.14) als eine Art Randbedingung fiir Theorien zur Turbulenz angesehen
werden, die insbesondere bei erweiterten phénomenologischen Modellen als
Konsistenzkriterium herangezogen wird.

Schon bald nach der Verdffentlichung von K41 hat Landau das Problem
aufgeworfen, dass Konstanten wie C, fiir n # 3 nicht universell sein kénnen,
also von der speziellen Stromungsgeometrie abhingen. Moderne Formulie-
rungen von K41 beruhen daher nicht auf postulierter Universalitidt, sondern
auf Symmetrien der Turbulenz, wie sie in Abschnitt 1.1 behandelt wurden.
Zusammen mit dem —4/5-Gesetz fiihrt dieser Zugang auf dieselben Vorher-
sagen fiir das Skalierungsverhalten der Strukturfunktionen und die Form des
Energiespektrums [Fro95].

Zudem wurden in aktuellen Experimenten deutliche Hinweise dafiir gefunden,
dass im Bereich experimentell zuginglicher Reynoldszahlen die Statistiken
keineswegs universell sind [RPFCC02]. Dies wirft die Frage auf, inwiefern Mo-
delle im Grenzfall Re — oo iiberhaupt fiir beobachtete turbulente Stromungen
relevant sind.

1.3 Die Lagrange-Beschreibung der Turbulenz

In den vorangegangenen Abschnitten wurde die turbulente Stromung durch das
Geschwindigkeitsfeld u(x,¢) in Abhéngigkeit von raumfesten Koordinaten x
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X

X(ty)+

I I
to t

Abbildung 1.3: Trajektorie eines Lagrange-Teilchens X(¢,y).

beschrieben, entsprechend einem klassischen feldtheoretischen Zugang. Alter-
nativ zu dieser sogenannten Fuler-Beschreibung, kann die Strémung durch die
Orte und Geschwindigkeiten mitbewegter Teilchen erfasst werden. In diesem
sogenannten Lagrange-Bild ist das Fliissigkeitsteilchen — auch als Lagrange-
Teilchen bezeichnet — ein Punkt, der sich mit der lokalen Geschwindigkeit der
Fliissigkeit bewegt: X(t,y) bezeichnet seinen Ort X zur Zeit ¢, wenn es zur fes-
ten Referenzzeit ¢y am Ort y war (sieche Abb. 1.3). Die Trajektorie X(¢,y) wird
iiber zwei Gleichungen festgelegt. Erstens ist die Startposition zur Zeit ty nach
Definition:

X(t=toy)=y . (1.15)

Zweitens ist die Teilchengeschwindigkeit gerade iiber die Geschwindigkeit der
Fliissigkeit an dessen Ort X gegeben:

%X(t,y) =U(t,y) :=uX(t,y),t) . (1.16)
Lagrangesche Feldvariablen erhilt man demnach durch Einsetzen des Teilchen-
ortes in die Eulerschen Felder, sie sind nur vom Anfangsort y des Teilchens und
der Zeit t abhéingig. Bei vorgegebenem Eulerschen Geschwindigkeitsfeld u(x,t)
kann durch Integration von G1.(1.16) die Trajektorie X(¢,y) eindeutig bestimmst
werden.

Mathematisch ist dieses Teilchenkonzept als eine Koordinatentransformation
von raumfesten Koordinaten y zu mitbewegten Koordinaten X (¢,y) anzusehen.
Die Inkompressibilitdtsbedingung G1.(1.2) erfordert dann, dass die Determinan-
te der Jacobimatrix der Transformation konstant 1 ist:

Det [ax(tw] =1 . (1.17)

Die Fliissigkeitsstromung wird nun iiber Newtonsche Bewegungsgleichungen
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beschrieben:
X (ty) = Ulty)
dt 7y - ?y )
d

dt

mit dem Lagrangeschen Beschleunigungsfeld A(t,y), das die physikalisch wir-
kenden Kréfte wiedergibt. Diese erhdlt man explizit {iber die Navier-Stokes-
Gleichungen (1.1), wenn man beriicksichtigt, dass fiir Lagrangesche Feldvaria-
blen gilt:

d d
d - Zulx S .
V) = GuiX9).0) = | Gt Fute ) uen|
(1.19)
Daraus folgt mit G1.(1.1):
A(t,y) = [-Vp(x,t) + vAu(x, )] _x () . (1.20)

In der Lagrange-Beschreibung der Turbulenz sind die Navier-Stokes-
Gleichungen (1.1) gegeben durch die Gleichungen (1.18) und (1.20) unter
Beriicksichtigung der Bedingung (1.17). Offensichtlich ist hier die zentrale
Grosse die Beschleunigung des Teilchens. Daher ermdglicht diese Beschreibung
physikalisch motivierte Modellierungsansétze.

Ausgangspunkt einer statistischen Theorie sind Teilchenorte X(¢,y) und
Teilchengeschwindigkeiten U(t,y). Als zentrale statistische Grosse wird hierfiir
eine Lagrangesche Verteilung f(x,u,y,t) eingefiihrt:

fN({uiaxiayiati}) = < 5(111 - U(tlayl))(S(Xl - X<t17y1))”'
(5(11]\7 — U(tN,yN))5(xN — X(tN,yN)) > .(1.21)

Der Index ¢ = 1...N bezeichnet hier einzelne Teilchen, die sich zur Startzeit am
Ort y; befinden.

Aufgrund der Inkompressibilitdtsbedingung G1.(1.17) ist der Zusammenhang
zwischen den Statistiken im Euler- und Lagrange-Bild gegeben als:

P (fun i b)) = / dy:.. / dyn N (unynt)) . (122)

1.3.1 K41 im Lagrange-Bild

Die phinomenologische Theorie von Kolmogorov ldsst sich in entsprechender
Weise im Lagrange-Bild formulieren. Ausgangspunkte sind wieder die Vorstel-
lung einer turbulenten Wirbelkaskade sowie die Hypothesen iiber lokale Isotro-
pie und Universalitdt. Es gilt zu beriicksichtigen, dass Lagrangesche Grossen
mit der Zeit ¢t und dem festen Anfangsort y indiziert werden. Somit bezieht sich
die Lagrangesche Formulierung von K41 auf Zeitskalen anstelle von Langen-
skalen. Insbesondere werden Strukturfunktionen als Mittelwerte von zeitlichen
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Geschwindigkeitsinkrementen definiert:

ov(t,7) = U(lt+7y) —Uty) ,
D, (1) = <|dv(n)|" > . (1.23)

Wie im Euler-Bild lassen sich auch hier drei Skalenbereiche unterscheiden:
der Integralbereich der Energiezufuhr, der Inertialbereich und der Dissipations-
bereich. Der Integralbereich wird mit Hilfe der Lagrangeschen Integralzeit 17,
bestimmt, die iiber die Lagrangesche Autokorrelationsfunktion der Geschwin-
digkeit,
< U(t,y)U(t+1,y) >

RH(r) <U(t,y)? > ’

(1.24)

wie folgt definiert ist:
Ty, = / RE(rydr . (1.25)
0

Das bedeutet, dass die Geschwindigkeitsinkremente gerade fiir ¢ > 77, unkor-
reliert, d.h. statistisch unabhéngig werden. Die Dissipationsskala wird wie im
Euler-Bild mit 7, = (v/e)'/? festgelegt. Damit erstreckt sich der Inertialbereich
iiber das Interval 7, < 7 < T7p.

Postuliert man die drei Hypothesen in analoger Form, so besagt die ers-
te Ahnlichkeitshypothese, dass die statistischen Eigenschaften turbulenter
Stromungen ausschliesslich von v, € und 7 abhingen. Die Verteilung der
Geschwindigkeitsinkremente in einer Dimension h(d;v, 7) ist nach Reskalierung
mit den Kolmogorov-Skalen (1.11) also durch eine universelle dimensionslose
Funktion H(@,T) gegeben:

o) = oot (S27,) = ot (i ) 49

Aus der zweiten Ahnlichkeitshypothese folgt weiter, dass h(d,v,7) im Inerti-
albereich unabhéngig von der Viskositit v sein soll. Diese Forderung ist erfiillt,
wenn H (u,7) in folgender Form gegeben ist:

_ 1 U

da sich dann in GIl.(1.26) v herauskiirzt. Damit ergibt sich die Verteilung
h(6;v,T) im Inertialbereich zu

1 Orv
h(érv,7) = (67_)1/2H <(€7_)1/2> . (1.28)

Das Skalierungsverhalten der Strukturfunktionen n-ter Ordnung lasst sich dar-
aus unmittelbar durch Integration bestimmen:

Dp(7) ~ Cp(er)™? | (1.29)

mit der universellen dimensionslosen Konstanten C,,.
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Eine alternative Formulierung von K41 im Lagrange-Bild geht auf Oboukhov
zuriick [Ob59]. Die Grundannahme ist hier, dass sich die Geschwindigkeitsin-
derungen, die das Lagrange-Teilchen erfihrt, ,zufallig” ereignen. Driickt man
das Lagrange-Geschwindigkeitsinkrement folgendermassen aus:

t+7
(r)=U{t+T7y) —Ulty) = /t dt' a(t') , (1.30)

so bedeuten diese zufilligen Geschwindigkeitsénderungen, dass a(t) als eine J-
korrelierte Zufallsvariable gegeben ist. Mit der zusétzlichen Annahme, dass das
zweite Moment von a(t) existiert, folgt fiir das Inkrement dv(7) nach dem zen-
tralen Grenzwertsatz:

su(r) ~ (en)?8 (1.31)

wobei 3 eine Gaufverteilte Zufallsvariable darstellt. Die Statistiken von dv(T)
sind damit vollstdndig bestimmt und zeigen das durch die Gleichungen (1.28)
und (1.29) gegebene Skalierungsverhalten.

Im Lagrange-Bild erhilt man also die Vorhersagen von K41, indem man fiir die
turbulente Beschleunigung einen einfachen stochastischen Prozess wie z.B. den
Wiener-Prozess ansetzt. Die Geschwindigkeit des Lagrange-Teilchens wird dann
durch einen einfachen Diffusionsprozess vollstindig beschrieben.

1.4 Intermittenz

Eine der zentralen Aussagen der Kolmogorovs Theorie ist das Skalierungsver-
halten der Strukturfunktionen im Inertialbereich Gl.(1.12) bzw. G1.(1.29), die
aus einfacher Dimensionsanalyse hergeleitet werden konnen. Diese Voraussa-
gen stehen im Gegensatz zu den bestehenden experimentellen Messungen der
Strukturfunktionen, sowohl fiir Experimente im Euler- als auch im Lagrange-
Bild. Man findet hier vielmehr sogenanntes anomales Skalierungsverhalten der
Strukturfunktionen:

Dp(r) ~ 75, (1.32)

wobei (, = n/2 4+ ¢’(n) mit der nichtlinearen Funktion ¢'(n).

Abbildung 1.4 zeigt die in einem Experiment gemessenen Verteilungen der Ge-
schwindigkeitsinkremente dv(7) fiir verschiedene 7: Im Inertialbereich zeigen
die Verteilungen mit kleiner werdendem Abstand eine immer stérkere Abwei-
chung von einer Gaufbverteilung und entwickeln eine ausgeprigte Spitze mit
weiten Flanken. Dieser Befund deutet darauf hin, dass starke Fluktuationen
mit immer grosserer Wahrscheinlichkeit auftreten. Turbulenz zeigt sogenanntes
intermittentes Verhalten. Dariiberhinaus sind die Statistiken im Inertialbereich
offensichtlich nicht skaleninvariant und spiegeln die Brechung der Skalierungs-
symmetrie wieder.

Eine physikalische Erklarung fiir das Phinomen der Intermittenz in turbulenten
Strémungen konnte bislang nicht eindeutig gefunden werden. Es wird gemeinhin
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Abbildung 1.4: Experimentelle Verteilungen der Geschwindigkeitsinkremente
dv(7) fiir verschiedene 7. Fiir 7 in der Grossenordnung von 77, ist die Verteilung
Gaukformig (unterste Kurve). Fiir kleinere 7 wird der intermittente Charakter
der Verteilungen zunehmend deutlich (siehe Abschnitt 2.1). Abbildung entnom-
men aus [MMMPO1].

vermutet, dass eine Ursache in langreichweitigen Korrelationen des turbulenten
Beschleunigungsfelds zu finden ist. Die genannten Eigenschaften weisen darauf
hin, dass das Geschwindigkeitsfeld eine komplexe Ordnung enthélt, der man mit
den oben behandelten Ansétzen nicht gerecht wird. Trotz der Erfolge von K41
werden die Unzuldnglichkeiten von Kolmogorovs Theorie zunehmend deutlich.
Die Intermittenz, das damit verbundene anomale Skalierungsverhalten und die
Nichtgaufsschen Statistiken erweisen sich nicht als Ausnahme, sondern als Cha-
rakteristikum turbulenter Stréomungen.

Diese Eigenschaften aus erweiterten phinomenologischen Theorien zu erkléren
stand im Mittelpunkt der Turbulenzforschung der vergangenen Jahre und fiihr-
te zu vielfiltigen Erweiterungen von K41. Das Problem an solchen phénome-
nologischen Ansétzen ist allerdings, dass zwar die experimentellen Verteilungen
erfolgreich reproduziert werden koénnen, dass aber keinerlei Verbindung zu den
grundlegenden physikalisch wirkenden Kréften besteht. Ziel einer statistischen
Beschreibung der Turbulenz ist letztendlich, die anomalen Statistiken aus den
Navier-Stokes-Gleichungen herleiten zu kénnen.



Kapitel 2

Experimente zur Lagrangeschen
Teilchenstatistik

Die Turbulenzforschung ist bereits seit ihren Anfingen durch eine enge
Verbindung von Theorie und Experiment gepridgt [Batcl]. Experimentelle
Untersuchungen turbulenter Stromungen wurden dabei aus technischen Griin-
den vorwiegend im Fuler-Bild vorgenommen. In solchen Experimenten wird
die Geschwindigkeit der Stromung an einem festen Ort im Raum gemessen.
Das Messverfahren beruht gewdhnlich auf einem Heissdraht-Anemometer,
das iiber die Kiihlrate die Geschwindigkeit bestimmen kann. Auf diese Weise
werden Geschwindigkeitsdifferenzen zu verschiedenen Zeiten, d.h. iiber zeitliche
Inkremente 7, gemessen und nachtréaglich in rdumliche Inkremente iibertragen.
Der Schliissel dazu ist die sogenannte Taylorhypothese: Es wird angenommen,
dass im Vergleich zur Hauptstromung U sehr kleine Fluktuationen [ {iber die
Beziehung | = U7t mit den zeitlichen Inkrementen zusammenhéngen. Dieses
Verfahren liefert genau Daten iiber das Euler-Geschwindigkeitsfeld bis hin zu
sehr hohen Reynoldszahlen.

Hingegen miissen bei Experimenten im Lagrange-Bild die Bahnen der in
die Stromung eingestreuten Tracerteilchen optisch aufgenommen werden. In der
Praxis ist dies nicht einfach zu verwirklichen, da die Bewegungen der Teilchen
sich auf einer sehr kleinen Zeitskala abspielen, die bis in die Grossenordnung
der Kolmogorov-Zeit 7, hinabreicht. In Bruchteilen von Millisekunden koénnen
hier extreme Beschleunigungen wirken. Fiir eine akurate Messung miissen die
Teilchenbahnen daher in einem weiten riumlichen und zeitlichen Skalenbereich
aufgelost werden. Das Teilchen muss sich zudem lange genug im Messvolumen
aufhalten. In der Regel wird es fiir eine Dauer zwischen 1 Ty, und 10 17, verfolgt.
Ein zusétzliches Problem bei diesen Experimenten ist die Frage, inwieweit die
Tracerteilchen mit ihrer festen Grosse und Dichte iiberhaupt einem idealen
Lagrange-Teilchen entsprechen kénnen. Es wird angenommen, dass genau
solche Teilchen diese Funktion erfiillen, die kleiner als die Kolmogorov Lange
1 sind und eine Dichte besitzen, die derjenigen der Fliissigkeit entspricht. Der
Einfluss der Effekte, die aus einer endlichen Teilchengrosse resultieren wie
z.B. Reibung, wird bei den Messungen gewdOhnlich vernachlissigt. Allerdings

14
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Abbildung 2.1: Grafik des Experiments aus Lyon. Man erkennt die Scheiben links
und rechts, den Ultraschallemitter unter dem Zylinder und an beiden Seiten die
Empfanger. Die Abmessungen sind hier: Radius 9,5 ¢m, Abstand 18 cm. Die
Drehfrequenz der Scheiben betrégt 7 Hz. Entnommen aus [MDLAP02].

bestehen Hinweise darauf, dass das Verhalten realer Teilchen eine vollig andere
Dynamik als Punktteilchen aufweisen kann [NTGT02].

Hier soll noch angemerkt werden, dass bei Experimenten anstelle der Reynolds-
zahl iiblicherweise die sogenannte Taylor-Reynolszahl Re) als Mass fiir die
Stérke der Turbulenz verwendet wird. Diese ist aus den charakteristischen
Grossen einfacher zu bestimmen: Rey = V15Re ~ Ty /T,.

Zwei neuere Experimente konnten die Schwierigkeiten, die bei der Mes-
sung Lagrangescher Teilchenbahnen auftreten auf sehr unterschiedliche Weise
16sen.

2.1 Doppler-Sonar-Messung

Die Gruppe um J.F. Pinton in Lyon entwickelte eine auf dem Dopplereffekt
beruhende Methode, um die Geschwindigkeiten und Orte der Lagrange-Teilchen
exakt zu messen [MMMPO1|. Die Turbulenz wird hier tiber eine sogenannte
von-Karman-Stromung erzeugt: In einem Zylinder drehen sich zwei Scheiben
gegensinnig mit hoher Frequenz und iibertragen die Bewegung durch Reibung
an den Grenzflachen. Um die Reibungseffekte auf das Wasser zu vergrdssern
trigt jede Scheibe zusétzlich 5 mm hohe Klingen. Diese Art von Stréomungs-
erzeugung hat den Vorteil, dass man eine sehr turbulente Stréomung auf
kompaktem Raum ohne Hauptstromung erhilt, in der sich die Teilchen relativ
lange aufhalten kénnen. Fiir eine Energiezufuhr von e = 25 W/kg ergibt sich
eine Taylor Reynoldszahl von Ry = 740. Insgesamt erhilt man eine in guter
Nidherung homogene und isotrope Turbulenz.

Die Lagrange-Teilchen sind kleine Polystyrolkugeln der Dichte von Wasser
mit einem Durchmesser von d = 250 pm. Es wird angenommen, dass diese
Teilchen der Fliissigkeitsbewegung fiir Zeiten grosser als ein charakteristisches
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Abbildung 2.2: Links: Exponentiell abfallende Autokorrelationsfunktion mit lo-
garithmischem Fit (kleines Bild). Rechts: Leistungsspektrum. Vergleich mit der

berechneten Lorentzkurve. Kompensiertes Spektrum w?E” (kleines Bild). En-
tommen aus [MMMPO01].

Tmin folgen. Diese Zeit wird entsprechend dem Wirbelmodell aus dem Verhiltnis
des Durchmessers zur Umlaufgeschwindigkeit der Wirbel mit Durchmesser
d bestimmt und ergibt T, ~ 1 ms. Kleinere Skalen kénnen aufgrund der
Tragheit nicht aufgeldst werden, daher auch nicht der Dissipationsbereich, der
bei 7, = 0,2 ms beginnt. Insgesamt werden die Kugeln fiir einen Zeitraum
zwischen 1 ms bis zu 10T, — solange sie sich im Messbereich authalten — als
Lagrange-Teilchen angesehen.

Das Verfahren zur Messung von Ort und Geschwindigkeit des Teilchens
basiert hier auf dem Doppler-Sonar-Prinzip: Auf das Fliissigkeitsvolumen wird
fortwihrend eine sinusférmige monochromatische Ultraschallwelle der Frequanz
fo = 2,5 M Hz eingestrahlt, die von den Tracerteilchen gestreut wird. Zwei im
45 Grad Winkel positionierte Empfanger detektieren die reflektierte Schallwelle
und ermoglichen so die Orts- und Geschwindigkeitsmessung (siche Grafik
2.1). Der Ort wird iiber direkte Triangulation ermittelt, die Geschwindigkeit
iiber die Bestimmung der Frequenzverschiebung Af durch den Dopplereffekt.
Fiir den Streuvorgang gilt der Zusammenhang: 2rAf = q - v, wobei q der
Streuvektor ist (Differenz von einfallender und gestreuter Welle) und v die
gesuchte Geschwindigkeit. Die zeitliche Entwicklung der Frequenzverschiebung
wird {iber eine hochauflésende parametrische Methode numerisch ausgewertet
und liefert die Komponente von v entlang q.

Die Ergebnisse dieser Messung sollen im Folgenden kurz vorgestellt wer-
den.

Zunichst wurde die Autokorrelationsfunktion der Geschwindigkeit bestimmt,
die einen exponentiell abfallenden Verlauf zeigt (siehe Abb. 2.2):

<v(t)v(t+71) > e
<v?>

RE(1) = (2.1)
Daraus erhilt man die Lagrangesche Integralzeit: 17, = 22 ms. In dieser Gros-
senordnung spielt sich zugleich die Energiezufuhr ab. Aus der Autokorrelations-
funktion lasst sich durch eine Fouriertransformation direkt das Spektrum der
Geschwindigkeit E”(w) berechnen, das folglich die Form einer Lorentzkurve hat.
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Abbildung 2.3: Die Strukturfunktion 2. Ordnung. Grosses Bild: Dy(7)/eT. Klei-
nes Bild: Dy(7) als Funktion der Zeit. Ein waagrechtes Plateau ist nicht zu
erkennen. Entnommen aus [MMMPO01].

Eine Dimensionsanalyse nach K41 ergibt fiir das Spektrum das Skalierungsver-
halten E¥ ~ ew™2. Dieses Ergebnis kann experimentell bestiitigt werden.
Weiterhin folgt aus K41 als Skalierungsverhalten fiir die Strukturfunktion 2.
Ordnung:

Dy(7) = Coer , (2.2)

mit der universellen dimensionslosen Konstanten Cy. Abb. 2.3 zeigt das
Ergebnis der experimentellen Messung fiir Do(7)/eT : ein waagrechtes Pla-
teau ist hier in keinster Weise festzustellen. Dieser Befund konnte darauf
zuriickzufiihren sein, dass Cy von der Reynoldszahl abhiangt, Cy = Co(Re),
und erst im Limes unendlich hoher Re gegen einen konstanten Wert konvergiert.

Der Kernpunkt des Experiments ist die Messung der Verteilung II(d,v) der
Geschwindigkeitsinkremente d,v fiir verschiedene Zeitskalen 7. Die Messungen
konnen in Abb. 2.4 verglichen werden (alle Verteilungen wurden auf Varianz 1
normiert). Man erkennt zunéchst die klare Symmetrie der Kurven, wodurch die
lokale Isotropie der Strémung gut belegt ist. Das Hauptaugenmerk liegt auf der
ausgeprigten intermittenten Form der Verteilungen fiir kleine Skalen. Im Bereich
der integralen Zeitskala ist I1(d;v) klar Gaukformig und entwickelt mit kleiner
werdendem 7 weite Flanken. Fiir die kleinste aufgeldste Zeitskala 7 = 0,15 ms
ist die Verteilung der Geschwindigkeitsinkremente stark intermittent.

Die Verteilungen I1(d,v) kénnen offensichtlich fiir unterschiedliche 7 nicht durch
Reskalierung ineinander iiberfiihrt werden. Diese Eigenschaft ist am anomalen
Skalierungsverhalten der Strukturfunktionen zu erkennen: < |5,v|* > ~ 7¢(%)
mit der nichtlinearen Funktion {(n). In Experimenten wird dieses Skalierungs-
verhalten gewthnlich mit dem extended self-similarity” (ESS) Ansatz unter-
sucht: Da bei endlichen Reynoldszahlen der Inertialbereich nicht sehr ausgepragt
ist, betrachtet man stattdessen das relative Skalierungsverhalten der Struktur-
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Abbildung 2.4: Normierte Verteilungen der Geschwindigkeitsinkremente 6,v. 7
variiert von 0.15 ms (oberste Kurve) bis 40 ms (unterste Kurve). Fiur kleine 7
werden die Verteilungen zunehmend intermittent und ndhern sich der Form der
Beschleunigungsverteilung an (vgl. Abb. 2.6). Entnommen aus [MMMPO01].

funktionen < |§,0]" > ~ < |§,;0]? >8@ mit £(q) = ¢(q)/¢(2). Die Messung
ergibt fiir £(¢) die Gesetzméssigkeit [MDLAPO02]:

Eq)=1/2+ADg— A id* /2, (2.3)

wobei fiir )\% = 0,115 4+ 0.01 ermittelt wird. Nach K41 wird fiir n = 2 der Wert
((2) = 1 erwartet, also wiare dann A\;, = 0. Ay kann daher als ein Parameter
fiir die Stirke der Intermittenz angesehen werden. Bei Heissdraht Experimen-
ten im Fuler-Bild findet man zum Vergleich /\% = 0,025. Das Experiment von
Lyon zeigt damit deutlich das intermittente Verhalten der Lagrange-Turbulenz

im Inertialbereich. Die Intermittenz ist hier sogar deutlich ausgeprégter als im
Euler-Bild.

2.2 Teilchendetektor Messung

Die Gruppe um E. Bodenschatz an der Cornell University verwendete fiir ihr
Experiment zur Lagrange-Turbulenz eine Detektortechnologie aus Beschleuni-
gerexperimenten, um die bendtigte hohe Auflésung der Zeitskala zu erreichen
[LVCABO1]. Mit dieser Technik wird eine zeitliche Auflssung von bis zu 0.05 7,
erreicht und ermdoglicht sogar, anstelle von Geschwindigkeitsinkrementen direkt
die Beschleunigung der Teilchen zu messen. Allerdings kénnen aufgrund des
relativ kleinen Messvolumens innerhalb der Stromung die Teilchenbahnen nur
fiir einige wenige Millisekunden verfolgt werden.

Die turbulente Strémung ist wie beim Lyon-Experiment eine von-Karman-
Strémung mit vergleichbarer Geometrie. Bei einer Rotationsfrequenz von
7,0 Hz werden Reynolszahlen bis zu Rey = 970 erzeugt. Aufgrund einer
mittleren Streckung der Stromung entlang der Scheibenachse, wird sie hier zwar
als anndhernd homogen, aber nicht als isotrop angenommen. Vielmehr sind
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Abbildung 2.5: Messvorrichtung des Cornell-Experiments. a: Schematische
Darstellung des Streifendetektors. b: Das optische System. Entnommen aus
[LVCABO1].

in der Auswertung bei allen Reynolszahlen die Auswirkungen der anisotropen
grossen Wirbel auf die Beschleunigung messbar. Die charakteristischen Skalen
fiir die hochsten Reynolszahlen sind n = 18 ym und 7,, = 0,3 ms.

Die Tracerteilchen sind ebenfalls Polystyrolkugeln der Dichte von Wasser,
allerdings mit einem Durchmesser von d = 46 ym deutlich kleiner als in Lyon.
Aus Messungen mit verschiedenen Teilchengréssen konnte eine Abweichung
der Beschleunigungen im Vergleich zu idealen Fliissigkeitsteilchen von ~ 10%
extrapoliert werden. Hieran wird deutlich, dass die Teilchengrésse insbesondere
fiir das Experiment in Lyon eine nicht zu unterschitzende Fehlerquelle darstellt.

Die Grafik 2.5 zeigt den experimentellen Aufbau der Detektormessung. Im
Zentrum der Stromung wird der Messbereich von 8 mm? mit einem 6 Watt
starken Argon lonenlaser bestrahlt, der zu den beiden Empfiangerlinsen einen
Winkel von 45 Grad einnimmt. Als Detektor werden Silikon Streifendetektoren
verwendet, die gewoOhnlich in Elementarteilchenexperimenten die Teilchen-
bahnen ausmessen. Streifendetektoren sind im Prinzip planare Photodioden,
die eine eindimensionale Projektion der einfallenden Lichtintensitét mit sehr
hoher Geschwindigkeit aufnehmen kénnen (bis zu 70000 mal pro s). Eine
Linse (L1) bringt das ausfallende Licht iiber einen Strahlteiler auf ein Paar
von Streifendetektoren, die ein zweidimensionales Bild (x-z Koordinaten) der
Teilchenbahn aufnehmen. Dasselbe geschieht mit einer zweiten Linse (L17)
fir die y und z Koordinaten. Uber dieses optische System kann direkt die
dreidimensionale Position des Teilchens mit einer Genauigkeit von 7 um erfasst
werden.

Die Verteilung der gemessenen Beschleunigungen hat auch hier eine stark
intermittente Form (siehe Abb. 2.6). Ein Vergleich mit dem Lyon-Experiment
zeigt, dass dort die Verteilung fiir die kleinsten Geschwindigkeitsinkremente
sich bereits deutlich an die Form der Beschleunigungsverteilung annéhert.
Wieder sind die weiten Flanken im Vergleich zu einer Gaufsverteilung mit
derselben Varianz (gestrichelte Linie) ausgepréigt.

Neben dieser zentralen Messung wurde zusétzlich eine theoretische Vorhersage
fir die Varianz einer Beschleunigungskomponente untersucht. Heisenberg und
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Abbildung 2.6: Die experimentelle Beschleunigungsverteilung (normiert). Im
kleinen Bild wurde die Kurtosis < a* > / < a? >2 in Abhingigkeit von Re)
aufgetragen. Sie gibt die Stérke der Abweichung von einer Gaussfunktion an.
Entnommen aus [LVCABO1].

Yaglom konnten aus K41 folgendes Gesetz herleiten [MoYal:
< ajaj >= a063/2v_1/2(51'j . (2.4)

Fiir den Fall Gaufsscher Fluktuationen héitte die universelle Konstante ag einen
Wert von ~ 1. Hingegen zeigt das experimentelle Resultat, dass ap von Re)
abhingt und erst fiir Rey > 500 anndhernd konstant wird. In diesem Bereich
wird damit das K41 Verhalten bestétigt. Allerdings ist auch fiir die hochsten
Reynoldszahlen die Beschleunigung nicht vollstdndig isotrop, wie aus einem Ver-
gleich der transversalen und axialen Beschleunigungskomponenten erkennbar
ist. Die Messung zeigt, dass selbst fiir Re) ~ 1000 die Auswirkungen der aniso-
tropen grossen Skalen vorhanden sind.

Die Ergebnisse des Cornell Experiments stehen insgesamt im Einklang mit ihrem
franzosischen Pendant. Durch die Detektortechnik ist es hier sogar gelungen, bis
in die kleinsten Skalenbereiche vorzustossen und direkt die Beschleunigung eines
Lagrange-Teilchens zu messen.

2.3 Direkte numerische Simulation

Als Ergdnzung zu den oben diskutierten experimentellen Messungen werden
abschliessend die Ergebnisse einer aktuellen direkten numerischen Simulation
(DNS) zur Turbulenz im Lagrange-Bild vorgestellt. In der DNS der Gruppe
Biferale aus Rom koénnen die Teilchenbahnen sowohl im dissipativen Bereich
aufgelost, als auch fiir Zeiten in der Gréssenordnung von 17, verfolgt werden
[BBCLT04]. Allerdings sind die Reynoldszahlen mit Rey =~ 280 deutlich niedri-
ger.

In einer DNS werden die Navier-Stokes-Gleichungen direkt integriert, es fliessen
also keinerlei Modellannahmen ein. Die Integration wird in einem dreidimen-
sionalen Wiirfel mit 1024% Gitterpunkten und periodischen Randbedingungen
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Abbildung 2.7: Verteilungen der Geschwindigkeitsinkremente und der Beschleu-
nigung (dusserste Kurve) in der DNS. Verlauf der Kurtosis in Abhéngigkeit von
7 (kleines Bild). Entnommen aus [BBCLT04].

unter Verwendung eines Pseudospektralverfahrens durchgefiithrt. Aufgrund des
hohen Rechenaufwands wird ein Parallelcomputer verwendet.

Durch eine konstante Rate der Energiezufuhr € wird ein statistisch stationéres
Geschwindigkeitsfeld erzeugt, in das Millionen von Lagrange-Teilchen eingelas-
sen werden. Uber die Beziehung

dX(t)
dt
werden die Trajektorien der Teilchen iiber die Zeidauer 17, integriert. Die Orte

X (t) und Geschwindigkeiten X (¢) werden mit einer Aufzeichnungsrate von
0.07 7, fiir die Datenauswertung gespeichert.

= u(X(t),1) (2.5)

Die gemessenen Verteilungen in Abb. 2.7 stehen im Einklang mit den
Ergebnissen aus Lyon und Cornell. Die Verteilungen der Geschwindigkeitsin-
kremente sind im Bereich 77 Gaufformig und werden fiir kleiner werdendes
7 immer stirker intermittent. Schliesslich ndhern sie sich der bekannten Form
der Beschleunigungsverteilung mit den weiten Flanken an. Den Verlauf dieser

Entwicklung zeigt ein Plot der Kurtosis K(7) = % in Abhéngigkeit von

7 (kleines Bild in Abb. 2.7): Fiir den Bereich um T}, ist sie Gaufkurven ent-
prechend 3 und steigt fiir kleiner werdende 7 an bis sie einen Sattigungsbereich
erreicht.

In dieser Simulation wurde ebenfalls das anomale Skalierungsverhalten der
Strukturfunktionen untersucht. Abb. 2.8 zeigt die D,(7), die fir n = 2,4,6
doppelt logarithmisch aufgetragen wurden. Die Skalenexponenten werden wie-
der mit dem ESS-Ansatz ermittelt: hier findet man die relativen Exponenten
£(4) = 1,74+ 0,05, £(5) = 2.0+ 0,05 und £(6) = 2.2 £ 0,07, was mit dem
Resultat aus Lyon G1.(2.3) vergleichbar ist.
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Abbildung 2.8: Doppelt logarithmischer Plot von D,(7) fiir n = 2,4,6 (von
unten nach oben) gegen 7. Unten rechts: lokale Steigung dlog D,,/dlog 7. Oben
links: relative Steigung bzgl. Da(7). Entnommen aus [BBCLT04].

Zuséatzlich wurde die Konstante agp aus der Heisenberg-Yaglom-Vorhersage
gemessen (siehe Gl.(2.4)). Mit dem Wert a9 = 3.5 &+ 0.3 entpricht sie den
Ergebnissen aus Cornell fiir vergleichbare Reynoldszahlen.

Die Experimente und Simulationen stimmen also in ihren Ergebnissen
fiir die statistischen Grossen der vollentwickelten Lagrange-Turbulenz weitge-
hend iiberein. Viele Vorhersagen aus K41 konnen nicht eindeutig nachgewiesen
werden, wobei sich natirlich die Frage stellt, fiir welche Reynoldszahlen
tatséchlich ein ausgeprégter Inertialbereich vorhanden ist. Der Kernpunkt ist
die stark intermittente Form der Verteilungen der Geschwindigkeitsinkremente
fir kleine 7 bzw. der Beschleunigung des Lagrange-Teilchens. Wie dieser
experimentelle Befund in Einklang mit phinomenologischen Theorien gebracht
werden kann, wird im néchsten Kapitel behandelt.



Kapitel 3

Heuristische Modelle fur die
Einteilchenstatistik

Der intermittente Charakter turbulenter Stromungen konnte im FEuler-Bild
schon wesentlich frither als im Lagrange-Bild nachgewiesen werden. Schon seit
den 60er Jahren beschiftigt sich ein Grossteil der Turbulenzforschung damit,
die Diskrepanz zwischen den Vorhersagen von K41 und den experimentellen Er-
gebnissen zu untersuchen und davon ausgehend verfeinerte phinomenologische
Modelle zu formulieren.

In diesem Kapitel werden verschiedene heuristische Intermittenzmodelle fiir die
Lagrangesche Teilchenstatistik vorgestellt. Ausgehend von Kolmogorovs selbst
eingefiithrter Erweiterung seiner Theorie stehen zunéchst Eulersche Modelle im
Blickpunkt, die wie im Fall des multifraktalen Modells, in das Lagrange-Bild
iibertragen werden kénnen. Bei den eigenstindigen Lagrange-Modellen ist ein
vielfach verwendeter Ansatz die Modellierung der turbulenten Beschleunigung
iiber einen stochastischen Prozess. In neuerer Zeit weckte eine mogliche Verbin-
dung der Teilchenstatistiken zur nichtextensiven Tsallis-Statistik grosse Reso-
nanz. Allen heuristischen Modellen gemeinsam ist die Tatsache, dass ihre Be-
deutung nur durch den Vergleich mit den Experimenten bewertet werden kann.
Die hier vorgestellte Ubersicht ist natiirlich bei weitem nicht vollstindig. Die
Vielfalt der Modelle zeigt zum einen das grosse Interesse an den neueren experi-
mentellen Ergebnissen, zum anderen aber auch, dass iiber eine einheitliche Be-
schreibung noch kein Konsens erzielt wurde. Fiir eine weitergehende Diskussion
wird auf den Ubersichts-Artikel von Aringazin und Mazhitov [AM04] verwiesen.

3.1 Modelle im Euler-Bild

3.1.1 Kolmogorovs log-normal Modell

Die von Kolmogorov und Oboukhov 1962 veroffentlichten Erweiterungen von
K41 [K62],[Ob62] beziehen sich auf die beiden Ahnlichkeitshypothesen (siche
Abschnitt 1.2.2). Die erste Ahnlichkeitshypothese wird folgendermassen abge-
dndert: Die Statistiken der Euler-Geschwindigkeitsinkremente dv; := dv(l) hén-
gen nicht mehr von einer {iberall in der Stromung konstanten Dissipationsrate €,

23
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sondern vielmehr von der Grosse € ab, der iiber die Skala | gemittelten lokalen
Dissipationsrate €(x,t):

1
e(x,t) == B /Ve(x—l— U, t)dl , (3.1)

wobel definiert wird

L 1 87)1' avj 2
e(x,t) == §UZ <axj + 8@) : (3.2)

ij

Die zweite verfeinerte Ahnlichkeitshypothese besagt dann, dass im Bereich
n < | < ly die Statistiken von dv; nur in Abhéngigkeit von ¢ universell sind und
durch ¢ und ! unabhingig von v festgelegt werden. Analog zur originalen For-
mulierung folgt daraus aus einer Dimensionsanalyse: < (§;v)"|e > = Cp(e1)™/?
mit der dimensionslosen Konstanten C,. Das Skalierungsverhalten der Struk-
turfunktionen im Inertialbereich erhélt man daraus als unbedingten Mittelwert:

Sul) = < |G| > = << |6[* | ¢ >>=Cp < P > 173 (3.3)

Da < ¢ > = € gilt, ergeben K41 und K62 im Fall n = 3 beide die von dem
—4/5-Gesetz geforderte Vorhersage.
Um Aussagen iiber die Strukturfunktionen fiir beliebige n zu machen, miissen
die statistischen Eigenschaften von ¢ festgelegt werden. Dazu wird die Annahme
gemacht, dass ¢ log-normal verteilt ist (d.h. In(¢;/€) ist normalverteilt). Zusitz-
lich soll gelten < € > /e ~ (lo/1)" mit der positiven Konstanten y, die als

Intermittenz-Exponent bezeichnet wird. Die Momente von ¢; skalieren dann wie

z (3.4)

< eim > lo m(m—1)p/2
em

Fiir das Skalierungsverhalten der Strukturfunktionen GI.(3.3) ergibt sich
daraus S, (1) ~ [** mit dem Exponenten

Go= 5~ cpnln=3) . (3.5)
Aus dem experimentell bestimmten Intermittenz-Exponenten p = 0.25+0.05
erhédlt man z.B. fiir n = 2: (o = % + % und damit eine kleine Korrekur zum
k~=5/3 Spektrum. Bei grossen n stimmen die Vorhersagen von K62 mit den Ex-
perimenten immer weniger iberein. Die Bedeutung der verfeinerten Hypothesen
liegt damit vor allem darin, dass sie als erstes heuristisches Modell den Inter-
mittenzphinomenen Rechnung trugen und wegweisend fiir viele spitere Anséitze
waren.

3.1.2 Castaings Gleichung

B. Castaing verfolgte dieselbe Idee lokal unterschiedlicher ¢ [CGH90|. Um die
Statistiken bestimmen zu kdnnen, bendtigt man wie oben zwei Annahmen: die
Statistik der relevanten Grossen fiir ein festes ¢ und die Verteilung der € in der
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Stromung.

Da letztendlich nur diese - Verteilung fiir die intermittenten Statistiken verant-
wortlich ist, wird als erste Annahme postuliert, dass jede von einem festen ¢
abhingige Grosse normalverteilt ist. Die Verteilung der Geschwindigkeitsinkre-
mente §;v ist in diesem Fall vollstdndig durch die Varianz o; festgelegt:

e (S).

wobei dimensionelle Uberlegungen den Zusammenhang o; ~ (1)'/3 ergeben.
Die Intermittenz kommt nun durch die fluktuierenden o; ins Spiel. Entsprechend
K62 ist auch hier die zweite Annahme, dass o; log-normal verteilt ist:

1 In?(0;/0%)\ 1
Wrs exp (—2)\2> p : (3.7)

oY ist die wahrscheinlichste Varianz von v und \ ist die Varianz von In(oy).
Aus G1.(3.6) und GI.(3.7) erhilt man die intermittente Verteilung fiir 6;v:

P(ow) =

Qo) =

M(ow) = /Oodalmw)@( )

_ 2m/ dawxp( (5”])) p< ln2(5;400)>;12 [(3.8)

Dieser Ausdruck kann als Integraltransformation einer Gauffunktion aufge-
fasst werden und gibt damit eine allgemeine Form der Geschwindigkeitsvertei-

lungen vor:
oo u2
flu,t) = /0 n(s,t)exp (—S> . (3.9)

Gleichungen dieser Art mit unterschiedlichen n(s,t) liefern ebenfalls in an-
deren Modellen die gesuchten intermittenten Verteilungen, sowohl im Euler-
als auch im Lagrange-Bild. Man kann daher Gl.(3.9) als ein vereinheitlichen-
des Schema ansetzen. Hier soll schon angemerkt werden, dass dadurch auch das
Problem der heuristischen Ansétze deutlich wird: Die gesuchten Kurven werden
im Prinzip einfach durch eine Uberlagerung unterschiedlich gewichteter Gauk-
kurven angenéhert, wobei die Gewichtungsfaktoren aus zusdtzlichen Modellan-
nahmen stammen. Die Navier-Stokes-Gleichungen, in denen die physikalischen
Vorgange zum Ausdruck kommen, die letztendlich fiir die charakteristische Form
der Verteilungen verantwortlich sind, bleiben darin allerdings unberiicksichtigt.

3.1.3 Beschreibung einer turbulenten Kaskade

Ein innovativer phanomenologischer Ansatz, um die gesamte turbulente Kaska-
de statistisch zu beschreiben, geht auf J. Peinke und R. Friedrich zuriick [FP97].
Aus den experimentellen Daten eines freien turbulenten Strahls wurde die Ver-
bundverteilung f(ve, l2; v1, 1) fir die Geschwindigkeitsinkremente vy, v1 auf zwei
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unterschiedlichen Lingenskalen la,l; bestimmt. Die Ubergangswahrscheinlich-
keit p(ve,l2|v1,l1) unterliegt dabei einer Fokker-Planck-Gleichung mit experi-
mentell bestimmten Drift- und Diffusionskoeffizienten D! (vo,ls), D?(v2, l2):

2
86l2p(’02, lg‘vl, ll) = {— (88’[)2) Dl(’UQ, lg) + <881]2> D2(U2, lg)} p(’UQ, lg”Ul, ll)
(3.10)
Diese Gleichung beschreibt die Entwicklung der Verteilung als Funktion der
Skala [ und gibt daher auch die beobachtete Intermittenz wieder. Vereinfachen-
de Annahmen iiber die Drift- und Diffusionskoeffizienten zeigen, dass in dieser
Beschreibung sowohl das Skalierungsverhalten nach K41, als auch nach K62
enthalten ist.

3.2 Multifraktale Modelle

Wie in Abschnitt 1.2.2 kurz erwéhnt wurde, beruhen moderne Formulierungen
von K41 auf einer postulierten Skaleninvarianz der Turbulenz: Es wird ange-
nommen, dass die Strémung genau einen Skalenexponenten h besitzt, so dass
sv(z, \) = Mév(x,1). Mit dem Wert h = % folgt direkt das Skalierungsver-
halten S, (1) ~ 1"/3_ Betrachtet man allerdings die Symmetrieeigenschaften der
Navier-Stokes Gleichung, so findet man im Grenzfall der vollentwickleten Tur-
bulenz v — 0 eine Invarianz unter beliebigen reellen Skalenexponenten h.

Das von Frisch und Parisi entwickelte multifraktale Modell |[PF85] erweitert ge-
rade die Einschrénkung auf einen einzigen Exponenten. Die Grundidee ist die,
dass sich die Stromung aus fraktalen Mengen zusammensetzt, in deren Um-
gebung jeweils ein anderer Skalenexponent giiltig ist. Im Bild der Richardson
Kaskade kann man sich unter einer fraktalen Menge Sj anschaulich die Men-
ge der Wirbel einer sehr kleinen Skala [ vorstellen, wenn das von den Wirbeln
eingenommene Volumen bei jedem Zerfallsprozess weiter abnimmt (in etwa ent-
sprechend einer Cantor Menge).

Die globale Skaleninvarianz von K41 wird jetzt zu einer lokalen Skaleninvarianz,
d.h. in der turbulenten Stromung gibt es eine ganze Reihe von Skalenexponen-
ten I = (hmin, hmaz)- Fiir jedes h € I existiert eine Menge S € R® mit einer
fraktalen Dimension D(h), so dass innerhalb dieser Mengen S;, das Skalierungs-
1\ @)
lo
Modell wird postuliert, dass die Skalenexponenten Apin und Apeq, sowie die
Funktion D(h) universell sind (die sogenannte multifraktale Universalitat).
Aus dem lokalen Verhalten ergibt sich das globale Skalierungsverhalten der Fu-
lerschen Strukturfunktionen durch Integration {iber alle h:

 \ hnt3-D(h)
dh () . (3.11)
el lo

verhalten nach K41 gilt: dv(z) ~ vg( fir z € S;. Im multifraktalen

(1) = < |6y0|" >~ vg/
h

(h)
Der Faktor (%) ist hier die Wahrscheinlichkeit, innerhalb eines Abstands

[ von der Menge S, mit der fraktalen Dimension D(h) zu sein. Im Limes | < [y
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Abbildung 3.1: ESS-Plot der Lagrangeschen Strukturfunktionen D, (7) gegen
Dy(7). Symbole beziehen sich auf Daten der DNS fiir n = 4, 6, 8 (von unten nach
oben). Die Vorhersagen des multifraktalen Modells zeigen nur fiir grosse 7 eine
Ubereinstimmung. Im kleinen Bild sind dieselben DNS-Daten in Abhingigkeit
von 7 zu sehen. Entnommen aus [BBCDLT04].

dominiert in GI1.(3.11) der kleinste Exponent:

NG
Sp(l) ~ vy <> . (3.12)
lo
Der anomale Skalierungsexponent der Strukturfunktionen ist also
¢F =inflnh +3-D(h)] (3.13)

wobei das —4/5-Gesetz zu der Randbedingung ¢ = inf[3h +3 — D(h)] = 1
fithrt.

Dieses phénomenologische Modell im FEuler-Bild, kann nun in analoger
Weise auf die Geschwindigkeitsstatistiken der Lagrange-Teilchen {ibertragen
werden [BBCDLTO04]. Dazu kann man sich vorstellen, dass sich die Ge-
schwindigkeitsfluktuationen entlang einer Teilchenbahn aus den Beitrigen
der verschiedenen Wirbel zusammensetzen. Fiir eine Zeitdifferenz 7 ist der
Hauptbeitrag von einem Wirbel der Grosse [, also gilt d,v ~ dv. Weiterhin
nimmt man an, dass 7 und [ {iber die typische Wirbelumlaufzeit verkniipft

h
sind: 7 ~ [/év. Mit dem Skalierungsverhalten d;v ~ vy <%> folgt

h
rolpen (3.14)
v

Aus dem multifraktalen Ausdruck fiir die Eulersche Strukturfunktion Gl.(3.11)
ergibt sich dann direkt das Ergebnis fiir die Lagrangesche Strukturfunktion:

hn+3—D(h)

1—h
Du(7) = < [6,0]" > ~ vg/ dh <T> . (3.15)
hel 11
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Hier liefern die fluktuierenden Wirbelumlaufgeschwindigkeiten einen zusitzli-

chen Beitrag. Die Wahrscheinlichkeit, in einer Zeitdifferenz 7 einen Skalenexpo-
3—D(h)

nenten h vorzufinden, ist nun proportional zu (TLL "™ Im Grenzfall T < T},

dominiert wieder der kleinste Exponent in G1.(3.15): Dy,(7) ~ 76+ . Der anomale

Lagrange-Skalierungsexponent ist folglich

- {hp+3z>(h)]

¢k — (3.16)

Abb. 3.1 zeigt einen Vergleich der Vorhersagen dieses Modells mit den Er-
gebnissen der direkten numerischen Simulation von der Gruppe Biferale. Ein
klares Skalierungsverhalten kann mit der ESS Methode nur fiir grosse 7 (bzw.
Dy) erzielt werden (grosses Bild). Eine Erklarung fiir die starken Abweichungen
im Bereich kleiner 7 bieten eventuell beobachtete Wirbelstrukturen.

3.2.1 Dissipationseffekte

Die Aussagen der hier behandelten Modelle hatten sich bislang ausschliesslich
auf den Inertialbereich der turbulenten Energiekaskade bezogen. Das multifrak-
tale Modell kann iiber den besprochenen Rahmen hinaus so erweitert werden,
dass auch fiir den Dissipationsbereich Vorhersagen gemacht werden konnen.
Insgesamt wird so eine Beschreibung der Intermittenzeffekte fiir einen grossen
Skalenbereich ermdglicht [CRLMPAO3].

Zunichst wird ein Geschwindigkeitsinkrement d,v als Produkt von zwei
Anteilen formuliert:

dro(t) =v(t+71)—v(t) =0 <;L) o7, v . (3.17)
Die unabhingige Zufallsfunktion 5(7/77) enthilt die gesamte Abhéngigkeit des
Geschwindigkeitsinkrements von der Zeitskala 7. Wie zuvor wird die Vertei-
lung der o7, v — der Geschwindigkeitsinkremente fiir integrale Zeiten — als
Gaukfunktion (G) angenommen. Mit der Verteilung P(3) der Fluktuationen 3
schreibt sich die Verteilung der Geschwindigkeitsinkremente fiir beliebige Skalen
7 folgendermassen:

6.0 = [ % (55) P (3.18)

Im multifraktalen Modell haben die Fluktuationen des Inertialbereichs das
Skalierungsverhalten 3 ~ (7/T7)" mit einer Verteilung P(8) ~ (1/Tg)*P™),
Der Ubergang von den Statistiken des Inertialbereichs zu denen des Dissipati-
onsbereichs geschieht dann, wenn die lokale Reynoldszahl ~ 1 wird und Rei-
bungseffekte wirksam werden (siehe Abschnitt 1.2.1):

o Tov? T of T P
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Abbildung 3.2: Ergebnisse des multifraktalen Modells unter Beriicksichtigung
des Dissipationsbereichs. (a) Gendherte Kurven an die experimentellen Daten
aus Cornell (oberste Verteilung) und Lyon. (b) Vergleich mit einer DNS. Ent-
nommen aus [CRLMPAO03|.

Hier ist Re die integrale Reynoldszahl. Daraus folgt zum einen eine loka-
le Dissipationsskala 7, an der die lokalen Geschwindigkeitsinkremente zum

Skalierungsverhalten des Dissipationsbereichs iibergehen, 7,(h) = TLRe_ﬁ,
zum anderen ergibt sich fiir diesen Ubergang ein kritischer Skalenexponent

h*(r) = —3(1—/In 7). Damit iiberhaupt ein Inertialbereich vorhanden ist,
muss zudem h > —1/2 sein.

Im Vergleich zu K41 gibt es also nicht nur eine Dissipationsskala 7, sondern
entsprechend den Skalenexponenten ein ganzes Spektrum 7,(hmaz) > m(h) >
Ty (Rmin). Geht man zu immer kleineren Skalen 7, so wird immer noch der Ein-
fluss der Skalenexponenten h spiirbar, fir die 7 > 7,(h) gilt. Dies fithrt zur
Ausbildung des sogenannten dissipativen Zwischenbereichs. Das dissipative Ska-
lierungsverhalten ist

ﬁ~<1TL>h , P(ﬁ)~(”}f))m(h) - (3.20)

Fiir das Skalierungsverhalten der Geschwindigkeitsinkremente v auf einer Ska-
la 7 ergeben sich daher sowohl Effekte des Inertial- als auch des Dissipations-
bereichs, die tiber 3(7/TL; h) beriicksichtigt werden konnen. Zweckméssigerwei-
se transformiert man dazu die Integrationsvariable auf h. Fir h > h*(7) soll
B(7/Tr; h) dann das dissipative, fir —1/2 < h < h*(7) das inertiale Skalie-
rungsverhalten erfiillen. Zusétzlich fordert man einen stetig differenzierbaren
Ubergang von 3(7/Tr; h) am Punkt h*(7). Diese Anforderungen fiihren auf fol-
genden Ansatz fiir die Funktion ((7/Tr;h), der den gesamten Skalenbereich
abdeckt:

oy &)
ﬁ(h,TL,Re> e A (3.21)
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wobei die Abhéngigkeit von Re {iber 7, auftritt. J ist ein freier Parameter, der
fiir einen glatten Ubergang von inertialen zu dissipativen Skalen verantwortlich
ist. Fiir die Verteilungsfunktion wird entsprechend angesetzt

(L) 1-D(h)
Ty,

.
P (h; ,Re,D(h)> ~ -
7. 1+ ()| PB-D/5

(3.22)

Der Ausdruck fiir die Verteilung der Geschwindigkeitsinkremente einer Zeitskala
7 ist nach GI1.(3.18) mit diesen beiden Gleichungen vollstindig bestimmt,

o P(h;LL,Re,D(h)) 5.
H(éTv):/_l/zdh S gon) g(;) , (3.23)

und kann zur Analyse der experimentellen und numerischen Daten verwendet
werden.

Die freien Variablen sind dann 77, Re, ¢ und D(h). Die globalen Parameter 17,
und Re sind direkt iiber den Erzeugungsmechanismus der Strémung gegeben.
Das Spektrum der Skalenexponenten D(h) kann nur aus den Daten bestimmt
werden. Man nimmt als Ansatz gewohnlich eine quadratische Gleichung an:
D(h) = 1 — (h — ¢1)?/2ce. Die Bedingung ¢; = 1/2 + cp gewihrleistet das
K41-Skalierungsverhalten fiir die Strukturfunktion 2. Ordnung. Die Datensétze
werden schliesslich iiber die Parameter 0 und cp angendhert (siehe Abb. 3.2).

3.2.2 Multifraktaler Random Walk

Die Gruppe Pinton entwickelte ein dynamisches Modell auf der Grundla-
ge einer Langevin-Gleichung, um die fluktuierende Geschwindigkeit eines
Lagrange-Teilchens zu beschreiben [MDLAPO02]. Der entscheidende Ansatz
fiir die bendtigten Intermittenzkorrekturen ist die Annahme, dass die Stirke
der stochastischen Kraft (entsprechend die Schrittweite des Random Walk)
langreichweitige Korrelationen in der Zeit aufweist.

Betrachtet man ein Geschwindigkeitsinkrement {iiber eine Zeitdifferenz 7,
so ldsst sich dieses als eine Summe iiber die Beitrdge kleinerer Zeiten 71
auffassen:

/71
Su(t) =v(t+7)—v(t)=> nv(t+nm) (3.24)

n=1

Fiir statistisch unabhéngige Inkremente der Dauer 7 verhalten sich die Ge-
schwindigkeitsfluktuationen d,v wie ein Brownsches Teilchen und ergeben nach
dem zentralen Grenzwertsatz die Statistiken von K41. Die stochastische Kraft
wire in diesem Fall weisses Rauschen. Experimentelle Messungen in Lyon wei-
sen aber darauf hin, dass diese statistische Unabhangigkeit nicht gegeben ist:
Die Autokorrelation der Schrittweiten |0, v| fallt nur sehr langsam ab und ver-
schwindet erst fir 71 > 77, [MDLAPO2].
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Abbildung 3.3: Ein Vergleich des multifraktalen Random Walk Modells mit
dem Experiment aus Lyon. Die Kreuze an der obersten Kurve entsprechen der
Vorhersage des MRW fiir A2 = 0.115. Entnommen aus [MDLAP02].

Dieser Befund wird im Random Walk Modell folgendermassen beriicksichtigt:
Die Langevin-Gleichung beschreibt das Verhalten der Teilchengeschwindigkeit
iiber die Variable W(t), die von einer stochastischen Kraft getrieben wird.
Die Richtung der stochastischen Kraft wird durch eine gewohnliche Langevin-
Kraft modelliert, also als eine d-korrelierte Gaufiverteilte Zufallsvariable mit
verschwindendem Mittelwert. Die Stirke der Kraft A(t) ist immer positiv und
soll die Korrelationen widergeben: A(t) = e*(®). Dies wird dadurch erreicht, dass
der stochastische Prozess w(t) die folgende Beziehung fiir 7 < T}, erfiillt:

<wt)w(t+7)>=—-)\? ln(TlL) . (3.25)

Der Parameter A2 variiert die zeitliche Korrelation des Prozesses. Durch dieses
Modell wird eine Dynamik beschrieben, die einem eindimensionalen multifrak-
talen Random Walk entspricht.

Analytische Rechnungen zeigen dann multifraktale Skalierungseigenschaften der
Momente von W (t): < |§;W|" >~ 7¢(") mit dem Exponenten

C(n) = (; + )\2> n— AQQ”Q . (3.26)

In diesem Modell reguliert also derselbe Parameter A\? sowohl die Stirke der
Intermittenz als auch die zeitliche Korrelation des stochastischen Prozesses.

In den experimentellen Ergebnissen aus Lyon wurden Hinweise auf das Verhalten
des ESS-Skalierungsexponenten in Form von G1.(3.26) gefunden. Der Intermit-
tenzparameter wurde dort aus einer Niherung bestimmt: A?> = 0,115 4 0.01.
Die Verteilung der Geschwindigkeitsinkremente des Modells reproduziert dann
die experimentellen Verteilungen recht gut, wie anhand Abb. 3.3 ersichtlich ist.
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3.3 Tsallis-Statistik und Turbulenz

Eine nichtextensive Formulierung der statistische Mechanik wurde von
C. Tsallis Ende der 80er Jahre als Erweiterung der Boltzmann-Gibbs-
Gleichgewichtsstatistik eingefithrt [Ts88]. Seither haben sich vielféltige
Anwendungen in der statistischen Physik ergeben bis hin zu komplexen Nicht-
gleichgewichtssystemen. Motiviert durch die neueren Lagrange-Experimente
wurden auch Modelle der Turbulenz formuliert, denen eine nichtextensive
Statistik zugrundeliegt.

Tsallis-Statistik beruht im Wesentlichen auf der nichtextensiven Entropie
Formel:

So = qil (1 - zi:pZ?) . (3.27)

Die Summe geht iiber die Wahrscheinlichkeiten p; der mikroskopischen Zu-
stdnde ¢ des physikalischen Systems. ¢ # 1 ist der zentrale Parameter der Theo-
rie, der sogenannte Entropie-Index. Im Grenzfall ¢ — 1 ergibt sich aus G1.(3.27)
die extensive Boltzmann-Entropie S = — ) . p;Inp;. Analog zur gewthnlichen
statistischen Mechanik erhalt man die Verteilung der Zusténde iiber die Extre-
malisierung von Sg unter geeigneten Nebenbedingungen. Dieses Vorgehen fiihrt
auf eine verallgemeinerte Version der kanonischen Verteilung:

pi= (- (-QBE)™ (3.28)
q

mit der Zustandssumme Z, =), Z%(l —(1- q)ﬁEi)ﬁ, der inversen Tempera-
tur 8 = 1/(kgT) und der Energie des i-ten Zustands FE;. Fiir ¢ — 1 erhilt man
aus G1.(3.28) wie erwartet den Boltzmann faktor p; ~ e .

Die Frage nach der physikalischen Realisierbarkeit der Tsallis-Statistik kann im
Rahmen der von C. Beck entwickelten sogenannten ,Superstatistik” beantwor-
tet werden [Be0O1], in der die verallgemeinerte kanonische Verteilung Gl.(3.28)
als ein Spezialfall enthalten ist. Diese Superstatistiken sind relevant fiir die Be-
schreibung von Nichtgleichgewichtssystemen mit einem fluktuierenden intensi-
ven Parameter, der z.B. fiir die inverse Temperatur oder im Fall der Turbulenz
fiir die Dissipationsrate stehen kann.

Eine Superstatistik kann einfach dynamisch realisiert werden. Ausgangspunkt
ist die folgende Langevin-Gleichung fiir eine Komponente der Beschleunigung

a(t):
a(t) = yF(a) + ol'(t) . (3.29)

Hier ist I'(¢) eine gewohnliche d-korrelierte Langevin-Kraft, v > 0 eine Rei-
bungskonstante, o ein Mass fiir die Starke des Rauschens und F'(a) = —%V(a)
die Driftkraft. Fiir konstante v und o ist die stationdre Verteilung von a gegeben
durch P(a) ~ e #V(®) wobei § := %. Da ein fluktuierendes # angenommen
wird, folgt als zusétzliche Forderung, dass v und o so fluktuieren, dass (8
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eine bestimmte Verteilung f(/3) besitzt. Die Fluktuationen sollen sich zudem
auf einer sehr grossen Zeitskala abspielen, so dass sich das System fiir kleine
Zeiten stets in einem lokalen Gleichgewicht befindet. Im Bild der turbulenten
Stromung kann man sich anschaulich vorstellen, dass das Lagrange-Teilchen bei
seiner Bewegung durch die Stromung lokal unterschiedliche Dissipationsraten
spiirt.

Die bedingte Verteilung von a fiir ein festes [ ist also gegeben als

p(alB) = exp{—GV(a)} (3.30)

1
Z(pB)
mit der Normierungskonstanten Z(/3). Fiir eine gegebene Verteilung f((3) der
Fluktuationen erhilt man daraus die unbedingte Verteilung fiir die Beschleuni-

gung:
M(a) = / p(alB)f(B)AS (3.31)

Daran ist wieder die allgemeine Form G1.(3.9) erkennbar. Uber eine geeignete
Wahl des Potentials V(a) und der Verteilung f(3) kann diese Verteilung an
unterschiedliche physikalische Systeme angepasst werden. Die Verteilung der
Tsallis-Statistik G1.(3.28) entspricht dem harmonischen Potential V(a) = 3a?
und einer I'-Verteilung der Ordnung n fiir f(5):

f(B) = F(ln) (g))nﬂ’” exp {—Zf} : (3.32)

Hier ist By = < 8 > der Mittelwert der fluktuierenden (. Der Entropie-Index
ist dann gegeben als ¢ = % + 1.

Zur Beschreibung der Turbulenzstatistiken wurden von Beck in diesem
Modell der Superstatistik zwei verschiedene Ansétze vorgeschlagen.
Behélt man die I'-Verteilungen fiir f(3) bei und wéhlt ein Potential der Form
V(a) = |ul?>*, so ist f(8) mit G1.(3.32) gegeben und die bedingte Verteilung
G1.(3.30) wird zu

p(alB) =

«

L(5)

ﬂi exp{—ﬁ|u|2a} , (3.33)

d.h. sie nimmt die Form sogenannter gestreckter Exponentialfunktionen an.
Die fluktuierende Grosse [ ist hier mit der lokal gemittelten Dissipationsrate
€ Uber eine typische Zeitskala 7 verkniipft: 8 = Ae7, wobei A eine geeignet
dimensionierte Konstante ist.

Alternativ kann fiir das Potential die Form V(a) = 3a® und fiir f(3) die
bereits erwdhnte log-normal Verteilung G1.(3.7) angenommen werden [Be(2].
Die bedingten Verteilungen sind dann die bekannten Gauffunktionen und die
Verteilung der Beschleunigung ist analog zu G1.(3.8):

oo B2
(a) = ! / g s~/? exp{—(logm) }6_55“2 : (3.34)

_277'(‘8 0 282
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Abbildung 3.4: Die Vorhersage der Superstatistik G1.(3.34) fiir s> = 3,0 im
Vergleich mit dem Cornell-Experiment. Entnommen aus [Be02].

Fir m = eé haben die Verteilungen II(a) Varianz 1 und koénnen mit der
experimentellen Beschleunigungsstatistik aus Abschnitt 2.2 verglichen werden.
Der einzige Parameter zur Anpassung der Kurven ist dann s. Die sehr gute
Ubereinstimmung in Abb. 3.4 wird durch s2> = 3.0 erreicht. Die log-normal
Verteilung fiithrt im Vergleich zur obigen I'-Verteilung nicht auf einen Potenz-
verlauf der Flanken von II(a), was eine bessere Niaherung an die Ergebnisse
des Experiments aus Cornell ergibt. Auf jeden Fall bleibt festzuhalten, dass
dieser Ansatz im Wesentlichen dem lange bekannten Castaing-Modell aus
Abschnitt 3.1.2 entspricht. Es wurde lediglich ausgehend von der stochastischen
Langevin-Gleichung (3.29) formuliert.

Die aus der Superstatistik hergeleiteten Beschleunigungsverteilungen né-
hern sich augenscheinlich hervorragend an die experimentellen Verteilungen
an. Dennoch stellt sich die Frage nach der Bedeutung der nichtextensiven
statistischen Mechanik im Hinblick auf die charakteristischen Eigenschaften
der Turbulenz (siehe hierzu [GK03]). Im Prinzip ist es ein zentrales Ziel in der
Theorie komplexer Systeme, eine Grosse zu finden, die durch ein Nichtgleich-
gewichtssystem extremalisiert wird, entsprechend der Boltzmann-Entropie
im Gleichgewichtsfall. Die Tsallis-Entropie kann dies lediglich fiir Systeme
erfiillen, die sehr viel einfacher als die Turbulenz sind. Die Langevin-Gleichung
(3.29) realisiert z.B. nur ein System mit einem Freiheitsgrad im Vergleich
zu den unzdhligen korrelierten Freiheitsgraden einer turbulenten Stromung.
Zudem konnen charakteristische statistische Eigenschaften der turbulenten
Energiekaskade nicht durch eine Statistik widergegeben werden, die auf der
kinetischen Energie basiert |[GKO03]. Die Tsallis-Statistik muss hier wohl eher
als ein eleganter Ansatz zur Datenanalyse angesehen werden ohne jedoch
Hinweise auf grundlegende physikalische Zusammenhinge zu geben oder gar
das Turbulenzproblem zu 16sen.
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Abbildung 3.5: Die Verbundverteilung fiir Ort und Geschwindigkeit des
Oboukhov-Modells G1.(3.38) zu verschiedenen Zeiten (von links nach rechts zu-
nehmend).

3.4 Lagrangesche Modellierung

Der Lagrangesche Zugang zur Turbulenz hat den Vorteil, dass er sich auf die Be-
schleunigung als zentrale Grosse der Fluiddynamik konzentriert. Tatséchlich bie-
tet die Newtonsche Form der Bewegungsgleichungen G1.(1.18) die Moglichkeit,
das Verhalten turbulenter Strémungen auf der Grundlage physikalisch motivier-
ter Ndherungen der Beschleunigung zu verstehen. Ein solcher Ansatz garantiert
Galilei-Invarianz, die in vielen Eulerschen Modellen gebrochen wird [MoYal|.
Obwohl solche Modellierungsansétze schon friih eingefiihrt wurden, haben sich
erst im letzten Jahrzehnt umfangreichere Forschungsaktivititen auf diesem Ge-
biet entwickelt.

3.4.1 Das Oboukhov-Modell

Bereits in den 50er Jahren formulierte Oboukhov ein sehr einfaches Modell,
um die Statistik eines einzelnen Lagrange-Teilchens zu beschreiben (siehe auch
Abschnitt 1.3.1). Die Beschleunigung des Teilchens wird dabei nicht durch die
physikalisch wirkenden Krifte entsprechend den Navier-Stokes Gleichungen aus-
gedriickt, sondern als eine Zufallsvariable angenommen. Im einfachsten Fall ist
die Beschleunigung ein stochastischer Prozess mit Gaufsscher Statistik. Fiir Ort
und Geschwindigkeit des Teilchens erhélt man folglich die Langevin-Gleichung:

):((t?y) = U(t7y) )
Ulty) = Alty) (3.35)

mit der normalverteilten Zufallsvariable A(t,y):

<Alt,y)> = 0 ,
< A(t,y)A{t,y) > = 2Qi(t—1t) : (3.36)
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Uber die Langevin-Gleichung werden die einzelnen Realisierungen des stochas-
tischen Prozesses bestimmt. Die Beschreibung tiber eine Verteilung f(u, x,y,t)
erhilt man aus der zugehorigen Fokker-Planck Gleichung. Aus G1.(3.35) ergibt
sich dann die Entwicklungsgleichung:

0
a (uvxvyut) +u- fo(u,x,yj) = QAuf(uvxvyut) . (337)

Die Losungen dieser Gleichung haben die Gaufssche Form (siehe Abb. 3.4.1)

v’ 3@—y)u _ 3(z—y)?
Flusont) = Noyexp { - 5 - 2ot 2 (3.38)
und folgendes Skalierungsverhalten der Momente:
<(z—-y)?> ~ Q2 | (3.39)
<ut> ~ Qt . (3.40)

Offensichtlich steht G1.(3.40) im Einklang mit dem nach K41 geforderten Ska-
lierungsverhalten. G1.(3.39) ist das bekannte Richardson Gesetz fiir das mittlere
Abstandsquadrat eines Teilchens in einer turbulenten Stréomung. Das Obouk-
hov Modell kann also ausgehend von einer einfachen Modellannahme zwei sehr
grundlegende Vorhersagen machen. Intermittenz-Korrekturen werden allerdings
nicht beriicksichtigt. Dieses Modell ist damit der klassische Ausgangspunkt fiir
erweiterte Modellierungsansétze in einer Lagrangeschen Beschreibung der Tur-
bulenz.

3.4.2 Lagrangesche Teilchenmethoden

Die Anséitze des Oboukhov-Modells wurden insbesondere von der Gruppe um
S. Pope an der Cornell University weiterentwickelt [Pope|. Die sogenannten La-
grangeschen Teilchenmethoden entsprechen einer ganzen Klasse von Modellen,
die unterschiedlichen Anforderungen an die Modellierung gerecht werden kon-
nen. Sie spielen insbesondere im Ingenieurwesen eine grosse Rolle. Diese Teil-
chenmodelle beruhen auf einer allgemeinen Form der Langevin-Gleichung ent-
sprechend G1.(3.35) fiir Ort und Geschwindigkeit des Lagrange-Teilchens:

X(ty) = Ulty)
Ulty) = a(U(), X(1),0) +b(X(1),00(F) . (3.41)

Hier sind a(u, z,t) und b(z,t) die Drift- und Diffusionskoeffizienten, I'(t) ist

eine gewdhnliche Langevin-Kraft. Die zugeordnete Fokker-Planck Gleichung hat
dann die allgemeine Form:

0
@ (u7x,y,t)+u'vxf(u,x,y7t) = —Vda(u,mt}f(u,x,y,t)}

bl 0P A Sy t)  (342)
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Offensichtlich enthélt G1.(3.42) das Oboukhov-Modell im Grenzfall eines ver-
schwindenden Drift- und eines konstanten Diffusionskoeffizienten.

Waihlt man stattdessen die Koeffizienten:
1
a(u,z,t) = —;Vm <p>+4+GUt)— < U >) ,
b(xz,t) = +/Coe, . (3.43)

so erhélt man das sogenannte verallgemeinerte Langevin-Modell [Pope]. Hier
sind < p > und < U > die Eulerschen Grossen mittlerer Druck und mittlere
Geschwindigkeit. Der erste Driftterm in G1.(3.43) enthélt den Druckgradienten
als exakten Term aus den Navier-Stokes-Gleichungen. Uber die Variable G
kann ein spezifisches Modell charakterisiert werden. Identifiziert man die
Konstante Cy mit der universellen Kolmogorov-Konstanten Co, so fithrt der
Diffusionsterm auf das K41 Skalierungsverhalten der Lagrangeschen Struktur-
funktion 2. Ordnung. Allgemein ist ein isotroper Diffusionsterm notwendig, um
konsistent mit der K41 Hypothese der lokalen Isotropie zu sein. Die Wahl und
Form der Koeffizienten in Gl.(3.42) ist letztendlich immer auf die Forderung
nach Konsistenz mit physikalischen Rahmenbedingungen und -annahmen
zuriickzufiihren.

Ein Vorteil der Lagrangeschen Teilchenmethoden im Vergleich zu anderen
Modellierungsansétzen ist ihre Realisierbarkeit. Unter der Bedingung, dass die
vorkommenden Koeffizienten reell und begrenzt sind, kénnen Realisierungen
von X(t) und U(t) stets bestimmt werden und folglich auch ihre Statistiken.
Es tauchen keine unphysikalischen Artefakte auf. Dies unterstreicht auf der
einen Seite ihre gute praktische Anwendbarkeit, zudem werden daran die Vor-
teile einer Lagrangeschen Turbulenzbeschreibung bei Modellierungsansatzen
deutlich.



Kapitel 4

Gleichungshierarchie und

verallgemeinerte
Fokker-Planck-Gleichung

Im vorangegangenen Kapitel wurden verschiedene heuristische Modelle im
Lagrange-Bild vorgestellt, welche die experimentellen Ergebnisse der Einteil-
chenstatistiken reproduzieren kénnen. Diesen Modellen ist gemeinsam, dass sie
die Existenz eines universellen stochastischen Prozesses postulieren, der dem
Verhalten der Geschwindigkeitsinkremente im Inertialbereich zugrundeliegt und
sich in den Statistiken wiederspiegelt. Fiir die zentrale Grosse in einer Lagran-
geschen Beschreibung der Turbulenz, der N-Teilchen Verteilung f({u;, x;,yi};t)
(siehe Definition G1.(1.21)), miisste folglich eine Entwicklungsgleichung entspre-
chend der Fokker-Planck Gleichung formuliert werden koénnen:

0
&fN({uj,Xij};t) + Zui'VX¢fN({uj,Xj,YJ};t)
= - Zvui'Dl({ujvXjayg'})fN({ujanayg'};t)

+ ZvaQ({u]',Xj,Yj})vuij({Uj,Xj,yj};t). (41)

ij

Wie aus den experimentellen Ergebnissen hervorgeht, muss der stochastische
Prozess nicht notwendigerweise Markov-Eigenschaften aufweisen. Eine Glei-
chung der Form (4.1) mit geeigneten Drift- und Diffusionstermen kann dennoch
in geeigneter Weise die Eigenschaften turbulenter Stromungen modellieren und
wird z.B. bei den Lagrangeschen Teilchenmethoden verwendet. Der einfache
Markov-Fall mit verschwindendem Drift- und konstantem Diffusionsterm ergibt
das behandelte Oboukhov-Modell.

Die zentrale Frage ist nun, wie die Statistiken der Turbulenz mit den
grundlegenden physikalischen Vorgidngen verbunden sind, also wie eine Ent-
wicklungsgleichung in der Art von GIl.(4.1) nicht aus zusétzlichen Annahmen,
sondern direkt aus den Navier-Stokes-Gleichungen hergeleitet werden kann.

38
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Dieses grundlegende Problem einer statistischen Beschreibung der Turbulenz
wird in diesem Kapitel behandelt. Ein neuerer Losungsansatz geht auf R.
Friedrich zuriick [Fr03|, der ausgehend von einer statistischen Formulierung
der Navier-Stokes-Gleichungen im Lagrange-Bild eine Gleichungshierarchie
fiir die Verbundverteilung fiir Ort und Geschwindigkeit von N Teilchen
herleiten konnte. Aus dieser Hierarchie ergibt sich eine verallgemeinerte Fokker-
Planck-Gleichung in der Form von Gl.(4.1) fiir die Einteilchenverteilung. Ein
physikalisch motivierter Schliessungsansatz fithrt davon ausgehend auf eine Er-
weiterung des Oboukhov-Modells. Fiir den Fall der Geschwindigkeitsverteilung
kann dieses Modell gelost werden und ldsst die Verbindung zu einer Klasse
Nichtmarkovscher Prozesse erkennen, die dazu geeignet ist, die Statistiken der
Geschwindigkeitsinkremente zu beschreiben.

4.1 Eine Hierarchie von Entwicklungsgleichungen

Zunéchst soll eine Entwicklungsgleichung fiir die Verbundverteilung f(u, x,y,t)
fiir Ort und Geschwindigkeit eines Lagrange-Teilchens hergeleitet werden [Fr02].
Dazu fithrt man eine sogenannte feinkdrnige Einteilchenverteilung ein, die eine
gegebene Realisierung der Stromung beschreibt:

flu,x,y,t) :=6(x — X(t,y))d(u—U(t,y)) . (4.2)

Die Bewegungsgleichung fiir f(u,x,y,t) ergibt sich durch zeitliche Ablei-
tung:

o -

a (u7 Xy, t) = _X(ta Y) . va(u7 X,Yy, t) - U(t7 y) : vllf(uv Xy, t) . (43)
Unter Beriicksichtigung der Bewegungsgleichungen fiir ein Lagrange-

Teilchen, X(¢t,y) = U(t,y) und U(t) = A(t,y), sowie der Eigenschaften der

0-Funktion ist die Entwicklungsgleichung fiir die feinkérnige Verteilung daraus

gegeben als:

% (u,x,y,t) +u-Vxf(u,x,y,t) = —Vu-A(t,y)f(u,x,y,t) . (44)
A(t,y) ist die auf ein Lagrange-Teilchen wirkende Beschleunigung, die physi-
kalisch iiber die Navier-Stokes-Gleichungen mit dem Druck und der Dissipation
verkniipft ist.

Der Ubergang zu einer statistischen Beschreibung erfolgt nun durch Mittelung
der feinkdérnigen Verteilung iiber die stochastischen Realisierungen:

flu,x,y,t) =< f(u,x,y,t) > , (4.5)

wobei f(u,x,y,t) auch als grobkérnige Verteilung bezeichnet wird. Durch Mit-
telung von Gl.(4.4) erhélt man also eine Entwicklungsgleichung fiir die Einteil-
chenverteilung:

0 _
5 (u,x,y,t) +u- Ve f(u,x,y,t) = —Vu < A(t,y)f(u,x,y,t) > . (4.6)
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Bis zu diesem Punkt sind nur mathematische Umformungen vorgenommen
worden. Die Bedeutung der Gl.(4.6) ist daher lediglich, dass die zeitliche
Entwicklung der Verteilung f(u,x,y,t) von dem Term < A(t,y)f(u,x,y,t) >
abhingt, der als bedingte Beschleunigung interpretiert werden kann. Die
Verbindung zur Turbulenz erfolgt erst, wenn die Beschleunigung A (¢,y) durch
die tatsichlich wirkenden physikalischen Krifte ausgedriickt wird.

Alternativ kénnen hier zusétzliche Annahmen iiber den Beschleunigungsterm
gemacht werden, die auf einfachere geschlossene Entwicklungsgleichungen fiir

die Verteilung fiithren (siehe Abschnitt 3-Modellierung).

Im Weiteren soll direkter Bezug auf die Navier-Stokes-Gleichungen ge-
nommen werden, in denen die Beschleunigung explizit durch G1.(1.20) gegeben
ist:

A(t,y) = [-Vp(x,t) + vAu(x, )] _x 1y

Im Folgenden wird dieser Ausdruck formal umgeschrieben. Der Druckterm
kann als Losung der Poissongleichung mit Hilfe von G1.(1.4) bestimmt werden.
Der erste Term in obiger Gleichung lautet dann:

1 1
Vp(x,t) = /dx'4VxVx/ u(x,t) - Veu(x', )]
s

Py
= /dx’ I'(x,x") :u(x,t) :u(x,t) , (4.7)

wobei entsprechend definiert wird:

n . / . / ._ i 1 . / . /
I(x,x') :u(x',t) s u(x',t) := 47TVX - X/’Vx/ [u(x',t) - Vyu(x', t)]

(4.8)
Fiir den Dissipationsterm schreibt man:

vAu(x,t) = V/dx’Ax5(x—x’)u(x',t)

= l//dx'L(x,x')u(X’,t) , (4.9)

mit der formal definierten Funktion L(x,x’) := Axd(x—x’). Setzt man diese
beiden Ausdriicke in G1.(4.7) ein, so ergibt sich nach einer Koordinatentransfor-
mation x’ = X(¢,y’) fiir die Beschleunigung eines Lagrange-Teilchens:

Alty) = - / dy'TIX(ty), X(t,y)] - Ult,y") : U(t,y')

v [ay LX(@y). Xy UEY) (4.10)

Die bedingte Beschleunigung lautet damit:

<A(t,y)f(u,x,y,t) >
. / dy' < T, X(ty)] : U(ty) : Uty ) Fwx,y,1) >

+ V/dy' < Lix,X(t,y YU,y f(u,x,y,t) > . (4.11)
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Hier wurden wieder die KEigenschaften der J-Funktionen aus der feinkdrni-
gen Verteilung verwendet und x anstelle von X(t,y) geschrieben. Um ent-
sprechend die gestrichenen Variablen umschreiben und die Mittelung durch-
fiihren zu koénnen, muss im néchsten Schritt die Identitdt in der Form 1 =
[du' [dx'6(x" — X(t,y"))d(0’ — U(t,y’)) eingesetzt werden. Die bedingte Be-
schleunigung wird folglich mit einer Zweiteilchenverteilung in Beziehung gesetzt:

< A(t,y)f f(u,x,y,t

= /du/dx/dyfxx cu'd f(d Xy ta x, y,t)
+l//du’/dx’/dy' L(x,x") f(u,x,y, t;u,x,y,t)

_ / i / dx’ / dy' A(x — %', ) . (4.12)

Hier nimmt der Operator A(x — x’,u’) die folgende Form an:

03 1 ,
Ai(x —x' ) Z@Xﬁxjaxkﬁlﬂx g Wiy, + vé(x — x')Aguj. (4.13)

Schliesslich ergibt sich die Entwicklungsgleichung fiir die Einteilchenverteilung
unter Beriicksichtigung der Beschleunigung im Lagrange-Bild:

0
50/ WXy, 1) +u-Vuf(u,x,y,1)
= —Vu /du/dx/dy.Ax—x u)f(u, Xy tu x,y,t). (4.14)

Aufgrund der Nichtlokalitdt des Druckterms (siehe GI.(4.7)) ist diese
Entwicklungsgleichung ungeschlossen und mit der Zweiteilchenverteilung
verkniipft.

Dieses Ergebnis kann in derselben Weise auf N Teilchen erweitert werden. Die
Entwicklungsgleichung fiir die N-Teilchenverteilung ist dann ebenfalls unge-
schlossen und enthélt entsprechend die (N4-1)-Teilchenverteilung. Insgesamt
erhédlt man eine Hierarchie von Entwicklungsgleichungen.

Das ungeschlossene System von Bewegungsgleichungen ist unmittelbare Folge
des hier betrachteten Teilchenmodells, welches das kontinuierliche Geschwindig-
keitsfeld durch eine endliche Anzahl diskreter Teilchen beschreibt. Im Gegensatz
zu einer feldtheoretischen Beschreibung des turbulenten Geschwindigkeitsfelds
kann diese Lagrangesche Beschreibung daher nicht die gesamte Information des
Systems enthalten und fithrt auf ungeschlossene Gleichungen.

Erst der Kontinuumsiibergang fiihrt auf eine geschlossene Entwicklungs-
gleichung, die allerdings die Gestalt einer Funktionalgleichung fiir das
Dichtefunktional F(x(y),u(y),t(y)) annimmt:

[ty

)
= [y [y s Alxty) = x(y).uly ) Platy). x(0). £3)

[E(u(y), x(y), t(y)) (4.15)
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Abschliessend ist noch zu bemerken, dass auch im Euler-Bild ei-
ne entsprechende Hierarchie von Entwicklungsgleichungen fiir die Euler-
Geschwindigkeitsverteilungen hergeleitet werden kann [Lu69]|, [UL69]. Diese er-
gibt sich aus der hier besprochenen Hierarchie durch Integration iiber die Start-
punkte y.

4.2 Verallgemeinerte Fokker-Planck-Gleichung

Im Folgenden wird aus den Ergebnisse des vorherigen Abschnitts eine
formal geschlossene verallgemeinerte Fokker-Planck-Gleichung fiir die Ein-
teilchenverteilung hergeleitet. Dazu wird die Entwicklungsgleichung fiir die
Zweiteilchenverteilung gelost und die Losung in Gl.(4.14) fiir die unbekannte
Verteilung f(u/,x',y’, t;u,x,y,t) eingesetzt.

Zunichst erweist es sich als zweckméssig, gemischte FEuler-Lagrange-
Verteilungen einzufithren, die sowohl die Orte und Geschwindigkeiten der
Lagrange-Teilchen, als auch Punkte des Euler-Geschwindigkeitsfelds mitein-
beziehen. Diese gemischten Verteilungen koénnen aus der reinen Lagrange-
Verteilung durch Integration iiber die Anfangsorte y; gewonnen werden (siche
Abschnitt 1.3):

féV‘L(vl)rlvtl;";v’mvr’mvtm;um-i—laxm-i-l)ym-i-l)tm-i-l;";quxNavatN)
=< 0(vi —u(ry, £1))..0(vip, — u(rm, tm))
d(Xm41 — X(tmt1,Ym+1))--0(xy — Xn(tn,yn)) >

= /dyl--/dym S Qs xi,yis tiy) (4.16)

Die Euler-Geschwindigkeiten und -Orte werden hier stets mit v; und r; bezeich-
net.

Wenn man in der Einteilchen-Entwicklungsgleichung G1.(4.14) die Integration
iiber y’ ausfiihrt, erhilt man die Gleichung:

0
pn (u,x,y,t) + u-Vxf(u,xy,t)

= —Vu-/dv/drA(x—r,v) fv,r,t;u,x,y,t). (4.17)

Anstelle der Zweiteilchen-Lagrange-Verteilung enthilt diese Entwicklungs-
gleichung die gemischte FEuler-Lagrange-Verteilung f(v,r,t;u,x,y,t) eines
Lagrange-Teilchens (u,x,t) und eines Euler-Punktes (r,t). Fiir diese gemischte
Verteilung, kann nun analog zum vorherigen Abschnitt eine Entwicklungsglei-
chung aufgestellt werden:

0
%f(vv r, tv u,x,y, t/) +u- vxf(v> r, t; u,Xx,y, t/)

= —Vu-/dv/dr A(x —r,v) f(V ' ;v e t;u,x,y,t). (4.18)
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Die Losung f(v,r,t;u,x,y,t) ergibt sich daraus durch Integration iiber ¢’
von tg = 0 bis t:

f(v,r,t;u,x,y,t) = fo(V,I‘,t;u,X - Utvyvo)

t
—/ dt'[Vy - /dv'dr'.A(fc—r',v’)
0

f(vl7 I‘/, t/; v,r,t;u,X,y, t/)}izx—u(t—t’) : (419>

Der erste Term ist die Anfangsbedingung fo, die Retardierung
x = x — u(t — t') resultiert aus den Galilei-Transformationen vor und
nach der Integration.

Fihrt man im n#chsten Schritt fiir die unbekannte gemischte Ver-
teilung f(v/,r',t';v,r,t;u,x,y,t') eine unbekannte bedingte Verteilung
p(v, Y t';v,r tlu, x,y;t') ein:

f v tux,y, t) = p(v v tlu x ys ) fu,x, y, E), (4.20)

so kann die so formulierte Verteilung f(v,r,t;u,x,y,t) in G1.(4.17) eingesetzt
werden und hat zur Folge, dass die sich ergebende Entwicklungsgleichung fiir
f(x,u,y,t) formal geschlossen ist:

0
at (u X,y, )+u'vxf(uaxay7t)
t
= finit — Vu / dt’ Dl(u,t,t’]u,x—u(t—t’),y) flu,x —u(t—1t),y,t)
0

t
+ Vu- / dt' DQ(uu t, t/‘u7 X = u(t - t/)7 y) {vllf(ua X,Y, t/)]fc:xfu(tft’)
0
(4.21)

Diese Gleichung ist die verallgemeinerte Fokker-Planck-Gleichung fiir die Ein-
teilchenverteilung.

Hier treten im Vergleich zur gewoéhnlichen Fokker-Planck-Gleichung der Term
finit auf, der aus der Anfangsbedingung fy resultiert, sowie die zeitlichen In-
tegrationen, die Gedichtniseffekte hervorrufen. Beides ist charakteristisch fiir
Nichtmarkovprozesse. Die Drift- und Diffusionsterme héngen zusétzlich von der
unbekannten bedingten Verteilung p(v/,r’,¢'; v, r tlu,x,y;t’) ab.

Der Diffusionsterm ist explizit gegeben als:

D?(u,t,t'|lu, x,y)

/dv/dr/dv /dr A(x — 1, v)A(x — ult — ') — 'V

p(v,r,t;v v tu,x,y,t) . (4.22)

Dieser Ausdruck ist gerade die bedingte zweizeitige zweipunktige Beschleuni-
gungsbeschleunigungskorrelation:

D2(u7 t, t/|ua X, Y) =< a(Xa t)a(x - r, t,) |U(t,a Y)X(t/> y) >r:u(t—t’) : (423)
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Der Driftterm ist dann entsprechend:
DY (u,t,¢u,x,y) = [Vu < a(x, a(x — 1)U, )X, y) >lemn_n)(4:24)

Es ist also gelungen, eine exakte Fokker-Planck-Gleichung fiir die Verbund-
verteilung eines Lagrange-Teilchens aus der Hierarchie von Entwicklungsglei-
chungen herzuleiten, also letztendlich auf der Grundlage einer statistischen For-
mulierung der Navier-Stokes-Gleichungen.

4.3 Schliessungsansatz und Verallgemeinerung des
Oboukhov-Modells

Auch wenn die verallgemeinerte Fokker-Planck-Gleichung eine exakte Bezie-
hung zwischen der Einteilchenstatistik und den Navier-Stokes-Gleichungen
ausdriickt, bleibt das Problem dennoch ungelost, da als unbekannter Term
p(v' v’ t';v,r tlu,x,y;t') enthalten ist. Es ist daher sinnvoll, geeignete Ni-
herungen fiir die bedingte Beschleunigung anzusetzen, die eine wesentliche
Vereinfachung von Gl1.(4.21) zur Folge haben. Dieses Vorgehen ist dhnlich wie
bei den Lagrangeschen Modellierungsansétzen.

Letztendlich soll diese Vereinfachung auf eine Entwicklungsgleichung in
der Form des Oboukhov-Modells fiihren, die den Nichtgauftschen Geschwindig-
keitsstatistiken Rechnung tragen kann. Da in erster Linie der Diffusionsterm
fiir das Verhalten des Lagrange-Teilchens im Inertialbereich verantwortlich sein
soll, werden die weiteren Terme in GI1.(4.21) vernachlissigt. Diese Néherung
kann wie folgt formuliert werden:

p(v, ¥ v e thu,x, y; t) = fe(v Y v t) . (4.25)

fe(v, ' t';v,r t) ist die entsprechende zweizeitige Euler-Verteilung. Durch
G1.(4.25) wird die Beschleunigungsbeschleunigungskorrelation also als unabhén-
gig von Ort und Geschwindigkeit des Teilchens angenommen. Diese Annahme
kann auch von einem physikalischen Blickpunkt aus motiviert werden: Die Be-
schleunigung ist insbesondere durch den Gradienten des Druckfelds bestimmt,
welches wiederum von der gesamten Struktur der umgebenden Fliissigkeit
abhingt. In gewisser Weise kann daher die genaue Position des Teilchens darin
vernachldssigt werden.

Mit dieser Né&herung verschwindet der Driftterm und der Diffusionsterm
nimmt folgende Form an:

D?(u,t,t'|u,x,y) ~ D?*(u,t,t)
= /dv/dr/dv/drAx—rv)
u(t —t') =" W) fe(v,r, ;v ' ), (4.26)

d.h. er ist durch die zweizeitige zweipunktige Beschleunigungsbeschleuni-
gungskorrelation D?(u,t,t') = < a(x,t)a(x + u(t — t'),#') > gegeben. Die ver-
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allgemeinerte Fokker-Planck-Gleichung (4.21) wird damit zu einer Nichtmar-
kovschen Erweiterung des Oboukhov-Modells:

0
af(uvxayﬂf) + u- fo(u,x,y,t)

t
_ v, / dt’ D2(u, 6, ) [V f (0, %, ¥, )5 urtry- (4.27)
0

Allerdings ist die genaue Form der zweizeitigen Beschleunigungsbeschleuni-
gungskorrelation D?(u,t,#') unbekannt und wurde bislang nicht in Experimen-
ten oder numerischen Simulationen untersucht. Losungsansédtze miissen daher
auf phinomenologische Theorien zuriickgreifen. Aus einer Dimensionsanalyse
im Sinne von K41 kann ein funktioneller Ausdruck fiir D?(u,t,t') in folgender
Form abgeleitet werden:

3/2 L
9 N € N u u;u; u
Dij(u7t’t )= u2/3(t _ t/)z/s {6110‘ ((t _ t/)1/2) + u2 B ((t _ t/)1/2) } '
(4.28)

Zuséatzlich kann man formal zeigen, dass die Losungen der verallgemeinerten
Fokker-Planck-Gleichung dasselbe Skalierungsverhalten wie die Losungen des
gewthnlichen Oboukhov-Modells besitzen:

1 u x y
flu,x,y,t) = tfﬁf (ma 32 753?) . (4.29)

Hier wird deutlich, dass dieses Skalierungsverhalten nicht notwendigerweise
mit Gaufschen Statistiken verbunden ist.

In Kapitel 6 werden konkrete Losungsmethoden fiir die Integrodifferenti-
algleichung Gl.(4.27) des verallgemeinerten Oboukhov-Modells besprochen.
Anstelle der Verbundverteilung f(u,x,y,t) soll im Weiteren nur die Verteilung
der Geschwindigkeit f(u,t) behandelt werden. Fiir diese koénnen mit den
Experimenten vergleichbare Ergebnisse hergeleitet werden.

4.3.1 Die Geschwindigkeitsverteilung f(u, )

Die Verteilung der Geschwindigkeit f(u,t) erhdlt man aus f(u,x,y,t) durch In-
tegration iiber den ganzen Raum: f(u,t) = [ dxf(u,x,y,t). Beriicksichtigt man
dazu noch die rdumliche Isotropie des Geschwindigkeitsfelds bei vollentwickelter
Turbulenz, so wird f(u,t) zu einer Funktion, die nur von u = |u| abhéngig ist.
Aus G1.(4.27) folgt mit diesen Einschrinkungen die Entwicklungsgleichung fir
f(u,t) (in d Dimensionen) in folgender Form:

ot (u,t) = udlau/o mu Qo <m> %f(uvt ). (4.30)

d—1

Die Terme u®™* stammen hier aus dem Radialanteil der Divergenz V,,. Die
Funktion Qo(¢) = €/2[a(€) 4 3(€)] aus G1.(4.28) ist unbekannt. Nimmt man an,
dass Qo(&) einem Potenzgesetz folgt:

QO(&) = QOEH ) M > 0 ’ (431)
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so geht mit p ein zusdtzlicher Parameter in das Modell ein. Die Annahme eines
Potenzgesetzes fiir Qp(§) bedeutet, dass man langreichweitige Korrelationen in-
nerhalb des Beschleunigungsfelds annimmt. Diese Eigenschaft wurde auch schon
beim Modell des Multifraktalen Random Walks (sieche Abschnitt 3.2.2) zugrun-
degelegt.

Das Integral in Gl.(4.30) divergiert an der Stelle t = ¢’ fir 2/3 + p/2 >
1. Eine Moglichkeit der Regularisierung bietet hier der Riemann-Liouville-
Differentialoperator ¢D? (siehe Anhang):

1 o [t dt’
DPf(t) = —— | =2 gy ,
0 tf(t) F(n _p) otn A (t — t/)l—n+pf(t ) ) (4 32)
wobei n >p >n—1. Mit p=p/2 —1/3 wird G1.(4.30) zu:
9 L0 gaaminn 9
ot (U,t) - ud—1 8’U,u Qoau ODt f(uat) . (433)

Die Entwicklungsgleichung fiir f(u,t) enthilt somit eine fraktionale
Zeitableitung. Fiir den Fall u = 2/3 ergibt sich daraus das gewohnliche
Oboukhov-Modell mit der bekannten Losung. Beschrénkt man sich auf n =1
und folglich 1/3 < p/2 < 4/3, so wird das Verhalten der Geschwindigkeit durch
einen sogenannten Continuous Time Random Walk beschrieben.

Die Losung von GIl.(4.33) kann explizit als eine Integraltransformation
angegeben werden (siehe Kapitel 5):

Flut) = /0 ds h(s, ) fi(u,5,0) . (4.34)

Hier ist der Kern h(s,t) gegeben als

1 t t
h(s.1) = ~ 7 La (31/a> : (4.35)

mit « = 1—p = 2/3—p/2 als Stabilitatsindex der einseitigen Lévy-Verteilung
L, (t). Die Verteilung fi1(u,s,®) mit © := 2/3 — p ist gegeben als Losung von
G1.(4.33) fiir p = 0. Sie nimmt die Form einer gestreckten Exponentialfunktion
an:

A(0,d)

u2a
il 0) = 15,@ 1 0)2s)i@re eXp{‘QO(H@)%} - (439)

Der Potenzansatz fiir Q(§) fithrt somit auf eine Familie von Verteilungen,
die vom Parameter p abhingen. Passt man p z.B. an die experimentellen
Ergebnisse aus Lyon an, so ergibt sich eine hervorragende Ubereinstimmung,
wie in Abb.4.1 zu sehen ist. Bemerkenswert ist insbesondere, dass nur ein freier
Parameter ausreicht, um die gute Anpassung zu erzielen.
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f(u,t)

o

-2 0 2 u

Abbildung 4.1: Vergleich der Verteilung f(u,t) (G1.(4.34)) fiir verschiedene Wer-
te von p mit den Experimentellen Verteilungen aus Lyon. Der Parameter nimmt
von oben nach unten Werte zwischen p = 1,71 (7 =0,15 ms) und g = 0,70
(7 =40,0 ms) an (siehe hierzu auch Abb. 2.4). Entnommen aus [Fr03].

Der Schliessungsansatz Gl1.(4.25) fiithrt auf eine Verallgemeinerung des

Oboukhov-Modells, in welchem der Diffusionsterm mit der zweizeitigen zwei-
punktigen Beschleunigungsbeschleunigungskorrelation in Verbindung gebracht
wird. Mit Hilfe einer Dimensionsanalyse nach K41 kann diese unbekannte Kor-
relationsfunktion in einer funktionellen Form angegeben werden und hat zur
Folge, dass die Losungen ein Skalierungsverhalten besitzen, dass mit Kolmogo-
rovs Theorie {ibereinstimmt. Daran wird deutlich, dass ein solches Skalierungs-
verhalten nicht zwingend eine Gaufférmige Verteilung impliziert, wie im Fall
der Geschwindigkeitsverteilung Gl1.(4.34) explizit gezeigt wird. Der Potenzan-
satz fiir die Beschleunigungskorrelation wird im Nachhinein durch die sehr gute
Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten unterstiitzt. Uber eine zusiitz-
liche Zeitabhingigkeit des Parameters p konnte auch der Verlauf der Forménde-
rung von Normalverteilungen zu stark intermittenten Verteilungen beriicksich-
tigt werden.
Die Geschwindigkeitsstatistiken koénnen dariiberhinaus in Beziehung zu einer
Klasse Nichtmarkovscher Prozesse gesetzt werden, die wie das multifraktale
Random Walk Modell Gedéchtniseffekte beinhalten. Der intermittente Charak-
ter der Verteilungen wird damit ebenfalls auf die langreichweitigen Korrelatio-
nen des turbulenten Beschleunigungsfelds zuriickgefiihrt. Allerdings wird hier
der zugrundeliegende stochastische Prozess als ein Continuous Time Random
Walk identifiziert. Diese Klasse Nichtmarkovscher Prozesse ist zentraler Gegen-
stand des nichsten Kapitels.



Kapitel 5

Verbundverteilungen fiir eine
Klasse Nichtmarkovscher
Prozesse

Die Ergebnisse des vorangegangenen Kapitels sind deutliche Hinweise auf eine
Beziehung der Geschwindigkeitsstatistiken eines Lagrange-Teilchens in vollent-
wickelter Turbulenz mit einer Klasse stochastischer Prozesse, den sogenann-
ten Continuous Time Random Walks (CTRWs). Einerseits besitzt die Theorie
von Friedrich gegeniiber den in Kapitel 3 besprochenen heuristischen Modellen
den Vorzug, dass sie auf einer statistischen Formulierung der Navier-Stokes-
Gleichungen beruht. Andererseits zeigt aber auch hier die Verteilungsfunktion
der Geschwindigkeitsinkremente die aus anderen Modellen bekannte Form:

flu,t) = /OOO n(s,t) f(u,s)ds , (5.1)

d.h. sie kann als eine Uberlagerung von unterschiedlich gewichteten Ba-
sisfunktionen f(u,s) angesehen werden. Diese sind entweder gewohnliche
Gaukfunktionen - also die nach K41 erwarteten Verteilungen - oder, wie in
den Modellen von Beck und Friedrich, gestreckte Exponentialfunktionen. Die
gendherten Kurven an die experimentellen Ergebnisse aus Lyon oder Cornell
sind bei allen Modellen augenscheinlich sehr gut. Aus dem Vergleich mit
dem Experiment kann hier also keinem der vorgeschlagenen Theorien der
Vorzug gegeben werden. Der grosse Entwicklungssschritt der beiden aktuellen
Experimente gegeniiber den fritheren darf auch nicht dariiber hinwegtiuschen,
dass die aktuellen Messungen eine prizise Aussage iiber den zugrundeliegenden
stochastischen Prozess gar nicht erlauben. Daher ist es von der theoretischen
Seite her notwendig, neue Grossen zu betrachten, die als Entscheidungskriteri-
um zwischen verschiedenen stochastischen Modellen dienen und in zukiinftigen
Experimenten oder Simulationen beriicksichtigt werden konnen.

Eine mogliche Erweiterung besteht darin, Voraussagen {iiber mehrzeitige
Verbundverteilungen der Geschwindigkeit zu machen. Allen Modellen ist
gemeinsam, dass der beschriebene stochastische Prozess Nichtmarkoveigen-
schaften besitzt. Nichtmarkovprozesse sind aber durch die Angabe einer

48
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einzeitigen Verteilung nicht vollstdndig charakterisiert.

Im vorliegenden Kapitel sollen Verbundverteilungen fiir eine Klasse Nichtmar-
kovscher Prozesse untersucht werden, die als Realisierung eines Continuous
Time Random Walks angesehen werden kénnen. Da sich alle bisherigen Unter-
suchungen der CTRWs in der Literatur auf einzeitige Verteilungen beschrénken,
ist diese Erweiterung nicht allein fiir die Turbulenzforschung, sondern auch
fiir die Theorie stochastischer Prozesse im Allgemeinen von grundlegendem
Interesse.

Im néchsten Abschnitt werden CTRWs eingefiihrt und die hier behandelte Rea-
lisierung in der Form gekoppelter Langevin-Gleichungen nach Fogedby [Fo94|
vorgestellt. Die einzelnen Prozesse werden genauer betrachtet. In Abschnitt
5.2 werden Lévyprozesse besprochen. Der zugehorige inverse Prozess ist von
zentraler Bedeutung, um den CTRW vollstindig charakterisieren zu koénnen
(Abschnitt 5.3). Schliesslich werden in Abschnitt 5.4 sowohl fiir einzeitige
als auch mehrzeitige Verteilungen fraktionale Fokker-Planck Gleichungen
hergeleitet. Diese sind im einzeitigen Fall bereits bekannt und in einer Reihe
von Verdffentlichungen eingehend untersucht worden. Fiir mehrere Zeiten kann
eine konsistente Erweiterung der fraktionalen Diffusionsgleichung angegeben
werden. Abschliessend wird in Abschnitt 5.5 der Zusammenhang mit einer
verallgemeinerten Mastergleichung diskutiert, auf deren Grundlage der CTRW
alternativ beschrieben werden kann.

5.1 Continuous Time Random Walks

Das stochastische Modell der Continuous Time Random Walks wurde Ende der
60er Jahre von Montroll und Weiss als Erweiterung des gewthnlichen Brown-
schen Random Walks eingefiihrt [WM65|. Anstelle von sukzessiven Spriingen
mit fester Sprungweite, wie sie dem gewohnlichen Random Walk zu Grunde
liegen, werden sowohl verdnderliche Sprungweiten, als auch unterschiedlich lan-
ge Aufenthaltszeiten zwischen aufeinanderfolgenden Spriingen zugelassen (siche
Abb. 5.1). Diese beiden Grossen werden {iber eine Sprungverteilung ¢ (n, 7) cha-
rakterisiert, die die Wahrscheinlichkeit angibt, einen Sprung der Weite n nach
einer Wartezeit 7 vorzufinden. Die marginale Verteilung der Sprungweiten ergibt
sich daraus zu

n(n) = /0 CargnT) (5.2)

und die Verteilung der Wartezeiten zu

w(r) = /0 T (5.3)

Nimmt man voneinander unabhingige Wartezeiten und Sprungweiten an,
so erhélt man die entkoppelte Form der Sprungverteilung: ¢ (n, 7) = w(7)7(n).
Im gekoppelten Fall wére ¢(n, 7) = p(r|n)mw(n) bzw. ¥ (n, ) = p(n|7)w(7). Eine
bestimmte Sprungweite wire dann stets mit einer ,Flugzeit” verbunden. Hier
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Abbildung 5.1: Ein Continuous Time Random Walk mit variabler Aufenthalts-
dauer und Sprungweite. Links: Zwei Dimensionen. Die unterschiedlich grossen
Kreise veranschaulichen unterschiedlich lange Wartezeiten. Rechts: Eine Dimen-
sion. Entnommen aus [MKO00].

soll im Folgenden der entkoppelte Fall angenommen werden.
Verschiedene CTRWs konnen {iber ihre charakteristische Wartezeit

T::/O dr 7 w(r) , (5.4)

und die Varianz ihrer Sprungweite

S [Canate) (5.5)

kategorisiert werden. Sie kdnnen damit in drei Gruppen eingeteilt werden, die
sich durch ihr Diffusionsverhalten unterscheiden:

e T und ¥? sind endlich. Der CTRW zeigt normal diffusives Verhalten und
entspricht dem gewdhnlichen Random Walk.

e T divergiert und %2 bleibt endlich. Der CTRW ist subdiffusiv.

e T bleibt endlich und %2 divergiert. Der CTRW ist superdiffusiv.

Welche Art von Diffusion vorliegt wird durch das zeitliche Verhalten des
mittleren quadratischen Abstands des Teilchens von seinem Startpunkt xg fest-
gelegt:

< (x(t) — 20)* > ~ ¥ . (5.6)

Fiir o = 1 ist G1.(5.6) die bekannte Einstein-Beziehung der normalen Diffusion.
a > 1 bedeutet verstidrkte Diffusion, sogenannte Superdiffusion. Fir o < 1
wird das Diffusionverhalten als subdiffusiv bezeichnet. Da die Grossen 7' und
»? unmittelbar mit den Eigenschaften der Diffusion in Verbindung gebracht
werden konnen, stellen CTRWs ein weitverbreitetes Modell zur Beschreibung
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X(9) t(s),
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Abbildung 5.2: Linkes Bild: Der Prozess X (s) als gewohnlicher Random Walk in
der Ebene, parametrisiert durch die kontinuierliche Bogenldnge s. Rechtes Bild:
Der zugeordnete zeitliche Prozess ¢(s) mit rein positiven Inkrementen.

anomaler Diffusionsprozesse dar.

Anschaulich bedeutet eine divergierende charakteristische Wartezeit, dass
das Teilchen sehr lange an seinem Aufenthaltsort sitzenbleiben kann, mit
nichtverschindender Wahrscheinlichkeit sogar unendlich lange (d.h. physikalisch
an seinem Ort festgehalten wird). Folglich fillt die Verteilung w(7) fiir grosse
Zeiten T nur schwach ab und fiihrt zu einem divergierenden ersten Moment.
Bleibt im Gegensatz dazu die Varianz der Sprungweiten endlich, was z.B.
durch eine Gaufsformige Verteilung 7(n) erreicht wird, so verlduft insgesamt die
Diffusion des Teilchens schwicher als im Normalfall. Hier sollen gerade diese
subdiffusiven CTRW-Prozesse betrachtet werden.

H.C. Fogedby fiihrte als Realisierung eines CT'RWs zwei gekoppelte Langevin-
Gleichungen ein [Fo94]:

PO~ px e 5.)
dt(s)
0 = 7(s) . (5.8)

Der Random Walk wird hier durch die Variable s parametrisiert. Im diskre-
ten Fall wire s die Anzahl der Schritte, die das Teilchen durchfiihrt, im hier
betrachteten Kontinuumsgrenzfall enspricht dieser Parameter der Bogenldnge
oder einer Art ,Eigenzeit”. X (s) und t(s) bezeichnen den physikalischen Ort
und die physikalische Zeit, F'(X) beriicksichtigt ein eventuell vorhandenes ex-
ternes Kraftfeld. Die Zufallsvariablen n(s) und 7(s) sind fiir die stochastischen
Eigenschaften des Prozesses verantwortlich und werden {iber die zugehorigen
Verteilungen der Wartezeit w(7) und der Sprungweite m(n) charakterisiert. Da
ein entkoppelter CTRW angenommen wird, sind 1 und 7 statistisch unabhén-
gig. Hier soll zur Vereinfachung stets nur eine Dimension betrachtet werden,
eine Erweiterung auf mehrere Dimensionen kann ohne Probleme durchgefiihrt
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werden.

Die Langevin-Gleichung (5.7) beschreibt einen stochastischen Prozess, der den
Ort X des Teilchens in Abhiingigkeit von der Eigenzeit s angibt. Uber einen
zweiten Prozess t(s) wird jedem s die physikalische Zeit t zugeordnet (siehe
Abb. 5.2). Der gekoppelte Prozess beschreibt den CTRW in den physikalischen
Grossen X und ¢.

Aufgrund der Kausalitdt nehmen wir an, dass stets 7(s) > 0 gilt. Folglich
ist der Prozess t(s) invertierbar und ermoglicht {iber den inversen Prozess
s = t71(t) = s(t) eine Parametrisierung der Eigenzeit mit ¢. Die Eigenschaf-
ten dieses inversen Prozesses sind von zentralem Interesse, da sich daraus direkt
der Prozess angegeben lisst, der die Abhéngigkeit des Ortes X von der Zeit t
beschreibt:

X(t) = X(s(t)) . (5.9)

Fiir die Charakterisierung der Prozesse X (t), X (s) und ¢(s) kénnen nun entspre-
chend der iiblichen Definition einzeitige und mehrzeitige Verteilungen eingefiihrt

werden:
flz,s) =< d0(x—X(s)) > , (5.10)
p(t,s) =< o(t—t(s)) > , (5.11)
flz,t) =< o(x— X(t)) > , (5.12)

bzw.

fl(l‘g,SQ;xl,Sl) = < (5(%2 — X(82)>5($1 — X(Sl)) > R (513)
p(tQ,SQ;tl,Sl) = < (S(tg — t(SQ))(S(tl — t(sl)) > s (5.14)
f(l’g,tg;l‘l,tl) = < 5(:L’2 — X(S(tg)))5(l‘1 — X(S(tl))) > . (515)

Die Klammern < .. > bezeichnen hier eine geeignete Mittelung iiber stochas-
tische Realisierungen. Die Beschrankung auf n = 2 dient lediglich der Verein-
fachung — eine Erweiterung auf beliebige Zeiten ist offensichtlich. Die Vertei-
lungen (5.10) - (5.15) werden durch die Statistiken von n und 7 vollstandig
festgelegt.

5.1.1 Der Prozess X(s)

Wir betrachten hier den Fall, dass 7(s) die Eigenschaften einer gewdhnliche
Langevin Kraft hat, d.h. n(s) ist Gaukverteilt mit

<n(s)> =0
<n(s)n(s’) > = 20(s—4) : (5.16)

Damit wird (5.7) zu einem Markovprozess und die Verteilung fi(x2, s2;x1, s1)
kann iiber die mit der Langevin-Gleichung korrespondierende Fokker-Planck-
Gleichung fiir die bedingte Verteilung P(z2, s2|z1, $1) bestimmt werden:

0 0?

0
%P(.T2,82|1?1,81) = <_81‘F(x)+81’2> P($2,82|l‘1,$1)

= Lpp(x)P (2, s2|w1, 51) . (5.17)
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Hier und im Folgenden wird die Diffusionskonstante stets 1 gesetzt. Aufgrund
der Markoveigenschaften des Prozesses X (s) sind die Verbundverteilungen ein-
deutig iiber P(z2, s2|71, 51) und eine einzeitige Verteilung fi(z1, s1) festgelegt!:

J1(w2, 52521, 51) = P(x2, 2|21, 51) f(21,51) (5.18)

5.1.2 Der Prozess t(s)

Der stochastische Prozess t(s) ist durch die statistischen FEigenschaften von
7(s) bestimmt. Die zugehorigen Verteilungen wurden oben mit p(t,s) bzw.
p(t2, s2;t1, s1) bezeichnet. Hier soll 7(s) als ein einseitiger stabiler stabiler Lévy-
Prozess der Ordnung a angenommen werden mit 0 < a < 1. Damit wird
t(s) ebenfalls zu einem Markovprozess, jedoch mit der charakteristischen Ei-
genschaft, dass das erste Moment divergiert. Die Annahmen iiber die Prozesse
X (s) und t(s) haben also gerade zur Folge, dass der CTRW subdiffusives Ver-
halten zeigt. Die Verteilungen des stabilen Lévy-Prozesses werden im néchsten
Abschnitt eingehender betrachtet.

5.1.3 Der Prozess X(t) = X(s(t))

Der hier behandelte CTRW wird {iber die Kopplung der beiden Langevin-
Gleichungen (5.7) und (5.8) realisiert und fiihrt auf den stochastischen Prozess
X(t) = X(s(t)). Mit Hilfe des inversen Prozesses s(t) folgt fir die Verbundver-
teilung dieses Prozesses:

f(l’g, to; X1, tl) =< 5(332 — X(Sg))5(82 — S(tg))(5<$1 — X(81)>5(81 — S(tl)) > s

(5.19)
wobei die Erweiterung auf beliebige Punkte ganz analog erfolgt. Nun lassen sich
auch fiir diesen inversen Prozess Verteilungen einfiihren:

h(s,t) = <d(s—s(t)) > ,
h(SQ,tQ; Sl,tl) = < (5(82 — S(tz))5(51 — S(tl)) > . (520)

Aufgrund der statistischen Unabh#ngigkeit der Prozesse X (s) und t(s) fakto-
risiert der Erwartungswert in (5.19). Zusammen mit der Verteilung des Mar-
kovprozesses X (s) erhélt man dann die Verteilung des Prozesses X (s(t)) durch
Elimination der Eigenzeit-Variablen s;:

o0 [o¢]
f(xo,to;21,t1) = / dSl/ dsg h(s2,t2; s1,t1) f1(z2, s2;21,51). (5.21)
0 0

Eine Erweiterung von GL.(5.21) auf N Zeiten ist offensichtlich. Man kann fiir
N — oo sogar zu einer Pfadintegraldarstellung iibergehen:

fl ()] = / Ds(Oh(s(t) fla(s(t)] - (5.22)

'Damit soll die Theorie der gewshnlichen Fokker-Planck-Gleichung nur angerissen werden.
Eine erschopfende Behandlung findet man in den Biichern von Risken [Risk| und Gardiner
[Gard].
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t(s) .

Abbildung 5.3: Skizze des Prozesses t(s), der die Bogenlinge s mit der physikali-
schen Zeit t verkniipft. Wihlt man ¢ > ¢(s") so wird die zugehorige Bogenlinge
s(t') > s'. Insgesamt ergibt sich die Beziehung (5.23).

Gl1.(5.21) ist die zentrale Gleichung, die die gesuchte Verteilung des CTRWs wie-
dergibt. Sie kann folgendermassen interpretiert werden: Die Wahrscheinlichkeit,
zur Zeit t den Ort X vorzufinden ist gerade gegeben als die Wahrscheinlichkeit,
zur Zeit ¢ bei der Eigenzeit s zu sein, multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit,
zur Eigenzeit s den Ort X anzutreffen, summiert iiber alle moglichen s. Das
zentrale Problem in Gl.(5.21) besteht nun darin, die Verteilung des inversen
Prozesses h(sa,to; $1,t1) anzugeben, da die Verteilung fi(z2, s2;x1, $1) mit der
Lésung der zugehorigen Fokker-Planck-Gleichung bestimmt werden kann.

An dieser Stelle soll betont werden, dass die Prozesse X (s) und t(s) beides
Markovprozesse sind, die iiber die Kopplung mit dem Eigenzeitparameter auf
einen Nichtmarkovschen subdiffusiven Prozess X (¢) fithren. Fiir diese Nichtmar-
koveigenschaft ist alleine der inverse Prozess s(t) verantwortlich, wie ebenfalls
anhand GI.(5.21) einsichtig ist. Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden die
Eigenschaften des inversen Prozesses ausfiihrlich diskutiert.

Die Verteilung h kann mit Hilfe der Verteilungsfunktion von s(t) bestimmt wer-
den. Zwischen den Prozessen t(s) und s(t) gilt die zentrale Beziehung

Os —s(t) =1—O(t —t(s)) (5.23)

die in Abb. 5.3 veranschaulicht ist. ©(¢) ist die bekannte Heavyside-Funktion.
Folglich besteht zwischen den Verteilungsfunktionen der beiden Prozesse der
Zusammenhang;:

<O(s—s(t)> = 1-<O(t—t(s) > ,
< O(s2 — s(t2))O(s1 — s(t1)) > < (1—=0O(ta —t(s2)))(1 — O(t; — t(s1))) >
= 1-<O(ta —t(s2)) > — < O(t1 —t(s1)) >
+ < O(tg — t(s2))O(t1 — t(s1) > . (5.24)
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Ableitung von Gl.(5.24) nach s; ergibt die Verteilung h des Prozesses s(t):

h(s,t) = —ai <Ot —t(s)) > ,
h(SQ,tQ;Sl,tl) = 38818882 < @(tg — t(Sg))@(tl — t(Sl)) > . (5.25)

Diese Gleichung verbindet die Statistiken des stabilen Lévy-Prozesses mit denen
des inversen Prozesses und ist damit eine zentrale Relation fiir die folgenden
Diskussionen.

Da t = 0 mit s = 0 korrespondiert, gelten die iiblichen Randbedingun-
gen:

h(s,0) = 4&(s)
h(s2,t2;51,0) = h(s2,t2)6(s1) )
h(sg,ty — t1;81,t1) = 06(s2 — s1)h(s1,t1) , (5.26)

und kénnen mit G1.(5.25) verifiziert werden.

5.2 Einseitige stabile Lévy-Prozesse

In diesem Abschnitt wird der stabile Lévy-Prozess ¢(s) eingehender untersucht
|GnKol,[YCST99]. Die Behandlung der einzeitigen und mehrzeitigen Verteilun-
gen erfolgt dabei getrennt. In beiden Fallen werden einseitige Lévy-Verteilungen
auftauchen, die im Laplace-Raum eine einfacher zugingliche Form annehmen.
Daher ist es sinnvoll, die charakteristische Funktion des Prozesses als Laplace-
Transformierte zu definieren. Die zweizeitige charakteristische Funktion ist dann
(siehe Anhang):

Z(A2,82;A1,81) = L{p(t2,s2:t1,51)}
o0 [e.e]
= / dtg/ dtl €_A2t2_>\1t1 p(tQ,SQ;tl,Sl). (527)
0 0

Im Folgenden wird stets verwendet, dass man t(s;) durch Integration der
Langevin-Gleichung (5.8) iiber s; erhélt:

Hsi) = /0 Tase(s) (5.28)

5.2.1 Die einzeitige Verteilung

Die charakteristische Funktion von ¢(s) nimmt im einzeitigen Fall folgende Form
an:

Z(A,s) = L{p(s,t)} = < e M) > = < Mo BT 5 (5.29)

Mit der neuen Zufallsvariablen

r= L ds't(s") , (5.30)
gl/a 0
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lasst sich Z(A, s) direkt schreiben als:
Z(\s)=< e AT o =A% , (5.31)

mit 0 < a < 1. Dieser Ausdruck ist die einzeitige charakteristische Funktion
des stabilen stabilen Lévy-Prozesses. Im letzten Schritt wurden dabei die
statistischen Eigenschaften von I' verwendet, die sich folgendermassen ergeben.
Nach den Voraussetzungen gilt, dass die Inkremente 7 durch eine breite
Verteilung charakterisiert sind: w(7) ~ 7717% wobei 0 < a < 1 sein muss,
damit das erste Moment — die charakteristische Wartezeit — divergiert.
Zusammen mit dem Normierungsfaktor 1/s"/¢ sind damit die Bedingungen des
verallgemeinerten Grenzwertsatzes erfiillt und die Summenvariable I' geniigt
einer Lévy-Verteilung.

Lévy-Verteilungen L, g(x) werden durch die beiden Parameter o und 3 fest-
gelegt. a gibt das asymptotische Verhalten der stabilen Verteilung fiir grosse
z an: Lo g(z) ~ 27179 also auch die Ordnung der divergierenden Momente.
(B charakterisiert die Asymmetry. Rein positive Inkremente 7 > 0 fiihren zu
einer maximal asymmetrischen Verteilung p(t < 0,s) = 0. § hat dann den
Wert 1. Im Weiteren werden die einseitigen Lévy-Verteilungen L, g fiir § = 1
mit L, bezeichnet. Sie haben im Laplace-Raum die besonders einfache Form
L{Ly(t)} = ™",

Die Verteilung p(s,t) erhdlt man aus der Charakteristischen Funktion
iiber die Laplace-Riicktransformation. Sie nimmt die folgende skaleninvariante

Form an: 1 .

5.2.2 Die mehrzeitigen Verteilungen

Die Erweiterung auf mehrere Zeiten kann jetzt ganz analog zum einzeiti-
gen Fall durchgefiihrt werden. Die Verbundverteilung des stabilen stabilen
Lévy-Prozesses wurde bereits in Gl.(5.14) eingefithrt. Davon ausgehend ist die
Charakteristische Funktion fiir mehrere Zeiten als Laplace-Transformierte von

p(ta, s2;t1,81) gegeben:

S1

Z()\Q, S9; A, 81) = < e 2 Jo? ds'T(s") =1 fgt ds'T(s") > . (5.33)
Unterscheidet man hier die beiden Fille sg > s; und s2 < 1, so kann dieser
Ausdruck weiter umgeformt werden:

Z(A2,82; M1, 81) = O(sy —s1) < e M2 [ dS'T() = (o) o ds'r(s)

L 08y sy) < NI AT ) [ )

(5.34)
Aufgrund der statistischen Unabhingigkeit der Inkremente 7, faktorisieren die

Erwartungswerte in beiden Summanden und die einzelnen Erwartungswerte kon-
nen nun entsprechend G1.(5.31) ausgedriickt werden. Die mehrzeitige Verteilung
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des stabilen Lévy-Prozesses ergibt sich dann in folgender Form:

Z (A2, 82; A1, 81) = O(sg — s1)e 1A o= (s2ms1)23
b O(sy — sp)e ORIl (5 35)

Das Auftreten der Exponenten (A; 4+ Ag)® ist sowohl charakteristisch fiir den
stabiler Lévy-Prozess t(s) als auch fiir s(¢) und wird bei der Behandlung des
inversen Prozesses eine wichtige Rolle spielen.

Die Verteilung p(ta, s2;t1, s1) ist wie im einzeitigen Fall iiber die inverse Laplace-
Transformation von GI1.(5.35) gegeben:

1 t2 —tl 1 tl
p(ta, s25t1,81) = O(s2 — 31)(82 — 31)1/aLa ((52 _ 51)1/a> 81/aLa (Sl/a)
1 1

1 t1 —t2 1 b2
O(s1 — La o |
+ (81 52) (81 _ 82)1/(1 ((51 — 82)1/a> 8;/0‘ <5§/a>
(5.36)

An diesem Ausdruck wird die Markoveigenschaft des stabilen Lévy-Prozesses
deutlich, da die Ubergangswahrscheinlichkeit p(ta, sa|t1,s1) z.B. fiir s > s;
direkt ersichtlich ist:

1 ty —t1
p(t2, s2lt1,51) = (52_51)1/QL°‘ ((52—51)1/a> : (5.37)

Der entsprechende Ausdruck fiir N Zeiten ist damit offensichtlich.

5.3 Der inverse Prozess s(t)

Die Verteilungen h(s,t) bzw. h(s2,t2;s1,t1) des inversen Prozesses kénnen mit
Hilfe der zentralen Gleichung (5.25) aus den oben behandelten Verteilungen des
stabilen Lévy-Prozesses hergeleitet werden. Da die entsprechenden Ausdriicke
im Laplace-Raum eine einfachere Form annehmen, ist es wieder zweckmaéssig,
mit Laplace-Transformierten zu rechnen. Die ein- und mehrzeitigen Verteilungen
werden im Folgenden wieder getrennt besprochen.

5.3.1 Die einzeitige Verteilung

Fiir die Laplace-Transformierte von h(s,t) beziiglich ¢ soll die Notation

h(s,A\) = L{h(s,t)} verwendet werden. Gl.(5.25) lautet somit im Laplace-
Raum:

Lo i 01
95 < ¢ >= "5 Z(s,\) , (5.38)
wobei Z(\,s) die einzeitige charakteristische Funktion des stabilen Lévy-
Prozesses G1.(5.31) ist. Die Ableitung nach s kann leicht durchgefiithrt werden

und ergibt direkt:

h(s,\) = A¥le=s** | (5.39)
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Dieser Ausdruck wurde bereits in [Fo94] hergeleitet, ohne allerdings ein ,einfa-
ches physikalisches Argument” angeben zu kénnen. Hier beruht die Herleitung
auf der Beziehung (5.23) zwischen den Prozessen ¢(s) und s(t).
Die inverse Laplace-Transformation von GL.(5.39) lautet [Ba01]:

1 ¢ t

h(s,t) = PSEEYP a(slﬁ)

(5.40)

Dieser Ausdruck gibt explizit die Verteilung von s(¢) im einzeitigen Fall an. Der
inverse Prozess ist hierfiir also vollstindig bestimmt und damit kann auch die
Losung des CTRWs mit G1.(5.21) angegeben werden.

Um dariiberhinaus eine Entwicklungsgleichung fiir die Verteilung f(x,t) herlei-
ten zu konnen, bendtigt man zusétzlich eine Gleichung fiir h(s,t). Nach G1.(5.39)
geniigt (s, \) der Differentialgleichung

—%h(s,)\) = \%h(s, \) , (5.41)

wobei die Anfangsbedingung h(0,)) = A*~! fiir s = 0 lautet. Die inverse
Laplace-Transformation wird nun in mehreren Schritten durchgefiihrt. Zuerst
wird GI1.(5.41) nach h(s, \) aufgeldst:

h(s,\) = =A\"*=h(s, A . 42
(5. ) (s, ) (542
Im Gegensatz zu Gl.(5.41) kann Gl1.(5.42) ohne zusitzliche Randterme riick-
transformiert werden und fithrt auf den Ausdruck

h(s,t) = —OD;a%h(s,t) , (5.43)

wobei gD, * den fraktionalen Riemann-Liouville-Operator darstellt (siehe An-
hang):

oDy “f(t) = r(la) /0 e _f (tf))l_a ' (5.44)

der aufgrund der Eigenschaft L{oD, “ f(t)} = A\~*f(\) aus der inversen Laplace-
Transformation resultiert. Schliesslich kann auf beiden Seiten von G1.(5.43) nach
t abgeleitet werden. Unter Beriicksichtigung von oD}~ ®f(t) := % oD “f(t)
erhilt man eine fraktionale Entwicklungsgleichung fiir die Verteilung h(s,t):

0 d

—h(s,t) = —oD; “——h(s,t : 4
ot (‘97 ) 0 Os (87 ) (5 5)
Die Nichtlokalitdt des fraktionalen Integraloperators macht deutlich, dass der
Verteilung h(s,t) ein Nichtmarkovprozess zugrundeliegt. Als Folge von Gl.(5.21)
zeigt damit auch der gekoppelte Prozess X (s(t)) Nichtmarkovsche Eigenschaf-
ten.
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Momente von h(s,t)

Aus der Verteilung h(s,t) konnen die einzeitigen Momente beliebiger Ord-
nung direkt bestimmt werden. Allerdings sind Lévy-Verteilungen fiir analytische
Rechnungen nicht sehr geeignet. Alternativ kénnen die Momente im Laplace-
Raum berechnet werden. Da inverse Laplace-Transformation und Integration
vertauschen, gilt allgemein:

< s(t)" > = /OOO ds s™ h(s,t) = L7 {/Oo ds s" B(s,A)} . (5.46)

0

Mit G1.(5.39) lautet dann z.B. das erste Moment

oo o 1
_ pr—1 / a—1_—sA _ -1 —a—1 — a
<s(t)y>=L {/0 ds's \* " "e } L7\ } 7F(1+a)t . (5.47)

Fiir einen Prozess X (s), der als mittleres Abstandsquadrat < z(s)? > ~ s hat,
folgt aus diesem Ergebnis nach GI1.(5.21) unmittelbar, dass der Prozess X (s(t))
die charakteristische Eigenschaft < z(t)?> > ~ t® hat, mit 0 < a < 1 nach
Voraussetzung. Damit ist explizit gezeigt, dass der hier betrachtete gekoppelte
Prozess X (s(t)) subdiffusives Verhalten zeigt.

Zusitzlich kann eine rekursive Formel fiir die Momente n-ter Ordnung
angegeben werden. Wenn man h(s, \) aus (5.39) in die allgemeine Formel (5.46)
einsetzt und die Integration ausfiihrt, erhilt man:

< st >=L e pt amFDey — 1 gl (i Daymemly (5 4R)
Nach einer Laplace-Riicktransformation und Vergleich mit G1.(5.47) erhélt man
die folgende Gleichung:

(n—1)

<s(t)"> = nloD, """ < s(t) > : (5.49)

Aus einem bekannten Moment kénnen also die Momente beliebiger hoherer
Ordnung durch fraktionale Integration berechnet werden.

5.3.2 Die mehrzeitigen Verteilungen

Mit Hilfe der grundlegenden Gleichungen (5.25) und (5.35) kann ein Ausdruck
fiir die Laplace-Transformierte h(sa, Ag; s1, A1) := L{h(s2,t2;s1,t1)} in Analogie
zum einzeitigen Fall hergeleitet werden. G1.(5.25) lautet im Laplace-Raum:

= 0 0 1 1
h(827 )\27 S1, )\1) = 87818782 < )\726*)\215(52))\716*A1t(81) >
o o0 1
= 7Z()\2,82;/\1,81) . (5.50)

881 882 /\1)\2

Hier tritt wieder die mehrzeitige charakteristische Funktion des stabilen
Lévy-Prozesses auf. Die Ableitungen von Z(\g, s2; A1, $1) nach s1 und s kdnnen
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mit G1.(5.35) ausgefiihrt werden:

B(SQa )‘2; S1, >\1) = 6(52 — 81) )\1 _ ()\1 i )\2) + )\2 6—51(>\1+)\2)a

A1 A2
+ @(82 — 31) (Ag)(()\l)—\’—;q)a _ )\%) e_()\1+)\2)asle_)\%(82—81)
112
+ O(s1— s2) (Xll)(o\l;_i@)a —AY) e~ (M+A2)%s2 ,—AT (s1—-52)
112

(5.51)

Dieser Ausdruck ist die Laplace-Transformierte der Verbundverteilung

h(s2,t2; 81,t1). Wie beim Lévy-Prozess tauchen hier die Exponenten (A1 + A2)?
auf. Zudem ist 71(82,)\2;51,)\1) als besonderes Merkmal an der Stelle s = s
unstetig.
Leider konnte die inverse Laplace-Transformation von GIL.(5.51) nicht in ge-
schlossener Form berechnet werden. Besondere Probleme bereitet hier die Inte-
gration iiber das Produkt zweier Lévy-Verteilungen, die bei der Riicktransfor-
mation auftritt. Im Folgenden ist iL(SQ, A2; 81, A1) dennoch der Ausgangspunkt,
um den inversen Prozess s(t) ausfiihrlich zu diskutieren.

Die Struktur der mehrzeitigen Verteilungen

Ausgehend von GL.(5.25) lasst sich eine allgemeine Form der Verteilungen des
inversen Prozesses fiir beliebige Zeiten angeben. Nach G1.(5.25) ist die Verteilung
h als Ableitung der Verteilungsfunktion des stabilen Lévy-Prozesses nach s;
gegeben. Diese wiederum erhdlt man durch Integration der Verteilung Gl.(5.35)
iiber ;. G1.(5.25) lautet dann im Fall s9 > s;:

t1 to
h(sg,to;s1,t1) = 831852/ dtl/ dthy p(th — 1], s2 — s1) p(t}, s1)

_ 8/dt1h( st — ) p(ts) . (5.52)
681

Entsprechend ergeben sich beliebige mehrzeitige Verteilungen. Beispielsweise ist
h(ss,t3; s2,t2;81,t1) fiir s3> so > s1 gegeben als

h(ss,t3; s2,t2;51,11)

t1 to
aslasg/ dtl/ dty h(ss — 52, ts — 14) p(th — 1, 52— 51) p(th, 51).
(5.53)

Ziel ist nun die mehrzeitigen Verteilungen rekursiv bestimmen zu konnen. Aus
den Verteilungen h alleine ist das offensichtlich nicht direkt moglich. Definiert
man hingegen die folgende Funktion:

0

H?(sy—s1,ta—t1; 51—80,1—1tg) = ~ 981

t1
/ dtllh(SQ—Sl,tg—tll)p(tll—to,81—80),
0
(5.54)
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so lésst sich mit ihrer Hilfe die dreizeitige Verteilung Gl1.(5.53) alternativ aus-
driicken:

o [
h(ss,t3;s2,t2;51,t1) = " 981 / dt) H2(33—82,t3 — o3 89— s1,t2 — 1) p(t], 51)-
0

(5.55)
Die Funktionen H”Y wiederum erfiillen fiir beliebige Ordnungen die Rekursions-
relation:

HN(sy — sN_1,tN — tN_1;..;t1 — to, 81 — S0)

0 t _
= 851/ dty HN 7 sy — sN_1,EN — EN—15 5 82 — 51,12 — 1))
0
p(tll — to, S1 — So) . (556)

Damit kénnen die mehrzeitigen Verteilungen des inversen Prozesses allgemein
berechnet werden:

h(sN,tN;...;Sl,tl)
0 h ! grN—1 ! !
= /0 dty HY 7 (SN — SN—1,tN — tN—15 .1 82 — 81, t2 — 1) p(t7, 81).

T 9s1
(5.57)

Auch hier fiihren die Integrale auf keine geschlossene Losung und daher sind
obige Relationen rein formal. Dennoch ist an ihnen die zugrundeliegende mathe-
matische Struktur der statistischen Beschreibung des Prozesses s(t) erkennbar.

Momente des inversen Prozess

Da kein analytisch geschlossener Ausdruck fiir die mehrzeitige Verteilung h ge-
geben ist, kann der Prozess s(t) nur iiber statistische Grossen mit reduzierter
Information beschrieben werden. Dafiir bieten sich gewthnlich die Momente an.
Anhand des einfachen Moments < s(t1)s(t2) > wird das allgemeine Vorgehen
vorgestellt. Ausgehend davon kénnen beliebige Momente berechnet werden.
Das Moment < s(t1)s(t2) > ist folgendermassen definiert:

< S(tl)s(tQ) > = / dsy / dss 8159 h(SQ,tQ;Sl,tl)
0 0
= ,Cil {/ dsq / dsy 8182 E(SQ, A9; 81, )\1)} , (5.58)
0 0

wobei wiederum ausgenutzt wurde, dass inverse Laplace-Transformation und In-
tegration vertauschen. Die Integration tiber s; und s2 kann mit G1.(5.50) durch-
gefithrt werden. Als Ergebnis erhilt man

) e’} 5 )\70171 )\,a,1
/ dsy / dsg s152 h(s2, A3 81, A1) = (A + A2) @ L + 22 . (5.59)
0 0 A2 A1




62 Verbundverteilungen fiir eine Klasse Nichtmarkovscher Prozesse

<s(t1)s(t2)>
16

14

12+

10+

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t2

Abbildung 5.4: Das Moment < s(t1)s(t2) > fiir to > t; = const. und verschie-
dene Werte von a.

Die inverse Laplace Transformation fiihrt jetzt auf eine analytische Lésung fiir
< s(t1)s(t2) > (siche Anhang):

< S(tl)s(tQ) >

1 1 1 t
=O(ty — t 2 S F —a 1; =
(t2 1){F(2a+1) U T T ar Dat? (O" wat ’t2>}

1 1 1 to
Ot —t 2 S —a 1. =) %,
+6(t 2){r(2a+1) T ONRCE <O" ot ’t1>}

(5.60)

Hier bezeichnet F'(a,b;c;z) die Hypergeometrische Funktion (siehe Kap.15
in [Abral), die im Wesentlichen als eine Reihendarstellung des betreffenden
Integrals anzusehen ist. Abb. 5.4 zeigt das zweite Moment fiir verschiedene
Werte von a.

Man sieht, dass im Limes to — t1 gilt: < s(t1)s(t2) > = Wt%a. Dieser

Grenzfall ist konsistent mit dem einzeitigen Moment zweiter Ordnung < s(¢)? >.

Die Berechnung der Momente hoherer Ordnung kann nun entsprechend
durchgefiihrt werden. Zusétzlich ldsst sich mit Hilfe eines neu eingefiihrten
Operators eine Rekursionsformel fiir beliebige Momente von h({s;,t;}) ange-
ben. Eine Erweiterung des fraktionalen Riemann-Liouville-Integraloperators
Gl.(5.44) auf mehrere Zeiten wird im Laplace-Raum folgendermassen definiert:
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E{Q%+%%yﬂFm¢g}—ch+AﬂQFQLM)

Fine explizite Darstellung dieses Operators ist durch folgendes Integral gegeben
(siehe Anhang):

a 8 -« 1 ]\/fin(tl,tz)
_ _ F - / /a—lF Y Y
<8t1 +8t2) (tl,tz) F(Oé)/o dt't (tl t,ta —t)

(5.61)
Mit dieser Definition des Integraloperators kann die inverse Laplacetransforma-
tion des zweiten Moments G1.(5.59) auch alternativ formuliert werden:

< s(t1)s(ta) > = <£1 + ;h)_ {<s(t1) >+ < s(t2) >)} ,  (5.62)

was nach der Berechnung iiber obige Integraldarstellung und Fallunterschei-
dung ty > t; bzw. t; > ty dasselbe Ergebnis wie G1.(5.60) liefert. Der Vorteil
des neu eingefiihrten Operators wird bei Momenten hoherer Ordnung deutlich.
Berechnet man beispielsweise das dritte Moment auf entsprechende Weise im
Laplace-Raum, so kann der Ausdruck nicht geschlossen riicktransformiert wer-
den. Dennoch ergibt sich in physikalischer Zeit mit Hilfe des Integraloperators
ein expliziter Ausdruck :

< S(tl)s(tg)s(tg) >
= <((921 aatg + 5?3) {< S(tl)s(tg) >4+ < 8<t1)3(t3) >
+ o< s(ta)s(ts) >} (5.63)

Das dritte Moment ergibt sich somit durch fraktionale Integration iiber die
Summe aller Permutationen der Momente zweiter Ordnung. Die Erweiterung
auf beliebige Ordnungen ist nun offensichtlich. Im allgemeinen Fall berechnet
man die Momente n-ter Ordnung durch fraktionale Integration iiber die Summe
aller Permutationen der Momente (n — 1)-ter Ordnung.

Schliesslich konnen noch Gesetzméssigkeiten abgeleitet werden, wie aus
Momenten héherer Ordnung die Momente niedrigerer Ordnung berechnet
werden konnen — die sogenannten ,fusion rules”. Wieder ausgehend vom
zweiten Moment sieht man, dass G1.(5.62) fiir to > t; dquivalent zu folgender
Gleichung ist

< S(tg)s(tl) > = [th_la{< S(tQ — 1?1 + tl) >+ < 8(t1> >}]51:t1 . (564)

Hieraus ergibt sich:

I
. _ 2 _ I la—1 Yy
tzhlgl < s(te)s(ty) >=<s(t1)* > = 27F(a) /0 dt't <s(tp—t) >

= 20D <s(t)> . (5.65)
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Um eine allgemeine Formel zu erhalten, muss noch das dritte Moment G1.(5.63)
betrachtet werden. Die Darstellung des fraktionalen Integraloperators ist hier

0 0 o\ ¢
<8t1+8z€2+81€3> F(ty,ta,13)

1

/'Min(tl,tz,tg) L 1 , , ,
= A — Ut~ ts—t) . (5.66)
I'(a) Jo

Daraus ergibt sich zunéchst:
limt3_>t1+0 < 8(t3)8(t2)8(t1) >
1M
= / At < s(ty —)s(ty — ') > +2 < s(tg — ')s(ty — ') >}

I(a) Jo
= oD, {< s(t1)s(t1) > 42 < s(ta —t1 + t1)s(t1) >}y, (5.67)

und fiir to — ¢ folgt

< s(t1)? > = 30D, < s(t1)? >= 6D, “D,* < s(t1) > = 60D;,** < s(t1) > .
(5.68)
Fiir die einzeitigen Momente gilt damit:

n—1)a

<s(t)" >=n! OD;( < s(t) >

Diese Beziehung wurde bereits aus der einzeitigen Verteilung hergeleitet (siehe
Gl1.(5.49)).

Die Momente des inversen Prozesses s(t) sind mit GL.(5.50) vollstindig
festgelegt. In analoger Weise werden auch die Momente des gekoppelten
Prozesses bestimmt, wie am Ende des Abschnitts 5.4 behandelt wird. Die
Rekursionsformeln fiir die Momente hoherer Ordnung kénnen alternativ aus
einer Entwicklungsgleichung fiir die Verbundverteilung h hergeleitet werden.

Eine fraktionale Entwicklungsgleichung

Analog zum Vorgehen bei der einzeitigen Verteilung h(s,t) soll nun eine Ent-
wicklungsgleichung fiir die mehrzeitige Verteilung h(se, ta; s1, t1) hergeleitet wer-
den. Mit Gl1.(5.51) gilt im Laplace-Raum:

0 0\ =~ ~
— + h(SQ,)\Q;Sl,)q) = —()\1 +)\2)ah(82,)\2;81,)\1) (569)
881 882

Die zugehérigen Anfangsbedingungen lauten:

~ Af— (A A2)* 4+ \G
h’(ov)‘Z;Oa)‘l) = ! (1+ 2) ki 2 3

A1 A2
h(s2, 250, A1) = A8) (A + 22)7 — /\2)6_>‘352 )
A1 A2
= AT) (A1 4+ A2)* = AT a
h(0, Ag; 51, A1) = A £ A) 1)6_)‘181 . (5.70)

A1 A2
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Gleichung (5.69) kann direkt iiberpriift werden, wenn man umgekehrt versucht,
aus ihr die Losung h zu berechnen. Ein iibliches Verfahren, um partielle Dif-
fentialgleichungen 1. Ordnung zu losen, ist die Methode der Charakteristiken.
Dieser Ansatz fithrt zusammen mit den Anfansbedingungen (5.70) gerade auf
die richtige Losung G1.(5.51). Die Verteilung h(sg,t.s1,t1) ist im Laplace-Raum
also vollstéandig durch (5.69) festgelegt.

Auch im mehrzeitigen Fall fithrt die inverse Laplace-Transformation auf
ein fraktionales Integral:

0 o\ ¢/ 0 0
h(327t27 Sl,tl) = - <8t1 + 8152) (881 + 882> h(Sz,tQ,Sl,tl). (5.71)

Durch die Riicktransformation tritt hier wieder der im letzten Unterabschnitt
eingefiihrte fraktionale Integraloperator fiir mehrere Zeiten auf, der offensicht-
lich mit den charakteristischen Eigenschaften der mehrzeitigen Statistiken des
Prozesses s(t) verkniipft ist.

Die Erweiterung von G1.(5.71) auf N Zeiten ergibt sich in analoger Wei-
se:

N o @ /N 9
h({si,t;}) = — (Z &5) (Z 83) h({si,t:}) . (5.72)
i=1 " i=1 ¢

Aus dieser Gleichung kénnen ebenfalls die Momente < s(ty)..s(t1) > berechnet
werden. Multiplikation mit dem Produkt sy - ... - s1 und N-fache Integration
auf beiden Seiten von (5.72) ergibt den folgenden Zusammenhang zwischen den
Momenten < s(ty)...s(t1) >:

N —a
< s(tw)...s(ty) > = (Z 0?5) {< s(ty-1)...s(t1) > +Permut}. (5.73)
i=1 "

Dieser Ausdruck ist dquivalent zu den oben hergeleiteten Gleichungen (5.54)
und (5.53).

Die Entwicklungsgleichung fiir h({s;,t;}) wird aus GI1.(5.72) durch Sum-
mation der Ableitungen nach t; gebildet. In Analogie zum Riemann-

-«
Liouville-Differentialoperator definiert man hier: (ZZ]\L 1 %) f{t:i}) =

(Zfil %) (Zfil %>_a f({t:}). Daraus folgt entsprechend zu Gl.(5.45):

N 9 N P 11—« N 5
(Z at,) h({siti}) = — (Z at) <Z 88) h({si ti}).  (5.74)
=1 " i=1 " i=1 "

Hier ist nochmals zu betonen, dass diese einzelne fraktionale Differential-
gleichung zusammen mit den geeigneten Anfangsbedingungen die mehrzeitigen
Verteilungen explizit festlegt. Die Nichtmarkoveigenschaften des Prozesses s(t)
kommen auch im mehrzeitigen Fall durch den fraktionalen Integraloperator zum
Ausdruck.
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5.4 Fraktionale Fokker-Planck-Gleichungen

Die Verbundverteilung f(x2,t2;x1,t1) des Prozesses X (s(t)) wird durch die ge-
koppelten Langevin-Gleichungen (5.7) und (5.8) bestimmt und ist durch die
Integraltransformation Gl.(5.21) gegeben. Im vorhergehenden Abschnitt wurde
gezeigt, dass der Integralkern h(so,ts; s1,t1) einer fraktionalen Differentialglei-
chung GI1.(5.71) geniigt, wohingegen die Verteilung fi(z2, s2;21,51) des Mar-
kovprozesses (5.7) auf bekannte Weise berechnet werden kann. Der subdiffusive
Nichtmarkovprozess X (s(t)) kann folglich als Markovprozess in der Eigenzeit s
betrachtet werden, der tiber die ,inverse Lévy-Transformation” [Ba01| GL.(5.21)
in die physikalische Zeit ¢ transformiert wird.

Fiir die einzeitige Verteilung f(z,t) wurden bereits fraktionale Fokker-Planck-
Gleichungen hergeleitet [Fo94|, die aus der Theorie der CTRWs wohlbekannt
sind [C096], [MBK99|, [YCST99]. Ziel dieses Abschnitts ist es, auch fiir die
Verbundverteilung f(xze,ts;x1,t1) eine vergleichbare fraktionale Entwicklungs-
gleichung zu formulieren.

5.4.1 Die einzeitige fraktionale Fokker-Planck-Gleichung

Zunichst soll eine alternative Herleitung der bekannten einzeitigen fraktionalen
Fokker-Planck-Gleichung auf Grundlage des Modells von Fogedby vorgestellt
werden. Hierzu geht man von dem Loésungsansatz G1.(5.21) aus, der fur N =1
lautet:

flz,t) = / h(s,t)f1(x,s)ds . (5.75)
0
Dabei ist einerseits h(s,t) durch das fraktionale Integral G1.(5.43) festgelegt:
a0 0
h(s,t) = —oD; ah(s,t) ,

und andererseits erfiillt fi(z, s) die gewohnliche Fokker-Planck-Gleichung (5.17):

S (w.) = Lep(a) i,

Aus diesen drei Gleichungen kann nun wie folgt die fraktionale Fokker-Planck-
Gleichung hergeleitet werden: Man setzt in G1.(5.75) den Ausdruck (5.43) fir
h(s,t) ein und fiihrt auf der rechten Seite eine partielle Integration iiber s durch:

o [T 0
fat) = oD; / ds h(s,1) o fi(w,)
0 S
- ODt_a[h‘(Oovt)fl(xaoo) - h(oat)f1($>o>] : (576)
Beriicksichtigt man zusétzlich die Randbedingungen

h(s — o00,t) = 0 ,
oD Ch(0,t) = 1 (5.77)
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so erhélt man nach Substitution von Gl1.(5.17) das fraktionale Integral
f(x,t) = oD;*Lrpf(z,t)+ f(z,0) , (5.78)

wobei die Anfangsbedingung gewohnlich fi(z,0) = d(x) gesetzt wird. Schliess-
lich ergibt partielle Ableitung nach ¢ die bekannte fraktionale Fokker-Planck-
Gleichung (FFPG) fiir die Verteilung f(z,t) des CTRWs:

%(m,t) = oD{ “Lppf(x,t) - (5.79)

Zur Losung der FFPG ist es erforderlich, die zusétzliche Randbedingung
[0D; “f(z,t)]t=0 anzugeben. Mit GL.(5.75) lasst sich direkt zeigen, dass dieser
Term = 0 ist und somit die beiden Gleichungen (5.78) und (5.79) aquivalent
sind:

oo oo
{/ ds th_ah(s,t)f(:U,s)} = {/ ds P(t,s)f(z,s) =0 . (5.80)
0 t=0 0 t=0

P(t,s) ist die Verteilungsfunktion < ©(t —t(s)) > des stabilen Lévy-Prozesses.
Gl1.(5.79) geht fiir « — 1 in die gewohnliche Fokker-Planck-Gleichung tiber, da
der fraktionale Riemann-Liouville Diffentialoperator die Eigenschaft ¢ DY F(t) =
F(t) besitzt. Dies ist auch zu erwarten, da fiir diesen Grenzfall die charakteris-
tische Wartezeit nicht mehr divergiert und der CTRW zum normalen Diffusi-
onsprozess wird.

Gleichung (5.79) wurde in einer Reihe von Veroffentlichungen eingehend be-

handelt [MBK99|,[MKO00], in denen die Herleitung der FFPG auf einer verall-
gemeinerten Master-Gleichung beruht. In [Ba01| konnte Barkai die Losung von
G1.(5.79) in der Form (5.75) mit dem Integralkern h(s,t) (5.40) angeben. Die
hier vorgestellten Ergebnisse zeigen also im einzeitigen Fall eine hervorragende
Ubereinstimmung mit bekannten Resultaten. Dariiberhinaus ermdglichen die
gekoppelten Langevin-Gleichungen eine direkte Erweiterung auf mehrere Zei-
ten.
Betrachtet man fiir den Prozess X (s) die Diffusion ohne Kraftfeld, d.h. F((X) =
0, so reduziert sich Lpp auf Lpp = L(z) = aa—; und die FFPG entspricht
der fraktionalen Diffusionsgleichung, die von Schneider und Wyss [SW89| gelst
wurde (sieche Abb. 5.4.1). Die Betrachtung der mehrzeitigen Verteilungen im
néchsten Unterabschnitt beschrankt sich auf diesen fraktionalen Diffusionpro-
zesse.

5.4.2 Die Verteilungen fiir mehrere Zeiten

Das obige Vorgehen im Fall der einzeitigen Verteilung lédsst sich in analoger
Weise auf mehrere Zeiten iibertragen. Ausgangspunkt ist wie zuvor Gl.(5.21):

[e o] o0
f(zo, to; 1, t1) =/ d81/ dsa h(sa,t2; s1,t1) f1(x2, s2; 71, S1)
0 0

Fiir h(sg,ta;s1,t1) wurde ein fraktionales Integral in G1.(5.71) angegeben. Es
ist daher noch notwendig eine einzelne Entwicklungsgleichung entsprechend
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f(x,t)

2 4
X

Abbildung 5.5: Losung der fraktionalen Diffusionsgleichung. Die ausgeprigte
Spitze ist charakteristisch fiir Losungen fraktionaler Entwicklungsgleichungen.
Entnommen aus [MKO00].

GL.(5.17) fiir die Verteilung fi(x2,s92;21,51) anzugeben. Fiir Markovpro-
zesse hat eine solche Gleichung gewGhnlicherweise keine Bedeutung, da die
Ubergangswahrscheinlichkeit P(zy,sy|Tn_1,5ny_1) bereits die vollstindige
Information iiber den stochastischen Prozess enthélt. Fiir die hier betrachteten
Nichtmarkovprozesse hingegen miissen solche Gleichungen spezifiziert werden.
Deshalb ist es notwendig, eine solche Entwicklungsgleichung zunfchst fiir
die Verbundverteilung des Prozesses X (s) herzuleiten. Zur Vereinfachung be-
ziehen sich die folgenden Rechnungen nur auf den fraktionalen Diffusionsprozess.

Die charakteristische Funktion des Markovprozesses X(s) ist definiert als
die Fourier-Transformation F{z; — k;} von f(x2,s2;x1,51):

K(kQ,SQ; ]{71,81) = f{f(xg, S9;X1, 81)} =< eikQX(SQ)eile(Sl) > (581)

Nun kann analog zur Herleitung der Verbundverteilung des Lévyprozesses t(s) in
Abschnitt 5.2 vorgegangen werden. Nach einer Unterscheidung zwischen sy < s1
und sg > s1 konnen die Integrale umgeordnet werden. Aufgrund der statisti-
schen Unabhéngigkeit der Inkremente faktorisiert der Erwartungswert und kann
entsprechend der gewohnlichen Langevinkraft n(s) durch zwei Gaukfunktionen
ausgedriickt werden. Das Ergebnis ist:

K (k2,595 k1, 81) = O s — s1)e 1 (Frtha) o (s2me)hy
+ O(sy — sg)e 2h1th2)? o= (s1-52)k7 . (5.82)
Hieran ist ersichtlich, dass Gaufsverteilungen gerade Lévyverteilungen mit o = 2

sind.
Damit geniigt die charakteristische Funktion der Gleichung

0 0
— + K(kQ,SQ;k1,81) = —(k1+k2)2K(k2,82;k1,81) .(5.83)
851 882
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Die inverse Fourier-Transformation fithrt schliesslich auf folgende mehrzeitige
Diffusionsgleichung fiir die Verbundverteilung f(z2, s2; 21, 51):

0 0
<851+832> f(z2,s2;21,81) = L(xo,x1)f(x2,s2;21,51) , (5.84)

mit dem verallgemeinerten Diffusionsoperator

L(zg,x1) := (8% + 890?;@ + 66—;3). Die Anfangsbedingungen dieser Gleichung
sind aus G1.(5.82) ersichtlich:

fi(x2,82;21,0) = fi(w2,52)0(x1) ,
fi(x2,0;21,81) = fi(z1,51)0(x2) ,
fi(z2,0;21,0) = 0(x2)d(z1) . (5.85)

Die Verbundverteilung des fraktionalen Diffusionsprozesses

Analog zum einzeitigen Fall kann nun die Verbundverteilung des CTRWs herge-
leitet werden: In G1.(5.21) wird fiir h(s2,t2;s1,t1) GL(5.71) eingesetzt und auf
der rechten Seite iiber s; und sz partiell integriert. Mit G1.(5.84) ergibt sich dann
fiir f(x2,t2;21,t1) ein mehrzeitiges fraktionales Integral analog zu Gl1.(5.78):

0 o\ “
f(:l/‘g,tg; T, tl) = < + ) L(xg, xl)f($2,t2;$1,t1) + b.c. (586)

oty Oty
Die Randbedingungen b.c. resultieren aus den Randwerten der partiel-
len Integrationen und bestehen aus zwei Anteilen b.c. = g¢y(x1,x9,t1,t2) +
g2(x1,z2,t1,t2), die mit den Annahmen h(se — o0,t2;81,t1) = h(se,t2;81 —
00, t1) = 0 zunéichst folgende Form annehmen:

0 O\ % [
g1(x1, e, t1,t2) = [ =— + — / dsa h(s2,t2;0,t1) f1(x2, s2)d(x1) ,
8t1 atQ 0
0 o0\ ¢ [
g2(z1, 2, t1,t2) = | =+ = / ds1 h(0,t2; s1,t1) fi(x1, 51)d(x2)
o o),

(5.87)

Eine Interpretation dieser Ausdriicke ist so nur schwer méglich und wird erst
nach mehreren Umformungen zuginglich. Im Weiteren geniigt es, nur einen der
beiden Terme, z.B. g1 (21, 2, t1,t2), zu betrachten. Das entsprechende Ergebniss
fiir go(z1,z2,t1,t2) erhidlt man durch einfaches Vertauschen der Indizes 1 und
2.

Die Berechnung von g1 (1, x2,t1, t2) wird zweckméssigerweise im Laplace-Raum
durchgefiihrt, wo direkt die Transformierte von h(sz,t2;s1,0) G1.(5.70) einge-
setzt werden kann:

L{g1(z1,x2,t1,t2)}

1 o0 o
= (A1 +A2) 7% ((M1 + A2)* — AS‘);1 / dsy NS Le™228 f (19, 50)8 (1)
0

- (4 )\2)_&)\3))\11]“(:1:2, N)o@) . (5.88)
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Fiir die Verteilung f(z2, \2) kann die Laplace-Transformierte des fraktionalen
Integrals GL.(5.78) substituiert werden, d.h. f(z2,X2) = A\, *L(z2)f(x2, A2) +
d(z2)/A2. Damit erhélt man den Ausdruck:

L{g1(x1,x2,t1,t2)} = (A" = (A1 + )\2)_‘1)>\11L(x2)f(:1:2, A2)
b = O A X - 0()d(aa). (5.80)
2 1

Fithrt man davon die Riicktransformation durch, so lassen sich die fraktionalen
Integrale explizit berechnen (siehe Anhang). Das Ergebnis fiir die Randbedin-
gung ¢g1(x1, z2,t1,t2) ist schliesslich:

gl(.%’l,xg,tl,tg) = @(tg — tl){ F(IOC)L(JL‘Q) /:2 dt/ t/a_lf(l‘g, ty — t,)(5<l’1)
+ (1 — (I)(tz,tl)) (5(332)(5(%1) } . (5.90)

Hier ist die Funktion ®(t2,t1) definiert als:

1M
B(tg,t1) / dt’ ' Th(0,ty —t)

F(a) 0
h 1 /
dt' 'ty — /)™
1— a)/o (2 )

( a) <2)a F(“» —a;a+1;2> . (5.91)

Der Term g1 (x1,x2,t1,t2) liefert also nur einen Beitrag fiir to > t1, entspre-
chend ga(x1,x2,t1,t2) nur fiir t; > ty. Dieselbe Fallunterscheidung kann auch
bei G1.(5.86) durchgefiihrt werden. Man erhilt daraus den kompletten Ausdruck
fir die Verteilung f(z2,t2;x1,t1) aus zwei Anteilen:

1

()T (
1

MNao)I'(1

f(ma,to; 1, t1) = O(ta — t1) [~ (wa, to; 1, t1) + O(t1 — to) f (21, t1; @2, t2) ,

(5.92)
wobei
7 (zo, to; 21, t) = LL(x :c)/tlt’alf(x ty —t;my,t —t)
27 2’ 1? 1 - F(a) 27 1 O 27 2 ) 17 1
to
+ F(la)L(IL‘Q) /t; t,a_lf($2,t2—t/)6(l‘1)
+ (1= (g, 11))0(x2)0(z1) (5.93)

und f<(w1,t1; T2, t2) einfach durch Vertauschung von t2 und t; bzw. x2 und
in identischer Form aus f~(xq, t2; x1,t1) hervorgeht.

Die Terme in GI1.(5.93) kénnen im Sinne einer zeitlichen Propagation des
Prozesses ausgehend von den Anfangsverteilungen d(z2) und 6(x1) interpretiert
werden. Die Aufteilung der beiden Integrale iiber ¢ macht deutlich, dass sich die
Entwicklung nur in einer physikalischen Zeit abspielt, wobei einmal in Bezug auf
x9 und x; Spriinge stattfinden (oberster Term) und andererseits nur beziiglich
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1-@(t2,t1)
H

1.8

1.6

244/

2.24

0T 27727776 8 10 12 14 16 18 20
2
t2

Abbildung 5.6: Die Funktion 1 — ¢(t2,t1) fiir t2 > t; = konst. und a = 0,5 bis
0,9 (von unten nach oben).

x2 (zweiter Term von oben) Die Bedeutung des Terms (1 — ®(t2,t1))d(z2)d(z1)
ist dabei unklar. In Abb. 5.6 ist der zeitliche Verlauf ersichtlich: Fiir to > tq ist
der Randwert (x2)d(x1), im Bereich ty ~ t; wird der Faktor vor §(z2)d(z1)
kleiner 1. Im Grenzfall to — t; verschwindet der Term vollig.

Ein Versuch, die drei Terme in GI1.(5.93) im Zusammenhang mit einer Wahr-
scheinlichkeitsbilanzgleichung zu deuten wird in Abschnitt 5.5 unternommen.

Aus GI1.(5.93) lassen sich zusétzlich die Grenfélle der mehrzeitigen Vertei-
lung bestimmen. Fiir t; = 0 erhilt man:

Flaa,toi21,0) = FSOOL(xQ)/Otht't'a—lf(xz,tg—t')é(x1>+5(x2)5(x1)
ODt_QO‘L(xg)f(xg, tz)d(ﬂfl) + (5(.%2)(5(.%1)
= f(xz,tg)é(.%’l) . (594)

Im letzten Schritt wurde wieder Gl1.(5.78) eingesetzt. Wird dazu to = 0 gesetzt,
so ergibt sich:
f(x2,0;21,0) = 6(x2)d(z1) . (5.95)

Beide Ergebnisse konnen ebenfalls aus G1.(5.21) unter Beriicksichtigung der
Gleichungen (5.85) hergeleitet werden.

Die mehrzeitige fraktionale Diffusionsgleichung

Wie bei der Herleitung der fraktionalen Fokker-Planck-Gleichung fiir die einzei-
tige Verteilung kann nun aus dem fraktionalen Integral G1.(5.86) bzw. G1.(5.93)
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die mehrzeitige fraktionale Diffusionsgleichung hergeleitet werden. Summation
der partiellen Ableitungen nach t; ergibt:

0 0
<8t1 + at2> f(x27t27 .Tl,tl)

o 9\
= (({%1 + (9?52> L(zg, 1) f(w2, to521, 1) + be. . (5.96)

Diese Gleichung ist die fraktionale Diffusionsgleichung fiir eine zweizeitige Ver-
bundverteilung.
Die Randbedingungen b.c. bestehen hier aus den Termen:

0 0
be = _— 4+ — {gl(lbl,irg,tl,tg) + 92(1‘1, l‘Q,tl,tz)} . (597)
oty Oty

Mit G1.(5.90) sieht man, dass fiir 2 > t; nur ein Beitrag von gi(x1,x2,t1,12)
stehenbleibt:

A P
oty oty g1\x1,x2,11,12

—6(ts — 1)y Lo <£ T £> [ v st = 29300
(;’tl + a‘j?) Bty 11)3(x2)d(x1)} - (5.98)

Entsprechend fiir t; > to nur von go(z1, 22,11, t2).

Zur Losung von GI.(5.96) miissen noch Anfangsbedingungen spezifiziert wer-
den. Wie im letzten Unterabschnitt behandelt wurde, entsprechen diese in ihrer
Form den Anfangsbedingungen der gewthnlichen Diffusionsgleichung fiir meh-
rere Zeiten Gl1.(5.85):

f<$2,t27$1, = f(x27t2)6<$1) ’
f(z2,0521,t1) = f(a1,t1)d(x2)
f(x2,07x1,0) = (5(%2)(5(%1) . (599)

Mit diesen Termen koénnen die Randbedingungen b.c. anhand G1.(5.98) explizit
angegeben werden und erscheinen in der fraktionalen Diffusionsgleichung (5.96)
nur als Inhomogenititen.

Im N-zeitigen Fall lautet die fraktionale Diffusionsgleichung:

N P 11—«
(Z ot ) ({xi t:i}) = (; am) ZZ B 3:13] f{xi, ti}) + b.c.

(5.100)

Sie hat die Losung:

f({xz,tz}) = /OOO d81 s /OOO dSN h({Si,ti})fl({xi, Sz}) . (5.101)
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Als Ergebnis haben wir hier also eine geschlossene Entwicklungsgleichung
fiir mehrzeitige Verbundverteilungen des CTRWs ableiten kénnen. Gleichung
(5.100) ist die Erweiterung der bekannten einzeitigen fraktionalen Diffusions-
gleichung auf Verbundverteilungen.

Die fraktionalen Differntialoperatoren tauchen hier aufgrund der Eigenschaften
des Kerns h auf. Wie im einzeitigen Fall ist daran der Nichtmarkovcharakter
von X (s(t)) ersichtlich.

5.4.3 Momente des fraktionalen Diffusionsprozesses

In Abschnitt 5.3.2 wurden die Momente des Prozesses s(t) explizit berechnet.
Betrachtet man nun den gekoppelten Prozess X (s(t)), wobei X (s) als einfacher
Diffusionsprozess gegeben ist, so kann man auch hier mit Hilfe von G1.(5.21) die
Momente angeben. Das zweite Moment lautet:

< l‘(tz)x(tl) > = / / dsidso h(Sg,tQ; Sl,tl) < x(SQ)l'(Sl) > . (5.102)
0 0

Sind die Momente < z(s2)z(s1) > des entsprechenden Markovprozesses be-
kannt, so kénnen die Integrationen mit Hilfe der Laplace-Transformierten h
ausgefithrt und schliesslich das Ergebnis riicktransformiert werden (siehe Ab-
schnitt 5.3).

Die Momente von X (s) sind im betrachteten Fall Polynome in s:

< x(s2)x(s1) > = O(s2 — s1)s1 + O(s1 — s2)s2 . (5.103)

Damit ergibt sich fiir G1.(5.102) im Laplace-Raum

(A1 + Ag)® /OO —(AM1+A2)® 1
L{< xz(t t1) > = ———— d 1TA2)78 —
{ Qf( 2)$( 1) } )\1)\2 0 sse ()\1 4 )\2)0)\1)\2

(5.104)
Die inverse Laplace-Transformation fiihrt dann auf die Momente des CTRWs:

< alt)a(t) > = F(alm{@(tg )+ Ot — )15}

= O(ta —t1) < s(t1) > +O(t; — t2) < s(t2) > (5.105)

Mit denselben Schritten konnen alle weiteren Momente berechnet werden.
Fiir < x(t2)22(t1)? > beispielsweise ergibt sich zunichst folgender Ausdruck:

< z(s2)?x(s1)% > = 5951 + 20(s3 — 51)57 + 20(s1 — 59)53 , (5.106)
und daraus

< Jf(t2)2$(t1)2 > = < S(tg)S(tl) > +2@(t2 - tl) < S(t1)2 >
+20(t; — to) < s(tz)? > : (5.107)
Die allgemeine Struktur ist hieran deutlich erkennbar. Die Momente von X (s(t))

bekommt man dadurch, dass man die entsprechenden Momente von X (s) tiber
die s; mittelt. Dabei hat s; > s; auch ¢; > t; zur Folge.
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Um schliesslich eine allgemeine Formel fiir < x(t2)*™x(t1)?® > angeben zu kon-
nen, benotigt man einen solchen Ausdruck fiir die Momente des Prozesses X (s).
Dieser lautet fiir n > m:

< 2(s2)?™x(s1)* >= AsY'sT+ BO(sg—s1)s} sy + BO(s1 —s9)sh s .
(5.108)
Die Koeffizienten A, B, C lassen sich iiber die Anwendung des Wickschen Theo-
rems auf Gaufsprozesse bestimmen. Damit erhélt man die gesuchten Momente
beliebiger (gerader) Ordnungen:

< £(t2)2mx(t1)2n >
_ A < s(ta)™s(t)" > +BO(ty — 11) < s(t1)" M s(t2)™ >
—i—B@(tl — tg) < S(tg)nfms(tl)m > . (5.109)

Wie die Erwartungswerte < s(t2)™s(t1)™ > berechnet werden kénnen wurde
bereits in Abschnitt 5.3.2 vorgestellt. Die Momente des CTRWs X (s(t)) sind
damit fiir den Spezialfall, dass X (s) ein einfacher Diffusionsprozess ist, voll-
stindig bestimmt.

Fiir Prozesse X (s) mit anderen Eigenschaften, wie z.B. Diffusion in einem Kraft-
feld ist das Vorgehen analog zu dem hier gezeigten. Sind die Momente des Mar-
kovprozesses bekannt, konnen tiber die Beziehung G1.(5.102) die ensprechenden
Momente des CTRWs stets berechnet werden.

5.5 Eine verallgemeinerte Mastergleichung

In vielen Verdffentlichungen zur fraktionalen Fokker-Planck-Gleichung und ihrer
Verbindung mit den Continuous Time Random Walks [MBK99|,[BMKO00| wird
der CTRW gemeinhin tiber eine verallgemeinerte Mastergleichung beschrieben.
Im Folgenden wird kurz vorgestellt, wie aus dieser alternativen Beschreibung
des CTRWs die FFPG (5.79) hergeleitet werden kann.

Mit Hilfe der Sprungverteilung v (z,t) kann die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
sich das Teilchen zur Zeit ¢ am Ort X aufhélt in Form einer Wahrscheinlich-
keitsbilanz angegeben werden:

f(z,t) = /0 dt’ /_OO dr' (' ) f(x — 2/t — ') + ¢(t)d(x) . (5.110)

D.h. f(z,t) ist die Summe aller Wahrscheinlichkeiten, sich an einem Punkt
(X', t') mit ' < t zu befinden und gerade einen Sprung nach (X,t) auszu-
filhren. Der zweite Term ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen bis zur
Zeit t nicht springt, d.h. dass es an seinem Startort f(x,0) = d(x) sitzenbleibt:

o(t) = 1—/: dt' w(t') . (5.111)

Die Sprungverteilung ist hier gegeben als ¢ (x,t) = w(t)7(x) mit den Verteilun-
gen der Sprungweite m(z) und der Wartezeit w(t) (siehe Abschnitt 5.1). Diese
sind fiir die charakteristischen Figenschaften des CTRWs verantwortlich. Der
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subdiffusive Prozess ergibt sich genau dann, wenn die charakteristische War-
tezeit T divergiert und die Varianz der Sprungweite ¥2 endlich bleibt. Solche
Verteilungen konnen z.B. das folgende asymptotische Verhalten im Laplace-
bzw. Fourier-Raum haben:

L{w®)} = o) ~1-=X"+0(\?) ,
Fir(z)} = #k)~1-E+0(F) . (5.112)

Wenn man berticksichtigt, dass G1.(5.110) die Form von Fourier- und Laplace-
Faltungsintegralen hat, ldsst sich nach den entsprechenden Transformationen
direkt die Losung der Mastergleichung im Fourier-Laplace-Raum angeben:

= 1-o(A) 1

F(k,N) = FL{f(0,0)} = = iR (5.113)

mit P(k,\) = (N7 (k).
Setzt man in diesen Ausdruck die spezielle Form der Sprung- und Wartezeitver-
teilung G1.(5.112) ein, so erhilt man:

- ol 1 1

Flku) = T T (5.114)

Im letzten Schritt wurden im Nenner die Terme dritter Ordnung vernachlés-
sigt. Die Riicktransformation dieser Gleichung fiihrt gerade auf das fraktionale
Integral fiir f(z,t) G1.(5.78), bzw. nach partieller Ableitung nach ¢ auf die be-
kannte fraktionale Fokker-Planck-Gleichung. Hier soll angemerkt werden, dass
mit der speziellen Wartezeitverteilung @(\) ~ 1 — A® die Funktion ®(¢) im
Laplace-Raum zu £{¢(t)} = A>~! wird. Dieser Ausdruck ist gerade die Laplace-
Transformierte der Verteilung h(s,t) fiir s = 0, siehe G1.(5.39). Damit gilt im
Limes grosser Zeiten:

1 «
o(t) = h(0,t) = mt . (5.115)
Nach der Interpretation von h(s,t) hatten beide Terme bereits dieselbe Bedeu-
tung. In Abb. 5.7 ist h(0,t) zu sehen. Die Wahrscheinlichkeit, dass das Teil-
chen lange sitzenbleibt geht gegen Null. Fiir ¢ — 0 divergiert h(0,t), wihrend
®(t — 0) = 1 wird (siehe GL.(5.111)), d.h. die N&herung G1.(5.112) ist in diesem
Fall nicht mehr giiltig.

Dies ist soweit bekannte Theorie. Nun soll der umgekehrte Weg gegangen wer-
den. Im letzten Abschnitt wurde ein fraktionales Integral fiir die mehrzeitige
Verteilung f(z2,t.x1,1) hergeleitet. Eine diesem Ausdruck entsprechende ver-
allgemeinerte Mastergleichung fiir die Verbundverteilung kann analog zum Vor-
gehen bei der einzeitigen Verteilung hergeleitet werden. Dadurch wird die Inter-
pretation von G.(5.93) als Wahrscheinlichkeitsbilanz ermdoglicht.
Ausgangspunkt ist G1.(5.86) fiir to > ¢1, also

0 0

—Q
flzo, tosxr, 1) = | = + = L(xo, z1) f(22,to; 21, t1) + g1(21, 22,11, 2)
ot1 Otoy
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h(0t)

0.19

80 100

Abbildung 5.7: Die Funktion h(0,t) Gl.(5.115) fiir a-Werte von 0,5 (oberste
Kurve) bis 0,9. h(0,t) gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass das Teilchen bis zur
Zeit t an seinem Startort sitzenbleibt.

Mit Hilfe der Laplace-Transformierten von gi(x1,x2,t1,t2) G1.(5.88) sieht man,
dass die Fourier-Laplace-Transformierte dieser Gleichung folgendermassen lau-
tet:
~ 1-— ()\1 + )\2)_&)\% ~ 1
ko, Aoy k1, A1) = ko, Ao)—
f Uk, Agi bt Aa) 1+()\1+)\2)7°‘(1€1+]€2)2f( ? 2))\1
Der Nenner hat hier bereits eine Form analog zum einzeitigen Fall. Erweitert
man nun mit (A + A2)%, so erhdlt man einen Ausdruck, in dem wie oben der
Nenner durch die Sprungverteilung v ausgedriickt werden kann:
N AL+ A)* — NG 1
Pk n) = — b= g ) L
1 — (k1 + k2, A1 + A2) AL
Bevor dieser Ausdruck in eine verallgemeinerte Mastergleichung transformiert
wird, soll noch die mit der einzeitigen Verteilung konsistente Form der G1.(5.117)
deutlich gemacht werden. Dazu kann fiir die transformierte Verteilung f(k2, A2)
gerade der Ausdruck aus der einzeitigen Mastergleichung Gl1.(5.114) eingesetzt
werden:

(5.116)

(5.117)

Fk2, A3 k1, Ap)
(A1 +A2)® =2yt 1

2 E—
(1= tp(k1 + ko, A+ A2)) (1 — h(ka, A)) M1
1 1 -
= = = h(sa — 0,A2;0,A1).(5.118)
(1= d(k1 + k2, M1+ A2)) (1 = ¥(k2, A2))
Im letzten Schritt wurde ein Ergebnis aus der Untersuchung der mehrzeitigen
Verteilung des inversen Prozesses verwendet (siehe Gl.(5.51)):
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h(sa — 0, A2;0, A1) gibt nach t und ¢ riicktransformiert die Wahrscheinlichkeit
an, dass das Teilchen bis t2 > ¢; nicht gesprungen ist. Damit ist die Struktur
der mehrzeitigen Verteilungen im Fourier-Laplace-Raum durch Vergleich mit
G1.(5.114) deutlich: Als Randterm ist die Wahrscheinlichkeit anzugeben, auf den
Startpositionen sitzenzubleiben, die Propagation davon ausgehend wird durch
Faktoren 1/(1 — ¢) beschrieben.

Fiir die Transformation von GI1.(5.117) in eine mit dem fraktionalen Integral
(5.93) vergleichbare Mastergleichung, muss die einzeitige Verteilung f(ka2, A2) ge-
eignet substituiert werden. Verwendet man die Fourier-Laplace-Transformierte
von G1.(5.110) in der Form f(ka, o) = th(ka, X2) f(k2, A2) + A7, so ergibt sich:

_ A4 X2)® — A9) f(kay Ag) <= h :
Flho sty ny = (At DA Aol | hles = 0010 0)
1 — (k1 + k2, A+ A2) 1 — (k1 + ka2, A1+ A2)

(5.119)

Nun kann der Zahler des ersten Summanden mit Hilfe der Wartezeitverteilung
@(A) geméss G1.(5.112) ausgedriickt werden: (A1+X2)*—Ag = ©(A2) —@(A1+A2).

Fiir to > t; fiihrt die inverse Laplace-Transformation schliesslich auf folgende
verallgemeinerte Mastergleichung:

f(an t?a Zy, tl)

t1 ']
= / dt'/ da’ (2’ ) f(re — 2’ o — ;2 — 2/t — 1)
0 —00

to to—t’ [e%s)
+/ dt’w(t’)/ dt”/ da’ (' ") f(xe — 2 tg — ' —t")6(21)

t1 0 —0o0

+ h(sy — 0,A2;0,A)8(x1)d(x2) . (5.120)

Diese Gleichung kann als eine Wahrscheinlichkeitsbhilanzgleichung des
CTRWs angesehen werden. Der unterste Term gibt wie oben die Wahrschein-
lichkeit dafiir an, dass kein Sprung ausgefiithrt wird und das Teilchen an den
Startpositionen sitzenbleibt. Wie im einzeitigen Fall ergibt sich der Randwert
1 — ®(t9,t1) des mehrzeitigen fraktionalen Integrals G1.(5.93) iiber fraktionale
Integration dieses Terms:

—Q
<88tl + 88252> ODt_Qa h(SQ — 0, A9; 0, )\1) =1- (I)(tg,tl) X (5.121)
wie sich im Laplace-Raum feststellen ldsst. Bei der einzeitigen Verteilung gilt
zum Vergleich: ¢D; “h(0,t) = 1.
Der nichste Term in der Mastergleichung besteht aus einer Art Faltung der
Wartezeitverteilung w(t) mit der einzeitigen Verteilung f(z2,%2) und kann
als Wahrscheinlichkeit interpretiert werden, dass das Teilchen zur Zeit t; am
Anfangsort ist und zur Zeit to — t1 an x2, wobei es einen Sprung durchgefiihrt
hat. Der oberste Term bilanziert schliesslich die Spriinge, die nach x1 zur Zeit
t1 und zo zur Zeit to fithren.
Man sieht zudem, dass fiir die Grenzfalle t; = 0 und t; = t3 = 0 die Master-
gleichung nicht in die aus GI1.(5.99) erwarteten Ausdriicke iibergeht. Dies kann
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darauf zuriickzufithren sein, dass die Gleichung implizit das asymptotische
Verhalten der Wartezeitverteilung w(A) ~ 1 — A% enthélt und daher nur fiir
grosse Zeiten giiltig ist. Betrachtet man zum Vergleich den einzeitigen Fall, so
ist fiir kleine Zeiten die Beziehung ®(t) = h(0,t) ebenfalls nicht mehr giiltig.

An den Ausdriicken fiir eine mehrzeitige verallgemeinerte Mastergleichung
(Gleichungen (5.118) und (5.120)) wird deutlich, dass die einzeitige Master-
gleichung GI1.(5.110) nicht ausreicht, um mehrzeitige Verbundverteilungen
zu beschreiben. Diese sind aber fiir die vollstdndige Charakterisierung von
Nichtmarkovprozessen unerlasslich.



Kapitel 6

Verteilungen fur Ort und
Geschwindigkeit

In diesem Kapitel werden Verbundverteilungen fiir Ort und Geschwindigkeit ei-
nes Lagrange-Teilchens genauer untersucht. Zwei unterschiedliche Ansétze aus
den vorangegangenen Kapiteln stehen hierbei im Blickpunkt. Einerseits existiert
eine aus den Navier-Stokes-Gleichungen abgeleitete Entwicklungsgleichung fiir
die Verteilung f(u,x,t)! eines Lagrange-Teilchens, die als eine Verallgemeine-
rung des heuristischen Oboukhov-Modells anzusehen ist. Dieses kann anderer-
seits aufgrund seiner Einfachheit als Prototyp der phinomenologischen Ansétze
zur Lagrangeschen Beschreibung der Turbulenz angesehen werden. Stochasti-
sche Realisierungen sind hier iiber eine Langevin-Gleichung gegeben, wéahrend
die Verteilung f(u,x,t) einer Fokker-Planck-Gleichung geniigt. Zwischen diesen
beiden Grenzfillen soll sich die Diskussion an dieser Stelle abspielen.

Die primére Frage ist die nach einer exakten Lésung des verallgemeinerten
Oboukhov-Modells. Fiir die Geschwindigkeitsverteilung f(u,t) kann diese im
Rahmen eines CTRWs formuliert werden und ergibt eine sehr gute Ubereinstim-
mung mit den Experimenten. Zunéchst werden daher Losungsansétze fiir das
verallgemeinerte Modell besprochen werden. Eine explizite Losung fiir f(u, x,t)
konnte allerdings nicht gefunden werden.

Der néchste Schritt geht hin zu Erweiterungen des gewohnlichen Oboukhov-
Modells, die charakteristische Eigenschaften des verallgemeinerten Modells zei-
gen. Die hier behandelte Form der Erweiterung ist durch die Ergebnisse bei den
Geschwindigkeitsverteilungen motiviert und liefert mit ihnen konsistente Ergeb-
nisse. Im letzten Abschnitt werden mogliche stochastische Realisierungen dieses
erweiterten Modells untersucht, denen CTRWs zugrundeliegen.

'In diesem Kapitel wird die Abhingigkeit der Verteilung vom Startort y zur besseren
Ubersicht nicht mehr explizit angegeben.

79
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6.1 Die exakte Verallgemeinerung des Oboukhov-
Modells

In Abschnitt 4.3 konnte eine Integrodifferentialgleichung fiir die zeitliche Ent-
wicklung der Verbundverteilung f(u,x,t) eines Lagrange-Teilchens abgeleitet
werden (siehe GI1.(4.27)):

gtf(u,x,t) + u- fo(u,x,t)

t
= V- / dt' D*(u, t,t) [V f(u, %, ') 3—x—u(—r)
0

Zur Vereinfachung wird angenommen, dass der Diffusionskoeffizient D?(u,t,t')
unabhéngig von der Geschwindigkeit ist. Die zweizeitige Beschleunigungskor-
relation ist nach GI.(4.28) somit nur von der Zeitdifferenz ¢ — ¢’ abhéngig:
D?(u,t,t') ~ D%*(t — t'). Wie bei der Geschwindigkeitsverteilung kann die Ver-
bindung mit einer fraktionalen Zeitableitung gezogen werden. Formuliert man
die zeitliche Retardierung X = x — u(t — ¢) mit einem Translationsoperator
e~ wVxt o kann der Riemann-Liouville-Differentialoperator folgendermassen in
Gl1.(6.1) eingefiihrt werden:

gtf(u, x,t) + u-Vxf(u,x,t) = Ve v Vxt ODg_O‘e“'V"tVuf(u, x,1).(6.1)

Mit der Vertauschungsrelation [V, e®Vx{] = tV ergibt sich weiter:

E?tf(u,x,t) + u- vxf(u7x7t)
= efu-th(vu —tVx) ODtl_a(vu - tvx)eu.Vth(uv x,t). (6.2)

Hier bietet es sich an, eine neue Funktion zu definieren: g(u,x,t) :=
eWVxl f(u, x,t). Auf der rechten Seite kann dann g(u,x,t) substituiert werden
und auf der linken Seite entsprechend f(u,x,t) = e %Vxlg(u,x,t). Nachdem
man die Translationsoperatoren auf beiden Seiten kiirzt, erhilt man daraus eine
Gleichung fiir g(u, x,t):

0 _
F9Wwxt) = (Vu—tVy) oD, (Vu—tVx)g(u,x,t) . (6.3)
Zweckmissigerweise fiihrt man hier eine Fourier-Laplace-Transformation durch,
um die Gleichung zu vereinfachen. Bezeichnet man die transformierte Funktion
als G(w,k, \) := FL{g(u,x,t)} mit den konjugierten Fourier Variablen u — w
und x — k, so wird G1.(6.3) zu:

B 0 I—a 0
AG(w,k,A) = — <W + 8)\k> A <W + 8)\k> G(w,k, ) , (6.4)

beziehungsweise

g 17042 2 2 l1-a 17043 l1—ay,,2 _
{a)\)\ S oA W kAT S ke AW A G =0 (6.9)
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Randterme wurden bei der Transformation vernachléssigt.

In Anlehnung an die Ergebnisse bei der Behandlung der Geschwindigkeitsver-
teilung wird die Losung dieser Gleichung als eine Uberlagerung von zweidimen-
sionalen Gaufkurven angesetzt:

G(w,k,\) = / dP / dQ / dS N(P,Q, S, \)e PW —2Qwk=SK* (g g

Substituiert man diesen Ansatz in GL.(6.5) und integriert partiell, so erhélt
man eine partielle Differentialgleichung 3. Ordnung fiir den Kern N (P, @, S, \):

0
— AT e

0 .00 10 ,,0 1,.00
X" ox0S 200" 8Q 27 oxoQ oP

- )\} N=0
(6.7)

Eine Loésung dieser Gleichung konnte bislang nicht bestimmt werden. Die
Probleme resultieren insbesondere aus den Ableitungen 3. Ordnung, die letzt-
endlich aufgrund der zeitlichen Retardierung in Gl1.(6.1) auftreten.

6.2 Eine heuristische Erweiterung des Oboukhov-
Modells

Im Hinblick auf die Schwierigkeiten, mit denen man bei den Losungsansitzen
der exakten Verallgemeinerung des Oboukhov-Modells konfrontiert ist, er-
scheint es zweckméssig, zunéchst einfachere Modelle fiir die Verbundverteilung
eines Lagrange-Teilchens in Erwigung zu ziehen. Wie bei der Behandlung
der Geschwindigkeitsverteilung deutlich wurde, scheinen fraktionale Zeita-
bleitungen besonders dazu geeignet zu sein, zeitliche Korrelationen innerhalb
der turbulenten Stromung zu beschreiben. Allerdings soll hier dieser Ansatz
zunéchst nicht auf die Basis eines Systems von Langevin-Gleichungen gestellt
werden. Ansétze hierzu werden im néchsten Abschnitt behandelt.

In Analogie zur Erweiterung der gewdhnlichen Diffusionsgleichung wird
eine fraktionale Zeitableitung in die Fokker-Planck-Gleichung des Oboukhov-
Modells ad hoc eingefiihrt. In diesem Abschnitt wird also folgende fraktionale
Entwicklungsgleichung fiir die Verteilung f(u,x,t) eines Lagrange-Teilchens
betrachtet:

%f(u, x,t) +u-Vxf(u,x,t) = thl*O‘Auf(u, X, t) . (6.8)

Der Parameter o nimmt wie zuvor Werte 0 < a < 1 an, die Diffusionskon-
stante wird vereinfachend als 1 angenommen.
Die in Kapitel 5 besprochenen Ergebnisse fiir die fraktionale Diffusionsgleichung
legen es nahe, als Losungsansatz eine Uberlagerung von Gauffunktionen anzu-
setzen:

flu,x,t) = /_OO dz /OOO ds h(z,x;s,t) f1(u,z,s) , (6.9)
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wobei der Integralkern h(z,x;s,t) zusitzlich die Ortsvariable transformiert.
Mit fi(u,z,s) wird die Losung der Fokker-Planck-Gleichung des gewdhnlichen
Oboukhov-Modells bezeichnet, das man im Grenziibergang o — 1 erhilt:

(,fsﬁ(u,z, )+ u-Vafi(wzs) = Aufi(w,zs) (6.10)

Als weiteren Grenzfall erhdlt man aus G1.(6.8) nach Integration {iber den
ganzen Raum die fraktionale Diffusionsgleichung fiir die Geschwindigkeitsver-
teilung

= [ f(u,x,t)dx

9

ot

An dieser Stelle soll daran erinnert werden, dass die Losung der fraktionalen
Diffusionsgleichung durch folgenden Ausdruck gegeben ist:

flu,t) = /OOO ds h(s,t)f1(u,t) , (6.12)

f(u,t) = ODtl_aAuf(ua t) : (6.11)

mit der Gaubfunktion fi(u,t) als Losung der gewohnlichen Diffusionsgleichung
und der Verteilung des inversen Levy-Prozesses h(s,t).

6.2.1 Losung des erweiterten Oboukhov-Modells

Fiir das hier vorgestellte Losungsverfahren kann der Laplace-Operator Ay im
Prinzip durch einen beliebigen linearen Differentialoperator L(u) ersetzt werden,
da die charakteristischen Eigenschaften des Modells der Integralkern h(z, x; s, t)
enthélt. Eine Differentialgleichung fiir h(z,x;s,t) kann nun wie folgt abgelei-
tet werden. Man setzt den Ansatz G1.(6.9) in die fraktionale Entwicklungsglei-
chung G1.(6.8) ein. Der Laplaceoperator wirkt nur auf fi(u,z,s) und kann mit
Gl.(6.10) substituiert werden:

/ dz/ ds < Vx> h(z,x;s,t) f1(u,z,s)
= ODtl_o‘/ dz/ ds h(z,x;s,t) <88 —i—u-VZ) fi(u,z,s). (6.13)
— 00 0 S

Auf der rechten Seite der Gleichung wird im n#chsten Schritt beziiglich z
und s partiell integriert. Aufgrund der Integrationsgrenze 0 erhélt man bei der
Integration iiber s den Ausdruck oD}~ [ dzh(z,x;0,t)f1(u,z,0) als Randterm.
Dieser Term wird folgendermassen diskutiert: Die Anfangsverteilung der
Oboukhov-Losung ist gewdhnlich fi(u,z,0) = 6(z)d(u), der Randterm wird da-
mit zu oD} ~“h(0,x;0,%)d(u). Macht man nun die Annahme, dass h(0,x;s,t) =
d(x)h(s,t) gilt, mit der Verteilung h(s,t) des inversen Levy-Prozesses, so folgt
direkt oD} ~“h(0,t)5(u) = 0 (siche G1.(5.77)) und dieser Randterm kann fiir die
weiteren Betrachtungen ausser Acht gelassen werden.

Nach partieller Integration wirken die partiellen Ableitungen in GL.(6.13) nur
noch auf h(z,x;s,t), das die folgende fraktionale Differentialgleichung erfiillt:

0 . — e .
<8t +u-V > h(z,x;s,t) = — oDy <85 +u- Vz> h(z,x;s,t) . (6.14)
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Wie bereits mehfach diskutiert wurde, konnen Gleichungen mit fraktionalen
Zeitableitungen im Laplace-Raum einfacher gelést werden. Bezeichnet man die
Laplace-Transformierte des Integralkerns mit h(z,x;s,\) := L{h(z,x;s,t)}, so
fithrt die Laplace-Tranformation von GL.(6.14) auf eine partielle Differentialglei-
chung 1. Ordnung;:

(A +u-Vx)h(z,x;8,\) — h(z,x%;0, s)

= )\« <(9a +u- VZ> h(z,x;5,\)
s

+ ((i +u- Vz> [ODt_O‘h(z,x; S’t)]t:O . (6.15)
Der letzte Term auf der rechten Seite entsteht durch die Transformation der
gewbhnliche Zeitableitung, die im fraktionalen Differentialoperator enthalten
ist (siehe Anhang). Typischerweise wird [OD;ah(z, X; S, t)]tzo = 0 gesetzt. Der
Randterm auf der linken Seite wird aufgrund der Annahme h(z,x;0,s) ~ d(s)
nicht weiter beriicksichtigt. Schliesslich ergibt sich die folgende Gleichung:

{683 +u-V,+ X lu. Vx} h(z,x;5,\) = —\"h(z,%;5,\) . (6.16)

Fiir lineare partielle Differentialgleichungen dieses Typs kann mit der Metho-
de der Charakteristiken eine Losung systematisch bestimmt werden, falls diese
existiert. Dieses Verfahren soll im Weiteren ausgefiithrt werden. Wahlt man als
Parameter der Charakteristiken die Variable s, so schreibt sich G1.(6.16) als

d

—h(z(s),x(s): As) = {;S n dzdf) SV, + d’;(;) -vx} h(z(s),%(s); ), )

= =AY h(z(s),x(s); \, s) . (6.17)

Diese Differentialgleichung hat die Losung:

h(z(s),x(s); A, s) = h(z(0),x(0); A, 0) e~ "¢ . (6.18)

Die Gleichungen der Charakteristiken z(s), x(s) ergeben sich aus gewdhnli-
chen Differentialgleichungen 1. Ordnung:

dz(s)

. = U — z(s) = us + 2o ,
dx(s)

1. = Pt} — x(s) = A lus + xq . (6.19)

Als Anfangsbedingung (z(0),x(0);0,\) = h(zo, X0; 0, ) wird eine scharfe
Verteilung bei x¢ gewihlt. Fiir die A-Abhingigkeit wird die spezielle Wahl A1
getroffen, um mit den Grenzféllen konsistent zu sein (siche unten). Setzt man
zo = 0 ergibt sich folgender Anfangswert:

h(z0,%0;0,A) = &(x0)A*""
= S(x—Xlzgxt (6.20)
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Damit erhélt man als Losung der Differentialgleichung G1.(6.16) den Kern
der Integraltransformation GL.(6.9) im Laplace-Raum:

h(z,x;5,)) = 0(x— A lz) o le=A"s
= §(x—X"12)h(s,\) . (6.21)

Im letzten Schritt wurde die Laplace-Transformierte von h(s,t) substituiert:
L{h(s,t)} = \>"Le™"* (siehe G1.(5.39).
Formal wére die inverse Laplace-Transformierte von G1.(6.21):

h(z,x;s,t) = L7Ho(x — X*12)} * h(s, 1) . (6.22)

Der Stern bezeichnet eine Faltung beziiglich ¢. Aufgrund der A-Abhéngigkeit der
d-Funktion ist es schwierig, einen geschlossenen Ausdruck fiir die Riicktransfor-
mation £71{§(x — A*1z)} anzugeben. Die exakte Form von h(z,x;s,t) bleibt
damit offen.

Da allerdings Laplace-Riicktransformation und Integration vertauschen, kann
ein Ausdruck fiir die Laplace-Transformierte der gesuchten Lésung f (u,x,\) =
L{f(u,x,t)} angegeben werden:

flu,x,\) = /_OO dz /OOO ds h(z,x;5,\) f1(u,2,s) . (6.23)

Viele Grossen konnen somit zuerst im Laplace-Raum berechnet und dann
— falls moglich — riicktransformiert werden. Wie im Folgenden gezeigt
wird, kann mit Hilfe des Integralkerns h(z,x;s,\) die Losung des erweiterten
Oboukhov-Modells weitgehend charakterisiert werden.

6.2.2 Grenzfille

Zunichst ist anhand GI1.(6.21) ersichtlich, dass die Annahmen, die auf G1.(6.16)
fithrten, bestdtigt werden. Die erste Annahme bezieht sich auf B(O,x;s,t).
Im Laplace-Raum gilt die Beziehung h(0,x;s,A) = 8(x)h(s,\), d.h. es gilt
gerade h(0,z;s,t) = 6(x)h(s,t). Die zweite Annahme war h(z,x;s,0) ~ d(s).
Sie wird dadurch bestitigt, dass h(s,0) = d(s) ist (siehe GI1.(5.26)) und damit
h(z,x;5,0) = L7H5(x — X 12)} * 6(s) ~ 0(s) wird.

Dartiberhinaus muss f(u,x,t) fiir die entsprechenden Grenzfille sowohl
in die Losung des gewthnlichen Oboukhov-Modells, als auch in die Losung der
fraktionalen Diffusionsgleichung iibergehen.

Zum einen bedeutet dies, dass fiir a — 1 gelten soll: f(u,x,t) — fi(u,z =

x,s = t). Betrachtet man den Integralkern, so sieht man, dass h(z,x;s, \) fiir
diesen Grenzfall in folgenden Ausdruck iibergeht:

hi(z,x;5,\) = 8(x — z)e . (6.24)
Die Riicktransformation kann jetzt direkt durchgefithrt werden und ergibt:

hi(z,x;s,t) = 6(x —2)d(t — s) . (6.25)
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Also fiithrt die Transformation GI1.(6.9) gerade auf die Oboukhov-Losung
fi(u, x,t).

Der zweite Grenzfall bezieht sich auf die Verteilung f(u,t) als Losung
der fraktionalen Diffusionsgleichung. Hierzu muss die Integration von f(u,x,t)
tiber x unter Zuhilfenahme von G1.(6.23) berechnet werden:

/Z dx/idz/ooo ds6(x — A712) (s, A fa(w, 2, 5)
_ /OOO ds (s, ) f1(u,5) .(6.26)

Der letzte Ausdruck ist die Laplace-Transformierte der Losung f(u,t) der
fraktionalen Diffusionsgleichung.

Die Ubereinstimmung in diesem letzten Grenzfall wird letztendlich iiber
die Wahl des Terms A*~! in der Anfangsbedingung G1.(6.20) erreicht, der mit

h(0, A) identisch ist. Diese Wahl ist ebenso grundlegend fiir die Verifikation der
anderen Annahmen. Eine Interpretation ist wohl entsprechend derjenigen fiir
h(0,t) im Zusammenhang mit CTRWs zu sehen.

6.2.3 Die Verteilung f(u,x,1)

Anhand des Grenzfalls der fraktionalen Diffusionsgleichung ist ersichtlich, dass
die Losungen f(u,x,t) aus GL.(6.9) stets normiert sind: Die Integration iiber x
fithrt auf die normierte Verteilung f(u,t). Also gilt:

/:dx/o;duf(u,x,t):/O;duf(u,t):1 . (6.27)

Zudem ist iL(Z,X; s, A) stets positiv und damit auch h(z,x;s,t) und f(u,x,t).

Die Verteilung f(u,x,t) wird im Folgenden formal bestimmt. Im ersten Schritt
berechnet man iiber die Transformation G1.(6.23) die Laplace-Transformierte
von f(u,x,t)%:

flu,x,\) = /_00 dz /000 ds d(x — /\a_lz)fz(s,)\)fl(u,z, s)

= / ds X373 (s, ) fi(u, N1 79%,5) . (6.28)
0

Hier taucht die Verteilung fi(u,z, s) des gewdhnlichen Oboukhov-Modells auf,
die explizit angegeben werden kann:

fi(u,z,s) = N(s) exp {— e —— (6.29)

2Hierzu werden d = 3 Dimensionen angenommen.
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Daraus ergibt sich fiir die Riicktransformation von fi(u, \!7%x, s):

L"il{fl (uv Aliaxa S)}
_u? 4 3MTox.u 3a22ex?
=N(s)e s LT qexpq — 2 i

1 1
w2 §2 \Ta [/ 3\
= Nls)e <3X-u> (3x2>
1 1
82 1—a 83 2—2a
{Lla <<3X - u) t) * LQ,QQ <<3X2) t) } . (630

Da die einseitige Levy-Verteilung im Laplace Raum als £{L,(t)} = e "¢
gegeben ist (siehe Abschnitt 5.2) taucht hier das Faltungsintegral iiber zwei
skalierte Levy-Verteilungen auf.

Damit ldsst sich f(u,x,t) wie folgt angeben:

1 _1
flu,x,t) = 0D3_30‘ /OO s N(s)e*usj 52 T—a i 2—2a
Y t 0 3x-u 3x2

{h@i)*LFa<<3;%u>L;t>*L}Qa<<£;>2imt>}.

Diese Gleichung ist ein rein formaler Ausdruck. Eine Moéglichkeit, dennoch mehr
Informationen iiber die Verteilung zu bekommen, besteht in der Bestimmung der
Momente.

~—

6.2.4 Momente des erweiterten Oboukhov-Modells

Fiir die Momente des erweiterten Oboukhov-Modells ldsst sich ausgehend von
G1.(6.23) eine allgemeine Gleichung herleiten, die fiir beliebige Ordnungen giiltig
ist.

Die einzeitigen Momente < x™(¢)u™(t) > sind folgendermassen definiert:

<x"(t)u™(t) > = /_OO du /_OO dx x"u™ f(u,x,t) . (6.32)

Daraus ergibt sich im Laplace-Raum mit Hilfe von G1.(6.23) und G1.(6.21):

L{< x"(t)u

/ du/ dz/ ds 6(x — \*1z)h(s, \)x"u™ fi(u,z, s)

B 00
:xwm/cmmw/ m/ dzz"a"™ fi(u,z,5) . (6.33)
0 —00 —00

Im letzten Schritt wurde die Integration iiber die J-Funktion durchgefiihrt.
Hier tauchen gerade die Momente des gewdhnlichen Oboukhov-Modells auf:
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[du [dz z"u™ fi(u,z,s) =< z"(s)u™(s) >. Die Riicktransformation von
G1.(6.33) lautet damit:

<x"(tum(t) > = DHn / ds h(s,t) <z"(s)u™(s) >
0
= ODgo‘_l)n << z"(s)u™(s) >> . (6.34)

Die Momente des erweiterten Oboukhov-Modells erhédlt man demnach aus
den gewohnlichen Momenten < z"(s)u™(s) > durch Mittelung iiber s(t)
und fraktionale Integration iiber ¢. Da < z"(s)u™(s) > die Form einfacher
Polynome in s hat, tauchen hier einfach die einzeitigen Momente des inversen
Prozesses s(t) auf (siehe Abschnitt 5.3.1), iiber die fraktional integriert wird.
Diese Rechnungen konnen im Laplace-Raum stets elementar ausgefiihrt werden.

Diesen Zusammenhang sieht man z.B. bei den Momenten zweiter Ordnung;:

1

2 2 le'
< u“(s) > s — <u‘(t) > Mot 1) ,
1 2
2 3 2 a+2
z(s) 37 <(0>= 5013 ’
1 1
< Z(S)u(s) > = 582 — < X(t)u(t) > = mta+l. (635)

Hier ist ersichtlich, dass der Grenzfall des Oboukhov-Modells jeweils erfiillt
ist. Das Verhalten der Teilchengeschwindigkeit ist in diesem erweiterten Mo-
dell subdiffusiv entsprechend der fraktionalen Diffusionsgleichung. Das mittlere
Abstandsquadrat des Teilchens skaliert mit geringerer Ordnung als nach dem
Richardson-Gesetz erwartet wird.

6.3 Gekoppelte Langevin-Gleichungen

In diesem Abschnitt werden mdgliche stochastische Realisierungen der heu-
ristischen Erweiterung des Oboukhov-Modells untersucht. Gegeniiber der
Beschreibung iiber eine fraktionale Fokker-Planck-Gleichung haben stochasti-
sche Diffentialgleichungen den Vorteil, dass sie nicht auf die einzeitige Verteilung
beschrinkt sind und dementsprechend mehr Informationen iiber den Prozess
enthalten. Sie bieten dariiberhinaus die Md&glichkeit, den stochastischen Prozess
direkt zu simulieren und aus den numerischen Daten die Verteilung zu bestim-
men. Im Hinblick auf die Ergebnisse des vorangegangenen Abschnitts kénnte so
die unbekannte Lésung simuliert und experimentellen Daten gegeniibergestellt
werden. Nicht zuletzt wire erst mit einer komplementdren stochastischen
Formulierung eine vollstindige Erweiterung des Oboukhov-Modells gegeben.

Geht man von dem einfachen Oboukhov-Modell aus, dem ein gewdhnlicher
Wiener-Prozess zugrundeliegt, so legen die Ergebnisse des vorangegangenen
Kapitels eine Formulierung durch gekoppelte Langevin-Gleichungen nahe.
Dabei stehen allerdings mehrere Méglichkeiten offen, wie in das Modell von
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Fogedby eine zusidtzliche Variable eingefiihrt werden kann. Hier werden zwei
Ansitze dazu ndher betrachtet und mit den Resultaten des vorangegangenen
Abschnitts verglichen.

6.3.1 Der Prozess X(s)

Gegenstand der Betrachtung ist nach wie vor ein Lagrange-Teilchen, das sich
in einer turbulenten Strémung mitbewegt. Entsprechend Kapitel 5 wird das
Verhalten der Geschwindigkeit des Teilchens durch einen subdiffusiven CTRW
beschrieben. Eine naheliegende Erweiterung von Fogedbys-Modell um eine zu-
sdtzliche Ortsvariable wire dadurch gegeben, dass X ebenfalls als ein Prozess
in der Eigenzeit s angesehen wird, dessen Anderung durch U(s) gegeben ist.
Ort und Geschwindigkeit des Teilchens werden dann durch folgende Langevin-
Gleichungen beschrieben:

2O v . B T e
Die stochastischen Variablen 77(s) und 7(s) haben die in Abschnitt 5.1 spezifi-
zierten Eigenschaften. Nun konnen die Ergebnisse aus Kapitel 5 direkt iibertra-
gen werden. Die Verteilung f(u,x,t) ist mit Hilfe des inversen Prozesses s(t)
gegeben:

Flu,x, 1) = < 8(x — X(s))0(u — U(s))d(s — s(t)) > | (6.37)

und kann als Integraltransformation geschrieben werden:

fla,x,t) = /000 ds h(s,t) fi(u,x,s) . (6.38)

Hier ist h(s,t) die einzeitige Verteilung des Prozesses s(t) und fi(u,x,s) ist
die Verteilung des gewohnlichen Oboukhov-Modells. Damit kann analog zum
Vorgehen in Abschnitt 5.4.1 eine fraktionale Entwicklungsgleichung fiir f(u, x, t)
hergeleitet werden:

9
{(% +o Dg—au-vx} fu,x,t) = oD Ay f(u,x,1) ) (6.39)

Diese Gleichung ist also die zum stochastischen Prozess (6.36) korrespondie-
rende fraktionale Fokker-Planck-Gleichung und hat die Losung G1.(6.38). Im
Grenzfall & — 1 geht diese FFPG wie erwartet in die Fokker-Planck-Gleichung
des einfachen Oboukhov-Modells iiber.

Mit diesen Ergebnissen konnen die gekoppelten Langevin-Gleichungen (6.36)
offensichtlich nicht der heuristischen Erweiterung des Oboukhov-Modells (6.8)
zugrundeliegen. Entsprechend kann diese Erweiterung keine Losung in der
Form von GI1.(6.38) haben.

Zur Vollstiandigkeit werden noch die Momente des Modells (6.36) angege-
ben. Allgemein gilt hierfiir der Zusammenhang;:

<x"(t)yu™(t) > = /000 ds h(s,t) <x"(s)u™(s) > . (6.40)
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Die charakteristischen Abstandsquadrate zeigen somit folgendes Verhalten:
<xX*(t) >~ | <ud(t) >~ . (6.41)

Obwohl es nicht von vorneherein ausgeschlossen ist, den Prozess (6.36) zur
Beschreibung physikalischer Systeme anzuwenden, ist das grundlegende Problem
darin die Beziehung zwischen Ort und Geschwindigkeit. Beide Gréssen sind iiber
die Eigenzeitvariable s verkniipft und nicht iiber die physikalische Zeit ¢. Als
Konsequenz davon ist hier die zeitliche Anderung des Ortes X nicht durch die
Geschwindigkeit U(t) gegeben. Dieser Zusammenhang muss aber erfiillt sein,
um tatséchlich Ort und Geschwindigkeit des Teilchens zu erfassen.

6.3.2 Der Prozess X(t)

Eine physikalisch sinnvolle Erweiterung von Fogedbys-Modell im Geschwindig-
keitsraum wiére erst realisiert, wenn die Ableitung von X nach ¢ durch die Ge-
schwindigkeit U(s(t)) ausgedriickt wird. Ort und Geschwindigkeit des Teilchens
werden also durch folgende Langevin-Gleichungen beschrieben:

dU(s)
ds

dX (1)
dt

dt(s)

=17(s) , =7(s) . (6.42)

—UG) =

Mit Hilfe des inversen Prozesses s(t) lautet dann die Verteilung f(u,x,t):
flu,x,t) =< d(x — X(t))d(u—U(s))d(s — s(t)) > : (6.43)

Hier ist der Prozess X(t) sowohl vom Prozess U(s), als auch vom inversen Pro-
zess s(t) abhéngig. Daher faktorisiert f(u,x, ) nicht in einzelne Erwartungswer-
te. Eine weitere Vorgehensweise analog zu Kapitel 5 ist daher nicht mdéglich und
die explizite Form von f(u,x,t) muss mit anderen Methoden bestimmt werden.
Die Verbindung zur FFPG des erweiterten Oboukhov-Modells kann alternativ
durch Vergleich der Momente untersucht werden. Diese sind fiir die Erweiterung
vollstdndig bekannt (siehe G1.(6.34)).
Aus den Langevin-Gleichungen (6.42) des hier betrachteten Modells kénnen
ebenfalls Momente beliebiger Ordnung berechnet werden. Das zweite Geschwin-
digkeitsmoment lautet:
2 1 a

<u’(t) >=<<u(s)u(s) >>=<s(t) >= mzt . (6.44)
Fiir die Berechnung des zweiten Ortsmoments bendtigt man die mehrzeitigen
Momente des fraktionalen Diffusionsprozesses, der das Verhalten der Geschwin-
digkeit beschreibt:

t t
<x*(t)> = / dt’ / dt" <u(t)u(t") >
0 0

t t
- / dt’/ dt"{e" —t) <sit')> + 0@ —t") <st") >}
0 0
2 a-+2

- Tary t . (6.45)
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Hier wurde G1.(5.105) verwendet.
In entsprechender Weise ergibt sich das gemischte Moment < x(t)u(t) >:

_ 1 a+1

<x(t)u(t) >= mt . (6.46)
Man sieht, dass die zweiten Momente der Langevin-Gleichungen (6.42) exakt mit
den Ergebnissen iibereinstimmen, die man aus G1.(6.34) berechnet. Kénnte man
die Ubereinstimmung der allgemeinen Momente < x™(#)u™(t) > zeigen, so wire
damit nachgewiesen, dass das Modell (6.42) der FFPG (6.8) als stochastische
Realisierung zugrundeliegt.
Ein Vergleich mit G1.(6.34) zeigt, dass dazu folgende Relation bewiesen werden
muss:

oD 1" </ dsl---/ dsp <u(s1) - -u(sp)u™(s) >>
0 0

= /t dty - -- /t dt, << u(sy)---u(sp)u™(s) >> . (6.47)
0 0

Das Auftreten der mehrfachen Momente des Prozesses s(t) auf der rechten
Seite macht die Rechnungen fiir héhere Ordnungen allerdings sehr aufwendig,
wenn es {iberhaupt moglich ist, diese hoheren Momente geschlossen anzugeben.
Die allgemeine Giiltigkeit der G1.(6.47) kann daher nur vermutet werden.



Kapitel 7

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde eine bestimmte Klasse Nichtmarkovscher Prozesse unter
dem Gesichtspunkt der aktuellen Entwicklungen in der Turbulenzfoschung
untersucht. Ausgehend von den einzeitigen Geschwindigkeitsstatistiken eines
Lagrange-Teilchens, die iiber einen CTRW erfolgreich beschrieben werden
kénnen, wurden zwei mogliche Erweiterungen betrachtet. Zum einen mehr-
zeitige Verbundverteilungen, die notwendig sind, um den Nichtmarkovschen
CTRW vollstdndig zu charakterisieren und daher auch von grundlegendem
theoretischen Interesse sind, zum anderen einzeitige Verbundverteilungen fiir
Ort und Geschwindigkeit des Teilchens.

Der CTRW wurde hierzu auf der Grundlage eines Systems gekoppelter
Langevin-Gleichungen beschrieben, das sowohl die bekannten Ergebnisse fiir
die einzeitigen Verteilungen reproduzieren kann, als auch eine direkte Erwei-
terung auf mehrere Zeiten zuldsst. In diesem Modell von Fogedby nehmen die
Verteilungen des CT'RWs unmittelbar die Form einer Integraltransformation
an. Der Integralkern ist die Verteilung des inversen stabilen Lévy-Prozesses,
der fiir die Nichtmarkoveigenschaften des CTRWs verantwortlich ist. Damit ist
auch die Interpretation des subdiffusiven stochastischen Prozesses klar: Der
Prozess X (s(t)) kann als ein Markovprozesses in der Eigenzeit s angesehen
werden, der in die physikalische Zeit ¢ transformiert wird:

f{ziti}) = /OOO dsy - /OOO dsn h({si,ti}) fr({zi, s:})

Fiir die Verteilung f({z;,t;}) des CTRWs kann eine fraktionale Entwick-
lungsgleichung abgeleitet werden:

N ) N 9 -«
(Z(%> f(aiti}) = (th) L{w:}) f({miti}) + e (T1)
i=1 " i dti

Im Fall der einzeitigen Verteilung wurden diese beiden Ergebnisse in der
Literatur bereits ausfiihrlich behandelt. Das hier beschriebene Vorgehen besitzt
indes mehrere Vorteile. Die Losung kann auf der Grundlage der gekoppelten
Prozesse klar interpretiert werden und ermdglicht die einfache Herleitung

91
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einer fraktionalen Fokker-Planck-Gleichung. In der Tat wurde ein allgemeines
Schema vorgestellt, nach dem fraktionale Entwicklungsgleichungen einheitlich
abgeleitet werden konnen: Der zugrundeliegende Markovprozess wird iiber den
Prozess X (s) festgelegt, die Eigenschaften von ¢(s) sind fiir das Auftreten des
fraktionalen Diffentialoperators verantwortlich. Letztendlich kann der fraktio-
nale Charakter der Gleichungen direkt auf den verallgemeinerten Grenzwertsatz
zuriickgefiithrt werden.

Die gekoppelten Langevin-Gleichungen ermdglichen sogar den Ubergang zu
einer Pfadintegraldarstellung des CTRWs. Weitere wichtige Ergebnisse des
Kapitels 5 sind die Rekursionsrelationen fiir die Momente des Prozesses s(t)
zusammen mit den daraus folgenden Momenten des gekoppelten Prozesses. Die
mathematische Struktur der mehrzeitigen Verteilungen wurde erliutert. Eine
mogliche Verbindung der mehrzeitigen fraktionalen Diffusionsgleichung zu einer
verallgemeinerten Mastergleichung wurde gezogen und eine Interpretation der
auftretenden Terme im Sinne einer Wahrscheinlichkeitsbilanz vorgeschlagen.
Daran zeigt sich, dass die bisher in der Literatur betrachtete einzeitige Master-
gleichung den Nichtmarkovschen CTRW nicht ausreichend beschreiben kann.
Auch wenn eine analytisch geschlossene Form des Integralkerns fiir mehrere
Zeiten nicht angegeben werden konnte, wurde der stochastische Prozess X (s(t))
mit den hier gezeigten Ausfithrungen dennoch vollstindig charakterisiert.

In Bezug auf Turbulenz-Modelle, die Ort und Geschwindigkeit eines Lagrange-
Teilchens beriicksichtigen, wird unter Vorbehalt der Giiltigkeit von GI.(6.47)
eine heuristische Erweiterung des Oboukhov-Modells in folgender Form
vorgeschlagen:

dx(t) du(s) B
7 - U(3<t)) ’ ds - 77(5) ’ ds - T(S) )

mit der korrespondierenden fraktionalen Fokker-Planck-Gleichung:

gtf(u,x,t) +u-Vif(u,x,t) = oD} *Auf(u,x,t)

Statistiken fiir Ort und Geschwindigkeit eine Lagrange-Teilchens wurden in
Experimenten bislang noch nicht bestimmt. Das obige Modell macht daher
erste Voraussagen iiber mogliche Ergebnisse. Ein Vergleich mit experimentellen
Daten kann dabei iiber die berechneten Momente oder eine Simulation der
Langevin-Gleichungen erfolgen.

Letztendlich kann erst das Experiment oder eine direkte numerische Si-
mulation Aufschluss dariiber geben, ob die mehrzeitigen statistischen Grossen
und das erweiterte Oboukhov-Modell dazu geeignet sind, die anomalen
Statistiken eines Lagrange-Teilchens zu beschreiben.



Anhang A

Fourier- und
Laplace-Transformationen

Integraltransformationen stellen ein wichtiges Hilfsmittel zur Behandlung par-
tieller Differentialgleichungen dar. Hier sollen die wichtigsten Eigenschaften der
Fourier- und Laplace-Transformation kurz vorgestellt werden. Fiir eine weiter-
gehende Behandlung wird auf [Arfk| verwiesen.

A.1 Die Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation F : x — k einer Funktion F'(x) ist definiert als:

P(k) = F{F(x)} = j?? /_Oo Fla)ede | (A1)

Unter geeigneten Annahmen iiber F' ist die Fourier-Riicktransformation dann
gegeben durch:

F(x) = F YF(k)} := \/12? / h F(k)e*>dk . (A.2)

Die Fourier-Transformation stellt eine bijektive Abbildung dar, die jeder
Funktion F' ihre Fouriertransformierte F' zuordnet. Alle Fouriertransformierten
bilden definitionsgemiss den Fourier-Raum.

Als wichtige Eigenschaft dieser Transformation gehen Differentiationen in
Multiplikationen iiber und umgekehrt. Genauer gelten die Beziehungen:

]:{an(x)} = (ik)"F(k) (A.3)

dz™

v -
Ft {dknF(k)} = (—iz)"F(z) . (A4)
Der Faltungssatz lautet:

F{F(z)*G(z)} = F(k) G(k) . (A.5)
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94 Fourier- und Laplace-Transformationen

wobei die Faltung F'(x) * G(x) zweier Funktionen gegeben ist durch:

Fla) « G(z) = / T F@G@ — e (A.6)

— 00

A.2 Die Laplace-Transformation

Die Laplace-Transformation £ : ¢ — X einer fiir ¢ > 0 definierten Funktion F'(¢)
ist folgendermassen definiert:

PO = L{F()} = /O e ME@d (A7)

Die Laplace-Transformierte F'()) ist fiir diejenige A definiert, fiir die das Integral
existiert.

Die inverse Laplace-Transformation hat eine Darstellung als komplexes Kurven-
integral und wird zur Bestimmung der Riicktransformation gewohnlich nicht
herangezogen. Stattdessen kann festgelegt werden, dass eine Funktion F(t) die
inverse Laplace-Transformierte einer Funktion F()) ist, falls F()\) die Laplace-
Transformierte von F(t) ist. Dann schreibt man F(t) = £~ {F(\)}. Die Ablei-
tungsregeln lauten hier:

n—1 ;
dn - A F
—F = A"F —§ AT ——
5{ air (t)} AME(X) j:OA o7 (DN

k ~
El{j)\kF(/\)} = (—t)F@) . (A.8)

Im Vergleich zur Fourier-Transformation bleiben bei der Transformation in den
Laplace-Raum Randterme stehen.

Es gilt der Verschiebungssatz:
L{e™F(t)} = F(A+a) . (A.9)
und der Faltungssatz:
L{F(t)«G(t)} = F(\) G\ , (A.10)

wobei hier die Faltung zweier Funktionen F(t) * G(t) gegeben ist durch:
t
F(t)«G(t) = / Fit—-tG@tHdt . (A.11)
0

Bei den Rechnungen in den Kapiteln 5 und 6 wird hiufig mit der Laplace-
Transformierten von % gerechnet, wobei 3 eine reelle Zahl > —1 ist:

Irg+1)

L{t") = NG+

(A.12)
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Dariiberhinaus gilt die Beziehung

/ dtl/ dtg e MU P(e)5(ty — 1) = / dty e~ taitr2) pg))
0 0 0

= F(/\l + A2) , (A.13)

die zur Berechnung der inversen Laplace-Transformation der in Kapitel 5 haufig
auftretenden Funktionen F'(A\; + A2) verwendet wird.



Anhang B

Fraktionale
Differentialoperatoren

Der fraktionale Riemann-Liouville-Integraloperator gD, ® ist definiert durch die
Verallgemeinerung der Cauchy-Formel auf reelle Ordnungen a:

DI F() = F(la) /O G £ if)'i_a dt’zr(la>ta1*F(t) . (B.1)

wobei * eine Laplace-Faltung bezeichnet (siehe GIl.(A.11). Folglich fiihrt eine
Laplace-Transformation auf folgende Darstellung von Gl.(B.1):

L{oD;°F(t)} = A\"“F(\) . (B.2)

Aus GL.(B.1) ergibt sich der fraktionale Riemann-Liouville Differentialoperator
oD} T®F(t) durch partielle Ableitung nach ¢:

9
ot
Als Konvention wird verwendet, dass (D! fir p > 0 eine fraktionale Ab-

leitung und fiir p < 0 ein fraktionales Integral bezeichnet. Fiir p = 0 gilt:
oDYF(t) = F(t).

oDIOF(t) := = \D;°F(t) . (B.3)

Die Erweiterung des fraktionalen Differentialoperators auf zwei Zeiten t1, %9
ergibt sich entsprechend dem einzeitigen Fall. Zun&chst wird das fraktionale
Integral iiber zwei Zeiten definiert als:

((98751 + 08t2> - F(t,ts) =L {()\1 + o) " F (A, AQ)} . (B.4)

Zusétzlich gilt nach G1.(A.13):

/ dtl/ dty e~ M1 A2t ! 5 (ty — 1)
L)t

/ dt e—t1 Ai+A2) 1 tafl
I(a)!

=A1+X)" . (B.5)
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In physikalischer Zeit ist der fraktionale Integraloperator Gl.(B.4) also gegeben
durch einen Ausdruck, der eine zweifache Laplace-Faltung beziiglich ¢; und #o
enthélt (bezeichnet mit sx):

0 o\ ¢
(@tl + 8t2> F(tla t2)

1
— mt?”é(tg —t1) * %F(t, 1))
1

t1 to
| e Pt —t) L @0

Mit Hilfe einer Fallunterscheidung to > t1, t1 > to kann eine der beiden Inte-
grationen ausgefiihrt werden. Daraus ergibt sich die Darstellung:

8 8 -« 1 Mi’n(tl,tg)
— 4 — F(ty,ty) = —— At " YE(ty —t ty — 1
(8t1 + 81&2) (t1,t2) F(a>/(] (t1 yto —t')

(B.7)
Fiir den fraktionalen Differentialoperator folgt entsprechend Gl.(B.3):

o o\ o 0 o a9\ °
<6tl+8tg> F(ty,t1) == <6tl+8tg> <8t1+at2) F(ti,t2)  (B.8)

Im allgemeinen Fall von N-Zeiten nimmt der fraktionale Integraloperator
die Form einer N-fachen Faltung an:

N -a
0
<i21 8t1> (tla 7tN)

1
= mt?ﬁs(m —tn_1)..0(tg — t1) * ook F(t1, ..., tN) , (B.9)

mit zugehoriger Laplace-Transformierten:



Anhang C

Berechnung der Momente

Das Moment zweiter Ordnung aus Abschnitt 5.3.2 hat mit Hilfe des fraktionalen
Integraloperators die Form (siehe G1.(5.62)):

< s(t)s(t) > = <£ + £> < s(t) >+ <s(ts) >))

Mit den Ergebnissen aus B entspricht dieser Ausdruck einem zweifachen Fal-
tungsintegral:

1 /tl //t2 S /
< s(t1)s(te) > = —_— dt dto 1277 0(ty — t
(1)(2) F(a) 0 1 0 241 (2 1)
1

{m(tl — ) + (ta —t5)"} (C.1)

I'a+1)
Nach einer Fallunterscheidung to > t; bzw. t; > 9 ergibt sich:

< S(tl)s(tg) > =

@“fdﬂ{F@;+Uﬁa+rmﬂéﬁ4)élﬁwa%h_ﬂw}

Ol ~t2) {P(2al+ i r(a)rga 1) /0 e - t/)a} (G2)

Die Integrale kénnen mit Maple berechnet werden und fiithren auf die hyper-
geometrische Funktion F'(a,b;c;2):

t 1 t
/ W#a%m—wa:ﬁ£F<m—ma+Ll> : (C.3)
0 (07 t2
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Anhang D

Randterme der mehrzeitigen
Verbundverteilung

Ausgehend von G1.(5.89) kann der Randterm gi(z1,22,t1,%2) aus Abschnitt
5.4.2 berechnet werden. Zunéchst fiihrt man die inverse Laplace-Transformation
dieser Gleichung durch:

0 o\ “
g1(x1, w2, t1,t2) = <0Déa - <3t1 + %> ) L(x2) f(x2,t2)d(x1)

+ (1 - (8‘?1 + a‘l) h(O,t2)> 5(x2)8(z1) . (D.1)

Der explizite Ausdruck des fraktionalen Integraloperators Gl.(B.6) ermdglicht es
jetzt, GL.(D.1) auszuwerten. Nach einer Fallunterscheidung to < t1 bzw. t; < t2
ergeben sich die beiden Gleichungen:

o 9\ —a
<at1 + at2> f(;]j27t2) = @(tl — t2) 0Dt2 f(xQ;tQ)
to
. ! gla—1 Yy
+ 0l ) [ ety 1)
(D.2)
und
) o\ “
(8751 + 8t2) h(0,t2) = O(t1 —t2)1
t1
_ e ! gla—1 _ ¢\«
+ Ot =)y [ T =)

(D.3)

Das Ergebnis fiir die Randbedingung g1 (z1, z2,t1,t2) ist also G1.(5.90):

gl(azl, afg,tl,tg) = @(tg — tl){ F(la)L(m'g) /:2 dt' t/aflf(xg,tg N t/>5({L'1>
+ (1=(l2,t1)) 6(x2)d(z1)  } , (D4)
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mit der Funktion

1 t
®t2h) = FoTa—o /0

(
raraa () F(eeernl) 09

dt' oLty — )™
(0%
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