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1 Einleitung

Das Universum entstand nach heutigen Vorstellungen mit dem Urknall. Alle Materie war zu
diesem Zeitpunkt in einem winzig kleinem Punkt komprimiert, einer Singularitdt. Von dort
aus dehnte es sich immer weiter aus und kiihlte dabei ab. Dieser Prozess findet bis heute statt
und wird dies nach neuesten Erkenntnissen auch bis in alle Ewigkeit tun.

Die Energie der einzelnen Elementarteilchen war anfangs sehr grof3, so dass sie allesamt re-
lativistisch in einem Plasma vorlagen, das Universum war strahlungsdominiert. Durch Stofle
und Reaktionen untereinander war gewéhrleistet, dass alle Teilchen die gleiche Temperatur
besaflen. Erst im Zuge der Abkiihlung kam es vor, dass einzelne Teilchen nichtrelativistisch
wurden oder aus dem Plasma auskoppelten.

Die Beschreibung des frithen Universums gelingt mithilfe der Thermodynamik. Solange hohe
Wechselwirkungsraten der Teilchen untereinander vorherrschen kann die Gleichgewichtsther-
modynamik verwendet werden. Fiir das Nicht-Gleichgewicht muss dagegen die kompliziertere
Boltzmann-Gleichung herangezogen werden. Im Rahmen dieser Zusammenfassung sollen eini-
ge interessante, mit Thermodynamik beschreibbare Aspekte des frithen Universums beleuchtet
werden.

2 Thermodynamische GréBen

Drei wichtige thermodynamische Groflen fiir die folgenden Betrachtungen sind die Teilchen-
dichte n, die Energiedichte p und der Druck p. Diese werden fiir ein System aus einer einzelnen
Teilchensorte wie folgt berechnet:
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Hierbei steht g fiir die Anzahl der inneren Freiheitsgrade des Teilchen. f(p) ist die Verteilungs-
funktion der Teilchen. Hierbei handelt es sich um die bekannte Fermi-Dirac-Statistik (FD) fiir
Fermionen und die Bose-Einstein-Statistik (BE) fiir Bosonen
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Hierbei ist T die Temperatur der Teilchen und g ihr chemisches Potenzial. Besonders inter-
essant sind die Losungen dieser Integrale fiir den relativistischen Grenzfall, in dem 7" > m gilt
und weiterhin 7' > p angenommen wird. Weiterhin lassen sie sich einfach fiir den nichtrela-
tivistischen Fall 16sen, in dem m > T gilt. Die Losungen sind in Tabelle [1| zusammengefasst.
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Tab. 1: Ergebnisse fiir n, p und p fir relativistische Fermionen und Bosonen sowie fiir nichtrelativis-
tische Teilchen.

Um vom Einteilchensystem auf ein Mehrteilchensystem iiberzugehen muss man die Werte fiir
die Teilchendichte, Energiedichte und Druck fiir alle enthaltenen Teilchensorten aufsummieren.
Dabei ldsst sich die gute Ndherung anwenden, dass nur relativistische Teilchen zum Gesamtwert
beitragen:
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Zuletzt wurde der effektive Freiheitsgrad g.r; eingefiihrt, welche spater noch von grofler Bedeu-
tung sein wird. Der eingefiihrte Quotient aus 7;,; und T beriicksichtigt, dass eine Teilchensorte
unter Umstédnden eine andere Temperatur als das restliche Plasma innehaben kann.

3 Entropie

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit der Entropie und werden zeigen, dass diese in
einem mitbewegten Volumen V konstant ist. Wir beginnen mit dem 2. Hauptsatz der Ther-
modynamik, der sich in den folgenden zwei Formen schreiben l&sst:

TdS = d(pV) + pdV = d[(p + p)V] — Vdp (8)



Nach dem Satz von Schwarz miissen die partiellen zweiten Ableitungen einander entsprechen:

PSS 9
aTov ~ avaT
L% O\ ptp_10p

< T<6T+8T> T2 ~ TaT (10)
_ptp

& dap="Lar (11)

Wir setzen diese Beziehung fiir dp in die rechte Form des 2. Hauptsatzes ein und erhalten so
durch Umformen und Integration einen Ausdruck fiir die Entropie S:
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Um zu zeigen, dass S im Volumen V konstant ist, verwenden wir eine bekannte Beziehung aus
der Robertson-Walker-Metrik. Im weiteren setzen wir wiederum Gleichung ein und teilen
noch durch die Temperatur 7"
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Nachdem wir die Konstanz der Entropie gezeigt haben, definieren wir uns noch fiir weitere
Zwecke die Entropiedichte s als die Entropie pro Volumen:
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Die Schreibweise mit dem neu eingefiihrten, effektiven Freiheitsgrad der Entropie Yors 8ilt
dabei wiederum néherungsweise, wenn nur relativistische Teilchen beitragen.

Die Entropiedichte lédsst sich in Relation zur Photonendichte schreiben. Photonen haben zwei
innere Freiheitsgrade, so dass mit der Beziehung aus Tabelle [1] gilt:
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Umgeformt nach der Temperatur und eingesetzt in die Entropiedichte ergibt sich der Zusam-
menhang:
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4 Effektive Freiheitsgrade

Bevor wir uns den effektiven Freiheitsgraden .y bzw. g7 iy zuwenden, betrachten wir die inneren
Freiheitsgrade der Teilchen des Standardmodells. Dieses ist in Abbildung [2| zu sehen.

Die 6 Quarks haben jeweils 2 Spinfreiheitsgrade, 3 Farben und jeweils ein Antiteilchen, so dass
wir auf 6-2-3-2 = 72 Freiheitsgrade insgesamt kommen. Elektron, Myon und Tauon haben 2
Spins und ebenfalls Antiteilchen, so dass wir hier auf eine Summe von 3-2-2 = 12 kommen. Bei
den Neutrinos muss man unterscheiden, ob man von Dirac- oder Majorana-Neutrinos ausgeht.
In jedem Fall gibt es 3 Stiick, die jeweils zwei Spinfreiheitsgrade haben. Dirac-Neutrinos haben
zusétzlich ein Antiteilchen, wihrend Majorana-Neutrinos ihre eigenen Antiteilchen sind. Dies
macht in der Summe daher entweder 12 oder 6 Freiheitsgrade. Wir werden im folgenden von
Majorana-Neutrinos ausgehen.

Bei den Bosonen haben wir das Photon, welches 2 Polarisations-Freiheitsgrade besitzt. Die 8
Gluonen haben ebenfalls je 2 Freiheitsgrade, so dass dies in der Summe 16 ergibt. Die W- und
Z-Bosonen haben jeweils 3 Freiheitsgrade und das Higgs-Boson einen, in der Summe sind dies
10. Damit kommen wir auf insgesamt 90 Freiheitsgrade bei den Fermionen und 28 bei den
Bosonen.
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Abb. 1: Das Standardmodell der Teilchenphysik mit den Fermionen (Quarks und Leptonen) und den
Bosonen (Eichbosonen und Higgs). [4l]



In den Gleichungen und hatten wir die effektiven Freiheitsgrade eingefiihrt:
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In guter Naherung tragen wieder nur die relativistischen Teilchen bei. Die Entwicklung der
Freiheitsgrade in Abhéngigkeit der Temperatur (und damit dem Alter) des Universums ist in
Abbildung[2] zu sehen. Solange die Temperaturen der relativistischen Teilchen gleich sind, liegen
die beiden Kurven iibereinander. Einige wichtige Bereiche in den Kurven sind folgende:

e T < 100keV: Nur noch die Photonen und die Neutrinos sind relativistisch. Die Neutrinos
haben eine abweichende Temperatur, was zu geyy = 3,36 und g° = 3,91 fiihrt.

e 1MeV < T < 20MeV: Photonen und Neutrinos haben die gleiche Temperatur, und
zusétzlich sind noch Elektron und Positron relativistisch: gSc)f =2+ %(6 +4) =10, 75.

e T ~ 200 MeV: Der starke Abfall von g(s)f wird dadurch verursacht, dass die Quarks zu

e
Hadronen werden und sich dadurch die Freiheitsgrade stark verringern.

e T > 300 GeV: Alle Teilchen des Standarmodells sind relativistisch: g(s) 28 + % - 90 =

eff =
106,75
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Abb. 2: Die effektiven Freiheitsgrade geg bzw. Geogr 0 Abhdngigkeit der Temperatur. [1]



5 Temperatur und Zeit

Wir wollen einen Zusammenhang zwischen der Temperatur und dem Alter des Universums
herleiten. Hierzu gehen wir von der Friedmann-Gleichung aus:
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R ist der Skalenfaktor, G' die Gravitationskonstante, p die bereits bekannte Energiedichte, und
k der Kriimmungsfaktor. Im strahungsdominierten Universum gilt:
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Fiir kleine Werte des Skalenfaktors R kénnen wir den zweiten Term der Friedmann-Gleichung
in guter Niherung weglassen, da dieser nur proportional zu R~2 ist. Im strahlungsdominierten
Universum ist der Skalenfaktor weiterhin proportional zur Wurzel aus der Zeit, womit fiir den

Hubble-Parameter H gilt:
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Setzen wir diesen Ausdruck sowie die Energiedichte in die Friedmann-Gleichung ein, erhalten
wir nach Umformen den gewiinschten Ausdruck, mit der Planck-Masse myy;:
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6 Entkopplung von Teilchen

Haben die verschiedenen Teilchensorten im Plasma hohe Wechselwirkungsraten I', so liegt ein
thermisches Gleichgewicht vor. Fillt die Rate unter einen Grenzwert, so stoflen die Teilchen
nur noch sehr selten und verlassen das Gleichgewicht. Als Abschétzung fiir diesen Grenzwert
kann man den Hubble-Parameter H annehmen. Wird Gamma < H, so kommen die Reaktio-
nen zum Erliegen, da sich das Universum so schnell ausdehnt, dass die Teilchen kaum noch
aufeinandertreffen.

Die Temperatur der entkoppelten Teilchen wird durch die Expansion sténdig rotverschoben.
Hierbei muss man zwischen relativistischen und nichtrelativistischen Teilchen unterscheiden:
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Hierbei steht D fiir *Decoupling®, also der jeweilige Wert zum Zeitpunkt des Entkoppelns der
Teilchen. Wie wir bereits gesehen haben ist die Entropie S im Plasma erhalten, woraus wir
dessen Abhéngigkeit von der Temperatur ablesen koénnen:
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Ist der effektive Freiheitsgrad konstant, so nimmt die Temperatur des Plasma daher genau so
wie die Temperatur entkoppelter, relativistischer Teilchen mit R~ ab.

Wir betrachten den Vorgang der Entkopplung der Neutrinos. Die Reaktionsrate der Neutrinos
ist wie folgt gegeben:
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Hierbei ist o der Wirkungsquerschnitt und v ~ ¢ die Geschwindigkeit der Neutrinos. Fordern
wir I' = H, so ergibt sich fiir die Entkopplungstemperatur:
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Bei dieser Temperatur sind aufler den Neutrinos nur das Photon und Elektron und Positron
relativistisch. Der effektive Freiheitsgrad dndert sich das nichste Mal dann, wenn Elektron und
Positron entkoppeln, bis dahin haben die Neutrinos trotz des Entkoppelns noch die gleiche
Temperatur wie das Plasma. Das Entkoppeln von et geschieht bei einer Temperatur von
1MeV, da die Photonen dann nicht mehr genug Energie haben, um ein Elektron-Positron-
Paar zu erzeugen. Beim Entkoppeln geben die Teilchen Energie an die Photonen ab, da die
Entropie konstant bleiben muss, sich aber g2 if dndert:
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Der Freiheitsgrad vor dem Entkoppeln setzte sich dabei aus Photon und e* zusammen, nach
dem Entkoppeln sind nur noch die Photonen vorhanden. Die Temperatur vor dem Entkop-
peln entspricht der Temperatur der Neutrinos, die nach dem Entkoppeln jener der Photonen.
Hieraus ergibt sich die Beziehung:
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Die heutige Temperatur des Photonenhintergrund betrigt 2,73 K, womit ein Neutrino-Hinter-

grund mit 1,95 K postuliert wird! Mit diesen Kenntnissen lassen sich auch die Werte der Frei-
heitsgrade zum heutigen Zeitpunkt berechnen:

7 (A T\ _T 1)
geff = g- Zgz‘<T) + ) 9j(13> :8'2‘3'<11> T2=336 (38)

i=Fer j=Bos
P Ti\* \* 7 4
geff:8.zgz.<T) +Zgj(T> = o232 =301 (39)
i=Fer j=Bos



7 Boltzmann-Gleichung

Beim Entkoppeln verlassen die Teilchen das Gleichgewicht und koénnen daher nicht mehr
mit der Gleichgewichtsthermodynamik behandelt werden. Stattdessen wird die Boltzmann-
Gleichung verwendet, dessen allgemeine Form wie folgt aussieht:

Lf(0,7) = {Cjt+uv+ V}f( T) = Cf(7,%) (40)

Dabei ist f die Verteilungsfunktion der Teilchen, L der Liouville-Operator, welcher die Ande-
rung des Phasenraumvolumens beschreibt, und C' der Kollisionsoperator, welcher Sté8e und
Reaktionen zwischen den Teilchen beschreibt. In der Robertson-Walker-Metrik und unter Ver-
wendung der Definition der Teilchendichte lésst sich die Gleichung wie folgt schreiben:
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Der erste Term beschreibt die Anderung der Teilchendichte, withrend der zweite die Expansion
des Universums beriicksichtigt. Wenn wir nur ein Teilchen ¥ betrachten, welche als einzige
Reaktion die Annihilation mit ihrem Antiteilchen ¥ + ¥ <+ X + X vornehmen, so kénnen wir
die rechte Seite der Gleichung so umschreiben:
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Die Delta-Funktion sorgt fiir die Energie- und Impulserhaltung. M ist das Matrixelement,
welches den Wirkungsquerschnitt fiir die Reaktion beinhaltet, und fy ist die Phasenraumdichte
vom Teilchen W.

Weitere mogliche Annahmen sind, dass ¥ und sein Antiteilchen symmetrisch vorhanden sind,
die CP-Erhaltung gewahrt ist und dass fiir das Teilchen X weitere Zerfallskanile vorhanden
sind, so dass die Hinreaktion des Teilchens ¥ deutlich wahrscheinlicher als die Riickreaktion
ist. Mit diesen Annahmen lésst sich die Boltzmann-Gleichung weiter umschreiben:
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o ist hier der Wirkungsquerschnitt und v die Teilchengeschwindigkeit. ny! ist die Gleichge-
wichtsteilchendichte. Dies ist die Teilchendichte, welche bei der Temperatur T vorliegt, wenn
die Teilchen nicht entkoppelt sind, wihrend ng die tatsdchliche Teilchendichte beschreibt.
Durch Einfithrung neuer Variablen gelangt man auf die folgende Form:
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Abb. 3: Ausfrieren einer nichtrelativistischen Teilchenspezies. [1|]

Y ist hier die Teilchenzahl, dessen Anderung in Abhingigkeit der Variablen x auf der linken
Seite steht. Durch Identifizierung der Reaktionsrate I' =< ov > s und weiterem Umformen

kommen wir auf die finale Form:
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Wir betrachten Abbildung[3] Die Teilchenzahl unserer - als nichtrelativistisch angenommener -
Spezies ¥ nimmt im Laufe der Zeit exponentiell ab (blaue Kurve). Kommt es allerdings irgend-
wann zum Entkoppeln der Teilchen und damit auch zum Erliegen der Annihilationsreaktionen,
so strebt die Teilchenzahl nach Gleichung gegen einen festen Wert (rote Kurve). Dieser
ist stark abhingig vom Entkopplungszeitpunkt, wie man in der Abbildung erkennen kann.
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Man bezeichnet die Teilchen, die nichtrelativistisch ausfrieren, als kalte Relikte. Ein Beispiel
hierfiir sind die Nukleonen. Relativistisch ausgefrorene Teilchen wie die Neutrinos werden da-
gegen heifle Relikte genannt.
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