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Kapitel 1
Einleitung

Am Anfang einer Skalensymmetrie steht eine Skalentransformation. Bei der hier verwendeten
Skalentransformation wird jede Abmessung mit dem gleichen positiven Faktor a multipliziert. In
Abb. 1.1 ist die Transformation fiir Léngenabmessungen schematisch dargestellt. Man erkennt,
dass Lingen um den Faktor a, Flichen um a? und Volumina um den Faktor a® gewachsen sind.
Falls nun Skalensymmetrie oder -invarianz vorliegt sind

die skalierten Nachbauten vom Original nicht zu unter-

Lex _Locax=al scheiden. Dies ist in der Realitit nicht der Fall. Ein

vergrofertes Objekt miisste dann aus vergrofierten Ato-

men bestehen. In Bewegungsgleichungen werden gewis-

x| A=x? se Groflen durch dimensionsbehaftete Konstanten ausge-

A= (ax)? = 22A zeichnet, sodass auch hier keine strenge Skalensymmetrie

bei den meisten Naturgesetzen auftritt.

ax Falls Skalensymmetrie vorliegt, kann sie, wie andere Sym-
metrien, sehr niitzlich sein. Bei Modellversuchen wird

dies oft eingesetzt. Zum Beispiel bei der Messung des

Stromungsverhaltens von Flugzeugen im Windkanal. Die-

se Experimente mit kleineren Nachbauten sind nur dann

V' = (ax)3 . . . .
=23V brauchbar, wenn sich die Ergebnisse auch auf die realen

>
=

Abmessungen iibertragen lassen.
Falls eine Bewegungsgleichung skalensymmetrisch ist,

Abbildung 1.1: Schematische Dar- kann man relevante Aussagen iiber das physikalische Sys-

) . tem treffen, ohne diese explizit zu losen.
stellung einer Skalentransformation.

Als erstes Beispiel wird die newtonsche Bewegungsglei-

chung fiir Planeten betrachtet.

mir; = GZmlm]‘r —rl|3
JFi !

Nun werden alle Langenabmessungen mit der positiven Konstante a skaliert. Dadurch ergeben



sich die Transformationen:

w

p-V=m; — m,=a’my
io— rl=ar;
R 5 2
Ty — T, =ar;
= 5 o
i — T, =ar;

Setzt man die skalierten Groflen in die Bewegungsgleichung ein, ergibt sich auf beiden Seiten
der konstante Faktor a*. Dieser lisst sich kirzen. Das bedeutet, dass die beiden Bewegungsglei-
chungen dquivalent sind. Nur aufgrund dieser ist das originale System vom umskaliertem nicht
zu unterscheiden.

Fiihrt man am System jedoch Messungen durch, die dimensionsbehaftete Naturkonstanten ent-
halten, lassen sich die Systeme unterscheiden. Bei der Lichtlaufzeitmessung zwischen den Pla-
neten kommt man aufgrund der konstanten Lichtgeschwindigkeit ¢ zu unterschiedlichen Er-
gebnissen. Betrachtet man unsere Erde und skaliert diese um einen Faktor ¢ > 110, finden
Kernreaktionen statt und die Systeme werden unterscheidbar.

Man unterteilt die dimesionsbehafteten Grofien in drei Ebenen. Es entsteht folgende Hierarchie:

1. Die Schrédingergleichung
Dimensionsbehaftete Konstanten: A, me, e
— ap = h/(mee)?, tg und Ep

2. Hinzunahme der SRT
Neue dimensionsbehaftete Konstante: ¢

— a=eé?/(he), up, A\c = aag, re = ae, ep; = Vhe

3. Planck-Skala (G)
Neue dimensionsbehaftete Konstante: G
— lpp=VhG = 10735 m, tp; und mpy

Fiir jede Ebene resultieren aus den Konstanten charakteristische Léngen-, Massen-, Ladung-
oder Zeitgroflen, wie zum Beispiel der bohrsche Radius ap. Die Planck-Ebene vereinigt die

Quanten- und Relativititstheorie mit der Gravitation.



Kapitel 2

Skalensymmetrie in der klassischen
Physik

2.1 Mechanische Ahnlichkeit

In der klassischen Physik ist der Begriff der Mechanischen Ahnlichkeit fquivalent zum Begriff
Skalensymmetrie.
Als Ausgangspunkt wird die Langrangefunktion L = T — V betrachtet. Sie wird mit dem Faktor

a skaliert. Die Euler-Lagrange-Gleichungen sind dann dquivalent.

L=T-V — L' =aL =aT — aV
oL _doL . oU_dou
dq — dt 9g dq — dt 9q

Die kinetische Energie T" und die potentielle Energie V' miissen beide mit dem gleichen Faktor
skaliert werden, damit Skalensymmetrie in der Bewegungsgleichung vorliegen kann.

Man macht die Annahme, dass das Potential V' eine homogene Funktion der Koordinaten ist.
V(aft,..aiiy) = a*V (71,...,7)

Bei einer Skalierung der Lingenabmessungen bzw. der Koordinaten 7; verdndert sich das Po-

k

tential nur um einen konstanten Faktor a”, wobei k der Homogenitétsgrad der Funktion V ist.

Fiir das harmonische Oszillator Potential ist der Homogenitétsgrad k = 2.
V(z) = %mwaz — V(azx) = a*V (z)
Nun fithrt man folgende Transformation der Raum- und Zeitkoordinate durch:
7 — T = ar; und t—t =bt
Zwischen den skalierten und unskalierten Energien ergibt sich dadurch folgender Zusammenhang:

Vi) = dve)

AN 2
T(F’-,t’)N<a(W@)) = T = LT



Damit Skalensymmetrie vorliegt, darf die Lagrangefunktion L’ sich nur um einen konstanten

Faktor von L unterscheiden.

/ / / a? kv, !
L'=T -V =—=-T—-ad"V =)L

b2
Dadurch ergibt sich eine Bedingung fiir die Beziehung zwischen der Skalierung der Raum- und
Zeitkoordinaten:
2
Cb% < qk bzw. b=al~?

Mit dieser Transformation erhélt man #dquivalente Bewegungsgleichungen. Die Losungen 7(t)

und 7 (¢') beschreiben dhnliche Bahnen. Damit kann man ein Verhéltnis von Zeitdifferenzen fiir

At I\
=07

Die Grofien [ und !’ sind Liangenabmessungen. Es lassen sich auch Verhéltnisse fiir die Geschwin-

dquivalente Bahnen angeben:

digkeiten, Energien und Drehmomente ableiten:
Aol (1N
Av N 815[ N l

AE [I\* AM' [U\'TE
= (- und = -
AE I AM I

Ohne die Bewegungsgleichung explizit zu 16sen, kann man nun Eigenschaften des Systems fest-

stellen. Man muss nur den Homogenitédtsgrad k des Potentials V kennen. Dies ldsst sich am

besten durch drei Beispiele verdeutlichen.

1. Freier Fall
Homogenes Kraftfeld — V(h)=mgh —k=1

VAN
At V1

Die Quadrate der Fallzeiten verhalten sich wie die Anfangshdéhen.

Lost man die Bewegungsgleichung kommt man zum gleichen Ergebnis: s(t) = % gt

2. Harmonischer Oszillator

V(iz)~2? —k=2
At
v
Die Umlaufzeiten sind unabhéingig von der Amplitude. Die Lésung der Bewegungsgleichung
liefert den gleichen Zusammenhang: T = 277\/% .

= 1



3. Gravitations- oder Coulomb-Potential

1
Vi)~ —  —k=-1
J Tij

A (12
A <z>
Dieser Zusammenhang liefert das dritte kepplersche Gesetz. Die Quadrate der Umlaufzei-

ten verhalten sich wie die Kuben der Abstinde.

2.2 Der Virialsatz

Damit der Virialsatz gilt, miissen zwei Bedingungen fiir das physikalische System erfiillt sein.
Das Potential muss homogene Funktion vom Grad k sein und die Bewegung muss in einem
begrenzten Raumbereich ablaufen. Der Virialsatz gibt dann einen einfachen Zusammenhang
zwischen den zeitlichen Mittelwerten der potentiellen und kinetischen Energie an.

Fiir die Herleitung wird der Eulersche Satz tiber homogene Funktionen verwendet:

b fena = e e k)= (Vi@) -7

2
= O Z
AuBerdem bendtigt man den zeitlichen Mittelwert einer Funktion:
1 T
(ft))e = lim — [ f(t)dt

T—00 T 0
Falls f(t) die Ableitung einer beschréankten Funktion ist, verschwindet der Mittelwert:

e = tim L [T E gy i EOD=FO

T—=00 T Jq t T—00 T

=0

Die kinetische Energie T' in Abhéngigkeit der Geschwindigkeit v ist homogene Funktion vom
Grad k = 2, da T' ~ v%. Dies ergibt mit den Satz von Euler:

(b

0
Mit dem Zusammenhang P = p;, der zeitlichen Ableitung und der Produktregel kommt man
v;

zu dem Ergebnis:

2

2T = Zpivi = % (me) = rips
i i
)

Nun bildet man den zeitlichen Mittelwert von der rechten und linken Seite der Gleichung. Der
zeitliche Mittelwert des Terms (D) verschwindet, da pr nach Voraussetzung beschrankt ist.

— 2T == (ripi)

)



Zuletzt benutzt man den Zusammenhang F= ]3’ = —§V und wendet wieder den Satz von
Euler an:
— 2(T)

I

|
7
3
.

I
¢
QD
SRS

3
I

=

>

Fiir die Gesamtenergie gilt: (T'); + (V) = (E); = E. Somit kommt man zu einem einfachen

Zusammenhang zwischen den zeitlichen Mittelwerten der potentiellen und kinetischen Energie:
2
=—F
k42

k
=——F
k42
Um die Aussage des Resultats zu demonstrieren werden wieder Beispiele aufgefiihrt:

(V)

(T):

1. Der Harmonische Oszillator

Homogenitétsgrad k = 2

Mittelwerte der Energien fallen zusammen.

2. Gravitations- oder Coulomb-Potential

Homogenitédtsgrad £ = —1

Bewegung nur im begrenzten Raumbereich falls £ < 0



Kapitel 3

Skalensymmetrie in der

Teilchenphysik

3.1 Der Einteilchen-Hamiltonoperator

Zunéchst wird der Einteilchen-Hamiltonoperator betrachtet. Dieser lasst sich allgemein wie folgt
schreiben.
H~p" +ar™

Dabei ist a eine dimensionslose positive Konstante. Dieser Hamiltonoperator ist invariant unter
der Zeittranslation ¢ — ¢ = ¢t + 7. Mit dem Noether-Theorem folgt aus dieser Symmetrie die
Erhaltung der Energie E.

Er ist auch invariant unter der folgenden Skalentransformation:

1 1
t—pt r(t) = p~nr(pt) p(t) = prp(pt)
Setzt man die skalierten Groflen in den Hamiltonoperator ein, hat sich dieser lediglich um den
konstanten Faktor p verindert. Auch diese Invarianz liefert mit dem Noether-Theorem eine
Erhaltungsgrofie. Die Konstante der Bewegung;:

1
D=-—

- Et
- (pr) +

Im nicht-relativistischen Fall ist die kinetische Energie T' proportional zu p?. Somit ist n =
2, damit Skalensymmetrie vorliegt. Das bedeutet, dass das Potential V proportional zu 72
sein muss. Solche Potentiale haben jedoch keine physikalische Bedeutung. Daher ist im nicht-
relativistischen Fall die Skaleninvarianz eher unbrauchbar.

Anders ist es beim relativistischen Fall. Es gilt hier folgende Proportionalitéit der kinetischen

Energie:
T ~ +/ (p2 + mo)

Hierbei ist zu beachten, dass die Konstanten zu ¢ = 1 = h gewéhlt wurden.

Ist nun entweder die Ruheenergie vernachléssigbar klein gegen die kinetische Energie oder das
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Teilchen ist masselos, dann ist T' ~ p. Falls nun Skaleninvarianz vorliegen soll, muss das Potential
mit 7! gehen. Diese Potentiale haben eine physikalische Bedeutung. Zum Beispiel das Coulomb-
oder Yukawapotential. Im hochenergetischen Bereich oder bei masselosen Teilchen ergibt sich

aufgrund der Skalensymmetrie eine neue Erhaltungsgrofle, die Konstante der Bewegung D.

3.2 Skalensymmetrie in der Feldtheorie

In der Feldtheorie reicht der Einteilchen-Hamiltonoperator nicht aus. Hier befasst man sich mit

der Lagrangedichte:

L(,0u0)

Aus dieser ergibt sich mit der modifizierten Euler-Lagrange-Gleichung die Bewegungsgleichung
des Feldes ¢:

oL oL oL

— =20 (75— ]=0

(5¢ 8¢i 0 (aud)i)
Damit Skaleninvarianz vorliegt, darf die Lagrangedichte keine dimensionsbehafteten Kopplungs-
konstanten enthalten. Genau dann kann die Feldgleichung invariant unter der Skalentransfor-

mation

X — AX b (x) = X266 (Ax)

sein. Die Variable x ist der Vierervektor und A = ist die sogenannte Skalendimension.

Es folgen einige Beispiele skaleninvarianter Lagrangedichten.

1. Freie Maxwellgleichungen - Photon

1
£ = —EFMVF'UJJ

— 9, 0"AF = 0 mit §, = (i@,%)

Die Skalentransformation mit A = 0 dndert die Feldgleichung nicht. Falls A(x) Losung
des Systems ist, so ist auch A(Ax). Losung.

2. Klassische skalare Feldtheorie - Spin = 0

L = 0,0 (0"9) —m’¢*¢
- (8,0"+m*)¢=0  Klein-Gordon-Gl.

Hier liegt Skalensymmetrie vor, falls m = 0 oder T > my. Falls die Theorie nicht masselos

ist, gibt es einen Symmetriebruch, da Léngen- und Massendimension antiproportional

zueinander sind: L = —.
m
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3. Masselose ¢*-Theorie

* 9/ x
L= (0u07)(0"0) -7 (¢"0)°
= 0,0"0+ 99> =0
Die vorherigen Beispiele waren lineare Differentialgleichungen und somit musste A = 0
gewéhlt werden. Bei dieser Theorie gilt Skaleninvarianz falls A =1 ist.
Diese Bewegungsgleichung ist die einfachste Feldtheorie mit einer Selbstwechselwirkung

und es sind im Gegensatz zu realistischeren Modellen exakte mathematische Aussagen

moglich. Die Kopplungskonstante g muss dimensionslos sein.
Mit der Skalentransformation und dem Noether-Theorem folgt der Dilatationsstrom:
DH(x) = x, 0" (x)

Der Strom ist erhalten, falls die Theorie skaleninvariant ist. Das ist vergleichbar mit der Konti-
nuitdtsgleichung bei der Ladungserhaltung 9,,J# = 0. Die Konstante der Bewegung ergibt sich

dann wie folgt:
D= / d*xD(x)

Die Skalentransformation wird auch Dilatation genannt und bildet zusammen mit der Poincaré

Gruppe die grofle konforme Gruppe mit den Generatoren:

Lorentzgenerator: M,, = i(x,0, —x,0,)
Translationsgenerator: P, = —id,
Dilatationsgenerator: D = —ix, 0"
Spez. konf. Transformation: K,, = 1 (552‘9u — 2xuxyc9”)

3.3 Die tiefinelastische Elektron-Proton Streuung

Es wurde gezeigt, dass bei hoher kinetischer Energie der Teilchen ndherungsweise Skalensym-
metrie vorliegt. Dies fiihrt zu der Betrachtung der tiefinelastischen Elektron-Proton Streuung.
In Abb. 3.1 ist dieser Streuprozess schematisch dargestellt.

Relevant bei Streuprozessen ist der sogenannte Wirkungsquerschnitt. In diesem Fall ldsst er sich

wie folgt darstellen:

Mp 0\?2
ODIS ™~ OMott TFg(qQ,a:) + 2F] tan <2> ]

Dabei ist v die Energie des virtuellen Photons, ¢? ist der Viererimpulsiibertrag und F; sind

Strukturfunktionen, welche proportional zur Fouriertransformierten der Ladungsverteilungen
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Abbildung 3.1: [1] Schematische Darstellung des Streuprozesses.

sind.
2

Nun fithrt man die dimensionlose Bjorkensche Skalenvariable z =

ein. Bjorken stellte nun
DV
folgende Hypothese auf:

Fi(z,q%) = M}lglooﬂ(l’)
Fy(z,4°) = m  Fy(z)

Das bedeutet, dass bei hohen Massenschwerpunktsenergien die Formfaktoren nur noch von dem
Verhiltnis « abhéngen. Dieses lduft bei hohen Energien gegen einen konstanten Wert und wiirde
die Streuung an Punktteilchen bedeuten.

Bjorkens Hypothese wurde am Stanford Linear Accelerator Center (SLAC) experimentell nach-

gewiesen, wie in Abb. 3.2 zu sehen ist. Somit wurden die ersten Hinweise auf die punktférmigen

T T ] T T T

iy 8-10" %

A s — W=2 Gev |

\ x ---W=3 GeV |

* 4 —— W-=3.5 GeV

IO‘I = \ =
AT ;
HEEAN i

= F \« B

= \

R 07 \ =
C \. ]

L \ ]

- . 4

w03 \_ELASTIC |

E “\_SCATTERING E

F o ]

- ‘\» 7

L . i

o4 . 1 1 1 1 L

) [ 2 3 4 5 6 7

q? (Gev/e)®

Abbildung 3.2: [2] SLAC-Messwerte.

Konstituenten des Protons geliefert.



Kapitel 4

Selbstihnlichkeit und Fraktale

Als selbstdhnlich bezeichnet man Objekte, Korper, Gegenstidnde, Funktionen, ... die nach Ska-

lentransformation dieselben oder dhnliche Strukturen aufweisen.

4.1 Selbstidhnliche Funktionen
Als Ausgangspunkt wird die selbstédhnliche Differentialgleichung
z(t) = —g - x(t) mit g > 0

betrachtet. Diese wird durch die Funktion z(t) = zge™9¢ gelést. Fithrt man bei der Losungsfunktion

die Skalentransformation
z(t) —  Z(t) = ax(t/b)

durch, stellt man fest, dass die transformierte Funktion nur Losung derselben Differentialglei-
chung ist, falls b =1 ist. Die Zeit ¢ = 1/g ist ausgezeichnet.

Nun wird eine leicht verdnderte Differentialgleichung betrachtet:
i(t) = —g - x(t)* mit k # 1
Eine spezielle Losung dieser nichtlinearen Gleichung fiir k£ = 3 ist:
Too(t) = (29 1) 72
Fiihrt man nun die Koordinatentransformation
2(t) = Feolt) = bTFx(t/b)
durch, wird die Losung in sich selbst iiberfiihrt:

Too(t) = Feo(t) = b 2zeo(t/b)

— bd (ngt>_ = re(t)

13

D=
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Funktionen, welche die Gleichung x(bt) = b"xz(t) erfiillen, heiflen selbstéhnlich. Sie besitzen die
gleichen Eigenschaften, wie gleiche Extremwerte, Nullstellen und Wendepunkte. In Abb. 4.1 ist
die logarithmische Spirale als Beispiel einer selbstihnlichen Funktion zu sehen. Diese ldsst sich

in Polarkoordinaten wie folgt darstellen:
(p) = ach?

Die Funktion ist invariant unter der Streckung e*® bei zusiitzlicher Drehung um b.

Abbildung 4.1: [3] Logaritmische Spirale.

4.2 Fraktale

Fraktale sind natiirliche oder kiinstliche Objekte mit einem hohen Grad an Selbstéhnlichkeit.
Sie sind fiir einen diskreten Satz von Skalenfaktoren b invariant und besitzen somit keine strenge
Skalensymmetrie.

In Abbildung 4.2 sind die Mandelbrotmenge und die Koch-Kurve als bekannte Fraktale darge-

stellt.

Abbildung 4.2: [4] Mandelbrot-Menge, Koch-Kurve.

Die Koch-Kurve

Die Koch-Kurve ist eine iiberall stetige, doch nirgends differenzierbare Kurve. Fiir die Kon-
struktion wird eine beliebig lange Strecke in drei gleich lange Strecken unterteilt und iiber der
mittleren Strecke ein gleichseitiges Dreieck konstruiert. Nach zweimaliger Anwendung dieser
Vorschrift entsteht das Bild in Abb. 4.3. Die Koch-Kurve ist das Ergebnis des Grenzwertes des
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/N

Abbildung 4.3: [4] Konstruktion der Koch-Kurve.

iterativen Prozesses. Somit sind alle Darstellungen der Kurve nur N&herungen.

Die Kurve wichst pro Iteration um den Faktor 4/3. Sie ist also unendlich lang, hat jedoch

einen begrenzten Flidcheninhalt. Da die Koch-Kurve ein rein mathematisches Objekt ist, weist
1

sie keine elementare Feinstruktur auf. Sie besitzt die diskreten Skalenfaktoren b = 3 und die

Ahnlichkeitsdimension D = 1,26, welche sich wie folgt berechnet:

D_ log N
logm

N ist die Anzahl der Kopien und m der Verkleinerungsfaktor. Ein Quadrat hat die Ahnlichkeitsdimension
D = 2. Fiir einen Kreis ist diese Dimension nicht definiert, da der Kreis nicht aus kleineren Ko-

pien seiner selbst besteht.

In Abb. 4.4 sind zwei Fraktale aus der Natur zu sehen. Da Objekte aus der Natur elementare

Feinstruktur besitzen, haben natiirliche Fraktale nur ungefahr drei bis fiinf selbstéhnliche Stufen.

Abbildung 4.4: [7] Romanesco, [8] Farn.



Kapitel 5
Zusammenfassung

Insgesamt ist Skalensymmetrie sehr niitzlich und erleichtert einem die Arbeit bei der Berech-
nung bestimmter physikalischer Systeme. Aufgrund der Naturkonstanten, die bestimmte Léngen,
Massen, usw auszeichnen, liegt oftmals nur Naherungsweise Skaleninvarianz vor.

In der klassischen Physik wurden niitzliche Aussagen getroffen, ohne die Bewegungsgleichung
explizit zu l6sen. Es ist lediglich nétig, den Homgenitédtsgrad k des Potentials zu kennen. Au-
Berdem wurde der Viriralsatz hergeleitet.

In der Teilchenphysik weisen masselose Feldtheorien Skalensymmetrie auf oder aber auch Teil-
chen im hochenergetischen Bereich.

Es gibt selbstéhnliche Funktionen, die dieselben Eigenschaften besitzen. Fraktale besitzen einen
hohen Grad an Selbstéhlichkeit, sind jedoch nicht streng selbstdhnlich.
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