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1 Mathematik der SU(3)-Gruppe
Wir betrachten einen dreidimensionalen Zustandsraum mit den orthonormalen Basiszustinden
1), 12), [3) mit (il5) = &y (1 < 4,5 <3). (1)

Die SU(3)-Gruppe ist die Gruppe der unitiren Tranformation U mit Determinante 1 in unserem
dreidimensionalen Zustandsraum. In dieser Basis haben wir

Uli) = 1)Uy, (2)
Utu = 1, (3)
detU = 1 (4)

Wie bei bei Drehungen im Isospin-Raum ist es niitzlich die infinitesimale Transformation zu be-
trachten:
U=1+idpH, (5)

wobei d¢ reel und von 1. Ordnung klein und H eine Matrix ist. Einsetzen in Gleichung (3) und (4)
fithrt zu:

(1 +idpH)(1 —ideH') =
det(1 +idpH) =1+ 16¢(Sp H)

[
—~

~
S~—

Daraus folgen die Bedingungen fiir H:

H = HT, (8)
SpH = o. (9)

Man sieht, H ist eine hermitesche Matrix mit verschwindener Spur. Umgekehrt liefert jede solche
Matrix H eine infinitesimale Transformation aus SU(3).

Die Anzahl der linear unabhéngigen hermiteschen 3 x 3-Matritzen ist 9, da wir in der Haupt-
diagonalen jeweils eine reelle Zahl, oberhalb der Diagonale eine komplexe Zahl vorgeben kénnen.

Die Spurbedingung aus (9) reduziert die Anzahl der unabhéngingen Matrizen H auf 8. Fiir
diese spezielle unitidre Gruppe in drei Dimensionen bilden die Gell-Mann-A-Matrizen (Gell-Mann
1964) eine geeignete Basis:

01 0 0 —i 0 1 0 0 00 1 00 —i

M=1 0 0];x=1i 0 0)];x=[0 =1 0);a=[0 0 0];x5=(0 0 0 |;
00 0 0 0 0 0 0 0 100 i 0 0
00 0 00 0 10 0

Xe=[0 0 1];a=(00 —i]sag=2d (0 1 0
01 0 0 i 0 00 -2

Diese Matrizen sind die Verallgemeinerung der Isospin-Matrizen o1, o2, o3 auf den Fall der
SU(3). Die Normierung ist so gewihlt, dass

SP(AaAb) = 20ap (10)

erfiillt sein muss. A1, A2, A3 kommen aus der SU(3), da sie eine Untergruppe der SU(3) ist. Sie
werden durch Erweiterung auf 3-D konstruiert. Ay und Ag ergeben sich durch Verschiebung der
1 Elemente der Paulimatrix sukzessiv nach unten, ebenso A5 und \7. Der Faktor - bei g ist

V3
notwendig, damit die Normierung erfiillt wird.

1.1 Die Lie-Algebra der SU(3)

Mit dieser Darstellung der Generatoren J\;, ist es nun moglich die Kommutatoren der A; und damit
die Lie-Algebra der SU(3) zu berechnen. Man findet:

[Aia)\j] = Qifz'jk/\k (11)



Theorie der Teilchen und Felder SU(3) u

fijx ist die gegen Austausch vollsténdig antisymmetrische Strukturkonstante

die Lie-Algebra der SU(3) ist geschlossen, fiir sie
Jizs = 1
Juar = fies = foae =
fass = fers = ?
Man definiert iiberlicherweise
F;
= [F}, F}]

Damit ist die Analogie zwischen \; <> F; bei SU(

Ahnlich wie bei der Drehimpulsalgebra fiihrt 1
ein:

Ty

T3

Vi

Y
Ut

nd das Quarkmodell Sperling

gilt:
(12)
f237 = f345 = f376 = % (13)
(14)
1
= 5)\1' (15)
= ifijrfk (16)

3) und o; <> S; bei SU(2) hergestellt.
nan die F-Operatoren in sphdrischer Darstellung

Fi+iF, (17)

F3 (18)

Fy+iFs (19)
2

i 20
5 (20)

Fs+iF, (21)

Die Definition fiir T, V4, Uy und T3 liegen aufgrund des Aufbaus der F-Operatoren aus den

Pauli-Matrizen nahe.

15, Ty] =
[T+7T*] =
T5,Vy] =

Vi, Vo] =
T5,Us+] =

U4, U-] =

sowie

Ty, V| = [T%,
Ty, Vi] = [Us,
[Ti’ V:F] = $U:F
[Ty, U] = V4
Y, Vil = £V4
Y, Us] = FUs

LT (22)
o7 (23)
i%Vi (24)
%(zy +2T) (25)
:F%Ui (26)
%(3)/ —oTy) (27)
Us) = (T2, Y] =0 (25)
Vel = [Ty, Y] = 0 (29)
(30)
(31)
(32)
(33)

Von den Generatoren der SU(3)-Lie-Algebra kommutieren maximal 2. Die SU(3) hat daher den

Rang 2.

1.2 Operatordiagramm der SU(3)

Wegen der Vertauschungsrelation [T5, Y] = 0 kann man die Multiplettzustinde durch die Eigen-

werte

T3 |T5Y) = Ty |T5Y)
Y |T5Y) =Y |[T5Y)

. Gleichung (11) bestétigt,
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beschreiben. Ebenso wie im Fall der SU(2) zeigen die Vertauschungsrealationen, dass die Operato-
ren T4, Vo, UL sowohl fiir T3 als auch fiir Y als Aufsteige- bzw. Absteige-Operator sind. Beispiel
Vi

~ N 1~
Mit [Ty, Vi) = +5Vi: (36)

A A A~ A 1
(Tgvi—ViTg) TY) = £5Ve|ny) (37)

A A A A 1
BV [TY) - TyVa [ToY) = Vi |TY) (38)
N 1 N

Ty (Vi |TaY)) = <T3i2> (A (39)

Vi bewirkt eine Erhhung bzw. Erniedrigung der Quantenzahl T3 um %

_ Analog findet man:
Uy erniedrigt bzw. erhoht die Quantenzahl T5 um %

T erhoht bzw. erniedrigt die Quantenzahl T3 um 1.
Vi erhdht bzw. erniedrigt die Quantenzahl Y um 1.
Uy erhoht bzw. erniedrigt die Quantenzahl Y um 1.
T verindert die Quantenzahl Y nicht.

Da die Zustéinde zwei Quantenzahlen aufweisen, kann man ein zweidimensionales Gitter auf-
tragen:

Y Hyperladung

V-Linien

—~'— - T-Linjen

T5 Isospin

U-Linien

Abbildung 1: SU(3)-Operator-Diagramm [Wagner]

Dabei werden die Einheiten so gewahlt, dass die Linien, die den Leiteroperatoren entsprechen,
miteinander einen Winkel einschlielen, die ein Vielfaches von 60° sind. = Die Darstellung hat eine
120°-Symmetrie, da die T-, V- und U-Algebren gleichsymmetrische und damit gleichberechtigte
Unteralgebren der SU(3) sind. Hieraus folgt auch, dass der Nullpunkt Y = 0, T3 auch Mittelpunkt
eines jeden SU(3)-Multipletts ist. Der Rand der Darstellung ist konvex und jeder Gitterpunkt auf
der Randlinie ist einfach besetzt. Um den Rand des Zustands zu bestimmen, betrachtet man den
Zustand mit dem hochsten Wert von T3, so dass gilt:

T3\Ilma:r - VJr\I/maw - Uf\Ijmaa: =0 (40)

Nun wendet man V_ auf V¥,,,. an, bis

(f/_)p+1 D (41)
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. A \P
Dann wendet man 7_ auf (V_) an, bis

(T,)q+1 (V,)p T (42)

Ab hier ist die weitere Darstellung durch die 120°-Symmetrie vorherbestimmt und man kann sie
durch die Angabe (p,q) eindeutig charakterisieren.

I

N7l

| WSS Sh—
g Punkte

P Punkte

Abbildung 2: (7,3)-Darstellung [GM]

2 SU(3) und die Quarks

Die fundamentale Annahme des Quarkmodells fiir die Hadronen ist, Mesonen als Quark-Antiquark-
Bindungszusténde, Baryonen als 3-Quark-Zustéinde aufzufassen:

Mesonen ~ qq (43)
Baryonen ~ gqqq (44)

Die beobachteten Hadronen sind die Eigenzustédnde des Hamilton-Operators der starken Wechsel-
wirkung. Ziel ist es, eine Aussage iiber das Hadronen-Spektrum zu machen ohne eine Schrédin-
gergleichung explizit zu l6sen. Dafiir betrachtet man eine idealisierte Welt mit den 3 Quarks up,
down und strange mit folgenden Annahmen:

e Flavor-Universalitat der starken Krafte
Die starken Krifte wirken auf alle Quarks identisch

e Gleichheit der Massen up-, down- und strange-Quarks
Diese Forderung ist nicht realistisch. Obwohl die Massen des up- und down-Quarks &hnlich
sind (3-5 MeV), ist die Masse des strange-Quarks wesentlich hoher (104 MeV).

Damit ist der Hamilton-Operator der starken Wechselwirkung invariant unter SU(3)-Transformation
der Quarks.

2.1 Darstellung der SU(3)

Wir mochten zunéchst die kleinste Darstellungen der F-Spin-Algebra konstruieren. Man beginnt
mit der
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Abbildung 3: Singulett-Darstellung [GM]

e kleinsten trivialen Darstellung der SU(3):
Singulett: (0,0) mit Y = 0,73 =0
Damit ist aber kein Aufbau hoherer Multipletts moglich.

Deshalb sucht man sich die

e kleinste, nichttriviale Darstellung:
Aus der SU(2) war es das Duplett: Y = 1, Ty = +1
Es treten die T-, U- und V-Spin Algebren vollstdndig symmetrisch in der F-Spin-Algebra
auf.

In diesem Zusammenhang wird Y als die Hyperladung und T3 als der Isospin der Elementarteilchen
interpretiert. Daraus folgt auch die Ladung der Teilchen mit

Q= %Y+T3 (45)

Die vollstindigen Quantenzahlen der Quarks werden in der Tabelle 1 angegeben.

ul d | s
T3 | 5| -] 0
ARIRNE
S|10| 0 | 1
q31-513

Tabelle 1: Quantenzahlen der Quarks

Y

d 1/3 u
|
AY 7
\ ’
b vart I3
=172 ¢ 1/2
A
A /
\ ’

(3|

|
—2/3%

Abbildung 4: 3-Darstellung der Quarks [Weinheimer]

Abbildung (4) zeigt die Darstellung, nach welcher die Quarks transformieren. Antiquarks wei-
sen jeweils ein anderes Vorzeichen der Quantenzahlen als die Quarks auf. Mit dieser elementaren
Darstellung ist man nun in der Lage hohere Multipletts zu konstruieren.

2.2 Mesonen

Da es sich bei Mesonen um Quark-Antiquark-Zustinde handelt, muss das Produkt der irreduziblen
Darstellungen 3 und 3* ausreduziert werden

3@3" (46)
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Die Ausreduktion erfolgt grafisch wie in Abbildung 5 dargestellt. Wir haben zwei additive Quan-
tenzahlen Y und Tj3. Die drei besetzten 3-Darstellungen werden jeweils in den Mittelpunkt einer
3*-Darstellung gesetzt. Daraus erhélt man eine Sechseckstruktur mit einfach besetzten Stellen und
drei Stellen im Ursprung. Wir erhalten ein ein Oktett und ein Singulett:

33 =891 (47)

Mesonen treten als Singulett oder Oktett auf.

oA

Abbildung 5: Reduktion von 3 ® 3* [GM]

LY n o
K -

Abbildung 6: Mesonenoktett und -singulett [Weinheimer]

AL

2.3 Baryonen

Fiir die Baryonen mit 3-Quark Zusténden muss das Produkt
33 (48)

ausreduziert werden. Diese erfolgt ebenfalls grafisch und man betrachtet zunéchst das Produkt von
zwei 3-Darstellungen. Nach Abbildung 7 erhélt man eine 6- und eine 3*-Darstellung:

B®3)®3=(643")3 (49)

Es gilt die Distributivitét und das Produkt aus 3- und 3*-Darstellung ist von den Mesonen bekannt.
Eine Ausreduktion von der 6- und 3-Darstellung in Abbilung 8 liefert:

3R3R3=10808a 10. (50)

Baryonen treten als Singulett, Oktett oder Dekuplett auf.
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Abbildung 7: Reduktion von 3 ® 3 [GM]

Y

Abbildung 9: Baryonenoktett und -dekuplett [Weinheimer]

Sperling
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