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1 Die Drehgruppe SO(3,R?)

1.1 Definition und Eigenschaften

Die spezielle orthogonale Gruppe im Dreidimensionalen wird kurz als SO(3) bezeichnet. Es handelt
sich hierbei um die Gruppe der Drehungen. In diesem Abschnitt wird die SO(3) zunéchst im R3
eingefiihrt. Wir schreiben daher SO(3,R?) und definieren die Drehgruppe wie folgt:

,Unter der Drehgruppe verstehen wir die Gruppe der homogenen linearen Transforma-
tionen
7 = R¥ (1)

eines euklidischen dreidimensionalen Raumes in sich, welche Ldngen invariant lassen
und Richtungen nicht dndern.“ (Sex1/Urbantke)

Ein Vektor & wird durch Multiplikation mit einer Rotations- oder Drehmatrix R in einen Vektor
Z' {iberfiihrt. Aus dieser Definition, d.h. insbesondere den unterstrichenen Forderungen, lassen sich
direkt zwei wesentliche mathematische Eigenschaften der Drehmatrizen R ableiten.

1. Langen bleiben invariant

Im dreidimensionalen euklidischen Raum sind die Léngen iiber das zugehorige Skalarprodukt
definiert. Wir erhalten

(Z)|%) = (Z'|7') = (RT|RT) = (R RZ|T). (2)

Hierbei ist RT die zu R adjungierte Matrix. Im R® entspricht dieser gerade der transponierten
Matrix R”. Wenn 1 das Einheitselement bezeichnet gilt demnach

RTR=RRT = 1. (3)

In Komponentenschreibweise lesen wir

RURji = RjiRji = Sk (4)
ab. Das bedeutet, dass die Spalten von R eine Orthonormalbasis des R3 bilden.

2. Richtungen werden nicht geindert

Diese Aussage mag zunéchst iiberraschend erscheinen. Wird ein Vektor gedreht, d&ndert er
natiirlich seine Richtung. Gemeint ist, dass Richtungen untereinander, d.h. von zwei Vektoren
eingeschlossene Winkel, erhalten bleiben. Konkret wird dies an der Orientierung einer Basis
festgemacht. Es wird zwischen Rechtssystemen (RS) und Linkssystemen (LS) unterschieden.
Diese besitzen die Eigenschaften

RS:é1-(é3xé3)>0 und LS:é-(é3x¢€3) <0, (5)

wobei {€7, €3, €3} eine Basis des R3 ist. Fiir eine orientierungstreue oder richtungserhalten-
de Abbildung gilt dann, dass ein Rechtssystem stets in ein Rechtssystem iibergeht und ein
Linkssystem immer in ein Linkssystem. Wir betrachten jetzt die kartesische Orthonormalba-
sis {€7, €3, €3} des R3.
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c=¢€1-(e3 x¢é3)=1. (7)

Die kartesische Orthonormalbasis ist ein Rechtssystem. Fiir das rotierte System erhalten wir

R Rio Ri3
d=¢' (& xé&')=Ra |- Ros | x | Ras3 ) (8)
B3, R3a R33

also gerade ein Spatprodukt der Spaltenvektoren von R. Nach handelt es sich hierbei
ebenfalls um eine Orthonormalbasis. Daraus folgt

d = +1. 9)

Aufgrund der Orientierungstreue kommt jedoch nur ¢/ = +1 in Betracht. Desweiteren ent-
spricht das Spatprodukt in gerade der Determinante von R. Wir erhalten folglich als
zweite wichtige Eigenschaft

det R = +1. (10)

Léngenerhaltende Abbildungen mit det R = —1 bilden die Gruppe der Spiegelungen.

1.2 Darstellungen im R3

Wir werden uns jetzt der Frage widmen, wie die Drehmatrizen im R3 konkret aussehen bzw.
wie man diese konstruiert. Dazu sei zunichst erwédhnt, dass man zwischen aktiven und passiven
Drehungen unterscheidet. Bei einer aktiven Drehung wird das Objekt selbst gedreht, bei einer pas-
siven Drehung das Koordinatensystem (Laborsystem). Eine (zweidimensionale) aktive Drehung
um ¢ entspricht einer passiven Drehung um —¢. Im Folgenden werden nur aktive Transformatio-
nen betrachtet. Im Wesentlichen gibt es zwei Verfahren, um eine dreidimensionale Drehmatrix zu
konstruieren.

1. Parametrisierung iiber Euler-Winkel

Die Idee hierbei besteht darin, die dreidimensionale Drehung durch drei ebene Drehungen zu
ersetzen. Wir veranschaulichen] den Sachverhalt mithilfe von Abbildung

In blau ist die Ausrichtung des Objektes vor der Drehung zu sehen, die rote Position wird
nach der Drehung eingenommen. Die griin eingezeichnete Schnittachse der neuen und alten
zy-Ebene bezeichnet man als Knotenlinie. Die dreidimensionale Drehung lésst sich dann wie
folgt parametrisieren:

(a) Rotiere um « um die z-Achse.
(b) Rotiere um S um die 2’-Achse (die neue x-Achse, d.h. die Knotenlinie).

(¢) Rotiere um v um die z”-Achse (die neue z-Achse).

1Eine animierte Darstellung findet sich auf der englischsprachigen Wikipedia unter
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Euler2.gif
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Abbildung 1: Parametrisierung iiber Euler-Winkel nach der zz'z"”-Konvention (Quelle: Wikipedia)

Die Drehmatrix R(«, 3,7) ergibt sich dann als Produkt der drei ebenen Drehmatrizen.

R(a,8,7) = D.r(7)Do(B)D:(c)
cosy —siny 0 1 0 0 cosa —sina 0
= siny cosy O 0 cosfB —sinf sina  cosa O] (11)
0 0 1 0 sin8 cospf 0 0 1

Oben genanntes Vorgehen bezeichnet man als zx’2”-Konvention. Diese wird in der Mechanik
starrer Korper verwendet. Es gibt jedoch noch elf weitere, per se gleichwertige Konventionen.
In der Luftfahrt hat sich beispielsweise die zy'z”-Konvention etabliert.

2. Rodrigues-Formel

Die Rodrigues-Formel beschreibt eine dreidimensionale Drehung eines Vektors £ um einen
Drehvektor & mit Drehwinkel o = |@|. Auch hier erhélt man drei Parameter fiir die Dre-
hung, in Kugelkoordinaten wéren diese (r = «, 0, ¢). In Komponentenschreibweise lautet die
Rodrigues-Formel

TyQ sin v
r vy
T, =T,cosa+ o2 o, (1 —cosa) + eunaney, o (12)

wobei €,, der Levi-Civita-Tensor ist. Eine Herleitung der Gleichung findet sich im Anhang.
Nach muss

), = Ry, (13)

erfiillt sein. Hiermit lassen sich direkt die Eintrége R, der Drehmatrix ablesen.
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R, =0, cosa+ a—;au(l —cosa) + euAya,\w. (14)
a o

Zuletzt sei noch gesondert auf den Fall einer infinitesimalen Drehung eingegangen, d.h. den
Fall & < 1. In erster Ndherung geht dann in
T, = Ty + €uaoaty, (15)

iiber.

1.3 Infinitesimale Transformationen

Um das Verstédndnis der SO(3) zu vertiefen, empfiehlt es sich, die infinitesimalen Transforma-
tionen niher zu untersuchen, d.h. den Fall infinitesimaler Drehwinkel «. Eine derartige Drehung
verdndert den Vektor Z nur minimal, die zugehorige Transformation weicht nur geringfiigig vom
Einheitsoperator ab. Deshalb wihlen wir

R=1+Q (16)

als Ansatz, wobei 2 infinitesimal sein soll. Hieraus lasst sich mithilfe von (3| direkt eine wichtige
Forderung fiir ) gewinnen.

1= RTR=1+Q7)(1+Q)=1+Q+ 07 + 0(Q2). (17)
In erster Ordnung muss demnach
Q=-0" (18)

erfiillt sein, d.h. Q muss antisymmetrisch sein. Eine antisymmetrische dreidimensionale Matrix
hat drei freie Koeffizienten, 2 ldsst sich allgemein schreiben als

0 —Q3 (65) .
Q= (6 %3 0 —Q = aA. (19)
—Q2 (651 0

Im letzten Schritt wurde dabei das Matrizentripel

00 O 0 0 1 0 -1 0
Ar=10 0 1], A2=10 0 O und Az3=[1 0 O (20)
01 0 -1 0 0 0 0 O
eingefiihrt. Dieses Tripel besitzt die Eigenschaft
A)\,u.l/ = —Exurv = €uv- (21)
Wir {iberpriifen nun, ob der Ansatz sinnvoll war.
I:J, = Rp,l/xu ; (5;1,1/ + Q;,Ll/)xl/ = (6;1,1/ + a)\A)\I“/).'EV =Ty + EuAvANTYy = ' (22)

Wir erhalten dasselbe Ergebnis wie zuvor. Die bisherigen Uberlegungen bezogen sich lediglich
auf infinitesimale Drehungen. Drehungen um einen endlichen Vektor & kénnen jedoch aus infinite-
simalen Drehungen zusammengesetzt werden, wie folgende Herleitung zeigt.

R(d) = R(

JR(=) = ... = [R(=))V. (23)

~—

|9y

a a
2

Sei nun N so grof}, dass die Rotation um
werden kann. Dann folgt

+ in erster Nidherung als infinitesimal aufgefasst

—

AN ~ exp @A. (24)

QL

R(d) =~ [1+ i
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1.4 Lie-Algebra von SO(3,R?)

Wir betrachten jetzt den reellen dreidimensionalen Vektorraum D der Drehungen und wollen in
diesem eine Algebra konstruieren. Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dass jede Drehung mithilfe
von {A1, Ao, A3} dargestellt werden kann. {A;, Ao, A3} ist folglich eine Basis von D. Man bezeichnet
die A; in diesem Kontext als Erzeugende oder Generatoren der Algebra. Sie sind antisymmetrisch.

Offensichtlich sind Linearkombinationen der A; wiederum € D. Anders verhilt es sich jedoch
mit Produkten, diese fithren aus D hinaus. Beispielsweise gilt

00 0
A -Ay=1[1 0 0]. (25)
00 0

Diese Matrix ist nicht antisymmetrisch und somit ¢ D. Fiir zwei antisymmetrische Matrizen
A= —AT und B = —BT7 gilt jedoch allgemein, dass der Kommutator

[A,B] = AB — BA (26)

wiederum antisymmetrisch ist.

[A, BT = (AB)"T — (BA)T = BTAT — ATB" = BA - AB = —[A, B]. (27)
Somit ist [A,,Ay] € D und es ldsst sich mit dem Kommutator eine sogenannte Lie-Algebra
iiber D aufbauen. Konkret findet man

[A;u Al/] = GMVAAA7 (28)

was sich anhand von direkt iiberpriifen lisst. In diesem Fall ist der Kommutator die
Verkniipfung und €,,» der Strukturtensor der Lie-Algebra.

1.5 Lie-Algebra von SO(3) — Allgemeine Darstellung

Bisher haben wir uns lediglich mit SO(3,R?) befasst. Der zugeordnete Vektorraum war der dreidi-
mensionale euklidische Raum. Die Drehgruppe lésst sich jedoch auch in anderen Rdumen darstellen.
Im Folgenden wird ein nicht weiter festgelegter Vektorraum V gewéhlt. Es sei g(7) € SO(3) eine
einparametrige Untergruppe von SO(3) (z.B. eine Drehung um eine feste Achse) mit ¢g(0) = 1,
7 € R und Ty, eine zugehorige Darstellung in V. Dann gilt fiir infinitesimale 7

_ 0
Tyiry=1+7t mit t= ETQ(T) lr=o - (29)

Es wird der Umstand ausgenutzt, dass Lie-Gruppen (wie hier die Drehungen) differenzierbare
Mannigfaltigkeiten sind. Anstelle der Generatoren {A,} treten jetzt die Generatoren aller ein-
parametrigen Untergruppen {t,}. Es lésst sich zeigen, dass diese Generatoren wiederum einen
Vektorraum bilden, wobei

[tu, t,/] = Euy,\t)\ (30)
erfilllt ist. Das bedeutet, dass obige Vertauschungsrelation in allen Darstellungen von SO(3)
erfiillt ist. Zum Abschluss dieses Kapitels kommen wir zur Definition eines Casimiroperators. Ein

Casimiroperator C' besteht aus einer Kombination der Generatoren {¢,} und kommutiert mit
diesen, d.h.

[C,t,] =0:Vpu. (31)

Im vorliegenden Fall ist
c=r=Y¢ (32)
“w

ein Casimiroperator. Fiir Casimiroperatoren gilt dariiber hinaus das Lemma von Schur. Dieses
besagt, dass jeder Casimiroperator ein Vielfaches von 1 ist, wenn der zugehorige Vektorraum V
irreduzibel ist, was im Falle von SO(3) typischerweise gegeben ist.
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2 Unitdre Darstellungen von SO(3)
2.1 SO(3) im Hilbertraum

Wir wechseln nun zum Vektorraum der Quantentheorie, anstelle des R? tritt nun der Hilbertraum
H. Ein wichtiger Unterschied zum R3 besteht in der Unitaritiit von H. Lingen sollen wie gehabt
unter SO(3) invariant bleiben. Anstelle von (3)) tritt dann

T =TT" =1, (33)

wobei T eine Darstellung von SO(3) in H ist. Fiir eine einparametrige Gruppe nach lasst
sich T als

T=1+1t, (34)
schreiben. Sei « € H. Dann liefert die Léngeninvarianz fiir die infinitesimalen Generatoren {¢, }
(@lz) = (1 + 7t,)a| (D + rt,)2) = (2|z) + 7(tualz) + r{zlt.e) + O). (35)
In erster Ordnung erhalten wir

0= (tpz|z) + (z|t,x), (36)
was bedeutet, dass die ¢,, antihermitesch sind. Wir definieren nun den hermiteschen Operator
Ju = ity, (37)

fiir den die Vertauschungsrelation

[JI“ Jl,] = iewj,\Jk (38)

gilt. Welche konkrete Form haben diese {J,} in H? Um dieses Darstellungsproblem zu lésen,

analysiert man das Eigenwertspektrum zu einem der J,,, typischerweise zu J3. Es sei z,,, € H eine

Eigenfunktion zu J3 mit Eigenwert m, d.h. es gelte

J3T = Mx,,. (39)

Zudem ist bekannt, dass J? ein Casimiroperator ist. Da die zugehérige Darstellung irreduzibel
ist, hat dieser nach dem Lemma von Schur die Form

J? = k1, (40)

wobel k eine Konstante ist. Als nichstes definiert man iiblicherweise

J:t = J1 + iJQ. (41)

Die dargelegten Ansétze zum Eigenwertproblem von J3, sowie die Losung selbst sollten bekannt

sein. Es handelt sich hierbei um die Drehimpulsalgebra, die iiblicherweise in der Grundvorlesung
zur Quantentheorie behandelt wird?] Tatsichlich ldsst sich zeigenP] dass

J= (42)

S| N

gilt, wobei L der quantenmechanische Drehimpulsoperator ist. Wir fahren an dieser Stelle mit
den Ergebnissen fort. Fiir J2 und J3 erhilt man letztlich die Matrixdarstellungen

2Eine detaillierte Rechnung hierzu findet sich beispielsweise in ,, Grundkurs Theoretische Physik 5/2“von Wolfgang
Nolting im Kapitel 5.
3Vergleiche dazu den Seminarvortrag von Alexander Kolker.
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i 0 - 0
J2= G+l wd = | T (43)
0 oo e

Hierbei ist j entweder halb- oder ganzzahlig. Die Dimensionalitéit der Darstellung betréagt 25+ 1.
Mit der Definition

pe(m) =4 \/j(j+1) Fm—m? (44)

lassen sich die Matrizen fiir J; und J_ als

0 pp(G-1) 0 0
0 0 p+(G—1) - 0
I E ) . . ) (45)
: p+(—J)
0 0 0
und
0 0 0
p—(7) 0 0
Jo=| 0 p(G-1) " 5 (46)
: : 0
0 pi(_j_i'_l)

aufschreiben. Hieraus lassen sich iiber J1 und Jy ableiten. Fiir j = 1/2 erhélt man J; =
0;/2, wobei die o; gerade die zweidimensionalen Pauli-Matrizen sind.

S B () e )} 2

Diese Matrizen spielen bei der Beschreibung des Spins eine tragende Rolle.

2.2 SU(2) und die Darstellung endlicher Drehungen
Wir betrachten jetzt den Fall einer endlichen Drehung fiir j = 1/2 im Hilbertraum. Der Ubergang

von einer infinitesimalen zu einer endlichen Transformation erfolgt wie in besprochen. Wenn
T=1+at=1-idaJ (48)

die Darstellung einer infinitesimalen Drehung ist, so lautet die zugehorige endliche Drehung

U(&) = exp(—i@.J). (49)

Diese Exponentialfunktion von Matrizen lisst sich auswerten und man gelangt zu

U(d) = (cosa/? —ingsina/2  —i(ng — ing)sina/2

—i(ny +1ing) sina/2 cosa/2+ingsina/2> mit d=an und [7]=1. (50)

Dies ist die Darstellungsmatrix endlicher Drehungen in der Spinordarstellung, was gerade der
SU(2) entspricht. Die Matrix ist komplexwertig. Wie zuvor gilt

det U(&) = 1. (51)

Eine Besonderheit ergibt sich allerdings wenn man eine Rotation um 27 betrachtet. Bei der
S0(3) erhiilt man hier, wie man es intuitiv erwarten wiirde, die Einheit. Im Falle der SU(2) gilt
jedoch
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U(rn)U(rit) = U(277i) = —1. (52)

Der Spin geht demnach erst nach einer Drehung um 4 in sich selbst {iber.
A Herleitung der Rodrigues-Formel
Gegeben sei ein Einheitsvektor & (|k| = k = 1) um den der Vektor 7 um einen Winkel ¢ gedreht

werden soll. Zur Herleitung betrachten wir 0.B.d.A. ein Koordinatensystem in dem k parallel zur
z-Achse verlduft und v in der zz-Ebene liegt. Die Situation ist in Abbildung [2] dargestellt.

* rot

Abbildung 2: Zur Herleitung der Rodrigues-Formel (Quelle: Wikipedia)

Die Projektion von ¢ auf k definieren wir als
7, = (k- D)k. (53)
Analog ergibt sich die Projektion von ¢ auf die zy-Ebene zu
Uy = U — U,. (54)
Desweiteren definieren wir 0 als
@ =k x 0. (55)

Nach dieser Konstruktion haben ¢, und @ dieselbe Lénge.
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Demnach erhélt man w indem man v, um 90° rotiert. Hiermit ldsst sich jetzt die Projektion
des rotierten Vektors vo; auf die xy-Ebene, némlich U,, ,, bestimmen. Es gilt
T, = Upcost) + @sind = (7 — (k- 0)k) cos? + (k x 7) sind. (58)

Der Anteil von ¢ parallel zur Drehachse wird von der Drehung nicht affektiert. Wir erhalten
den rotierten Vektor ¥t als Summe aus ¥, und .

Urot = Uz rot + U
= (F—(k-D)k)cosd + (k x ¥)sind + (k - O)k
= Tcosh+ (k x 7)sinf + k(k - 7)(1 — cos ). (59)

Ersetzt man hier ¥ durch «, den Drehvektor k durch g,den zu rotierenden Vektor ¢ durch ¥
und betrachtet man die Gleichung in Komponentenschreibweise so erhélt man gerade .

O

B Mathematisches Begriffsschema

AbschlieBend sei an dieser Stelle eine Ubersicht iiber die Zusammenhinge und mathematischen
Eigenschaften der behandelten Gruppen gegeben. M (n; K) bezeichne eine n-dimensionale Matrix
iiber dem Korper K.

e Die Menge GL(n; K) = {A € M(n; K) : A ist invertierbar} bezeichnet man als allgemeine
lineare Gruppe.

e Die Menge O(n) = {A € GL(n;R) : A1 = AT} ist eine Untergruppe der allgemeinen
linearen Gruppe, die orthogonale Gruppe.

e Die Menge SO(n) = {A € O(n) : det A = 1} ist eine Untergruppe der orthogonalen Gruppe,
die spezielle orthogonale Gruppe.

e Die Menge U(n) = {A € GL(n;C) : A= = AT} ist Untergruppe der allgemeinen linearen
Gruppe, die unitdre Gruppe.

e Die Menge SU(n) = {A € U(n) : det A = 1} ist eine Untergruppe der unitidren Gruppe, die
spezielle unitiren Gruppe.
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