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1 EinfGhrung

Symmetrien spielen in verschiedenen Bereichen tgsil eine grol3e Rolle. Sie erleichtern
uns z.B. Berechnungen (Kraft — Durchbiegung, Tramséationen von Koordinaten). Zudem

gibt es den Zusammenhang zwischen ErhaltungsgraRénSymmetrie / Invarianz. Diese

Beziehung wird auch als Noether-Theorem bezeicfmeath der deutschen Mathematikerin
Emmy Noether).

Physikalische Symmetrien schranken mdogliche Theoem und haben dementsprechend
Konsequenzen fur physikalische Systeme.

In der Physik ist es hilfreich &hnliche ObjekteGnuppen zusammen zu fassen. Aus diesem
Grunde ist es nicht notwendig fur jedes einzelngeKlEigenschaften, Gesetze, Verhaltens-
weisen etc. zu definieren. Sie werden in sinnv@leppen zusammengefasst und kdnnen
dann als ein Element behandelt werden.



2 Gruppen
Definition: Eine Gruppe G besteht aus einem Satz von g Ekemeh, B, C, ..., die vier
grundlegende Postulate erfillen miussen. (Greingiller)
1. Eine Verknipfung von Elementen aus der Gruppe Gbterin eindeutiges Element,
dass auch zur Gruppe G gehort.
C=AB
Diese Verknipfung nennt man ,Multiplikation* und Adas Produkt von A und B.
Im Allgemeinen ist die Reihenfolge der Faktorenm&uB von Bedeutung.
AB #BA
2. Die ,Multiplikation* von Elementen der Grupg@sind assoziativ.
A(BC)=(AB)C
3. Es gibt ein Gruppenelement E, das die Eigaafsttat, dass die ,Multiplikation* mit
diesem Element E immer den anderen Faktor R ergibt.
RE=ER=R
Dieses Element E wird als ,Einselement” oder ,|d&tit bezeichnet. Jede Gruppe kann
nur ein einziges Einselement haben.
4. Fur jedes Element R der Gruppe G existiert @merses” oder ,reziprokes” Element
R™, so dass die ,Multiplikation* dieser beiden Elerreedas Einselement E ergibt. Da-
her ist auch das ElemeRt™ ein Element der Gruppe G.
RR'=R'R=E

Ordnung einer Gruppe
Als Ordnung g einer Gruppe G wird die Zahl der Edaite, einschlie3lich des Einselementes
E, dieser Gruppe bezeichnet. Die Ordnung kann fhalgéVerte annehmen:

- g = endlich: endliche Gruppen

- g = abzahlbar unendlich: unendliche Gruppen

- g = nicht abzahlbar unendlich: kontinuierliche Qrap

Abelsche Gruppen
Kdnnen Elemente einer Gruppe bei der ,Multiplikatioertauscht werden, dann wird so eine
Gruppe abelsch genannt.

AB =BA
Alle zyklischen Gruppen und Gruppen bei denen dienOng g eine Primzahl ist, sind auf
jeden Fall abelsch.

Untergruppe
Eine Untergruppe H ist ein Teil der Gruppe G, ddtamente wiederum eine Gruppe bilden,
die eine weitere ,Eigenschaft* gemeinsam haben.



Klassen - Nebenklasse
Eine Gruppe G setzt sich aus Klassgezisammen.

iZgizg

Nebenklassen sind Klassen einer Untergruppe H war &ruppe G.

Lagrange-Theorem
Der Quotienten aus der Ordnung h der Untergruppenéi die Ordnung g der (Original-)
Gruppe G ergibt eine naturliche Zahl.

AN
h

Isomorphie
Konnen Elemente von einer Gruppe G eindeutig ei#@ment einer anderen Gruppe G’

zugeordnet werden, dann sind die beiden Gruppenaguh zueinander. Auch bei der ,Mul-
tiplikation“ zweier Elemente aus einer Gruppe Grkame ,Multiplikation* aus der Gruppe
G’ zugeordnet werden.

R- R bzw. S= S und RS= RS

Homomorphie

Wenn mehrere Elemente aus einer Gruppe G einemeBleener anderen Gruppe G’ zuge-
ordnet werden kann, dann ist die Gruppe G homompuptier Gruppe G’. Dies gilt auch fur
die ,Multiplikation“ von Elementen.

{RE.RY,.} = R bzw. {RP,RY .} = R
RPRY = RR

2.1 Beispiel gleichseitiges Dreieck

Abb. 1: Symmetrien des gleichseitigen Dreiecks (Gppe GCs,) [Greiner / MUller]
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Abb. 2: Symmetrieoperationen der Gruppe G, [Greiner / Muller]

Gruppentafel

Ca E |G |G |0 [0,? |0

E E Cs C32 0v(l) 0\/(2) 0\/(3)

C, |C: |CZ [E 0@ |0® [0@

C32 032 E C3 O-V(Z) 0-v(3) O-V(l)

O-V(l) 0v(l) 0v(2) 0v(3) E G C32

GV(Z) a? 0@ [o® [CS |E G

GV(3) a® [0 [0,@® |Cs CG° |E

Ordnung: g =6

Untergruppe: z.B. blaue Elemente in der Gruppeh(sfe.)
Ordnung der Untergruppe: h =3

Klasse:
O, :{ E}
9, :{C31ds}
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Lagrange-Theorem ist bei der Beispiel-Untergruppiéle

o @

=§=2DN
3




2.2 Darstellung von Gruppen

Unter der Darstellung von Gruppen werden isomoipdter homomorphe Abbildungen einer
Gruppe auf einen Vektorraum verstanden. Die Grupleemente R werden bei endlich di-
mensionalen Raumen durch Transformationen in qtiadn@ Matrizen (R) und Produkte
aus Gruppenelementen durch Matrixprodukie) ' (S) dargestellt.

Eine getreue Darstellung ist, wenn die Gruppe @&a@ph zu der MatriX ist. Die triviale
Darstellung ist eine homomorphe Abbildung der Geu@auf die Zahl 1. Aus diesem Grun-
de wird diese Darstellung auch ,EinsdarstellungémogEinheitsdarstellung genannt.

Aquivalente Darstellung
Falls es eine Matrix M gibt, die fur alle Elemenk aus der Gruppe G gilt und

(R)=M7T (R)M ist, dann sind die beiden Darstellungenndl” aquivalent zueinander.

Die Matrix M und die Darstellungsmatrizénund I’ haben von ihrer Funktion nichts ge-
meinsam.

Reduzibilitat
Kann die aquivalente Darstellung in Form einer ajiartigen Blockdiagonaldarstellung be-

schrieben werden, wird diese Darstellung reduzgeglannt. Die Matrizerf(i)(R) auf den
Diagonalen haben dabei eine niedrigere Dimension.

r(r) o 0
r'(R)=M7T(R)M = 0 TO(R) 0
0 0o Tr9(R)

Die reduzierten Matrizen sind selber wieder Dahstglen von der Gruppe G. Darstellungen
kénnen durch die reduzierten Darstellungen zusargesatzt werden.

F=r®+r@+r@s
Kann eine Darstellung nicht mehr reduziert werdeing die Darstellung irreduzibel genannt.

2.3 Lie-Gruppe
Eine Lie-Gruppést eine analytische reelle oder komplexe Manniigfieéit’ die zusétzlich die
Struktur einer Gruppe besitzt.
Eigenschaften der Lie-Gruppe sind:
- die Gruppest eine differenzierbare Mannigfaltigkeit

- Die AbbildungenG - G, g— gt undG x G - G, (g, "g) 7~ g * g sind differenzierbar.

Sie werden aus diesen Grinden zur Untersuchun@yommetrien in Differentialgleichungen
verwendet.

! Eine Mannigfaltigkeiist im lokalen ein gewdhnlicher Euklidischer Ra&h



Beispiel fur eine Lie-Gruppe:

Die Lie-Gruppe umfasst alle Drehungen einer Ebameetnen fest ausgezeichneten Punkt,
der in dieser Ebene liegt. Diese Drehungen bildesammen eine Gruppe, da sich jede dieser
Drehungen eindeutig durch einen Winkel zwischemitd 360° bzw. zwischen 0 unat Pe-
schreiben lasst. Zudem sind diese Drehungen aacKaitinuum, da sich kleine Winkeldre-
hungen kaum voneinander unterscheiden lassen, Rdiaekontinuierlich ineinander Uber-
fuhrt werden. (,Drehsymmetrie®)

Damit ist eine Lie-Gruppe eine Gruppe, die ein Kumim bzw. ein stetig zusammenhangen-
des Ganzes bildet.

3 Symmetrie
allgemeine Definition: Symmetrie, regelmaflige Amandg der Teile einer Gesamtheit, so
dass eine harmonische Gestalt entsteht. (Encarta)
physikalische Definitionen:
- Symmetrie, wenn ein System im Verlauf von Operaigre.B. bei Umkehr der Zeit-
richtung und einer Raum-Zeit-Verschiebung, unveednbleibt
- Symmetrien, die sich auf die physikalischen Erhvajsatze beziehen (Encarta)

Symmetrie kann als Gruppe (siehe oben) geseheremewbbei die unterschiedlichen Sym-
metriearten (z.B. Drehungen, Verschiebungen undedg®bingen) Untergruppen bilden.
Symmetrie bedeutet in diesem Zusammenhang, dasskt®bjinter Bertcksichtigung von
Symmetrietransformationen wieder diese Objektelegaenissen.

Die verschiedenen Symmetrietransformationen komiamt beliebig in eine Gruppe gesteckt
werden. Bestimme Kombinationen von Transformatiogienvingen weitere Symmetrietrans-
formationen (z.B. Spiegelsymmetrie an zwei aufedlgansenkrecht stehenden Geraden
Drehsymmetrie um 180°).

3.1 Erhaltungssatze — Noether-Theorem

Transformationen, die Bewegungsgleichungen einese8)s unverandert lassen, definieren
eine Symmetrie eines physikalischen Systems. Digsemetrie kann sowohl in der klassi-

schen als auch in der Quantenphysik mit dem Lagranger Hamilton-Formalismus be-

schrieben werden.

~Wenn die Euler-Lagrangeschen Bewegungsgleichumgesriant unter einer Koordinaten-

transformation tg — t'(t), (9,t) sind, so resultiert daraus die Existenz einegyhate der

Bewegung, also einer ErhaltungsgréfRe.” [Wagner]



Beispiel: isoliertes, nichtrelativistisches physigehes System mit zwei Teilchen, die durch
ein vom Relativabstand abhangiges Potential weairiein

kinetische Energie:T = % m, £ +% m, 2

potentielle EnergieV =V (i, -F,)

Die Bewegungsgleichungen fir diese beiden Teildk@men mit den folgen Gleichungen
beschrieben werden.

mT, =-0,V(f,-T,) = —a—v (F,— 7))

0
4
= L 0 L
m,r, = _DZV(rl_ rz) = _a_FV(rl_rZ)

Wird der Ursprung des Koordinatensystem um einemstemten Vektor(—é) verschoben,
d.h. das Koordinatensystem wird transformiert, féliy die Koordinaten.

L or=h+a

L ->r,=T+a
Durch diese Koordinatentransformation andern steBéwegungsgleichungen nicht, da sich
das Potential dieses Zwei-Teilchen-Systems nictieédn

V(F1 —Fz) -V (F1+é—f2—é) = V(Tl—?z)

Dieses System ist invariant gegenuber einer rateaticverschiebung des Ursprung seines
Koordinatensystems. Damit ist das Zwei-Teilchent&yssymmetrisch, da nach der Trans-
formation die selben Bewegungsgleichungen herausiemm

Aus dem Potential kann man sehen, dass die Gesdtmtke auf das Zwei-Teilchen-System

wirkt, verschwindet.
Mit a—\f =- a—\f folgt F. =F+F,=-0\V(i-T)-0 [i-7)=0.
o, or,

Fur den Gesamtimpuls des Systems ergibt sich daraus

Da der Gesamtimpuls eine Konstante ergibt, die meitl ortsunabhangig ist, bleibt der Ge-
samtimpuls erhalten.. Erhaltungsgrof3e

Hieraus lasst sich folgern, dass symmetrische Bystenter einer raumlichen Transformation
impulserhaltend sind.



Auch fir andere Invarianzen eines Systems konneardmenhénge zwischen der Transfor-
mation und einer Erhaltungsgrél3e gezeigt werden.

Transformation ErhaltungsgréfRe im System
raumliche Transformation Impuls

zeitliche Transformation Energie

raumliche Rotation Drehimpuls
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