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1 Einleitung

1 Einleitung

Das Standardmodell der Kosmologie beschreibt ein Universum dessen Dynamik durch
die Allgemeinen Relativitétstheorie beschrieben wird. Das Universum wird als homogen
und isotrop auf groflen Langenskalen angenommen und in ihm darf keine Raumrichtung
vor der anderen ausgezeichnet sein.

Mochte man solch einen Raum mit der Allgemeinen Relativitidtstheorie beschreiben so
wird eine Metrik fiir den Raum bendétigt die die geforderten Eigenschaften besitzt. Im
Falle des Standardmodells des Kosmologie wird die Robertson-Walker-Metrik benutzt
bei der es sich um die Metrik handelt die fiir einen homogenen isotropen Raum das
maximale Mafl an Symmetrie besitzt.

Da man davon ausgehen kann das im Universum ein Héchstmafl an Symmetrie herrscht,
ist es dementsprechend sinnvoll diese Metrik zu benutzen.

Bei der Robertson-Walker-Metrik wird die Léngenskala des Raumes durch den so-
genannten kosmischen Skalenfaktor R(t) bestimmt. Hat man eine Gleichung die die
zeitliche Entwicklung dieses Skalenfaktors beschreibt, so hat man dementsprechend die
Entwicklung des Universums nach dem Standardmodell der Kosmologie bestimmt.
Eine Gleichung fiir diesen kosmischen Skalenfaktor erhilt man aus der Einstein-Gleichung
der Allgemeinen Relativitdtstheorie wenn man bestimmte Annahmen fiir den Energie-
Impuls-Tensor des Universums macht und die Robertson-Walker-Metrik als Metrik des
Raumes benutzt.

2 Einstein-Gleichung und Robertson-Walker-Metrik

Die Grundlage fiir jede Dynamik eines Raumes in der Allgemeinen Relativitidtstheorie
ist die Einsteinsche Feldgleichung. Eine kurze Herleitung dieser Gleichung lésst sich iiber
ein Variationsprinzip durchfiihren.

2.1 Das Hilbertsche Variationsprinzip

Viele fundamentale Gleichungen lassen sich aus einem Variationsprinzip herleiten. Diese
Mobglichkeit besteht auch bei der Einsteinschen Feldgleichung.

Das Variationsprinzip fiir die Einsteinsche Feldgleichung geht auf Hilbert zuriick der 1915
ebenso nah an der Entdeckung der Feldgleichung fiir die Allgemeine Relativitétstheorie
stand wie Einstein. Tatséchlich stellte er sein Variationsprinzip zu einem Zeitpunkt auf,
bei dem die Einsteinsche Feldgleichung noch gar nicht bekannt war. Lediglich die Lésung
des Variationsproblemes war als Einstein die Feldgleichungen entdeckte noch nicht be-
kannt.

Die Variation beim Hilbertschen Variationsprinzip erfolgt iiber die metrischen Koeffi-
zienten g,,, und die Wirkung wird gegeben iiber:

s=[|-r+ 57 L o) - v=g-ate (1)



2.2 Die Einstein-Gleichung

Die Integration erfolgt iiber die Volumeninvariante der Allgemeinen Relativitidtstheorie
/=g - d*z. Es wird also im Prinzip iiber die gesamte Raumzeit Integriert.

Die Lagrange-Dichte in der Gleichung besteht zum einen aus dem Gravitations-Anteil
—R fiir den der einfachste mogliche Ansatz mit dem Kriimmungsskalar, der auch Ricci-
Skalar genannt wird, gemacht wurde. Zum anderen tritt der Materie Anteil iiber die
Funktion L auf. Der Term 822G ist eine Kopplungskonstante.

2.2 Die Einstein-Gleichung
Nun wird aus diesem Variationsprinzip die Einsteinsche-Feldgleichung hergeleitet.
Da die Variation iiber einen festen Rand erfolgt verschwinden alle Oberflicheninte-

grale, zudem lésst sich die Variation direkt iiber die Lagrange-Dichte durchfiihren. Die
Variationsbedingung lautet 5;% = 0.

Zunéchst wird nun die Variation iiber den Gravitations-Anteil betrachtet, also der
Term:

/5 (—R-\/—g) - d*z (2)
Bei diesem Term sind nun g und R von den g, abhéngig. Es ergibt sich somit:

o (R . \/jg) = \/jg (ij(gglﬂ’ + g'wj(SRuu) + R- 6\/jg

Der Term mit g"6R,,, ldsst sich mit einigen Identitdten aus der Allgemeinen Relati-
vitdtstheorie in ein Oberflichenintegral umwandeln und fallt somit aus der Variation
raus. Zudem ergibt sich:

0v/—g= T—anﬁégaﬁ

Fiir den Gravitationsanteil ergibt sich somit:
1
/(5 (-R-v/—g) -d*z = / <RW - 2g””R) g/ —g - d'x (3)

Nun gilt es noch den Ausdruck fiir den Materie- Anteil umzuformen. Betrachtet wird

der Ausdruck:
G

c2

[o-v=g) dt (4)

Die Umformung dieses Ausdrucks ist recht schwierig und es tauchen mehrere Terme auf



2.3 Die Robertson-Walker-Metrik

die sich in Volumenintegrale umwandeln lassen und somit aus der Variation rausfallen.
Als einziger letzter relevanter Term ergibt sich:

5(\/TQ'L):(5(\{STM'5QMV (5)

Guv

Fiir die Variation insgesamt ergibt sich also:

, 1 8rG 4 (\/—g-L
/(R# _§guR+02‘/—g (5951/ )>.6gﬂl’\/jg'd4x:0 (6)

Die Variation erfolgt iiber die dg,, die bei der Variation beliebig sind. Dementsprechend
muss der Integrand in der Klammer verschwinden. Aus der Variation ergibt sich somit

die Gleichung:
1 817G 6 (v/—g-L
g kg 817G 0v=9-1) _ (7)
2 AV/=9 09
Definiert man nun noch den Energie-Impuls-Tensor als,

T — _ 1 6(V_gL)
C2V_g 59,Lw

dann ergibt sich aus dieser Gleichung die Einsteinsche Feldgleichung der ART.

=0, (8)

1
R" — 2 g"'R = 8nG - T (9)

Dies ist zunéchst die Einstein-Gleichung ohne kosmologische Konstante. Das Auftreten
einer kosmologischen Konstante wurde von Einstein nachtréiglich postuliert, damit es
auch eine Losung fiir ein stationdres Universum geben kann. Die kosmologische Kon-
stante steht dabei fiir eine Art Vakuumenergie.

Beriicksichtigt man diese Konstante so ergibt sich die Einstein-Gleichung in der Form:

1
R — Zg" R — Mgt = 8xG - T (10)

2.3 Die Robertson-Walker-Metrik

Um ein Allgemein-Relativistisches System zu betrachten ben6tigt man eine spezielle Me-
trik.

Die wichtigste Metrik fiir die Kosmologie ist nun die bereits angesprochene Robertson-
Walker-Metrik. Diese wurde bereits in einem eigenen Vortrag vorgestellt und ich kann
mich somit auf die wichtigsten Ergebnisse beschréinken.



3 Die Friedmann-Gleichung

Das Universum ist beim Standardmodell der Kosmologie auf grofien Skalen homogen
und isotrop. Eine Metrik die fiir das Universum gelten soll muss also diese Eigenschaften
erfiillen. Zudem lasst sich annehmen, dass das Universum ein héchstmafl an Symmetrie
besitzt. Betrachtet man die in Frage kommenden Metriken, so ist die mit maximaler
Symmetrie die Robertson-Walker-Metrik. Deshalb wird sie im Standardmodell der Kos-
mologie verwendet.

Die Robertson-Walker-Metrik ldsst sich in der folgenden Form schreiben:

dr?

2 12 p2yy .
ds® = di* — R*(t) - | =7

+1r2d0? + r?sin? © - dip? (11)

Fiir diese Metrik existieren drei verschiedene Losungen die sich nach Werten von k cha-
rakterisieren lassen.

Ist £k = 1 so hat man eine geschlossene, im Prinzip kugelférmige, Losung. Ist £ = 0 so
hat man eine flache Lésung und ist K = —1 so hat man eine offene Losung. Alle anderen
Werte von k fithren auf &hnliche Losungen und somit sind alle Losungen durch diese drei
k-Werte gegeben.

Fiir die Langenskalen in dieser Metrik ist der kosmische Skalenfaktor R(t) verantwort-
lich. Hat man seine zeitliche Entwicklung so ist die Entwicklung des Universums iiber
diesen Parameter bestimmt.

3 Die Friedmann-Gleichung

FEine Gleichung fiir den kosmischen Skalenfaktor ldsst sich aus der Einstein-Gleichung
gewinnen. Um die Einstein-Gleichung fiir das Universum aufstellen zu kénnen wird al-
lerdings die Kenntniss des Energie-Impuls-Tensors und des Ricci-Tensors und -Skalar
vorausgestzt.

3.1 Der Energie-lmpuls-Tensor des Universums

Zunéchst miissen wir also den Energie-Impuls-Tensor bestimmen.

In diesen Tensor flieen alle Felder und jegliche vorhandene Materie im System mit ein.
Die Kenntniss iiber alle diese Grofien ist selbstverstdndlich nicht moéglich. Zum Gliick
schrinkt die Symmetrie des Universums die Zahl der unbekannten Groéfien stark ein.

Da im Universum keine Raumrichtung vor der anderen ausgezeichnet sein darf kann
der Energie-Impuls-Tensor nur Diagonalelemente enthalten. Wegen der Isotropie des
Raumes miissen zudem die rdumlichen Komponenten gleich sein.

Der einfachste mogliche Tensor, der diese Eigenschaften besitzt, ist der Energie-Impuls-
Tensor einer idealen Fliissigkeit. Fiir ihn gilt:

T = diag(p, p, p, p) (12)



3.2 Ricci-Tensor und Skalar

Diese Moglichkeit ist nur die einfachste Moglichkeit fiir einen Energie-Impuls-Tensor mit
den genannten Anforderungen. Ebenso hitte man auch den Energie-Impuls-Tensor einer
viskosen Fliissigkeit verwenden konnen oder einen anderen dhnlichen Tensor.

3.2 Ricci-Tensor und Skalar

Die einzelnen Komponenten des Ricci-Tensors sind iiber den vierdimensionalen Riemman-
Tensor verkniipft mit den Christoffel-Symbolen definiert. Setzt man die Robertson-
Walker-Metrik voraus so ergeben sich somit die nicht-verschwindenden Komponenten:

i
Roo = =3+, Rij = —

4o 4 2
= +2— +

1
R R?  R? (13)

R R? 2/{]
* Gij

Da der Tensor g;; diagonale Form hat bleiben von den rdumlichen Komponenten nur die
1 — i-Komponenten iibrig. Es ergibt sich fiir die drei Komponenten:

R _R* 2k
R = R 2mt g
Der Ricci Skalar ergibt sich iiber R*” {iber multiplikation mit dem Tensor g,,. Man
erhélt somit:

(14)

R R* &k
R R

R=—6-l+ +

3.3 Die Gleichung der Zeitkomponente

Setzt man die obigen Ergebnisse fiir die 0 — 0-Komponenten in die Einstein-Gleichung
ein so erhélt man die Gleichung;:

R 1
_3§+§.6.

B

E—’—E—FE :87TG',0

Formt man diese Gleichung ein wenig um so ergibt direkt die Friedmann-Gleichung.
Es gilt: ‘
R? k 8rG

R R B (15)



3.4 Die Gleichung der rdumlichen Komponenten

3.4 Die Gleichung der rdumlichen Komponenten

Nun bleiben noch die beiden rdumlichen Komponenten der Einstein-Gleichung.
Setzt man die ¢ — i-Komponenten in die Einstein-Gleichung ein so ergibt sich die Glei-
chung:
R R 2 R R &k
— 42 =4+ =-3 |+ =+ | =81G-
RTR TR [R+R2+R21 P
Wird diese Gleichung weiter vereinfacht so ergibt sich:

R R &

3.5 Der Urknall

Aus den beiden in den letzten Abschnitten hergeleiteten Gleichungen lisst sich iiber
Subtraktion eine Gleichung fiir die Beschleunigung des kosmischen Skalenfaktors finden.
Es ergibt sich:

R A7 G

EZ—T'(P—F%) (17)

Die zeitliche Entwicklung des kosmischen Skalenfaktors R ist verkniipft mit der Hubble-
Konstante Hy. Diese ist messbar und grofler als 0.

AuBlerdem ist p + 3p > 0 fiir alle Zeiten ¢t und der kosmische Skalenfaktor R ebenfalls
grofer als 0.

Die Beschleunigung des kosmischen Skalenfaktors ist somit kleiner als 0, daraus ergibt
sich, dass das Universum in seiner gesamten Entwicklung eine Expansion durchgefiihrt
hat.

Innerhalb einer endlichen Zeit in der Vergangenheit muss deshalb der Skalenfaktor den
Wert R(tpp) = 0 angenommen haben. Typischerweise legt man dieses Ereigniss auf den
Zeitpunkt tgp = 0.

Nach der Friedmann-Gleichung haben viele kosmologische Parameter zu diesem Zeit-
punkt eine Singularitdt. Diese Singularitéit bezeichnet man als ”Big-Bang”, zu Deutsch
Urknall.

4 Dichte und kosmischer Skalenfaktor

Die beiden im letzten Abschnitt hergeleiteten Feldgleichungen fiir den kosmischen Ska-
lenfaktor werden iiber eine weitere Gleichung ergénzt, diese Gleichung ergibt sich aus
dem im Universum giiltigen Energiesatz. Aus dieser zusétzlichen Gleichung lésst sich
dann eine Beziehung zwischen der Dichte des Universums und dem kosmischen Skalen-
faktor herleiten.



4.1 Der Energieerhaltungssatz

4.1 Der Energieerhaltungssatz

In einem abgeschlossenen System gilt der Energieerhaltungssatz, in der ART lautet die-
ser:
T (18)

Da das Universum wohl als abgeschlossen anzusehen ist gilt dieser Energieerhaltungssatz
auch fiir das Universum.
Die 4 = 0 -Komponente dieses Erhaltungssatzes liefert die Gleichung:

d (R [p+p]) = R*dp

Aus dieser Gleichung ergibt sich:

d(pR*) = —pd(R’) (19)

Dieser Erhaltungssatz ldsst sich auch mit Worten formulieren. Es gilt:

Die Anderung der Energie in einem mitbewegten Volumenelement ist gleich dem
negativen Druck mal der Volumendnderung.

Zusammen mit den beiden obigen Feldgleichungen ergeben sich drei Gleichungen fiir
die Entwicklung des Universums. Von diesen drei Gleichungen sind allerdings nur zwei
unabhéngig. Die von den anderen abhéngige Gleichung ist mit den beiden anderen iiber
die sogenannte Bianchi-Identitét verkniipft. Als unabhéngige Gleichungen nimmt man
typischerweise die Friedmann-Gleichung und die in diesem Abschnitt hergeleitete Glei-
chung.

4.2 Die Beziehung zwischen Dichte und kosmischem Skalenfaktor

Zwischen Druck und Dichte gibt es eine Beziehung die einer Zustandsdnderung aus der
Thermodynamik dhnelt. Diese Zustandséinderung besagt:

p(t) = w(t) - p(t) (20)

In Fall des Standardmodells der Kosmologie nimmt man zusétzlich an, dass der Faktor
w zeitunabhamgig ist. Es ergibt sich dann die Gleichung:

d (pR3) = —w-p-dR? (21)

Diese Gleichung kann man nun in mehreren Schritten weiter umformen und es ergibt
sich: 5
dp dR

R =—(1 —



5 Die Losung der Friedmann-Gleichung

Integriert man diesen Ausdruck so ergibt sich:

D~ R73(1+w) (22)

Die Dichte héngt also vom kosmischen Skalenfaktor ab.
Extremfialle der Stadien des Universums lassen sich nach Werten von w unterscheiden.

Der erste Fall ist das Strahlungsdominierte Universum (RD). In diesem Fall han-
delt es sich um ein Stadium in dem die Teilchen eine hohe Energie haben.
Das Universum lésst sich dann durch die Statistik relativistischer Quantengase beschrei-
ben. Aus dieser ergibt sich

w== (23)
und somit:

p~ R (24)

Das Materiedominierte Universum (MD) befindet sich in einem Stadium in dem
die Energie der Teilchen nicht mehr ausreicht um ein Wasserstoffatom zu ionisieren. In
diesem Fall wird der Druck des Universums proportional zur Temperatur und diese ist
sehr klein, fast identisch null. Somit ergibt sich fiir den Parameter w:

w=0 — p~R3 (25)

Ist in einem Universum in dem Vakuumenergie die vorherrschende Energie ist (VD),
also in Anwesenheit einer kosmologischen Konstante gilt:

w=-1 — p = const (26)

Je nach dem Modell das man sich fiir die Entwicklung des Universums macht kann es sich

zu verschiedenen Zeiten in verschiedenen Stadien befinden, deren Zustand auch durchaus
ein Mischzustand sein kann.

5 Die Losung der Friedmann-Gleichung

Kennt man die Entwicklung von p und p so ist es im Grunde kein Problem {iiber die
Friedmann-Gleichung die zeitliche Entwicklung des kosmischen Skalenfaktors R(t) zu
erhalten.

Zunéchst wird die Friedmann-Gleichung fiir ein flaches Universum gelost.



5 Die Losung der Friedmann-Gleichung
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Fiir ein flaches Universum gilt die Friedmann-Gleichung:

R 8rG
— sl 2
R2 3 P (27)

Mit der eben hergeleiteten Beziehung zwischen Dichte und kosmischem Skalenfaktor
ergibt sich dann:

. 3 1

R~ R 3¥ts (28)

Formt man diesen Ausdruck um so ergibt sich:
R2“*3dR ~ dt
Integriert man diesen Ausdruck und invertiert ihn so ergibt sich:

R~ t3@t™ (29)

Uber die Losung der Friedmann-Gleichung haben wir also die zeitliche Entwicklung des
kosmischen Skalenfaktors fiir ein flaches Universum erhalten.

Nun kann man wieder die bereits oben erlduterten Félle unterscheiden. Es ergibt sich:

VD :

&
Il

S Wl

MD : w

Der Vakuumenergiedominierte Fall lédsst sich allerdings nicht auf diese Weise 16sen da im
Exponenten durch 0 geteilt werden miisste. In diesem Fall nimmt allerdings die Gleichung
die sich durch die Friedmann-Gleichung ergibt eine ganz besonders einfache Form an. Es
gilt nédmlich:

R~R (30)

Als Ergebniss ergibt sich:
R~ et (31)

Fiir die Konstante ergibt sich zudem C' = Hy.

Die gekriimmten Modelle mit &k # 0 sind nicht geschlossen 16sbar. Es lassen sich zwar
Losungen finden, die hier aber nicht diskutiert werden sollen. Diese Losungen sind zu-
mindest im Diagramm 1 abgebildet.



6 Diskussion der Friedmann-Gleichung

11

SCALE FACTOR

TIME

Abbildung 1: Die Losungen der Friedmann-Gleichung

6 Diskussion der Friedmann-Gleichung

Die Friedmann-Gleichung ldsst sich mit dem Hubble-Parameter noch weiter umformen.
Man erhilt so eine Gleichung mit der sich Abschiatzungen fiir den Hubble-Parameter
und die Dichte des Universums machen lassen.

6.1 Der Zusammenhang zwischen Dichte und Gestalt des Universums

Der Hubble-Parameter ist definiert als:

R
H=7% (32)

Dieser Parameter ist keine zeitlich konstante Grofle sondern weist im allgemeinen eine
Zeitabhingigkeit von H ~ % auf.
Setzt man diesen Parameter in die Friedman-Gleichung ein und formt sie ein wenig um

so ergibt sich die Gleichung:

k 8tG p
HRE " 3 H? (33)

Fiihrt man nun noch einen Parameter ein, die sogenannte kritische Dichte po = % SO
ergibt sich die Gleichung:
k p
— -1 34
H2R? pc (34)

Das Dichteverhéltniss zwischen der Dichte des Universums und der kritischen Dichte



6.2 Der physikalische Radius des Universums
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wird zumeist geschrieben als 2 = p%. Mit diesem Verhiltniss ergibt sich die Friedmann-

Gleichung als:
k

e ! (35)
H?R? ist immer grofier als 0. Somit ergibt sich eine direkte Beziehung zwischen den
Parametern 2 und k. Es gilt:

k=1 — Q>1
k=0 — Q=1
k=-1 — Q<1

Aus diesem Zusammenhéngen ergibt sich direkt die Bedeutung des Begriffes der kri-
tischen Dichte. Hat nédmlich das Universum genau diese Dichte so ist £ = 0 und das
Universum somit flach.

6.2 Der physikalische Radius des Universums

Eine allgemein bekannte Grofle aus der ART ist der dreidimensionale Ricci-Skalar. Nach
Definition ergibt sich fiir ihn aus der Robertson-Walker-Metrik:

(36)

Setzt man das Ergebniss aus dem letzten Abschnitt fiir die Friedmann-Gleichung ein so
ergibt sich:
SR=6H*(Q 1) (37)

Der physikalische Radius der Kriimmung des Universums, der auch einfach Kriimmungs-
radius genannt wird. ist definiert als:

R [ 6
RCW‘U = ﬁ = W (38)

Diesen Ausdruck kann man mithilfe des dreidimensionalen Ricci-Skalar auch iiber den
Hubble-Parameter ausdriicken. Der Kriimmungsradius ist dann ~ H~!. Den Parameter
H~! nennt man auch die Hubble-Zeit, oder den Hubble-Radius. Es gilt:

Hfl

— (39)
Q-1

Curv —

Ist | @ — 1 | sehr klein so ist der Kriimmungsradis des Universums viel grofier als der



6.3 Der Dimpfungsparameter des Universums
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jeweilige Hubble-Radius. Das Universum ist dann sehr flach. Ein Universum dessen Dich-
te genau die kritische Dichte ist hat einen unendlichen Kriimmungsradius und ist somit
flach.

Hat man ein geschlossenes Modell, mit k£ > 0 so ist der Kriimmungsradius der tatséchli-
che Radius der Kugel auf deren Oberfliche sich das Universum befindet.

6.3 Der Dampfungsparameter des Universums

Mit den bereits diskutierten Ergebnissen ldsst sich nuun eine Aussage iiber den sogenann-
ten Dampfungsparameter des Universums machen. Dieser ergibt sich bei der Herleitung
des Hubble-Gesetzes.

Das Hubble-Gesetz lautet:

1
HodL:z+§(l—q0)-z2+... (40)
Fiir den Déampfungsparameter gilt:
R(to)\ 1
= — = 41
B <R(t0) H (4D

Diese Beziehungen wurden im Vortrag iiber die Robertson-Walker-Metrik bereits behan-
delt.

Aus der Friedmann-Gleichung und der Gleichung fiir die rdumlichen Komponenten
kann man nun eine Beziehung zwischen ¢p und €y = % herleiten. Dazu wird auch
die im letzten Abschnitt umgeformte Friedmann-Gleichung benutzt. Es ergibt sich die
Gleichung:

qo = %(1 + 3w) (42)

Fiir die unterschiedlichen Stadien des Universums ergeben sich nun wieder verschiedene
Ergebnisse. Es ergibt sich:

0

MD: w=0  — q0:70
1

RD: w:§ — qO:QO

VD: w=-1 — qo = —$

Kann man nun also einen der beiden Parameter messen so kann man dariiber eine Aus-
sage iiber den Wert des anderen Parameters ziehen.

Besser messbar ist qq, iiber ihn ldsst sich dann eine Abschétzung fiir die Dichte des Uni-
versums machen.
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7 Das Alter des Universums

Eine weitere wichtige Grofle fiir Abschéitzungen ist das Alter des Universums.

Es ergibt sich in Abhéngigkeit von mehreren kosmologischen Parametern durch integra-
tion der Friedmann-Gleichung. Zudem lésst es sich iiber mehrere Verfahren unabhéngig
voneinander Messen und liefert somit eine gute Basis um Abschiatzungen dieser Para-
meter durchzufiihren.

Die Umformungen die auf das Alter des Universums fithren sind recht umfangreich.
Deshalb werde ich die vollen Umformungen nur fiir den Fall eines Materiedominierten
Universums machen. Die Rechnungen die zum Alter eines Strahlungsdominierten Univer-
sums fiithren sind allerdings vollkommen analog und lassen sich eins zu eins iibernehmen.

7.1 Das Alter eines MD-Universums

Im Materiedominierten Fall gilt:
p~R?

Daraus ergibt sich direkt die Beziehung:
R -3
- (3)
Po Ry
Setzt man diesen Ausdruck in die Friedmann-Gleichung ein so ergibt sich die Gleichung:

R k881G Ry

kT 44
Zudem gilt:
k
o = H (20— 1) (45)
0
Aus der Herleitung des Hubble-Gesetzes ergibt sich zudem:
% =14z (46)
Es ergibt sich somit die umgeformte Friedmann-Gleichung;:
S\ 2
R 87G
() +HZ (1) = — " py- (1+2) (47)
Ry 3
Setzt man nun noch die Parameter
3H3
Qo = 22 pCo 0
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in die Gleichung ein so formt sie sich um zu:

B 2
<R> +HE(Q—1)=HE Q1+ 2) (48)
0

Das Alter des Universums ergibt sich allgemein iiber das Integral:

t R(t) 1
t— / dt' = / AR (49)
0 0 R

Aus der obigen umgeformten Friedmann-Gleichung lisst sich nun ein Ausdruck fiir R
gewinnen. Setzt man ihn ein und fiihrt eine Substitution mit x = (1 + 2z)~! durch so
ergibt sich fiir das Alter eines Materiedominierten Universums das Integral:

(142)~1
= e (50)
0 HovV1—Qo+ Qo 271

Lost man dieses Integral und setzt dann z = 0 so hat man das Alter des Universums in
Abhéngigkeit von den Parametern Hy und €2y erhalten.

Das Integral ldsst sich elementar 16sen, die Funktion die aus ihm resultiert ist allerdings
sehr kompliziert und nicht sonderlich aussagekriftig und sie wird deshalb hier nicht ex-
plizit aufgefithrt. Im Diagramm 2 ist allerdings die Abhéngigkeit von der Grole Hotg,
mit dem heutigen Alter ¢ty des Universums, gegen den Parameter €}y aufgetragen.
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Abbildung 2: Alterskurven des Universums
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7.2 Das Alter eines RD-Universums

Die Rechnung im Strahlungsdominierten Fall erfolgt wie gesagt vollkommen analog. Es

gilt:
—4
s ()
£ 51
Po Ry (51)
Nach der Rechnung ergibt sich somit das Integral:
(1+2)~! d
- / - (52)
0 Ho\/l—Qo—l-Qo'HJ_Q

Auch dieses Integral liasst sich 16sen, fithrt aber auf eine &hnlich komplizierte Losung wie
im vorherigen Teil und auch sie wird deshalb nur im Diagramm 2 graphisch dargestellt.
Aus beiden Integralen kann man erkennen das die Zeitskala des Alters des Universums
iiber die Hubble-Zeit Hy ! gegeben ist.

7.3 Das Alter eines flachen Universums mit MD- und VD-Anteil

Zum Vergleich kann man nun noch das Alter des Universums im Falle eines flachen
Universums mit anwesender Materie- und Vakuumenergie betrachten. Es gilt:

k=0 und Qp=1

Es verdndert sich zudem noch die Friedmann-Gleichung und es tritt noch ein Term mit
einer kosmologischen Konstante auf. Es gilt:

S\ 2
R rG A
(R) = Tl)mat + 3 (53)

Die Energiedichte des Universums setzt sich dann aus Vakuumenergiedichte p,q. und Ma-
terieenergiedichte py,q: zusammen. Fiir die Dichteverhéltnisse gegen die kritische Dichte
pco gilt somit:

Q0 = Qvac + Qmat =1 (54)

Nun kann man das Alter des Universums in Abhéngigkeit vom Anteil des Vakuumener-
giedichteverhiltnisses berechnen. Die einzelnen Rechenschritte erfolgen dabei im allge-
meinen vollkommen analog zu den beiden vorherigen Féllen sind allerdings etwas kom-
plizierter und werden nun hier nicht im einzelnen durchgefiihrt.

Die Kurve die sich fiir das Alter dieses Universums ergibt ist in Abbildung 3 darge-
stellt in Abhéngigkeit vom Parameter €2,qc.
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Abbildung 3: Das Alter eines flachen Universums mit Materie und Vakuumenergie

Hat man einen Vakuumanteil von 2,,. < 0,74 so ist das Universum &lter als Hotp.

Dies liegt daran, das durch das Auftreten einer recht grofien kosmologischen Konstante
die Expansionsrate stark erniedrigt wird.
Ein weiterer interessanter Fall ist der Fall Qg — 1. Fiir diesen Fall geht das Alter des
Universums ty — oo. Diese Tatsache ist der Grund das Einstein die kosmologische Kon-
stante iiberhaupt eingefiihrt hat. In diesem Fall hitte man ndmlich genau das von ihm
geforderte statische Universum.

7.4 Abschdtzung der Dichte mit dem Alter des Universums

Das Alter des Universums ist eine gute Moglichkeit um Abschéatzungen durchfiihren zu
konnen. Vor allem liefert es eine gute Moglichkeit eine Abschétzung fiir die Energiedichte
des Universums zu machen.

Das Alter des Universums hingt aufler vom Modell fiir das Universum nur vom Wert
Qo und der Hubble-Konstante Hy ab. Die Hubble-Konstante ist bis zu einer gewissen
Genauigkeit messbar und liefert somit im Bereich der Messungenauigkeit Grenzen fiir
die Abschatzungsmoglichkeit mit dem Alter des Universums.

Das Alter des Universums wird heute auf etwa 13,7 - 10? years geschiitzt.
Um einen Riickschlu8 auf die Dichte machen zu kénnen braucht man nun noch eine
untere Grenze fiir die Hubble-Konstante. Zu diesem Zwecke parameterisiert man sie
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hiufig iiber einen Parameter h. Es gilt dann:

km 1
Hy=h-100 — ——— 55
0 s Mparsec (55)
Die Einheit Mparsec ~ 3,4 - 10 Lightyears ist eine wichtige Astronomische Einheit.
Verniinftige Grenzen fiir diesen Parameter h sind 0,4 oder 0, 5.

Setzt man nun das Alter des Universums auf ¢y < 13- 10° years und h auf h < 0,5 so
ergibt sich fiir die Dichte eines Materiedominiertes Universum ungeféahr:

Qo> 1,25

Diese Abschitzung ergibt sich aus aus den Alterskurven in Abbildung 2. Es handelt sich
dabei um eine schon recht gute Abschatzung fiir die obere Grenze des Dichteverhéltnisses
des Universums. Heutzutage geht man davon aus, dass das Universum recht flach sein
miisste und somit das Dichteverhéltniss etwa im Bereich von Qg = 1 bewegen miisste.



