Irreversibilitat der quantenmechanischen Messung

Institut fiir Theoretische Physik
Westfalische Wilhelms-Universitat Minster

Seminar zur Theorie der Teilchen und Felder
Vertiefungen zur Quantenmechanik

Ludwig Jens Papenfort



1 Das Messproblem

1.1 Kollaps der Wellenfunktion

Der Messprozess stellt eine diskontinuierliche Zeitentwicklung dar, welche nicht trivial
aus der Schrodingergleichung gefolgert werden kann. Letztere beschreibt ausschliefslich
kontinuierliche Zeitentwicklungen in Form von unitéren Transformationen.

Die allgemeinste Form eines durch die Schrédingergleichung beschriebenen Zustandes
ist durch eine Superposition der verschiedenen Eigenzustédnde |o;) einer Observable O
gegeben:

@) = ¢jloj) (1)
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Das Betragsquadrat der Koeffizienten |cj|2 entspricht nach der Kopenhagener Deu-
tung der Wahrscheinlichkeit der Messergebnisse |o;), also der Wahrscheinlichkeit des
Messens eines ganz bestimmten Eigenzustandes. Es wird ein Kollaps der Wellenfunktion
postuliert, so dass nach dem Messprozess das System sich im gemessenen Eigenzustand
befindet. Dies ist in Ubereinstimmung mit der experimentellen Beobachtung.

Formuliert man den Zustand in Form eines Dichteoperators, so ergibt sich folgende
Darstellung;:

p=10) (] = 3 Ie;Plog) o5 + 3 et log) (or] (2)
J J#k
Versteht man dies als Matrix, so entsprechen die Diagonalelemente der Wahrschein-
lichkeitsdeutung und die restlichen sogenannten Interferenz- bzw. Korrelationstermen.
Mit Hilfe des Dichteoperators und der Projektionsoperatoren ]3J auf die einzelnen Eigen-
zusténde ldsst sich nun der Messprozess pragnant zusammenfassen:
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Der Kollaps vollzieht sich in genau genommen zwei Schritten. Im ersten Schritt ver-
schwinden die Interferenzterme und der Dichteoperator beschreibt nur noch ein statisti-
sches Gemisch. Im zweiten Schritt wird genau ein Eigenzustand realisiert, welcher dar-
aufhin den Messwert liefert.

Dieser Prozess ist diskontinuierlich und l&sst sich nicht trivial aus der Schrédingerglei-
chung folgern.



1.2 Makroskopische Superpositionszustinde

Um einen Versuch zu starten den Messprozess mit Hilfe der Schrodingergleichung zu
beschreiben, kann man sich konzeptionell eine einfache Kopplung zwischen zu messenden
System und Messapparat zugrunde legen.

Das zu messende System |S) befinde sich vor der Messung in einem Superpositionszu-
stand und der Messapparat |A) in einem festgelegten Anfangszustand:
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J

[A) = [Ao) (7)

Da System und Messapparat vor der Messung als unabhéngig voneinander anzunehmen
sind, ergibt sich fiir den Gesamtzustand vor der Kopplung |¥ (0)) ein Produktzustand:

(W (0)) = [S) @A) (8)

Der Messprozess sei nun durch den Hamiltonoperator einer zeitabhédngigen Kopplung
Hp (t) zwischen System und Messapparat beschreibbar, so ergibt sich aus der unitiren
Zeitentwicklung der Schrédingergleichung folgender Gesamtzustand zur Zeit t:

W (1)) = e Jo T | () (9)

Der Messprozess soll dabei die gemessene Observable Og des Systems mit einem be-
obachtbaren Zeiger O4 in Verbindung bringen, womit der Messapparat den Zustand der
Zeigerposition |A;) zum Messergebnis |s;) verbindet. Der Hamiltonoperator einer sol-
chen Kopplung kann in einfacher Form durch eine Kopplungsfunktion K (¢) und dieser
Observablen beschrieben werden:

f]K:K(t)OA®OS (10)

Die Kopplungsfunktion ist dabei nur fiir ein endliches Zeitintervall ungleich Null. Dies
fithrt nach dem Verstreichen der Zeit ¢ mit ¢; € R zum Zustand:
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Dies beschreibt jedoch einen makroskopischen Superpositionszustand, da der Messap-
parat simultan die Zustédnde verschiedener Zeigerpositionen aufweist. Der Messapparat
ist mit dem zu beobachtenden System verschrénkt. Ein solches Verhalten tritt nach unse-
ren Erfahrungen nach jedoch nicht im Makrokosmos auf, was eine zuséatzliche Erklarung
erfordert. Zudem fehlt der im vorangegangenen angesprochene Kollaps der Wellenfunk-
tion zu einem definierten Messwert. Man spricht bis zu diesem Punkt vom sogenannten
Premeasurement.



1.3 Problem der bevorzugten Basis

Reduziert man den Messprozess auf eine Kopplung von zwei Spin—% Teilchen, wobei der
eine das zu messende System und der andere den Messzeiger darstellt, so lésst sich das
Problem der bevorzugten Basis einfach illustrieren.

Beschreibt man den Messprozess der z-Komponente des Spins wie im vorangegangenen
durch eine zeitlich begrenzte Kopplung, so ergibt sich analog ein verschrinkter Zustand:

v = fﬁ 1403 155 — =% 1)) (12)

Der zweite Spin stellt nun immer das entgegensetzte des ersten Spins dar.
Fithrt man einen Basiswechsel zur Observable der z-Komponente des Spins, so folgt
fiir den Zustand:
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Der Zustand, welcher sich aus dem Premeasurement ergibt, beschreibt also eine Mes-
sung der z- und z-Komponente, obwohl fiir beide Observablen [0, 0,] # 0 gilt. In der
bisherigen Beschreibung ist die Messgrofse nicht fest definiert. Beim endgiiltigen Mess-
vorgang wird also zusétzlich die Basis der beabsichtigten Observable bevorzugt.

Einen modernen Erklirungsansatz zu diesen Problemen bieten die Uberlegungen zur
Dekohérenz, die im Folgenden grundlegend behandelt werden sollen.
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2 Dekoharenz

2.1 Statistische Information der Subsysteme

Die statistische Information iiber ein Subsystem ist im Fall eines verschrinkten Zustandes
nicht trivial iiber den Dichteoperator des Gesamtzustandes zu gewinnen, da in diesem
Fall kein Produktzustand vorliegt.
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Um nun trotzdem auf die Informationen zu schlieffen, fithrt man den sogenannten
reduzierten Dichteoperator zu einem Subsystem ein:
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Mit Hilfe dieses Operators folgt fiir den Erwartungswert einer Observable O; des Sub-
systems:

<01> = Spur <ﬁ01> = Spur (ﬁ101> (19)
Im Fall eines verschrankten Zustand stellt der reduzierte Dichteoperator ein statisti-
sches Gemisch dar. Ist der Zustand jedoch ein Produktzustand der Subsysteme, so ergibt

sich fiir den reduzierten Dichteoperator ein reiner Zustand. Dies kann als Hinweis auf
den Messprozess gedeutet werden.

2.2 Einfluss der Umgebung

Der Ansatz der Dekohérenz liegt in der Tatsache, dass jede Messapparatur zwangslaufig
mit der Umgebung wechselwirkt, da nur von einem makroskopischen Messgerédt auch
Messergebnisse abgelesen werden kénnen.

Diesen Einfluss stellt man nun durch einen noch nicht ndher beschriebenen Zustand der
Umgebung dar, welche am Messprozess teilnimmt. Die Umgebung sei dabei zu Beginn in
einem Anfangszustand |Ep) und bilde mit der Messapparatur sowie dem zu messenden
System einen Produktzustand:

|Wsar (0)) = [S) |Ao) | Eo) (20)



Der Messprozess sei wieder durch eine Kopplung zwischen System und Messapparatur
im Zeitintervall ¢ € (0, t1] beschrieben. Die Kopplung von Messapparatur und Umgebung
sei zunachst vernachlassigt. Es ergibt sich analog zum vorherigen Vorgehen:

Wsap (0)) = | el las) | 12 (1)) (1)

Nun soll die Kopplung des verschrankten Systems an die Umgebung Hg A,E zum tragen
kommen. Mit ¢ > t; folgt dann analog:

[WsaE (t2)) = ch |s5) laj) lej) (22)

Hier bilden System, Messapparat und Umgebung einen verschrinkten Gesamtzustand.
Die statistische Information iiber Messapparatur und System lasst sich nun durch den
reduzierten Dichteoperator gewinnen:
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Modellierungen der Umgebung zB. durch sehr viele harmonische Oszillatoren erge-
ben, dass die verschiedenen Umgebungszustinde nach sehr kurzer Zeit Orthogonalitit
entwickeln:

(enlej) = 6n (26)

Damit folgt jedoch, dass nach einer, fiir die Umgebung charakteristische Dekohérenz-
zeit 7p die Interferenzterme des reduzierten Dichteoperators verschwinden:

psa B Y lejl? [P @ P (27)
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Die Deutung dieses Verhaltens ist nun, dass die Interferenzterme durch die Kopplung an
die Umgebung wegfliefen und nicht mehr im isolierten Subsystem aus Messapparat und
System beobachtbar sind. Es tritt kein Kollaps in ein statistisches Gemisch auf, jedoch
geht die Interferenz durch die Komplexitidt der Umgebung schnell aber kontinuierlich
verloren.

Der Gesamtzustand ist noch immer ein verschrankter reiner Zustand, nur das isoliert
betrachtete Subsystem erscheint als statistisches Gemisch. Als Beispiel betriagt die Deko-
hiirenzzeit eines Staubpartikels unter der kosmischen Hintergrundstrahlung 7p = 10~ 7s.
Diese ist fiir grofsere Systeme umso kiirzer und erklart damit das nicht vorhanden sein
von makroskopischen Interferenzeffekten.



Als weiteren Punkt kann man annehmen, dass die Kopplung an die Umgebung die
Messung nicht stort, da sonst die Korrelation zwischen Messapparat und System nicht
gewihrleistet ist. Dies wire aber keine geeignete Messapparatur. Aus dieser Bedingung
folgt direkt:

{ﬁSA,E,PJ-A} =0 Vj (28)

Dies hat zur Folge, dass durch die Kopplung des Messapparates an die Umgebung die
Observable festgelegt ist, welche im Messprozess gemessen wird. Alle anderen Moglichkei-
ten werden durch die Umgebung unterdriickt. Dadurch ist die Basis allerdings eindeutig
festgelegt:

[WsaE (t2)) = ch 1s5) laj) lej) (29)

Wenn diese Basisdarstellung existiert, was hier angenommen wird, ist sie festgelegt
und eindeutig.

2.3 Konsequenzen

Durch die einfache Beschreibung der Kopplung an die Umgebung ergibt sich bereits ein
besseres Verstdndnis fiir die beim Messprozess auftretenden Probleme. So folgt daraus
direkt ein statistisches Gemisch und keine Superpositionszusténde des makroskopischen
Messapparats. Zudem wird eine ganz bestimmte Basis und damit eine bestimmte Obser-
vable innerhalb des Messprozesses festgelegt.

Es gibt jedoch einige Unklarheiten, welche nur durch weitere Uberlegungen geklirt
werden konnten.

Der Gesamtzustand bildet immer noch eine Superposition. Wie man diese Superpo-
sition zu verstehen hat und was fiir Konsequenzen sich daraus ergeben kann hier nicht
geklart werden.

Ebenso ist ungeklért, wie man das sich daraus ergebende statistische Gemisch deuten
soll, denn dies ist kein statistisches Gemisch im klassischen Sinne. Im gleichen Gedanken-
gang muss beachtet werden, dass nach der Messung genau ein Eigenzustand und damit
ein fester Messwert vorliegt. Wie dieser aus der Superpostion bzw. dem statistischen
Gemisch folgt ist fraglich.



3 Spin-Messung am Elektron

In diesem letzten Teil soll gezeigt werden, dass die Information iiber den Zustand vor der
Messung prinzipiell unwiederbringlich verloren geht.

3.1 Beschreibung des Messvorgangs

Dazu denke man sich einen Messapparat mit einem Zeiger, welcher zwei Zusténde abhén-
gig von der gemessenen Spinorientierung besitzt. Dieser Zeiger besitze die Schwerpunkt-
skoordinate ¢ und den dazu kanonischen Impuls p. Der Anfangszustand des Zeigers sei
in einer Ruhestellung bei ¢ = 0. Die Messung fiihrt nun zum Ausschlag des Zeigers um
die Strecke L:

h
S.=%; = q==L (30)

Auch hier sei die Messung durch eine Kopplung zwischen Zeiger und Spin beschrieben,
welche im Zeitintervall ¢ € [0, 7] wirkt. Der Hamiltonoperator der Kopplung nimmt die
folgende einfache Form an:

=2V (680 (31)

Dabei ist p der Impulsoperator und V (t) die Geschwindigkeit des Zeigers. Es gilt
demnach:

/TV(t)dt:L (32)
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Da der makroskopische Messapparat aus sehr vielen quantenmechanischen Teilsyste-
men besteht, resultieren fiir diesen sehr viele Freiheitsgrade in der Grofenordnung von
10%2. Der Zustand des gesamten Messapparats hiingt im Allgemeinen von all diesen Frei-
heitsgraden ab. Der Anfangszustand vor der Messung |Ap) ist durch den Zeiger in der
Ruhestellung mit ¢ = 0 charakterisiert.

Das zu messende Spin—% Teilchen befinde sich in einem Superpositionszustand beziig-

lich der z-Komponente des Spins:
Q@
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Der Gesamtzustand von Messapparatur und Teilchen sei vor dem Messvorgang wie-
derum durch einen Produktzustand gegeben:

9 0) = o) Loy = () 140 en

Mit der unitéren Zeitentwicklung der Schrodingergleichung folgt der Gesamtzustand
nach der Kopplung:
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Der Zeitentwicklungsoperator U, (1) enthélt den Hamiltonoperator der Kopplung und
lasst sich weiter vereinfachen:

Ut (7-) = 67% Jo Hi (t)dt = efégzﬁf(; V(t)dt _ efégzﬁ[’ (36)

Insgesamt ergibt sich fiir den Gesamtzustand nach der Kopplung:

wen =g ) e an+ ()i ia (37)

Hier wirkt der Faktor e*#? nur noch auf den Zustand des Messapparates und bewirkt,
analog zum Zeitentwicklungsoperator, eine Transformation der Ortskoordinate um die
Lange L. Mit anderen Worten, der Anfangszustand mit dem Zeiger in der Ruhestellung
wird auf einen Zustand |A1) mit dem Zeiger bei ¢ £+ L transformiert:

|AL) = eFH P | Ag) (38)

Der Gesamtzustand nach der Kopplung entspricht einer Korrelation zwischen Spinori-
entierung und Zeigerposition:

e = (5 )1a0+ ()10 (39

Die bereits angesprochenen Probleme mit diesem Gesamtzustand seien vorerst unbe-
achtet.

Um nun den Zustand des Elektrons vor der Messung rekonstruieren zu kénnen, miissen
a und $ bekannt sein. Uber den Erwartungswert der Zeigerstellung, lisst sich auf das
Verhéltnis der Betrage beider Grofen schliefsen:

A 1 . 1
(82) =3 tsign (@) = 5 [laf* = | (40)
Nun fehlt noch die Information uiber die relative Phase % beider Groften. Dazu kon-

struiere man sich einen Operator A mit dem Erwartungswert </1> = hap*. Dieser ist
beispielsweise iiber folgende Relationen konstruierbar:

Ay = S, cos(2Lp) + S, sin (2Lp) (41)
Ay = S,sin(2Lp) — S, cos (2Lp) (42)
A = AlHAQ:h(? 8)«;””’ (43)

Damit ergibt sich das Bild, dass nach dem Premeasurement der Zustand des Teilchens
vollstdndig rekonstruierbar ist. Bis hier hin ist der Messprozess reversibel. Jedoch verlangt
die Abwesenheit von makroskopischen Superpositionszustdnden, dass der Messprozess an
diesem Punkt noch nicht abgeschlossen sein kann.



3.2 Weitere Zeitentwicklung

Geht man nun von einer weiteren Zeitentwicklung nach der Schrédingergleichung aus,
so muss diese durch den Hamiltonoperator des Gesamtsystems H r beschricben wer-
den. Fiihrt man diese aus und nimmt man vereinfachend an der Hamiltonoperator ist
unabhéngig von der Zeit, so folgt sofort:

(7 >7) = e #HaTT | (r)) (44)

Berechnet man mit diesem Zustand den Erwartungswert von A, zeigt sich durch eine
Ortstransformation des Hamiltonoperators durch die beteiligten Faktoren ein anderes
Bild:

<A> = haB* <6%?ﬁAT(q—L)e—%?ﬁAT(q+L)> (46)

Nahert man den hinzugewonnen Erwartungswert fiir kleine Zeiten, stellt sich heraus,

dass dieser gegen Null strebt. Wenn aber dieser Term gegen Null strebt, so strebt auch

der Erwartungswert von A gegen Null, wodurch die Information iiber die relative Phase
verloren geht.

3.3 Konstante der Bewegung

Ein weiterer Versuch diese Information trotzdem zu gewinnen, ist sich eine Konstante
der Bewegung anzusehen, welche nicht von der zeitlichen Entwicklung betroffen ist. Ein
Beispiel aus der klassischen Mechanik wére der konstante Anfangsort:

p
t)=q—t— = 47
q(t) =gt =aq (47)
In diesem Fall ergibt sich solch eine Konstante der Bewegung A’ wie folgt:
A = emitHar . 4. entHar (48)

Wie einfach nach zu rechnen ist, fallt durch die zusétzlichen Faktoren der Informati-
onsverlust durch die Zeitentwicklung des Zustands weg:

<A’> - <h< (1) 8 ) emﬁ’> = hafB* (49)

Der transformierte Impulsoperator hingt jetzt allerdings von den Freiheitsgraden des
Hamiltonoperators ab, und damit von den Freiheitsgraden des makroskopischen Messap-
parats:

P = e~ #THaT(9,91,-,9N) P enTHAT(9:q1,-,aN) (50)
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Die N Freiheitsgrade des Messapparats sind aber unbekannt und eine gleichzeitige
Messung dieser Freiheitsgrade ist praktisch vollig unmoglich. Die Konsequenz ist, dass
die Observable A’ nicht messbar ist, in Analogie zur klassischen Mechanik, in dem Fall
dann in die statistische Physik tibergegangen wird.

Der Zustand ist nicht rekonstruierbar und wird alleine durch die makroskopische Mess-
apparatur praktisch irreversibel.
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