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I. Grundbegri�e der Statistis
hen Me
hanik
1. Bes
hreibung gemis
hter Gesamtheiten1.1 Programm der Statistis
hen Me
hanik. Die Statistis
he Me
hanik versu
ht die Ei-gens
haften makroskopis
her Systeme, die eine sehr gro�e Anzahl (f � 1023) von Freiheitsgra-den aufweisen, aus den Bewegungsgesetzen ihrer mikroskopis
hen Konstituenten zu verstehenund zu bere
hnen { also aus der Quantenme
hanik und in gewissen Grenzf�allen au
h der klassi-s
hen Me
hanik. Sie f�uhrt damit au
h zu einer Begr�undung und einem tieferen Verst�andnis derzun�a
hst auf rein empiris
hen "Haupts�atzen\ aufgebauten ph�anomenologis
hen Thermodyna-mik. Dabei zeigt si
h bemerkenswerterweise, da� ni
ht einfa
h nur die zum Verst�andnis kleinerSysteme { Kerne, Atome, Molek�ule { entwi
kelten Methoden mit gro�erem Aufwand und mehrVariablen erneut praktiziert werden k�onnen, sondern da� qualitativ neue, erst bei sehr vielenFreiheitsgraden bedeutsame Begri�sbildungen notwendig werden, wie Temperatur oder Entro-pie, und da� neuartige physikalis
he Ph�anomene auftreten, die in der L�osungsmannigfaltigkeitder mikroskopis
hen Bewegungsglei
hungen zwar im Prinzip enthalten sind, aber erst bei sehrvielen Freiheitsgraden si
h klar herausbilden. Dazu geh�ort der praktis
h irreversible Charaktermakroskopis
her Prozesse trotz zeitumkehrbarer mikroskopis
her Bewegungsglei
hungen, aberau
h das Ph�anomen des Aufbaus und Zerfalls (in Abh�angigkeit von �au�eren Parametern) vonmakroskopis
hen oder kollektiven Superstrukturen { mittleren Feldern, Kondensaten, Nah- undFernordnungen, Kollektivanregungen { mit einer aus dem We
hselspiel der vielen mikroskopi-s
hen Freiheitsgrade und in R�u
kwirkung auf sie "selbstkonsistent\ si
h herausbildenden, selbstaber relativ einfa
hen Dynamik. In diesem Punkte d�urfte die Statistis
he Me
hanik ein Para-digma f�ur alle Wissens
haften von ho
hkomplexen Systemen darstellen.{ Die erste und o�ensi
htli
he S
hwierigkeit bei der Behandlung von Systemen mit extremgro�er Anzahl f von Freiheitsgraden liegt darin, da� es v�ollig ausges
hlossen ist, ein sol
hesSystem jemals "vollst�andig zu pr�aparieren\, d. h. zu einem Anfangszeitpunkt t0 den Statusaller f Freiheitsgrade vollst�andig festzulegen { dazu w�are bei klassis
h-me
hanis
hen Systemendie glei
hzeitige Messung von 2 f , bei quantenme
hanis
hen Systemen immerhin no
h von fMe�gr�o�en notwendig. Von der grunds�atzli
hen S
hwierigkeit, da� bei Me�gr�o�en mit konti-nuierli
hem Wertevorrat die Messung ohnehin nur im Sinne der Festlegung auf ein Intervallder Me�werteskala m�ogli
h ist, k�onnen wir dabei absehen; sie l�a�t si
h zumeist dadur
h um-gehen (allerdings nur auf dem quantenme
hanis
hen Niveau!), da� man das Spektrum k�unst-li
h zu einem diskreten, wenn au
h no
h immer sehr di
ht liegenden (quasikontinuierli
hen)ma
ht. Praktis
h kann jeweils nur eine sehr kleine Anzahl "makroskopis
her\ Me�gr�o�en { wieVolumen, Temperatur, Substanzmenge (Teil
henzahl), Magnetisierung usw. { dur
h Messungfestgelegt werden, und nur die Entwi
klung dieser relativ wenigen Gr�o�en ist au
h physika-lis
h von Interesse. �Uber den Status der vielen ni
ht gemessenen Freiheitsgrade kann man1



nur Wahrs
heinli
hkeitsaussagen ma
hen; man wird dabei bestrebt sein, diese mit "minima-ler Voreingenommenheit\ zu formulieren, d. h. so, da� man si
h keine Information �uber dasSystem vort�aus
ht, die man ni
ht besitzt. Im Gegensatz zum vollst�andig pr�aparierten ("rei-nen\) Systemzustand werden derart unvollst�andig pr�aparierte Zust�ande als gemis
hte Zust�andebezei
hnet. Die Statistis
he Me
hanik hat es von der Natur der Sa
he her auss
hlie�li
h mitho
hgradig gemis
hten Zust�anden zu tun. Sie bes
hreibt diese in der Regel im Bilde der sog. sta-tistis
hen Gesamtheit oder des Ensembles: statt des jeweils betra
hteten physikalis
hen Systems{ sei es ein Festk�orper, eine Fl�ussigkeit, eine Gas- oder Plasmamasse oder eine Kombinationaus diesen - betra
htet man eine sehr gro�e Zahl von geda
hten Kopien des Systems, derenjede si
h in einem gewissen reinen Zustand be�ndet; die H�au�gkeit, mit der ein bestimmter rei-ner Zustand in der Gesamtheit vertreten ist, entspri
ht dann der f�ur das System festgestelltenWahrs
heinli
hkeit f�ur das Vorliegen des diesen reinen Zustand 
harakterisierenden Me�werte-satzes. { Wir rekapitulieren nun zun�a
hst, wie derartige gemis
hte Gesamtheiten im Rahmender Quantenme
hanik und der klassis
hen Physik zu bes
hreiben sind.1.2 Quantenme
hanik: der Statistis
he Operator. In der Quantenme
hanik wird einreiner, vollst�andig pr�aparierter Zustand j	i bekanntli
h bes
hrieben als gemeinsamer Eigen-vektor eines maximalen Satzes vertaus
hbarer Observabler A1; A2; ::: Af ,j	i = j�1; �2 ::: �f i = j�i (1.1)oder als eine wohlde�nierte Linearkombination derartiger Eigenvektoren. Dabei ist �i jeweilsder reelle Eigenwert des der i-ten Me�gr�o�e zugeordneten selbstadjungierten Operators Ai.Wenn wir j	i als normiert voraussetzen,h	 j	i = 1 ; (1.2)(wozu die Diskretisierung evtl. vorhandener kontinuierli
her �i Voraussetzung ist, sonst ist j	ibekanntli
h ein "uneigentli
her\, ni
htnormierbarer Zustand), k�onnen wir des Resultat jederMessung an j	i in Form eines quantenme
hanis
hen ErwartungswerteshF i	 = h	 jF j	i (1.3)f�ur einen geeigneten selbstadjungierten Operator F ausdr�u
ken. Insbesondere ist die Wahr-s
heinli
hkeit daf�ur, bei einer Messung einer Observablen B an j	i den Eigenwert bn dieserGr�o�e zu �nden, dur
h h	 j�bn j	i (1.4)gegeben, wobei �bn der Projektor auf den Eigenraum von B zum Eigenwert bn ist (Me�axiom).In der Statistis
hen Me
hanik werden die einzelnen Zust�ande j�i eines vollst�andigen Ortho-normalsystems wie in (1.1) als die m�ogli
hen Mikrozust�ande des Systems bezei
hnet. Liegt nunvollst�andige Pr�aparation, d. h. Festlegung auf einen einzigen Mikrozustand, ni
ht vor, wie es inder Statistis
hen Me
hanik stets der Fall ist, so kann ledigli
h no
h ein Satz von Wahrs
hein-li
hkeiten p� daf�ur angegeben werden, da� das System si
h in den einzelnen reinen Zust�anden2



be�ndet, oder in der Ensemblespra
he eine H�au�gkeit p�, mit der der Mikrozustand j�i in derGesamtheit angetro�en wird. Nat�urli
h mu�0 � p� � 1 8� ; X� p� = 1 (1.5)sein. An Stelle des Me�resultats (1.3) werden wir dann den mit diesen H�au�gkeiten gemis
htenMittelwert hF i = X� p� h� jF j�i (1.6)erwarten, dessen statistis
her Charakter zweifa
her Natur ist: einmal besitzt bereits jederEinzelerwartungswert h� jF j�i die f�ur die Quantenme
hanik grundlegende statistis
he In-terpretation, die ja s
hon f�ur reine Zust�ande gilt; dazu kommt nun eine weitere statistis
heMittelung mit den p�, in der si
h die unvollst�andige Pr�aparation des Systems ausdr�u
kt. DerAusdru
k (1.6) gibt nun in bekannter Weise Anla� zur De�nition des statistis
hen OperatorsW = X� p��� = X� p� j�ih�j ; (1.7)wobei f�ur ein Orthonormalsystem h�0j�i = Æ�0 � der Operator�� = j�ih�j (1.8)der Projektor auf dem von j�i aufgespannten eindimensionalen Teilraum des Systemhilbert-raumes ist. Dieser Operator 
harakterisiert nun im Gegensatz zu (1.1) die gemis
hte Gesamtheit(den unvollst�andig pr�aparierten Zustand). Wir rekapitulieren seine Eigens
haften.Als Linearkombination von Projektionsoperatoren mit rellen KoeÆzienten ist Wselbstadjungiert: W y = W : (1.9)Die Gl. (1.7) stellt die Spektralzerlegung von W dar und zeigt, da� die j�i die orthonormier-ten Eigenvektoren und die Wahrs
heinli
hkeiten p� die zugeh�origen Eigenwerte von W sind.Da letztere alle positiv oder allenfalls Null sind, ist W ein positiv-semide�niter Operator. DieBedingung (1.5) bedeutet TrW = 1 (1.10)("Normierung\ des statistis
hen Operators), wobei Tr A die Spur eines Operators, d. h. dieSumme seiner Diagonalelemente in einer beliebigen 1) Orthonormalbasis jki, bedeutet:Tr A = Xk hk jA j ki : (1.11)Die De�nition von W , Gl. (1.7), ist so gew�ahlt, da� der Erwartungswert (1.6) si
h in dermanifest darstellungunsabh�angigen FormhF i = Tr (W F ) = Tr (F W ) (1.12)1)Zur Erinnerung: die Spur eines Operators, sofern sie existiert, ist eine unit�are Invariante, d. h. unver�andertbei unit�arem We
hsel der Basis, in wel
her sie ausgewertet wird.3



s
hreiben l�a�t; die beiden Formen sind glei
hwertig, da die Spur eines Operatorproduktes in-variant gegen zyklis
he Vertaus
hungen der Operatorfaktoren ist. Tats�a
hli
h ist ja mit einerbeliebigen Orthonormalbasis fjkigTr (W F ) = Xk hk jW F j ki = Xk hk jW  X� j�ih� j!| {z }1l F j ki= X� p� h� jF  Xk j kihk j!| {z }1l j�i = X� p� h� jF j�i ;wobei die Eigenwertbeziehung W j�i = p� j�i und die Tatsa
he ausgenutzt wurde, da� dieBasen fj�ig und fj kig je eine Zerlegung der Identit�at im Hilbertraum (Vollst�andigkeitsrelation)vermitteln. Es sei erinnert an den grundlegenden Unters
hied zwis
hen den Gln. (1.12 / 1.6)und der Formel f�ur den Mittelwert der Observablen F in einem reinen Zustandj	i = X� 
0� j�i (1.13 a)mit vollst�andig bekanntem komplexem KoeÆzientensatz f
�g, der die NormierungsbedingungX� j 
� j2 = 1 (1.13 b)erf�ullt: hier gilt h	 jF j	i = X�0 � 
��0 
� h�0 jF j�i ; (1.14)d. h. es werden alle { ni
ht nur die diagonalen { Matrixelemente von F in der Basis fj�ig mitkomplexen KoeÆzienten, deren Phasenbeziehungen f�ur das Resultat wesentli
h sind, aufaddiert("koh�arente\ �Uberlagerung), w�ahrend in (1.6) eine Aufaddition nur der Diagonalelemente mitlauter positiven reellen KoeÆzienten ("inkoh�arente\ �Uberlagerung) statt�ndet.Nat�urli
h ist in der dur
h (1.7) vermittelten Bes
hreibung der Spezialfall des reinen Zu-standes enthalten: z. B. wird f�urp�0 = 1 ; alle anderen p� = 0 (1.15 a)der statistis
he Operator zu W = ��0 = j�0ih�0 j ; (1.15 b)d. h. zum Projektor auf einen einzigen reinen Zustand. Wegen der Idempotenzeigens
haft vonProjektoren, �2 = �, l�a�t si
h dieser Grenzfall in darstellungsunabh�angiger Weise dur
hW 2 = W (reiner Zustand) (1.16)4



oder dur
h den Zahlenwert vonTrW 2 = X� h� jW 2 j�i = X� p2� (1.17)kennzei
hnen: wegen 0 � p� � 1 ist p� (1 � p�) � 0 8 � und daherX� p2� = X� [p� � p� (1 � p�)℄ = 1 � X� p� (1 � p�) � 1 ; (1.18)der Zahlenwert 1 wird o�enbar nur errei
ht, wenn jedes p� entweder 0 oder 1 ist, was wegender Normierung (1.5) auf den Fall (1.15 a) zur�u
kf�uhrt. Die BeziehungTrW 2 = TrW = 1 (reiner Zustand) (1.19)ist die darstellungsunabh�angige Charakterisierung des reinen Falles, also ni
ht nur f�ur (1.15 b),sondern �uberhaupt f�ur jeden reinen ZustandW = j	ih	j (mit h	 j	i = 1) (1.20)g�ultig.Ni
ht immer ist dieW de�nierende Me�information soglei
h so formuliert, da� die Diagonal-form (1.7) sofort anges
hrieben werden kann. Oftmals legt sie zun�a
hst nur die Matrixdar-stellung von W in einer von der Eigenbasis fj�ig vers
hiedenen Orthonormalbasis fest,W = Xk0 k jk0iwk0 k hkj ; (1.21 a)wobei die Matrix wk0 k = hk0 jW j ki (1.21 b)als Di
htematrix der gemis
hten Gesamtheit in der Darstellung fjkig bezei
hnet wird. Dur
hDiagonalisierung dieser Matrix lassen si
h die Eigenwerte p� ermitteln. { Insbesondere gebenin Verallgemeinerung von (1.4) die positiven Zahlenh�ki = Tr (W �k) = Tr (W � jkihkj)= hk jW j ki = wk k (� 0) ; (1.22)d. h. die Diagonalelemente der Di
htematrix, die Besetzungswahrs
heinli
hkeiten der Mikro-zust�ande jki im Ensemble W an.Die Zeitentwi
klung reiner wie gemis
hter Zust�ande hatten wir in der Quantenme
hanikin mehreren �aquivalenten Bildern bes
hrieben. Wir werden �uberwiegend das S
hr�odinger-Bildbenutzen, wo Observable wie Ai; B; F ::: { bis auf eventuell von au�en aufgepr�agte, "explizi-te\ Zeitabh�angigkeiten { als zeitli
h konstant behandelt werden und die Zeitver�anderli
hkeit5



des Systems in seinem Zustand lokalisiert wird, also W = W (t). Diese zeitli
he �Anderungist in di�erentieller Form dur
h die von Neumanns
he Bewegungsglei
hung des Statistis
henOperators i �h � W� t = [H ; W (t)℄ = HW (t) � W (t)H (1.23)oder in integraler Form dur
h deren formale L�osungW (t) = U (t; t0)W (t0)U y (t; t0) (1.24)bestimmt, wobei U der Evolutions- oder Zeitentwi
klungsoperator ist, der unit�ar sein mu�,U y U = U U y = 1l 8 (t; t0) ; (1.25)um die Gesamtwahrs
heinli
hkeit, d. h. die Normierung von W , zu erhalten:TrW (t) = Tr [U W (t0)U y℄ = Tr [U y U| {z }1l W (t0)℄= TrW (t0) = 1 : (1.26)Dabei ist U (t; t0) dur
h L�osung der dynamis
hen Grundglei
hungU (t; t0) = 1l � i�h tZt0 dt0 H (t0)U (t0; t0) (1.27)zu bestimmen, die die Anfangsbedingung U (t0; t0) = 1l enth�alt und si
h f�ur ni
ht explizitzeitabh�angiges H formal dur
hU (t; t0) = e� i�h (t� t0)H (� H = � t = 0) (1.28)integrieren l�a�t. Wegen Hy = H ist hier die Unitarit�at von U manifest. Der HamiltonoperatorH, der Operator der Gesamtenergie des Systems, ist also erzeugender Operator (Generator)der Zeitentwi
klung des Systems. In der mit Gl. (1.7) kombinierten FormW (t) = X� p� [U (t; t0) j�i℄[h�jU y (t; t0)℄ (1.29)besagt Gl. (1.24), da� die nur der Eigendynamik des Systems (dem HamiltonoperatorH) �uber-lassene, also ni
ht dur
h Me�akte unterbro
hene Zeitentwi
klung einer gemis
hten Gesamtheitso erfolgt, da� die zum Anfangszeitpunkt t0 festgestellten Wahrs
heinli
hkeiten bzw. H�au�g-keiten p� unver�andert bleiben und nur die Mikrozust�ande, auf deren H�au�gkeit si
h die p�beziehen, si
h gem�a� j�i �! U j�i entwi
keln.Im Falle von Gl. (1.28), den wir �uberwiegend betra
hten werden, l�a�t si
h die beim Ent-wi
keln der Exponentialfunktionen inW (t) = e� i�h (t� t0)H W (t0) e+ i�h (t� t0)H (1.30 a)6



entstehende Doppelreihe bekanntli
h na
h der Baker-Campbell-Hausdor�-FormelW (t) = W (t0) � i�h (t � t0 [H; W (t0)℄ + 12 ! �� i�h (t � t0)�2 [H; [H; W (t0)℄℄+ :::::: (1.30 b)zusammenfassen. Die dabei auftretenden wiederholten Kommutatoren legen es nahe, im Raumder linearen Operatoren A ("Liouville-Raum\) des Systems die AbbildungL : A �! LA = [H; A℄ (1.31)zu de�nieren. Derartige Vors
hriften bilden ni
ht mehr Vektoren, sondern Operatoren aufein-ander ab und werden daher au
h als Superoperatoren bezei
hnet; insbesondere hei�t (1.31) derLiouville-(Super-)Operator des Systems. Mit ihm kann man die von-Neumann-Gl. (1.23) kurzals i �h � W = � t = LW (t) (1.32)und ihr Integral (1.30) f�ur zeitunabh�angiges H alsW (t) = e� i�h (t� t0)LW (t0) (1.33)s
hreiben. Ist fjkig das vollst�andige Orthonormalsystem der Eigenvektoren von H,H jki = Ek jki ; hk0 j ki = Æk0 k ;H = Xk Ek �k = Xk Ek jkihkj ; (1.34)dann l�a�t si
h in dieser Basis die DarstellungLA = [H; A ℄ = Xk Ek [ jkihkj ; A ℄= Xk0 k h(Ek0 � Ek)hk0 jA j ki i jk0ihkj (1.35)ans
hreiben, die LA als Entwi
klung na
h den sog. Dyaden jk0ihkj darstellt. De�nieren wirdaher "Superprojektoren\ Pi j dur
h ihre Wirkung auf alle derartigen Dyaden gem�a�Pi j (jkihlj) = Æi k Æj l jiihjj ; (1.36)was die Projektoreigens
haft Pp q Pr s = Æp r Æq sPr s (1.37)impliziert, so k�onnen wir f�ur den Liouville-Super-Operator L eine formale SpektraldarstellungL = Xk l (Ek � El) Pk l (1.38)7



angeben; damit wird der in (1.33) auftretende Zeitentwi
klungs-Superoperator zue� i�h (t� t0)L = Xk l e� i !k l (t� t0) Pk l ; (1.39)mit den "�Ubergangsfrequenzen\ !k l = Ek � El�h : (1.40)Die Zeitver�anderli
hkeit von Erwartungswerten ist von besonderem Interesse, weil alle Me�-werte, wie s
hon betont, si
h letztli
h als Erwartungswerte (1.12) darstellen lassen. Hier gilthF it = Tr [W (t)F ℄ = Tr h�e� i�h (t� t0)LW (t0)� F i= Xk l e� i !k l (t� t0) Tr f[Pk lW (t0)℄ � F g (1.41)Nun ist aber na
h der De�nition (1.36) und der zu (1.21) analogen Matrixdarstellung von A inder jki-Basis Pk l A = hk jA j li � (jkihlj) (1.42)und damit hF it = Xk l wk l (t0) hl jF j ki e� i !k l (t� t0) : (1.43)Bea
hte, da� die hier eingehende Kombination von Anfangsdi
htematrix wk l (t0) und Matrix-elementen der Observablen si
h ni
ht auf hF it0 zur�u
kf�uhren l�a�t. Dies ist zu erwarten, da hF it0die zur Vorhersage der Zeitentwi
klung notwendige volle Information in W (t0) ni
ht enth�alt.Besitzt der Anfangszustand einer Gesamtheit die Eigens
haft[H; W (t0)℄ = LW (t0) = 0 ; (1.44)dann bleibt na
h (1.30) der Zustand immer derselbe,W (t) = W (t0) 8 t oder � W = � t = 0 ; (1.45)es liegt ein station�arer Zustand vor. Station�are Zust�ande sind insbesondere als "Zust�ande ther-modynamis
hen Glei
hgewi
hts\, in denen si
h { zumindest bez�ugli
h der makroskopis
h kon-trollierten oder kontrollierbaren Me�gr�o�en { zeitli
h "ni
hts mehr �andert\, f�ur die Statistis
heMe
hanik von besonderem Interesse. F�ur das Erf�ulltsein von (1.44) ist o�enbar hinrei
hend,da� W (t0) eine Operatorfunktion allein von H ist,W (t0) = f (H) ) � W = � t = 0 : (1.46)Eine s
hw�a
here hinrei
hende Voraussetzung ist, da� W (t0) nur Funktion von H und vongewissen Konstanten der Bewegung sei, also von Observablen Qi, deren Operatoren[H; Qi ℄ = 0 (1.47)8



erf�ullen: W (t0) = f (H; Q1; Q2; ::: ) = W (t) : (1.48)Die in Kapitel 3 betra
hteten "Glei
hgewi
htsgesamtheiten\ werden dur
hweg diese Strukturaufweisen. Man mu� si
h jedo
h s
hon hier klarma
hen, da� die stets ho
hgradig unvollst�andigePr�aparation, die bei makroskopis
hen Systemen bestenfalls errei
hbar ist, in der Regel au
h dieStruktur (1.48) von W (t0) ni
ht exakt si
herstellt, sondern nur bis auf "Defektterme\ Æ W , diemit H ni
ht kommutieren und si
h darin �au�ern, da� die Erwartungswerte hF it, Gl. (1.43),ni
ht wie f�ur (1.48) zeitli
h streng konstant sind, sondern kleine, auf makroskopis
her Ebeneverna
hl�assigbare Fluktuationen um ihre Mittelwerte herum ausf�uhren.Zum letzteren Punkt gibt die Struktur von Gl. (1.43) gewisse Hinweise. Das Energiespek-trum Ek und damit die �Ubergangsfrequenzen !k l sind na
h unseren Voraussetzungen diskret,liegen aber f�ur reale Systeme extrem di
ht. Wir wollen der Einfa
hheit halber uns vorstellen, da�alle !k l ganzzahlige Vielfa
he Nk l � !0 einer hinrei
hend kleinen Grundfrequenz !0 ("kommen-surable\ Frequenzen) seien; wegen der extrem gro�en Zahl und hohen Di
hte dieser Frequenzenist klar, da� dieses !0 sehr klein sein mu�. Dann ist der Erwartungswert (1.43) genau genom-men eine periodis
he Funktion von t, wenn au
h ihr Periodizit�atsintervall T0 = 2 � = !0, die sog.Wiederkehrzeit, sehr gro� ist. (In Wirkli
hkeit werden die weitaus meisten !k l si
h irrationalzueinander verhalten; man erh�alt dann aber in der Regel immer no
h eine sog. fastperiodis
heFunktion, die na
h hinrei
hend langer Zeit jeden einmal angenommenen Wert zwar ni
ht ex-akt, aber do
h mit beliebig kleinem Fehler reproduziert). Man kann abs
h�atzen (vgl. etwa [5℄,p. 124/125), da� T0 etwa exponentiell mit der Zahl f der Freiheitsgrade ansteigt, so da� beirealen makroskopis
hen Systemen T0 ras
h in Gr�o�enordnungen kommt, die das Alter unseresKosmos weit �ubertre�en. �Uber alle physikalis
h sinnvollen Zeitr�aume hinweg merkt man dannhF it seinen periodis
hen Charakter ni
ht an. { Andererseits sieht man an Modellen, da� in derRegel na
h einer wesentli
h k�urzeren, dur
haus beoba
htbaren Zeit �R, der sog. Relaxations-zeit, dur
h destruktive Interferenz der vielen vers
hiedenfrequenten Terme in (1.43) ein nahezustation�arer Wert hF i si
h einstellt, um den herum f�ur alle t <� T0 nur no
h sehr kleine Fluktua-tionen statt�nden. Bereits ein extrem s
hematisiertes mathematis
hes Beispiel wie die endli
heCosinus-Fouriersumme �N (t) = 1N NXn=1 
os � nN � t� � (1.49)zeigt diese qualitativen Z�uge (vgl. �Ubungsaufgaben). Obwohl wir sie hier nur andeuten, gebensie bereits eine Vorstellung davon, wel
he besonderen Auswirkungen eine sehr gro�e Zahl vonFreiheitsgraden haben kann. (Auf den Relaxationsvorgang wird Kap. 4 zur�u
kkommen).1.3 Statistis
her Operator eines Teilsystems. Das betra
htete physikalis
he Systemzerfalle in zwei Teilsysteme 1 und 2, die ni
ht notwendig r�aumli
h getrennt sein m�ussen, son-dern au
h z. B. zwei vers
hiedene Sorten von Freiheitsgraden desselben Systems darstellenk�onnen, etwa die Translations- und die inneren Anregungsfreiheitsgrade der Molek�ule in ein9



und derselben Gasmasse. Der Hilbertraum ist dann das tensorielle ProduktH = H(1) 
 H(2) : (1.50)Sind fjk1ig bzw. fjm2ig Orthonormalbasen inH(1) bzw. H(2), dann bilden die Produktzust�andejk1m2i = jk1i 
 jm2i (1.51)in bekannter Weise eine Orthonormalbasis in H. Lineare Operatoren, insbesondere Observablein H k�onnen in dieser Basis gem�a�A = Xk1 l1 Xm2 n2 hk1m2 jA j l1 n2i �� (jk1ihl1j) 
 (jm2ihn2j) (1.52)dargestellt werden, insbesondere au
h der statistis
he Operator W , der (zu einem festen Zeit-punkt t0) unsere Gesamtheit bes
hreibt.Oft interessiert nun die Bere
hnung von Me�werten bzw. Mittelwerten, die si
h nur aufdas System 1 beziehen. Die zugeh�origen Observablen A(1) wirken nur in H(1), d. h. auf dieFreiheitsgrade des 1. Systems, in ni
httrivialer Weise, in H(2) dagegen wie die Identit�at 1l(2):A = A(1) 
 1l(2) : (1.53)Der Erwartungswert einer sol
hen Gr�o�e l�a�t si
h o�enbar s
hreiben alshAi = Tr (W A) = Xk1m2 hk1m2 jW � A(1) � 1l(2) j k1m2i= Xk1 l1  Xm2 hk1m2 jW j l1m2i! hl1 jA(1) j k1i= Xk1 hk1j (Xm2 hm2 jW jm2i) � A(1) j k1i ; (1.54)wobei die Gr�o�e in ges
hweiften Klammern bez�ugli
h H(2) ein Mittelwert, bez�ugli
h H(1) aberno
h ein Operator ist. Darstellungsunabh�angig k�onnen wir dies alshAi = hA(1) 
 1l(2)i = Tr1 �W (1) � A(1)� (1.55)mit dem sog. verk�urzten oder reduzierten statistis
hen Operator f�ur das Teilsystem 1,W (1) = Tr2W ; (1.56)s
hreiben, wobei Tri eine Spurbildung nur in H(i) bedeutet. Aus W (1) ist o�enbar die Informa-tion bez�ugli
h der H�au�gkeitsverteilung der H(2) -Mikrozust�ande "weggemittelt\ worden; nur10



diese reduzierte Information wird ben�otigt, um nur auf System 1 bezogene Me�gr�o�en auszu-re
hnen.Als Beispiel betra
hten wir ein System von zwei Spin-12 -Teil
hen mit der Produktbasisjm1; m2i = j12 ; m1i 
 j12 ; m2i �m1; 2 = � 12� : (1.57)Statt � 12 s
hreiben wir kurz �. Das System be�nde si
h in einem reinen Zustand, und zwarim Eigenzustand des Gesamtspins mit S = 0 (Singulett-Zustand):j	i = 1p2 (j+; �i � j�; +i) (1.58)Na
h (1.20) oder (1.15 b) ist dann der statistis
he OperatorW = 12 (j + �i � j � +i)(h + � j � h � + j) : (1.59)Der zugeh�orige reduzierte statistis
he Operator f�ur den Spin Nr. 1 ist na
h Gl. (1.56)W (1) = Tr2W = Xm2 2hm2 jW jm2i2= 12 [ j + ih+ j + j � ih � j ℄(1) : (1.60)Das Beispiel illustriert zun�a
hst den allgemeinen Sa
hverhalt, da� W (1) in H(1) alle n�otigenEigens
haften eines statistis
hen Operators besitzt:W (1) y = W (1) ; T r1W (1) = 1 : (1.61)Vor allem aber zeigt es die bemerkenswerte Tatsa
he, da� au
h f�ur einen reinen Zustand einesGesamtsystems der Zustand eines Subsystems in der Regel ein gemis
hter ist { der Zustand(1.60) hat p(1)+ 12 = p(1)� 12 = 12 ; (1.62)d. h. Teil
hen 1 ist im Gesamtzustand (1.58/59) "vollst�andig unpolarisiert\ (seine beiden m�ogli-
hen Mikrozust�ande mitm1 = � 12 sind glei
h wahrs
heinli
h). Nat�urli
h w�urde man in diesemBeispiel f�ur den reduzierten statistis
hen Operator des 2. Teil
hens dasselbe Resultat { Gl.(1.60) mit (2) statt (1) { erhalten, und der Verglei
h mit (1.59) zeigt dann sehr klar, da� imallgemeinen W 6= W (1) 
 W (2) ; (1.63)d. h. der Gesamtzustand ni
ht glei
h dem direkten Produkt der Zust�ande der Teilsysteme ist.Der Hamiltonoperator des Gesamtsystems hat die allgemeine FormH = H(1) � 1l(2) + 1l(1) � H(2) + V (12) ; (1.64)11



wobei H(i) die Hamiltonoperatoren der isolierten Teilsysteme und V (12) einen We
hselwirkungs-term bezei
hnet. Die Bewegungsglei
hung (1.32) wird daher zui �h � W = � t = �L(1) + L(2) + L(12)� W (t) ; (1.65)wobei die Bedeutung der 3 Terme o�ensi
htli
h ist. Interessiert man si
h nur f�ur die Zeitent-wi
klung im System 1, so kann man dur
h Spurbildung in H(2) die Bewegungsglei
hungi �h � W (1) = � t = L(1)W (1) (t) + Tr2 �L(12)W (t)� (1.66)gewinnen, die aber ni
ht mehr die Form einer von-Neumann-Gl. f�ur W (1) allein hat, weil derletzte Term no
h immer den Gesamtzustand W (t) enth�alt. Immerhin k�onnen wir sie benutzen,um die �Anderung des Energieerwartungswertes von System 1 dur
h die We
hselwirkung (denenergetis
hen "Kontakt\) mit dem System 2 zu bere
hnen:ddt hH(1)it = ddt Tr1 hW (1) (t) � H(1)i= 1i �h Tr1 nhL(1)W (1) (t)i � H(1) + hTr2L(12)W (t)i � H(1)o= 1i �h Tr1 nhH(1); W (1) (t)i � H(1) + Tr2 hV (12); W (t)i � H(1)oWegen der zyklis
hen Invarianz der Spuren ist aberTr1 nhH(1); W (1)i � H(1)o = 0 ; (1.67 a)Tr1 Tr2 nhV (12); W (t)i � H(1)o == Tr nW (t) � hH(1); V (12)io (1.67 b)und damit ddt hH(1)it = 1i �h Tr �W (t) � hH(1); V (12)i� (1.68)Die integrale �Anderung �uber einen endli
hen Zeitraum t0 ::: t stellt in thermodynamis
her Spra-
he die W�armezufuhr an das System 1 dur
h die Kopplung mit dem System 2 dar:Q(1) (t; t0) = tZt0 dt0 Tr1  � W (1) (t0)� t0 � H(1)! (1.69 a)= 1i �h tZtt0 dt0 h hH(1); V (12)i it0 ; (1.69 b)wobei in der letzteren Form der Mittelwert als Mittelwert �uber das Gesamtsystem, d. h. �uberden Gesamtzustand W (t) auszuf�uhren ist. { Unsere Interpretation dieser Gr�o�e r�uhrt daher,12



da� V (12) die Summe allermikroskopis
henWe
hselwirkungen zwis
hen den atomaren Bestand-teilen der beiden Systeme enth�alt und die von ihm vermittelte Energie�anderung des Teilsystems1 in dessen mikroskopis
he Freiheitsgrade hineingeht. Ein derartiger Energietransfer in die vie-len makroskopis
h ni
ht kontrollierbaren Einzelfreiheitsgrade ist aber genau das, was wir in inder Thermodynamik als W�armezufuhr bezei
hnen.1.4 Klassis
he Me
hanik: die Phasenraumdi
hte. Diejenigen Freiheitsgrade eines Sy-stems, die einen klassis
hen Limes besitzen, k�onnen unter geeigneten Voraussetzungen in klas-sis
her N�aherung behandelt werden 2). Bei einem Molek�ulgas z. B. tri�t dies bei ni
ht zu tiefenTemperaturen f�ur die Translationsfreiheitsgrade der Molek�ule zu, ni
ht aber f�ur ihre innerenS
hwingungen und ihre Rotationen. (Spinfreiheitsgrade sind stets "ni
htklassis
h\, da f�ur Spin-betragsquantenzahl s der Eigenwert einer Spinkomponente maximal � s �h, also niemals � �hist).In der klassis
hen Me
hanik wird ein reiner oder Mikrozustand eines Systems von f Freiheits-graden bekanntli
h bes
hrieben dur
h Angabe der Werte der f generalisierten Koordinaten qkund der f zugeh�origen kanonis
h konjugierten Impulse pk zum jeweiligen Zeitpunkt:fq; pg = fq1 (t) :::: qf (t) ; p1 (t) :::: pf (t)g : (1.70)Er entspri
ht also der Angabe eines Punktes in einem 2 f -dimensionalen Raum mit den Koor-dinaten q1 ::: pf , dem sog. Phasenraum des Systems. Die Zeitentwi
klung eines sol
hen Mikro-zustandes besteht im "Wandern\ dieses Punktes dur
h den Phasenraum; sie ges
hieht gem�a�den Hamiltons
hen kanonis
hen Bewegungsglei
hungen�qk= � H
l: = � pk ; (1.71 a)�pk = � � H
l: = � qk ; (1.71 b)in denen H
l: = H
l: (p; q) die klassis
he Hamiltonfunktion bezei
hnet. Ebenso wie H
l: { das inder Regel die Bedeutung der Gesamtenergie hat { sind au
h die sonstigen Me�gr�o�en Ai reelleFunktionen auf dem Phasenraum,A
l: = A
l: (q1 ::: qf ; p1 ::: pf ; t) : (1.72)Ein unvollst�andig pr�aparierter Zustand { eine gemis
hte Gesamtheit - ist demgegen�uberdadur
h 
harakterisiert, da� f�ur jedes Volumenelement d2f� (q; p) des Phasenraumes ledigli
heine Wahrs
heinli
hkeit, insgesamt also eine Wahrs
heinli
hkeitsverteilung oder "Phasenraum-di
hte\ �
l: = �
l: (q1 ::: pf ; t) (1.73)2)Ein grobes Kriterium daf�ur ist, da� der Beitrag des betre�enden Freiheitsgrades zur Gesamtwirkungsfunk-tion des Systems R pi dqi, gro� gegen �h sein mu�. 13



angegeben werden kann derart, da� �
l: (q; p) d2f� (q; p) die Wahrs
heinli
hkeit daf�ur angibt,ein System der Gesamtheit zum Zeitpunkt t an diesem Ort zu �nden. Da jedes System mitSi
herheit irgendwo im Phasenraum anzutre�en ist, mu� die Gesamtwahrs
heinli
hkeit auf 1normiert sein: Z d2f� (q; p) � �
l: (q; p) = 1 f�ur alle t : (1.74)Den Mittelwert einer Me�gr�o�e (1.72) �uber das dur
h �
l: 
harakterisierte Ensemble wird mandann na
h der Vors
hrifthA
lit = Z d2f � (q; p) �
l: (q; p; t) A
l (q; p; t) (1.75)bere
hnen, die das klassis
he Gegenst�u
k zu (1.12) darstellt.Das Volumenelement d2f� im Phasenraum h�angt im Detail nat�urli
h von der Wahl der gene-ralisierten Koordinaten fqkg ab. Man w�urde aber jedenfalls erwarten, da� es f�ur den einfa
hstenFall eines Systems von N Massenpunkten mit 
artesis
hen Koordinaten und Impulsen, alsofq; pg �! f ~xi ; ~pi j i = 1 ::: N g ; 2f = 6N (1.76)si
h einfa
h als das Produkt der Volumenelemente d3 xi d3 pi f�ur alle N Teil
hen ergibt. Es isteine h�o
hst merkw�urdige Tatsa
he, die wir s
hon an dieser Stelle betonen, da� dies nur f�urunters
heidbare Teil
hen zutri�t:d2f� (q; p) �! (2 � �h)� 3 NYi=1 d3 xi d3 pi = NYi=1 "d3 xi d3 pi(2 � �h)3 # (1.77)(N unters
heidbare Teil
hen) .Die Wahl des Vorfaktors ist eine { dur
h das Resultat von Gl. (1.82) unten nahegelegte {Konvention, die das Volumenelement und damit au
h �
l: dimensionslos ma
ht. F�ur Systemeidentis
her Teil
hen { die in der Quantenme
hanik, wie wir dort betont haben, ununters
heidbarsind { ist (1.77) dagegen no
h dur
h einen Symmetriefaktor 1 =N ! zu korrigieren, der nur dur
hden Grenz�ubergang von der Quantenme
hanik her sauber zu begr�unden ist und insofern einbemerkenswertes "�Uberbleibsel\ der Quantenme
hanik auf klassis
her Ebene darstellt. Dazugehen wir von Gl. (1.12) aus und betra
hten zun�a
hst unters
heidbare, spinlose Teil
hen, f�urdie der Operator F = W F si
h im Prinzip stets als operatorwertige Funktion der Orts- undImpulsoperatoren ~Xi; ~Pj darstellen l�a�t. Wegen der Ni
htvertaus
hbarkeit dieser Operatoren(f�ur i = j) ist in jedem Term ihre Reihenfolge wohl zu bea
hten. Wir bezei
hnen mit R [F ℄ denOperator, der aus F entsteht, wenn man in jedem Term von F formal alle X-Faktoren re
htsvon allen P -Faktoren anordnet; er unters
heidet si
h von F selbst o�enbar dur
h Defektterme,die mindestens einen der Vertaus
hungsdefekte[P ki1 ; X li2 ℄ = �hi Æi1 i2 Æk l � 1l (1.78)14



(k; l = 1; 2; 3 oder x; y; z)und somit mindestens eine Potenz von �h enthalten. In der DarstellungTrF = Z NYi=1 d3 pi Z NYj=1 d3 xj hp j F j xihx j pimit den uneigentli
hen Orts- und Impulsvektorenjxi = j ~x1i 
 j ~x2i 
 � � � � � � 
 j ~xNi ; (1.79 a)jpi = j ~p1i 
 j ~p2i 
 � � � � � � 
 j ~pNi (1.79 b)k�onnen wir dann s
hreiben hp j F �f~Pg ; f ~Xg� j xi= hp jR [F ℄ �f~Pg ; f ~Xg� + 0 (�h) j xi= R [F ℄ (f~pg ; f~xg) � hp j xi + hp j 0 (�h) j xi= F
l: (f~pg ; f~xg) � hp j xi + hp j 0 (�h) j xi (1.80)denn in R [F ℄ k�onnen wir alle X-Faktoren na
h re
hts auf jxi, alle P -Faktoren dur
h �Uberw�al-zen na
h links auf jpi anwenden, und die entstehende 
-Zahl-Funktion der Eigenwerte f~pg ; f~xgist mit der klassis
hen Funktion F
l:, bei der ja die Reihenfolge der p und x glei
hg�ultig ist,identis
h. Wir haben alsoTrF = Z NYi=1 d3 xi d3 pi F
l: (f~pg ; f~xg) �� hp j xihx j pi + Tr [0 (�h)℄Im klassis
hen Grenzfall l�a�t man formal �h �! 0 gehen, da dort die Ni
htvertaus
hbarkeit(1.78) vers
hwindet, und mitjhx j pij2 = j(2 � �h)� 3N2 e i�h (~pi ~x1+ ::::+ ~pN � ~xN )j2 = (2 � �h)�3N (1.81)erhalten wir Tr (W F ) �! Z NYi=1 d3 xi d3 pi (2 � �h)�3N �� W
l: (f~pg; f~xg) � F
l: (f~pg ; f~xg) ; (1.82)also tats�a
hli
h Formel (1.75) mit dem Volumenelement (1.77), sofern wir�
l: = W
l: (1.83)identi�zieren. 15



Haben wir aber nun N identis
he Teil
hen vorliegen, dann ist zu bea
hten, da� die bisherbenutzten Zerlegungen Z NYi=1 d3 pi jpihpj = Z NYi=1 d3 xi jxihxj = 1l (1.84)die Identit�at im vollen, von den Zust�anden (1.79) aufgespannten Produkthilbertraum darstellenw�ahrend ein System identis
her Teil
hen nur den vollkommen symmetris
hen Teilraum HSbzw. den vollkommen antisymmetris
hen Teilraum HA als Hilbertraum besitzt. Die bisherigeRe
hnung w�urde hier also viel zu viele physikalis
h gar ni
ht vorhandene Beitr�age zur Spur(1.12) mitnehmen. Statt (1.84) d�urfen wir also im Obigen nur die Identit�aten in HS bzw. HA,d. h. die Projektoren S = 1N ! XP �SN PP (Bosonen) (1.85 a)A = 1N ! XP �SN (�)P PP (Fermionen) (1.85 b)eins
hieben. Das l�auft, wie man sofort �ubersieht, darauf hinaus, da� wir (1.81) dur
hhx j pihp j S bzw: A j xi= hx j pi 1N ! hp j 1l + XP 6=1 ( 1(�)P ) PP j xi == 1N ! njhx j pij2 + Termemitmindestens einemFaktor exp i�h (~pk � ~pl) � (~xk � ~xl) ; k 6= l� (1.86)ersetzen. Die Zusatzterme oszillieren jedo
h im Limes �h �! 0 beliebig s
hnell und liefern zum6N-dimensionalen Integral keinen Beitrag mehr. Wir erhalten also (1.82) bzw. (1.75) mit derangek�undigten Modi�kationd2f� (q; p) �! 1N ! NYi=1 "d3 xi d3 pi(2 � �h)3 # (1.87)(N identis
he Teil
hen) .Sie bedeutet praktis
h, da� man Mikrozust�ande, die si
h nur dur
h eine Permutation der Teil-
henindizes unters
heiden, nur einmal z�ahlen darf ( obwohl do
h, wie wir in der Quantenme
ha-nik betonten, klassis
h eine "Markierung\ und damit Unters
heidung au
h identis
her Teil
henprinzipiell m�ogli
h ist) und ist insofern tats�a
hli
h nur als ein im klassis
hen Limes "�uberle-bender\ E�ekt der Quantentheorie verst�andli
h. { Hat man im System zwei Sorten identis
her16



Teil
hen a und b mit Na + Nb = N , so lautet der Symmetriefaktor in (1.87) 1 = (Na!Nb!), usw.Eine andere im klassis
hen Grenzfall "�uberlebende\ quantenme
hanis
he Modi�kation ent-steht, wenn die N Teil
hen einen Spin vom "Betrag s\ { genauer: vom Betragsquadrat s (s + 1){ aufweisen. Die Spur in (1.12) enth�alt dann eine Summe �uber die 2s + 1 Unterzust�ande mitms = �s :::: + s f�ur jeden der N Spinfreiheitsgrade. Andererseits haben, wie s
hon gesagt, diein F (f~Pg; f ~Xg; f~Sg) auftretenden Spinoperatoren ~S keinen klassis
hen Limes; sie sind vonder Form �h� dimensionslose endli
he Matrix und vers
hwinden daher f�ur �h �! 0 ebenso wiedie "0 (�h)\ { Vertaus
hungsdefekte in (1.80). Die Spinsummen liefern daher f�ur jedes Teil
henledigli
h einen Entartungsfaktor 2s + 1:d2f� (q; p) �! (2s + 1)NN ! NYi=1 "d3 xi d3 pi(2 � �h)3 # (1.88)(N identis
he Teil
hen mit Spinbetrags-Quantenzahl s) .Die Zeitentwi
klung des klassis
hen Ensembles wird dur
h die zeitli
he Ver�anderung derPhasenraumdi
hte (1.73) bes
hrieben: der Mikrozustand { d. h. der Phasenraumpunkt (q; p) {jedes einzelnen Systems unserer Gesamtheit "wandert\ gem�a� den Hamiltons
hen Gln. (1.71),und damit ver�andert si
h au
h die Di
hteverteilung dieser Phasenraumpunkte, d. h. die Funk-tion �
l:.Da die Normierung (1.74) dabei erhalten bleibt, mu� f�ur �
l: und die dazugeh�orige"Wahrs
heinli
hkeits-Stromdi
hte\ �
l: � ~v 2f mit~v 2f = f �q1 ::: �qf ; �p1 ::: �pfg (1.89)eine 2f -dimensionale "Kontinuit�atsglei
hung\� �
l:� t + ~r 2f � ��
l: � ~v 2f� = 0 (1.90)mit ~r 2f = ( �� q1 ::: �� qf ; �� p1 ::: �� pf ) (1.91)gelten. Wir k�onnen sie umformen:~r 2f � ��
l: � ~v 2f� = Xk " �� qk ��
l: � �qk� + �� pk ��
l: � �pk�#= Xk "� �
l:� qk �qk + � �
l:� pk �pk# ++ �
l: � "Xk  �� qk �qk + �� pk �pk!# : (1.92)17



Nun ist aber der letzte Term auf Grund der kanonis
hen Bewegungsgln. (1.71) Null:Xk " �� qk �qk + �� pk �pk# = Xk " �� qk � H
l:� pk � �� pk � H
l:� qk # = 0 : (1.93)Diese Beziehung hat eine ans
hauli
he Bedeutung; sie besagt n�amli
h, da� das von einer gewis-sen Menge von Systempunkten erf�ullte Volumen im Phasenraum, wenn man es als mit diesenPunkten "mitwandernd\ verfolgt, immer glei
h gro� bleibt. Bei der in�nitesimalen Wanderungfqk ; pkg �! fq0k = qk + �qk dt ; p0k = pk+ �pk dtgder Systempunkte im Zeitintervall t ::: t + dt �andert si
h n�amli
h ein von ihnen erf�ulltes Vo-lumenelement gem�a� d2f� �! d2f�0 = J � d2f� (1.94)mit der Ja
obi-DeterminanteJ = ������ (q0 ; p0)� (q ; p) ����� = det 8<:1l2f + 0� (� �q = � q) (� �q = � p)(� �p = � q) (� �p = � p) 1A dt9=;= 1 + Tr 0� (� �q = � q) :::::: (� �p = � p) 1A dt= 1 + fXk=1 0�� �qk� qk + � �pk� pk 1A dt :Beziehung (1.93) besagt alsodJ = dt = 0 ) J = 1 ) d2f�0 = d2f� (1.95)("Konstanz des Phasenraumvolumens\ oder Liouvilles
hes Theorem). - Im ersten Term von(1.92) verwenden wir ebenfalls die Hamiltons
hen Gln.; mit der De�nition der Poisson-Klammerzweier Me�gr�o�en A;B; fA; Bg = fXk=;1 " � A� qk � � B� pk � � A� pk � � B� qk # ; (1.96)erhalten wir dann die Liouvilles
he Bewegungsglei
hung� �
l:� t = fH
l: ; �
l:g ; (1.97)der Phasenraumdi
hte, die den klassis
hen Grenzfall der von-Neumann-Gl. (1.23) darstellt. F�urni
ht explizit zeitabh�angige Hamiltonfunktion H
l: k�onnen wir sie wiederum formal integrieren,indem wir dur
h L
l: : A �! L
l:A = fH
l: ; Ag (1.98)18



einen klassis
hen Liouville-Operator de�nieren und in Analogie zu Gl. (1.33) s
hreiben�
l:(t) = e(t� t0)L
l: �
l:(t0) : (1.99)- Der Spezialfall des reinen Zustandes ist (wie im quantenme
hanis
hen Fall) in der En-semblebes
hreibung dur
h �
l: mit enthalten; man mu� dazu �
l: v�ollig s
harf an einem Punkt(q; p) des Phasenraumes konzentrieren, d. h. au
h Æ-distributionsartige Di
hten zulassen. F�urdas N -Teil
hen-System mit 
artesis
hem Phasenraum (1.76) etwa ist�
l: (q; p) = (2 � �h)3N NYi=1 Æ3 �~xi � ~x (0)i � � Æ3 �~pi � ~p (0)i � (1.100 a)ein gem�a� den Gln. (1.74 / 1.77) normierter reiner Zustand; f�ur identis
he Teil
hen mu� manihn im Hinbli
k auf (1.87) zu dem symmetrisierten Ausdru
k�
l: = XP �SN (2 � �h)3N ( NYi=1 Æ3 �~xi � ~x (0)P (i)� � Æ3 �~pi � ~p (0)P (i)�) (1.100 b)erweitern, um die ri
htige Normierung zu erhalten. Man bea
hte, da� der letzte Ausdru
k f�urBosonen und Fermionen glei
herma�en gilt; der Unters
hied zwis
hen beiden vers
hwindet imklassis
hen Grenzfall.{ Ebenso lassen si
h, wenn man den Phasenraum in die direkte Summe zweier Unterr�aumemit h1 bzw. h2 Dimensionen und h1 + h2 = 2f zerlegt und damit Untersysteme de�niert,reduzierte oder verk�urzte Phasenraumdi
hten f�ur Teilsysteme de�nieren, indem man analog zu(1.56) die Variablen des anderen Teilsystems wegmittelt, d. h. �uber sie integriert. Zur Illustrationdiene no
hmals der "
artesis
he\ N -Teil
hen-Fall (1.76), der Einfa
hheit halber mit identis
henTeil
hen: dur
h Integration �uber alle Variablen au�er dem Paar (~x1 ; ~p1) erh�alt man hier diereduzierte Einteil
hen-Phasenraumdi
hte oder "Einteil
hen-Verteilungsfunktion\f1 (~x; ~p; t) = 1(N � 1)! Z NYi=2 "d3 xi d3 pi(2 � �h)3 #� �
l: (~x; ~x2 :::: ~xN ; ~p; ~p2 :::: ~pN ; t) (1.101)(bea
hte Gl. 1.87!) und dur
h Mittelung �uber N { 2 Variablenpaare die "Zweiteil
hen-Vertei-lungsfunktion\f2 �~x; ~x 0 ; ~p; ~p 0; t� = 1(N � 2)! Z NYi=3 "d3 xi d3 pi(2 � �h)3 #� �
l: (~x; ~x 0; ~x3 :::: ~xN ; ~p; ~p 0; ~p3 :::: ~pN ; t) ; (1.102)usw. Diese reduzierten Di
hten sind deshalb von besonderem Interesse, weil viele Me�gr�o�ensi
h additiv zusammensetzen aus Beitr�agen, die von den Koordinaten oder Impulsen nur je ei-nes Teil
hens bzw. zweier Teil
hen abh�angen. Z. B. ist die Hamiltonfunktion f�ur ein System N19



identis
her Teil
hen mit Masse m, Ladung q und Zweik�orperwe
hselwirkungen V2 in einem ge-meinsamen Einteil
henpotential V1 und elektromagnetis
hem Vektorpotential ~A gegeben dur
hH
l: = NXi=1 � 12m h~pi � q ~A (~xi; t)i2 + V1 (~xi; t)�+ NXi=1 NXj=1 12 (1 � Æi j)V2 (j~xi � ~xjj) : (1.103)Der Energiemittelwert, also die in der Thermodynamik als innere Energie U bezei
hnete Gr�o�e,enth�alt dann { da �
l: f�ur identis
he Teil
hen symmetris
h unter allen Teil
henpermutationenist, vgl. etwa (1.100 b)! { N glei
he Einteil
henbeitr�age von der 1. und N (N � 1) glei
heZweiteil
henbeitr�age von der 2. Zeile von (1.103); ber�u
ksi
htigt man no
h den Symmetriefaktor1N ! von (1.87), so ers
heinen demna
h gerade die Ein- und Zweiteil
hen-Verteilungsfunktionen:U (t) = hH
l:it = Z d6N� (~x ; ~p) �
l: (~x; ~p; t) H
l: (~x; ~p; t)= Z d3 x d3 p(2 � �h)3 f1 (~x; ~p; t)8<: [~p � q ~A (~x; t)℄22m + V1 (~x; t)9=;+ 12 Z Z d3 x d3 x0 d3 p d3 p0(2 � �h)6 f2 (~x; ~x 0 ; ~p; ~p 0; t) V2 (j~x � ~x 0 j) : (1.104)Au
h f�ur die reduzierten Di
hten fn (n = 1; 2; ::: ) kann man, ausgehend von (1.97), Be-wegungsglei
hungen aufstellen, die jedo
h au�er im Spezialfall ni
htwe
hselwirkender Teil
hen(V2 = 0 in 1.103) keine ges
hlossenen Glei
hungen f�ur die einzelnen fn darstellen, analog zurquantenme
hanis
hen Gl. (1.66) f�ur L(12) 6= 0. Als geeigneter heuristis
her Ausgangspunkt f�urN�aherungsverfahren sind sie denno
h f�ur die Transporttheorie und Ni
htglei
hgewi
hts-Statistik{ auf die wir in dieser Vorlesung aus Zeitgr�unden ni
ht eingehen k�onnen { von erhebli
her Be-deutung.F�ur ni
htwe
hselwirkende Teil
hen wird das Resultat sehr einfa
h; da das Problem hier in Nentkoppelte Einteil
henprobleme zerf�allt, ist es plausibel, da� man einfa
h die (N = 1)-Versionvon Gl. (1.97) mit f1 statt �
l: erh�alt. F�ur ~A � 0 hat man� f1� t = �~rxH
l � ~rp f1� � �~rpH
l � ~rx f1�= � h~v � ~rx + ~F (~x; t) � ~rpi f1 (~x; ~p; t) : (1.105)Diese Dgl. garantiert die Erhaltung der NormierungZ d3 x d3 p(2 � �h)3 f1 (~x; ~p; t) = N f�ur alle t ; (1.106)sofern f1 in allen Variablen asymptotis
h hinrei
hend abf�allt.20



2. Statistis
he De�nition der Entropie
2.1 Entropie als Ma� f�ur Informationsmangel. Bevor wir die erste Hauptaufgabe derStatistis
hen Me
hanik { die Angabe des Ensemblezustandes W bzw. �
l: na
h dem eingangserw�ahnten Grundsatz geringster Voreingenommenheit { in Angri� nehmen k�onnen, ben�otigenwir ein quantitatives Kriterium oder Ma� f�ur den Verglei
h vers
hiedener, dieselben makrosko-pis
hen Bedingungen erf�ullender Zustandsangaben hinsi
htli
h ihres Informationsgehalts. Erstdann k�onnen wir ents
heiden, ob eine Zustandsangabe W oder �
l: uns etwa mehr Informationvorspiegelt, als wir auf Grund unserer wenigen makroskopis
hen Me�werte tats�a
hli
h besitzen.Es ist klar, da� beim vollst�andig pr�aparierten Zustand (Gl. 1.20 oder 1.100) unsere Kenntnisdes Systems die gr�o�te �uberhaupt m�ogli
he ist. Ein quantitatives Informationsma� wird also sobes
ha�en sein m�ussen, da� es diesem Fall das Informationsde�zit Null zuordnet.In weniger subjektiver Spra
he k�onnen wir den reinen Zustand, bei dem alle Systeme derGesamtheit si
h in demselben Mikrozustand be�nden, als den Zustand gr�o�tm�ogli
her Ordnung
harakterisieren, demgegen�uber die gemis
hten Zust�ande mehr oder minder ungeordnet sind. Indieser Au�assung su
hen wir dann ein quantitatives Ma� f�ur die Unordnung in einem Ensemble.In der Spra
he der Wahrs
heinli
hkeitstheorie ist das AuÆnden eines Mikrozustandes �� beieiner geda
hten vollst�andigen Messung des dur
h (1.7) bes
hriebenen Systems ein "Ereignis\mit der Wahrs
heinli
hkeit p�. (Der Satz fp�g mit den Eigens
haften (1.5) stellt eine "Wahr-s
heinli
hkeitsverteilung\ �uber dem in diesem Falle diskreten "Ereignisraum\ der ��, d. h. derMenge der eindimensionalen Teilr�aume des Hilbertraumes mit den Projektoren �� dar). Inder Informationstheorie wird jedem sol
hen Ereignis { bzw. der "Bots
haft\ (message), da�der Mikrozustand �� vorliegt { ein gewisser "Informationswert\ oder Informationsgehalt I�zugeordnet. Wir betra
hten zun�a
hst einen endli
hen Ereignisraum von Ereignissen 1, 2 ... Mmit Wahrs
heinli
hkeitsverteilung fpm jm = 1 :::Mg und0 � pm � 1 8 pm ; MXm=1 pm = 1 : (2.1)Der Informationswert Im der Na
hri
ht "Ereignis m ist eingetreten\ h�angt nur von der Wahr-s
heinli
hkeit pm dieses Ereignisses ab 3)Im = I (pm) : (2.2)Ist n�amli
h pm = 1, d. h. war das Ereignis ohnehin gewi�, dann hat die Aussage, es seieingetreten, keinen Informationswert; sie ist trivial. AlsoI (pm = 1) = 0 : (2.3)3)Er ist also weder von den Wahrs
heinli
hkeiten der �ubrigen Ereignisse abh�angig no
h { in der Spra
he derInformationstheorie { von der Codierung, in der die Na
hri
ht �ubermittelt wird.21



F�ur geringere Wahrs
heinli
hkeiten mu� ein vern�unftiges Informationsma� stetig und zuneh-mend { von 0 na
h 1 hin also abnehmend { verlaufen; ein Ereignis mit sehr kleiner Wahrs
hein-li
hkeit hat, weil es so unerwartet war, einen sehr hohen Informationswert. AlsoI (p) = stetige undmonoton fallendeFunktion auf 0 � p � 1 : (2.4)S
hlie�li
h { und diese Eigens
haft ist die ents
heidende f�ur die genaue Festlegung der ma-thematis
hen Form des Informationsma�es { mu� der Informationsgewinn beim glei
hzeiti-gen Vorliegen zweier voneinander unabh�angiger Ereignisse si
h additiv verhalten. Das hei�tgenauer: haben wir zwei getrennte Ereignismengen f1 :::Mg und f1 ::: Ng mit Wahrs
heinli
h-keitsverteilungen fpmg und fqng und Informationswerten fI (pm)g; fI (qn)g, so k�onnen wir denInformationswert des "zusammengesetzten Ereignisses\ (m; n) betra
hten. Die beiden Ereignis-mengen sind statistis
h unabh�angig, wenn die Wahrs
heinli
hkeiten P(m; n) der Gesamtereignissefaktorisieren: P(m;n) = pm � qn : (2.5)Es ist f�ur sol
he unabh�angigen Ereignisse o�enbar vern�unftig, zu postulieren, da� die von ihnenvermittelten Informationswerte si
h einfa
h addieren:I (pm � qn) = I (pm) + I (qn) : (2.6)Diese Funktionalglei
hung hat nun unter den Zusatzbedingungen (2.4) und (2.3) die bis auf dieWahl der positiv-reellen Konstanten C eindeutige L�osungI (p) = �C � ln p (C > 0) : (2.7)Man veri�ziert sofort, da� diese alle oben aufgestellten Bedingungen erf�ullt.Von Im, dem Informationsgehalt der Einzelereignisse ausgehend, wollen wir ein Ma� f�urunser Informationsde�zit �uber die gesamte Ereignismenge aufstellen, wenn die Wahrs
heinli
h-keitsverteilung fpmg gegeben ist. Wir �uberlegten bereits, da� dieses Ma� Null werden mu�,wenn der Fall pi = 1 ; alle pm = 0 f�ur m 6= i (2.8)vorliegt. (Das Informationsde�zit f�ur die Gesamtheit wird also am kleinsten, wenn der Informa-tionsgewinn f�ur eines seiner Einzelereignisse seinen kleinsten Wert (2.3) annimmt). Andererseitssollte es plausiblerweise seinen Maximalwert annehmen, wenn alle M Ereignisse glei
h wahr-s
heinli
h werden, d. h. wenn pm = 1M (m = 1 :::M) (2.9)wird, da wir dann o�enbar �uber das System am wenigsten wissen. Diese Forderungen werdenerf�ullt, wenn man alsMa� S (p1; p2 ::: pM) des Informationsmangels f�ur die Wahrs
heinli
hkeits-verteilung fp1 ::: pMg den mit den pm selbst gewi
hteten Mittelwert der Informationsgr�o�en Im22



f�ur die Einzelereignisse de�niert:S (p1; p2 ::: pM) = MXm=1 pm I (pm) (2.10 a)= �C MXm=1 pm � ln pm (2.10 b)Diese zuerst von Shannon (1949) in die Informationstheorie eingef�uhrte Gr�o�e hei�t die stati-stis
he oder Informationsentropie der Verteilung fp1 ::: pmg. Sie vers
hwindet in der Tat f�ur den"reinen\ Fall (die "vollkommene Ordnung\) von Gl. (2.8): zwar divergieren dort na
h (2.7) dieIm f�ur m 6= i, aber diese "extrem informativen\ Ereignisse werden zuglei
h extrem unwahr-s
heinli
h und in der Grenze pm �! 0 streng unm�ogli
h, und wegenlimp�! 0 (� p ln p) = 0 (2.11)erhalten wir S (0; 0; ::: pi = 1; 0 ::: 0) = �C (1 � ln 1) = 0 : (2.12)Andererseits nimmt S tats�a
hli
h im Falle (2.9) lauter glei
h wahrs
heinli
her Ereignisse seinenMaximalwert an, n�amli
hSmax = �M = S � 1M ; 1M ; ::: 1M � = C � ln M : (2.13)Da die pm keine v�ollig unabh�angigen Variablen sind, sondern der Normierungsbedingung vonGl. (2.1) unterliegen, m�ussen wir, um dies zu beweisen, ein Maximumproblem mit Nebenbe-dingung l�osen. Dies l�a�t si
h bekanntli
h dur
h die Methode der Lagranges
hen Multiplikatorenbewerkstelligen: man maximiert ni
ht S, sondern S � � � F , wo F der in der Nebenbedingungauftretende Ausdru
k in den pm und � eine zun�a
hst unbekannte Zahl ist, und behandelt dabeidie pm als uneinges
hr�ankt; ans
hlie�end wird der Lagrange-Multiplikator � so bestimmt, da�die Nebenbedingung erf�ullt ist. In unserem Falle ist also� = � pm (S (p1; p2 ::: pm) � � � MXn=1 pn) = 0 (m = 1 :::M) (2.14)zu l�osen, was auf ln pm = �  1 + �C! 8 m ;d. h. in der Tat den Fall lauter glei
her Wahrs
heinli
hkeiten f�uhrt; diese m�ussen dann wegender Normierungsbedingung die Werte (2.9) haben. Da die Matrix��2 S = � pm � pn�alle pi= 1M = �CM Æmn (2.15)23



f�ur diese Werte o�ensi
htli
h negativ de�nit ist, ist der gefundene Stationarit�atspunkt dasMaximum von S. { Gl. (2.13) zeigt zuglei
h, da� die De�nition von S eine weitere intuitivnotwendige Eigens
haft beinhaltet, n�amli
h�M = S � 1M ; 1M ; ::: 1M � = monotonwa
hsende Funktion vonM : (2.16)In der Tat mu� f�ur lauter glei
h wahrs
heinli
he Ereignisse das Informationsde�zit zunehmen,wenn deren Anzahl anw�a
hst. (Da� die Zunahme von �M gerade logarithmis
h erfolgt, ist einspezi�s
h informationstheoretis
her Zug und hat damit zu tun, da� die Anzahl der m�ogli
henund glei
h wahrs
heinli
hen "Bots
haften\ exponentiell mit der Zahl � der Zei
hen in der Bot-s
haft ansteigt, w�ahrend die dur
h das Lesen der Bots
haft vermittelte Information ledigli
hzu � proportional ist).Die Informationsentropie (2.10) ist na
h De�nition eine in allen Variablen pm stetige undsymmetris
he Funktion. Sie besitzt au�erdem die folgende sehr wi
htige, als Additivit�at bezei
h-nete Eigens
haft: fa�t man die Ereignismengen f1 ::: kg und fk + 1 :::Mg (1 � k � M) je alsein einziges Ereignis A bzw. B mit den Wahrs
heinli
hkeitenqA = p1 + p2 + ::: + pk ; qB = pk+1 + ::: + pM = 1 � qA (2.17)auf, so gilt wegenMXm=1 pm ln pm = qA � kXm=1  pmqA ! "ln qA + ln  pmqA !#+ qB � MXm=k+1  pmqB ! � "ln qB + ln  pmqB !#= (qA ln qA + qB ln qB) + qA kXm=1  pmqA ! � ln  pmqa !+ qB MXm= k+1  pmqB ! � ln  pmqB !die Funktionalglei
hung S ( p1; p2 ::: pk| {z }00A00 ; pk+1 ::: pM| {z }00B00 ) = S (qA; qB) ++ qA � S  p1qA ; ::: pkqA! + qB � S  pk+1qB ; ::: pMqB ! : (2.18)Sie besagt, da� man si
h das gesamte Informationsde�zit �uber die Ereignismenge in zwei S
hrit-ten entstanden denken kann: zun�a
hst besteht na
h Ma�gabe des Wahrs
heinli
hkeitspaares24



(qA; qB) Ungewi�heit dar�uber, ob ein Ereignis aus Gruppe A oder Gruppe B eintreten wird(erster Term von 2.18). Hinzu kommt nun eine weitere Unsi
herheit: wenn man annimmt,da� ein Ereignis aus A eintreten wird, ist na
h Ma�gabe der relativen Wahrs
heinli
hkeiten(p1 = qA) ::: (pk = qA) { wegen des "wenn\ sind dies im Sinne der Wahrs
heinli
hkeitstheorie sog.bedingte Wahrs
heinli
hkeiten { no
h ungewi�, wel
hes der k Ereignisse von A eintreten wird.Diese Unsi
herheit ist freili
h, da die Gesamtwahrs
heinli
hkeit f�ur A nur qA und ni
ht 1 ist,mit dem Faktor qA gewi
htet. So entsteht der zweite und analog der dritte Term von (2.18). {F�ur den Fall glei
her Einzelwahrs
heinli
hkeiten (2.9) entsteht aus (2.18)�M = S  kM ; M � kM ! + kM �k + M � kM �M � kund daraus insbesondere f�ur den Fall der Aufteilung in zwei glei
h gro�e Ereignisgruppen (M =2 k) �2 k = �2 + �k : (2.19)Man verallgemeinert (2.18) lei
ht auf den Fall der Einteilung in L > 2 statt 2 Ereignisgruppen;insbesondere gilt f�ur L glei
h gro�e Gruppen (M = L � K) in Verallgemeinerung von (2.19)die Beziehung �M =L �K = �L + �K : (2.20)Die obige Interpretation ma
ht klar, da� die Additivit�atseigens
haft (2.18) eine wesentli
heEigens
haft jedes vern�unftigen Ma�es f�ur Informationsmangel bzw. Unordnung sein mu�. Tat-s�a
hli
h l�a�t si
h, wie Shannon zeigte, aus dieser Eigens
haft zusammen mit der Forderung desAnwa
hsens von �M , Gl. (2.16), und der Stetigkeit in allen Variablen die Gestalt (2.10) von Seindeutig ers
hlie�en.Um die De�nition von S in einfa
hster Weise auf den Fall einer kontinuierli
hen Wahrs
hein-li
hkeitsverteilung p (x) { mit einem Intervall xa � x � xb der reellen A
hse als Ereignismenge{ zu �ubertragen, wird man das Intervall in hinrei
hend kleine, glei
h gro�e Teilintervalle derL�ange � x mit �aquidistanten Mittelpunkten xm aufteilen; die Wahrs
heinli
hkeit daf�ur, da� einEreignis in das Intervall � x um xm herum f�allt, ist dann p (xm) � � x. Die Informationsentropie(2.10) wird dann S [p (x)℄ = �C Xm (p (xm) � � x) � ln (p (xm) � � x)= �C Xm � x p (xm) ln p (xm) � C � ln � x (2.21)(wegen Pm p (xm)� x = 1). Im Limes beliebig feiner Unterteilung, � x �! 0, divergiert derletzte Term, was einleu
htend ist, weil bei �uberabz�ahlbar vielen M�ogli
hkeiten f�ur das Einzel-ereignis unser Informationsde�zit "ho�nungslos\ wird. Man kann deshalb nur eine "relativeEntropie\ f�ur den Verglei
h vers
hiedener Verteilungen p (x) angeben, wobei der divergente25



konstante Term herausf�allt; sie ist gegeben dur
hSrel: [p (x)℄ = �C � xbZxa d x p (x) ln p (x) (2.22)bis auf eine additive Konstante.2.2 Eigens
haften der statistis
hen Entropie. F�ur die Statistis
he Me
hanik ist, wiebetont, der Statistis
he Operator (1.7) mit seinen Wahrs
heinli
hkeiten fp�g das Objekt, des-sen "Informationsmangel\ oder "Unordnung\ beurteilt werden soll. Die Wahl der Konstanten Cwird dabei dur
h den Gesi
htspunkt diktiert, den Ans
hlu� an den Entropiebegri� der ph�ano-menologis
hen Thermodynamik (Kap. 6) zu gew�ahrleisten. Wir nehmen vorweg, da� dies beiWahl der Boltzmanns
hen KonstantenC �! kB = 1:380 � 10�23 J � K�1 (2.23 a)= 8:614 � 10�5 e V � K�1 (2.23 b)der Fall ist. Die physikalis
he statistis
he Entropie erh�alt damit die Dimension Energie / Tem-peratur und ist na
h (2.10) de�niert dur
hS = � kB X� p� ln p� (2.24 a)oder in darstellungsunabh�angiger Form dur
hS [W ℄ = � kB Tr (W � ln W ) : (2.24 b)Zum Beweis der letzteren Gl. brau
ht man ledigli
h die Spur in der Basis fj�ig der Eigen-zust�ande von W auszuwerten. Die statistis
he Entropie ist ein { ni
htlineares, aber eindeutiges{ positiv-reelles Funktional auf dem Raum der m�ogli
hen statistis
hen Operatoren des Systems.Sie ist also { wie au
h z. B. die Erwartungswerte (1.12) bzw. (1.43) von Observablen { dur
hden Systemzustand im jeweiligen Zeitpunkt t bereits eindeutig festgelegt (eine "Zustandsgr�o�e\in der Spra
he der Thermodynamik), im Gegensatz etwa zur W�armezufuhr (1.69) an ein Sub-system, die von der gesamten "Vorges
hi
hte\ fW (t0) j t0 = t0 ::: tg des Systems abh�angt unddaher ni
ht einem Zustand, sondern einem Proze� zugeordnet werden mu�, von dessen "Pro-ze�f�uhrung\, d. h. detailliertem Zeitverlauf, ihr Wert bestimmt wird.Wir z�ahlen nun wesentli
he Eigens
haften der dur
h (2.24) de�nierten physikalis
hen stati-stis
hen Entropie auf:(a) Zustand minimaler Entropie. Da si
h die Gl. (2.12) sofort auf eine abz�ahlbar-unendli
he26



Ereignismenge { hier die der eindimensionalen Eigenr�aume von W { �ubertragen l�a�t, gilt o�en-bar: S [W ℄ hat denMinimalwert S = 0 und nimmtdiesen genau dann an; wenn W ein reinerZustand j	ih	j ist: (2.25)In diesem Falle weist unser Zustand bzw. Ensemble die h�o
hstm�ogli
he Ordnung auf. Anderer-seits wird man einer Gesamtheit mit S = kB � 1 "gro�e Unordnung\ attestieren.(b) Zustand maximaler Entropie bei dim H < 1. Das Resultat (2.13) andererseits isto�enbar auf physikalis
he Systeme nur �ubertragbar, wenn der Hilbertraum H des Systems vonendli
her Dimension D ist oder { was h�au�g in guter N�aherung zutri�t, z. B. bei Systemen mitna
h oben bes
hr�ankter Gesamtenergie { wenn die Mikrozust�ande auf einen D-dimensionalenUnterraum UD von H bes
hr�ankt sind. Dann hat na
h (2.13) die statistis
he Entropie denMaximalwert Smax = kB � ln D ; (2.26 a)und zwar genau f�ur den Zustand mitp1 = p2 = ::::: = pD = 1D ; d: h:W = 1D DX�=1 j�ih�j = 1D � 1lUD ; (2.26 b)wobei 1lU den Projektor auf (d. h. die Identit�at in) U bezei
hnet. In diesem Zustand ist unserInformationsmangel �uber das Einzelsystem am gr�o�ten, denn wir �nden es mit glei
her Wahr-s
heinli
hkeit in allen ihm �uberhaupt zug�angli
hen Mikrozust�anden; in objektiverer Spra
hehat das Ensemble den Zustand gr�o�tm�ogli
her Unordnung. {F�ur die Diskussion weiterer Eigens
haften von S n�utzli
h ist(
) Ein Hilfssatz: F�ur zwei beliebige statistis
he Operatoren W und W 0 (TrW = TrW 0 =1) auf demselben Hilbertraum H gilt stetsS [W ℄ � � kB Tr �W � ln W 0� (2.27 a)und dieGlei
hheit gilt nur f�ur W 0 = W : (2.27 b)Zum Beweis s
hreibt man W und W 0 in ihren Eigenbasen fj�ig bzw. fj�ig und erh�alt(�TrW ln W ) � ��TrW ln W 0�27



= �X� p� 8<:ln p� � X� h� j �i ln p0� h� j�i9=;= X�; � jh� j �ij2 p� ln  p0�p�!= X�; � jh� j �ij2 p� "ln p0�p� �  p0�p� � 1!# ++ X�; � h� j �i �p0� � p�� h� j�i (2.28)Der letzte Term wird kraft der Vollst�andigkeitsrelationen f�ur die beiden Basen zuX� p0� � X� p� = Tr W 0 � Tr W = 1 � 1 = 0 ;w�ahrend wir im 1. Term von (2.28) die Unglei
hungln x � x � 1(und = nur f�ur x = 1) (2.29)anwenden k�onnen: da die Faktoren jh� j �ij2 p� ni
ht negativ sind, erhalten wir na
h Multi-plikation mit kB S [W ℄ � �� kB Tr W ln W 0� � 0 ;wie behauptet. { Da in der 1. Zeile von (2.28) jeder Summand einzeln negativ { semide�nitist, kann die Summe ihren Maximalwert 0 nur dann annehmen, wenn f�ur jedes Paar (�; �)entweder h� j�i � p� = 0 oder p0� = p� = 1 ist. Dann ist aberX�; � j �i "h� j�i p� �  p0�p� � 1!# h� j = 0oder { wieder wegen der Vollst�andigkeitsrelationen { W 0 = W . Mit diesem Hilfssatz beweistman z. B. die wi
htige(d) Subadditivit�at der Entropie: besteht, wie in Abs
hnitt 1.3 diskutiert, das dur
h W be-s
hriebene System aus zwei Teilsystemen 1 und 2 mit dem Tensorprodukt (1.50) als Gesamt-hilbertraum und den reduzierten statistis
hen OperatorenW (1) = Tr2 W ; W (2) = Tr1 W ; (2.30)dann gilt die Unglei
hung der Subadditivit�at,S [W ℄ � S [W (1)℄ + S [W (2)℄ : (2.31)28



Die Glei
hheit gilt genau dann, wenn W gem�a�W = W (1) 
 W (2) (2.32)faktorisiert; die Teilsysteme hei�en dann (statistis
h) unabh�angig voneinander. Im allgemeinenFall der Gl. (1.63), wo in (2.31) das <-Zei
hen gilt, sagt man, da� (statistis
he) Korrelationenzwis
hen 1 und 2 bestehen.Zum Beweis benutzen wir den statistis
hen Operator des "unkorrelierten\ Spezialfalles(2.32), W 0 = W (1) 
 W (2) (2.33 a)mit ln W 0 = (ln W (1)) 
 1l(2) + 1l(1) 
 (ln W (2)) (2.33 b)als "Verglei
hszustand\ im Hilfssatz (2.27). Aus (2.33 b) folgt in beliebiger Produktbasis (1.51)Tr (W ln W 0) = Tr hW � �ln W (1) 
 1l(2)�i+ Tr hW � �1l(1) 
 ln W (2)�i= Tr1 h(Tr2 W ) � ln W (1)i + Tr2 h(Tr1 W ) � ln W (2)i= Tr1 �W (1) � ln W (1)� + Tr2 �W (2) � ln W (2)�= S [W (1)℄ + S [W (2)℄ ; (2.34)und Anwendung von (2.27) ergibt die Behauptung. Subadditivit�at dr�u
kt die merkw�urdige Tat-sa
he aus, da� als Folge statistis
her Korrelationen zwis
hen Subsystemen (die letztli
h demSuperpositionsprinzip der Quantentheorie entspringen) das Gesamtsystem in der Regel "geord-neter ist als die Summe seiner Teile\, oder umgekehrt, da� Unterdr�u
kung von Korrelationenzwis
hen Subsystemen die Unordnung und damit Entropie des Gesamtsystems erh�oht. Nurf�ur statistis
h unkorrelierte Subsysteme ist die Entropie einfa
h additiv. { Ein Beispiel habenwir bereits kennengelernt: f�ur die beiden Einzelspins im S = 0 -Kopplungszustand haben diereduzierten Einzelzust�ande die Form (1.60) und geben die Teilentropien (i = 1 oder 2)S [W (i)℄ = � kB � 2 � �12 ln 12� = kB � ln 2 ; (2.35)w�ahrend der Gesamtzustand (1.59) ein reiner Zustand ist und somit na
h (2.25) S = 0 hat.(e) Konvexit�atseigens
haft: Verglei
ht man andererseits vers
hiedene Zust�ande W1 und W229



desselben Systems oder Ensembles (die nun tiefgestellten Indizes beziehen si
h also ni
ht mehrauf Untersysteme) mit dem Zustand�1 W1 + �2 W2 (0 � �1; 2 � 1 ; �1 + �2 = 1) (2.36)der die { gedankli
he oder au
h experimentell realisierte { "Mis
hung\ der beiden Zust�ande imVerh�altnis �1 : �2 zu einem neuen Zustand desselben Systems bes
hreibt, so �ndet man dieUnglei
hung S [� � W1 + (1 � �)W2℄ � �S [W1℄ + (1 � �) � S [W2℄ ; (2.37 a)(� reell ; 0 � � � 1) ;und = nur f�ur W1 = W2 : (2.37 b)In mathematis
her Terminologie ist S ein "konvexes Funktional \ des Zustandes W wegen dergeometris
hen Analogie zu einer konvexen Kurve f (x) im Berei
h x = � x1 + (1 � �) x2 (0 �� � 1), bei der jeder Punkt der Kurve oberhalb der Verbindungsgeraden der Kurvenpunkteam Intervallende liegt.

x1 x2

x

y

y=f(x)

y=λ f(x1) + (1-λ)f(x2)

Figur 2.1: Konvexe FunktionZum Beweis wendet man auf beide Terme re
hter Hand in (2.37 a) den Hilfssatz (2.27) an,wobei man W 0 = � � W1 + (1 � �) � W2 (2.38)als "Verglei
hszustand\ verwendet:� � S [W1℄ + (1 � �) � S [W2℄30



� � kB n� � Tr (W1 � ln W 0) + (1 � �) � Tr (W2 ln W 0)o= � kB � Tr 8><>:(�W1 + (1 � �)W2)| {z }W 0 � ln W 09>=>; = S [W 0℄ :Glei
hheit gilt nur f�ur W1 = W 0 und W2 = W 0, also W1 = W2.Diese sehr wi
htige Eigens
haft besagt physikalis
h, da�Mis
hung zweier Zust�ande (Ensem-bles) desselben Systems den Informationsmangel �uber den Mikrozustand bzw. die Unordnungdes Ensembles in der Regel vergr�o�ert. Sie l�a�t si
h nat�urli
h sofort auf allgemeinere Mis
hun-gen vom Typ W 0 = Xi �iWi ; Xi �i = 1 (2.39)�ubertragen. Ein Beispiel ist uns bereits gel�au�g: der statistis
he Operator in Spektraldarstel-lung, Gl. (1.7), stellt selbst eine "Mis
hung\ reiner Zust�ande j�ih�j dar und hat { au�er imFalle (1.15) { S > 0, w�ahrend die Summe der Entropien der reinen Zust�ande vers
hwindet.Ein praktis
h besonders wi
htiger Fall ist die Vermis
hung zweier vollst�andig in (+ z)- bzw.(� z)-Ri
htung polarisierter Strahlen von Spin-12 -Teil
hen mit den Zust�andenW1 = j+ih+j ; W2 = j�ih�jzu dem vollst�andig unpolarisierten Strahl von Gl. (1.60); hier ist � = 1 � � = 12 .(f) Zeitli
he Entwi
klung. Als Operatorspur ist S [W ℄ de�nitionsgem�a� invariant gegen�Ahnli
hkeits- und insbesondere also gegen unit�are Transformationen des Zustandes W :S [U W U y℄ = S [W ℄ (U unit�ar) : (2.40)Nun ist aber die (ni
ht dur
h Me�akte unterbro
hene) Zeitentwi
klung des Zustandes na
hGl. (1.24/25) gerade dur
h eine unit�are Transformation von W (t0) mit dem Evolutionsopera-tor U (t; t0) gegeben. Daraus folgt sofort, da� bei "normaler\ Zeitentwi
klung die statistis
heEntropie si
h ni
ht �andern kann:S [W (t)℄ = S [W (t0)℄ 8 t � t0 : (2.41)Aus diesem so einfa
hen Resultat erw�a
hst aber sofort eine fundamentale S
hwierigkeit: aus derErfahrung wissen wir, da� z. B. f�ur ein isoliertes System, dessen Hamiltonoperator keinerleiKopplung an andere Systeme enth�alt, die Entropie im Laufe der Zeit in der Regel monotonanw�a
hst und erst dann konstant bleibt, wenn ein "Glei
hgewi
htszustand\ errei
ht ist; der 2.Hauptsatz der ph�anomenologis
hen Thermodynamik formalisiert gerade diese Erfahrung. Daskann ni
ht daran liegen, da� unser S von Gl. (2.24) das "fals
he\ Unordnungsma� ist, denn an31



allen konkreten Modellsystemen best�atigt si
h, da� es mit der empiris
h-thermodynamis
henEntropie (Kap. 6) �ubereinstimmt.(g) Die Au
�osung dieses Widerspru
hs kann na
h heutiger Au�assung nur darin gesu
htwerden, da� unsere Bes
hreibung der Zeitentwi
klung dur
h die Gl. (1.24/27/29/30) trotz deshohen Grades von Informationsmangel bzw. Unordnung, den unser Begri� des statistis
henOperators von der De�nition her zul�a�t, immer no
h ein �uberidealisiertes, unrealistis
h hohesMa� von Kenntnis �uber das System stills
hweigend unterstellt. Von den beiden Ingredienziender Gl. (1.24) ist n�amli
h in realen Situationen{ (g1) der Hamiltonoperator H und damit der Zeitentwi
klungsoperator U ni
ht v�ollig exaktbekannt; z. B lassen si
h kleine Restwe
hselwirkungen mit umgebenden Systemen und Unge-nauigkeiten in der Messung �au�erer Felder, die an das System koppeln, nie v�ollig eliminieren."E�ektiv\ ist deshalb eine ganze S
har von Hamiltonoperatoren H� und damit Evolutionsge-setzen U� mit einer Wahrs
heinli
hkeitsverteilung � (�) vorgegeben, denen etwas vers
hiedeneZeitentwi
klungen W� (t) = U� W (t0)U y� (2.42)entspre
hen, und unsere tats�a
hli
he Kenntnis des Ensembles zur Zeit t w�are dur
h ein W (t)zu bes
hreiben, das dur
h no
hmalige statistis
he Mittelung dieser W� (t) mit den � (�) alsGewi
hten entsteht ("zuf�allige\ Zeitentwi
klung). { Vor allem aber ist{ (g2) der AnfangszustandW (t0) selbst im Sinne eines statistis
hen Operators niemals exaktbekannt, wiederum wegen der Fehler der Messungen, aus denen er ers
hlossen werden mu�, soda� e�ektiv wiederum eine S
har W� (t0) von Anfangsdaten mit Wahrs
heinli
hkeitsverteilung� (�) betra
htet und �uber die daraus resultierenden W� (t) statistis
h gemittelt werden mu�(z. B. ist � (�) = 
onst. innerhalb der Fehlerbreite der pr�aparierenden Messung, � (�) = 0au�erhalb). Dieses s
heinbar rein me�te
hnis
he Ungenauigkeitsproblem hat nun { in der klas-sis
hen wie in der Quantenme
hanik { deshalb enorme und ins Grunds�atzli
he rei
hende Aus-wirkungen, weil die meisten realistis
hen Systeme ho
hgradig instabil gegen kleine Variationender Anfangsbedingungen sind: bei einer kleinen �AnderungW (t0) �! W (t0) + Æ W� (t0) (2.43)des Anfangszustandes bleibt der variierte Zustand W (t) + ÆW� (t) f�ur t > t0 ni
ht, wie beieinem "stabilen\ System, f�ur alle Zeiten "nahe bei\ dem urspr�ungli
hen W (t), d. h. Æ W� (t)ni
ht in einem geeigneten Sinne "klein\ f�ur alle Zeiten, sondern die Abwei
hung w�a
hst u. U.sehr s
hnell und zeitli
h unbegrenzt an. Bei sol
hen instabilen Systemen "n�utzt\ uns die mathe-matis
he Eindeutigkeit des Bewegungsgesetzes (1.24) bzw. der Determinismus der klassis
henBewegungsgl. (1.71) praktis
h �uberhaupt ni
hts, weil bei h�au�ger Wiederholung der Zeitent-wi
klung desselben Systems mit "denselben\, in Wahrheit aber eben nur innerhalb der Me�-fehler glei
hen Anfangsbedingungen si
h na
h k�urzester Zeit v�ollig vers
hiedene, im Einzelfallpraktis
h wieder ni
ht vorhersagbare und e�ektiv wieder nur statistis
h behandelbare Folge-zust�ande ergeben (sog. "deterministis
hes Chaos\).32



Insgesamt m�ussen wir also als e�ektive Zustandsbes
hreibung W (t) f�ur t > t0 anstelle von(1.24) die no
hmalige statistis
he MittelungW (t) = X� X� q (�; �) U� W� (t0) U y�| {z }W�� (t) (2.44)mit Wahrs
heinli
hkeitenq (�; �) = � (�) � � (�) ; X�; � q (�; �) =  X� � (�)! �  X� � (�)! = 1ansetzen. Dies ist aber eine Mis
hung vom Typ (2.36) bzw. (2.39) und unterliegt damit demKonvexit�atstheorem: obwohl S [W�� (t)℄ = S [W� (t0)℄ = S0 bei geeigneter Eins
hr�ankung derW� gilt, ist S [W (t)℄ � S0 : (2.45)Die Entropie kann also, wie in der Natur beoba
htet, anwa
hsen, aber beim isolierten Systemni
ht abnehmen. (Das tats�a
hli
he Ausma� und die S
hnelligkeit ihres Anwa
hsens sind bei denmeisten realen Systemen vorwiegend dur
h die unter (g2) diskutierte Instabilit�at bedingt). Siewird dies bei isoliertem System so lange tun, bis ein "Glei
hgewi
hts\-Zustand errei
ht ist, derdann au
h die maximale mit den vorgegebenen Bedingungen vertr�agli
he Entropie aufweist.h) Klassis
her Grenzfall. Als klassis
hen Limes des Erwartungswertes (1.12) hatten wir For-mel (1.75) abgeleitet. Sie l�a�t si
h ohne weiteres auf die Entropiede�nition (2.24) �ubertragen;man mu� si
h ledigli
h daran erinnern, da� man es nun mit einer Entropie �uber einer kontinu-ierli
hen Wahrs
heinli
hkeitsverteilung �
l: = �
l: (q; p; t) zu tun hat, die nur mehr als relativeEntropie im Sinne von Gl. (2.22) de�niert werden kann:Srel [�
l:℄ = � kB Z d2f� (q; p) �
l: (q; p) � ln �
l: (q; p) (2.46)(Mit unserer Konvention (1.83) ist �
l: dimensionslos). { Im Gegensatz zum quantenme
hani-s
hen Ausdru
k (2.24) ist (2.46) rein mathematis
h ni
ht notwendig positiv (�
l: > 1 ist m�ogli
h)und au
h na
h unten ni
ht bes
hr�ankt; physikalis
h wird man jedo
h ein si
h als negativ erge-bendes klassis
hes S als Hinweis darauf werten, da� die klassis
he N�aherung hier ni
ht mehrgere
htfertigt ist.
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3. Statistis
he Glei
hgewi
hts-Gesamtheiten
3.1 Prinzip der Wahl des Glei
hgewi
htszustandes. { Der gr�o�te Teil dieser Vorlesungwird aus Zeitgr�unden nur Systeme im statistis
hen Glei
hgewi
ht behandeln { jenem eigent�umli-
hen, station�aren Makrozustand, der erfahrungsgem�a� si
h stets einstellt, wenn man ein ent-weder isoliertes oder mit anderen station�aren Systemen in bestimmten kontrollierten Formendes Kontakts stehendes System hinrei
hend lange si
h selbst �uberl�a�t. Die statistis
he Me
ha-nik des Glei
hgewi
htszustandes l�a�t si
h deshalb befriedigend und relativ einfa
h aufbauen,weil man daf�ur die Frage, wie dieser Zustand denn si
h zeitli
h entwi
kelt hat, d. h. das dy-namis
he Problem der "Entwi
klung ins Glei
hgewi
ht\, weitgehend ignorieren kann. Ist die"Pr�aparation\ dieses Zustandes { die ledigli
h darin besteht, na
h Herstellung zeitli
h konstan-ter �au�erer Bedingungen gen�ugend lange zu warten { einmal beendet, so kann dieser Zustand,d. h. sein statistis
her Operator W, aus rein statistis
hen Betra
htungen ers
hlossen werden.Nat�urli
h m�o
hte man den so bestimmten Zustand letztli
h au
h dynamis
h, d. h. als zeitli
hasymptotis
hen Wert einer aus den mikroskopis
hen Bewegungsgln. abgeleiteten Zeitentwi
k-lung verstehen. Von einer derartigen Theorie und damit von einer allgemeineren Statistik derNi
htglei
hgewi
htsprozesse besitzt man derzeit no
h keine v�ollig allgemeing�ultige und befriedi-gende Version, immerhin aber einige interessante Teilst�u
ke, von denen Kap. 4 eine Andeutungzu geben versu
ht.Bei der Wahl des Glei
hgewi
htszustandes (W bzw. �
l:) l�a�t man si
h von folgenden Prin-zipien leiten:(a) Ist �uber das System au�er seiner blo�en Existenz gar ni
hts bekannt, so wird man plau-siblerweise alle seine m�ogli
hen Mikrozust�ande als glei
h wahrs
heinli
h ansehen, d. h. ihnenglei
he "a-priori-Wahrs
heinli
hkeiten\ zuweisen { es besteht kein dur
h Messungen erh�arteterGrund, irgendwel
he von ihnen als "von Natur aus bevorzugt\ gegen�uber anderen anzusehen.{ Dieses Prinzip haben wir in Kap. 2 bereits stills
hweigend unterstellt, indem wir die Entro-pie als Informationsde�zit so de�niert haben, da� der Zustand gr�o�ten Informationsmangels{ siehe Gln. (2.13) und (2.26) { dur
h glei
he Wahrs
heinli
hkeiten p� f�ur alle Mikrozust�andegekennzei
hnet ist.(b) Information, die �uber ein makroskopis
hes System vorliegt, kann praktis
h von zweierleiArt sein:(b1) Exakte Angaben, frei von statistis
hen S
hwankungsbreiten, �uber das System. Dazugeh�oren zun�a
hst Angaben �uber unver�anderli
he de�nierende Systemparameter: Massen, La-dungen und Spins der einzelnen Teil
hen, Kopplungskonstanten und Rei
hweiten der zwis
henihnen wirkenden Kr�afte, h�au�g das Volumen V , in dem sie einges
hlossen sind. Diese Para-meter gehen in die Bes
hreibung des Systemzustandes dadur
h ein, da� sie den Aufbau des34



Hamiltonoperators H und der �ubrigen Observablen Ai des Systems und damit die Natur seinesHilbertraumes H festlegen. { Weiter kann am System { freili
h nur idealerweise { ein Eigenwert�n einer makroskopis
hen Observablen A exakt gemessen worden sein; dieses Datum s
hr�anktdann der Hilbertraum no
h weiter ein, indem es den Systemzustand auf den Eigenraum von Azu jenem Eigenwert, Un, einengt.(b2) Angaben statistis
her Mittelwerte hAii von geeigneten makroskopis
hen ObservablenAi, die auf Grund der �au�eren Bedingungen, insbesondere der Kontakte mit umgebenden Sy-stemen, keine v�ollig s
harfen Werte haben k�onnen. Steht unser System z. B. in thermis
hemKontakt mit einem "W�armebad\ oder "Reservoir\ R, d. h. einem sehr gro�en zweiten System,das selbst dur
h den Kontakt ni
ht merkli
h beein
u�t wird und mit dem Energieaustaus
hm�ogli
h ist, so ist die Energie si
herli
h ni
ht s
harf, sondern nur als MittelwertU = hHi = Tr (W H) (3.1)festgelegt; diese Gr�o�e wird als innere Energie des Systems bezei
hnet. Bei gegebenem U stellt(3.1) o�enbar eine Nebenbedingung f�ur die Wahl des statistis
hen Operators W dar. Im allge-meinen Fall wird ein ganzer Satz derartiger statistis
her NebenbedingungenTr (W � Ai) = hAii (i = 1; 2; ::: I) (3.2)gegeben sein, wobei wir meist A1 = H w�ahlen. Der h�au�gste Fall wird dabei sein, da� die Aiuntereinander und insbesondere mit A1 = H vertaus
hbar (also au
h Konstanten der Bewe-gung) sind; da sie dann im Prinzip glei
hzeitig beliebig genau gemessen werden k�onnen, ist dieS
hwankung ihrer Mittelwerte dann nur dur
h die �au�eren Kontakte, ni
ht aber dur
h zwis
henden Ai bestehende Uns
h�arferelationen verursa
ht.{ �Uber dem dur
h die Vorgaben (b1) de�nierten Hilbertraum ist nun ein statistis
her Ope-ratorW anzugeben, der die Nebenbedingungen von (b2) erf�ullt. Da in der Regel unendli
h vieleW dies leisten, fehlt uns no
h das ents
heidende Auswahlprinzip: wir �nden es in der statisti-s
hen Entropie als Ma� f�ur den Informationsmangel �uber die Mikrozust�ande. Die nat�urli
heVerallgemeinerung unseres Prinzips (a) ist o�enbar die, von zwei statistis
hen Operatoren W1und W2, die beide (b1; b2) gen�ugen, aber S1 > S2 haben, den Operator W1 vorzuziehen, dennW2 vermittelt wegen seiner kleineren Entropie (gr�o�eren Ordnung) o�enbar ni
ht dur
h Mes-sungen gesi
herte zus�atzli
he Information; wir "w�urden uns etwas vorma
hen\, was wir ni
htgesi
hert wissen, wenn wir W2 verwenden wollten. Dies formulieren wir als das s
hon eingangserw�ahnte(
) "Postulat maximaler Unvoreingenommenheit\ (Grundpostulat der Glei
hgewi
htssta-tistik): Unter den statistis
hen Operatoren W auf dem dur
h die Vorgaben (b1) de�niertenHilbertraum, die den Nebenbedingungen (b2) gen�ugen, ist derjenige als die korrekte Bes
hrei-bung des Systemzustandes (Ensembles) auszuw�ahlen, der die statistis
he Entropie S [W ℄ zueinem Maximum ma
ht.Obwohl ni
ht dynamis
h abgeleitet, ist dieses Prinzip vertr�agli
h mit unserer Feststellung35



(2.45), da� die Entropie zeitli
h anwa
hsen, aber (beim isolierten System) ni
ht abnehmen kann.Der Zustand gr�o�tm�ogli
her Entropie (unter den gegebenen Bedingungen) hat o�enbar au
h dy-namis
h eine ausgezei
hnete Stellung, er mu� zumindest asymptotis
h na
h hinrei
hend langerZeit angenommen werden { es sei denn, man habe einen Anfangszustand W (t0) mit S0 < Smaxpr�apariert, der "metastabil\, d. h. kraft spezieller Eigenarten der Systemdynamik extrem lang-lebig ist, was in der Praxis dur
haus vorkommt.3.2 Generalisierte kanonis
he Gesamtheiten (Boltzmann-Gibbs-Verteilung). DasAufsu
hen des Glei
hgewi
htszustandes W f�uhrt also auf die Aufgabe, dur
h geeignete Wahleines selbstadjungierten Operators W { bzw. seiner Di
htematrix (1.21 b) in einer speziellenBasis { die Gr�o�e S [W ℄ = � kB Tr (W ln W )zu maximieren unter den Nebenbedingungen, da� W ein normierter statistis
her Operator sei,d. h. TrW = 1 (3.3)erf�ulle, und da� die Bedingungen (3.2) gelten sollen. Wir k�onnen (3.3) formal unter diese letz-teren einreihen, wenn wir A0 = 1l ; hA0i = 1 (3.4)vereinbaren; dann ist alsoTr (W � Ai) = hAii (i = 0; 1; 2; ::: I) (3.5)zu fordern. Dies ist wieder ein Maximumproblem mit Nebenbedingungen, das wir wie bei Gl.(2.14) mit der Methode der Lagranges
hen Multiplikatoren l�osen: notwendige Bedingung ist dieStationarit�atsbedingungÆ (� kB Tr (W � ln W ) � kB IXi=0 �i Tr (W � Ai)) = 0 (3.6 a)unter W �! W + ÆW ; ÆW y = ÆW (3.6 b)wobei wir die Lagranges
hen Parameter der Einfa
hheit halber als kB � �i bezei
hnet haben.Da die Variation ÆW von W um den gesu
hten Glei
hgewi
htszustand herum im allgemeinenni
ht mit W selbst kommutiert, kann man ni
ht einfa
h Æ [f (W )℄ = f 0 (W ) � Æ W s
hreiben,z. B. sind in Æ (W 3) = Æ W � W 2 + W � ÆW � W + W 2 ÆW (3.7)die 3 Terme im allgemeinen vers
hieden. F�ur die Spur, die gegen zyklis
he Vertaus
hung derOperatorfaktoren invariant ist, ist die entspre
hende Formel jedo
h ri
htig:Æ fTr [f (W )℄g = Tr nf 0 (W ) � Æ Wo + 0 �(ÆW )2� ; (3.8)so da� (3.6) die Gestalt Tr ([ln W + 1l + IXi=0 �iAi℄ � ÆW) = 0 (3.9)36



annimmt. Da dies f�ur jedes selbstadjungierte ÆW gelten mu�, folgt, da�ln W + (1 + �0) � 1l + IXi=1 �iAi = 0 (3.10)als Operatoridentit�at gelten mu�. Also hat W die FormW = 1Z exp "� IXi=1 �iAi# ; (3.11)wobei die zun�a
hst unbekannten Lagrange-Multiplikatoren �1; �2; ::: �I so zu bestimmen sind,da� die Nebenbedingungen (3.2) erf�ullt werden, w�ahrend �0 bzw. die damit gebildete Nor-mierungskonstante Z = e1+�0 (3.12)aus der Normierungsbedingung (3.3) zu bestimmen ist. Der statistis
he Operator (3.11) hei�tdie zu den Bedingungen (3.2) geh�orende generalisierte kanonis
he Glei
hgewi
hts-Gesamtheitoder die allgemeine Boltzmann-Gibbss
he Verteilung. Die Konstante Z, die zur Erf�ullung von(3.3) als Z = Tr (exp "� IXi=1 �iAi#) (3.13)zu w�ahlen ist, hei�t die generalisierte kanonis
he Zustandssumme (engl. partition fun
tion). Diezugeh�orige EntropieS [W ℄ = � kB Tr (W � "� (ln Z) � 1l � IXi=1 �iAi#)= kB (ln Z � TrW + IXi=1 �i Tr (W � Ai))= kB � "ln Z + IXi=1 �i hAii# (3.14)hat na
h Konstruktion einen station�aren Wert; um zu zeigen, da� dies au
h, wie gew�uns
ht, einMaximalwert ist, betra
hten wir irgend einen anderen statistis
hen Operator ~W , der dieselbenNebenbedingungen erf�ullt:~W y = ~W ; Tr ~W = 1 ; T r ( ~W Ai) = hAii (3.15)und wenden auf seine Entropie S [ ~W ℄ die Unglei
hung (2.27) an, wobei wir als "Verglei
hszu-stand\ W 0 den in (3.11) gefundenen verwenden:S [ ~W ℄ � � kB Tr h ~W � ln W i == � kB 8>><>>:� ln Z � Tr ~W| {z }=1 � IXi=1 �i Tr ( ~W Ai)| {z }= hAii 9>>=>>; : (3.16)37



Verglei
h mit (3.14) gibt S [ ~W ℄ � S [W ℄ ; (3.17)und Glei
hheit gilt nur f�ur ~W = W , d. h. die allgemeinkanonis
he Gesamtheit (3.11) hat in derTat unter allen die Nebenbedingungen (3.5) erf�ullenden Gesamtheiten die maximale Entropie.Die Eigens
haft (3.17) in der Form� [ ~W ℄ = 1kB S [ ~W ℄ � IXi=1 �i Tr [ ~W Ai℄ � ln Z (3.18)kann, �ahnli
h wie die Minimaleigens
haft der Grundzustandsenergie in der Quantenme
hanik,als Grundlage eines N�aherungsverfahrens vom Variationstyp f�ur die Bere
hnung der allgemein-kanonis
hen Zustandssumme (3.13) dienen in den F�allen, wo (3.13) ni
ht exakt auswertbar ist:man w�ahlt si
h eine Klasse von "Versu
hszust�anden\ ~W , die von einer Reihe von Parameternabh�angen und no
h hinrei
hend einfa
h sind, um die Bere
hnung des Funktionals � [ ~W ℄ linkerHand in (3.18) in ges
hlossener Form zu erlauben. Die beste Approximation des exakten ln Zinnerhalb dieser Klasse erh�alt man dann f�ur den Zustand ~W , der � [ ~W ℄ zu einem Maximumma
ht.Die Bestimmung der Lagrange-Parameter �1 ::: �I gem�a� den Bedingungen (3.2) f�uhrt we-gen Tr (AiW ) = 1Z Tr 0B�Ai e� IPk=1 �k Ak1CA= 1Z Tr (� �� �i e�Pk �k Ak) = � 1Z �� �i Tr  e�Pk �k Ak!= � 1Z �� �i Z (f�kg) = � �� �i ln Z (f�kg) (3.19)auf die Glei
hungen � �� �i ln Z (f�kg) = hAii (i = 1 ::: I) ; (3.20)die na
h den Unbekannten �i aufzul�osen sind. Wir werden im folgenden jedo
h sehen, da�die hier zun�a
hst als rein mathematis
he Hilfsgr�o�en eingef�uhrten �i in jedem konkreten Fallselbst wi
htige physikalis
he Gr�o�en darstellen. Man betra
htet deshalb oft die �i anstelle derhAii als die den Glei
hgewi
htszustand 
harakterisierenden physikalis
hen Parameter und fa�tinsbesondere Z, wie dur
h Gl. (3.13) nahegelegt, als Funktion der �i auf:Z = Z (�1; �2; ::::: �I) : (3.21)Man verzi
htet dann v�ollig auf die Inversion der Gln. (3.20) und fa�t diese umgekehrt alsVors
hriften daf�ur auf, wie die Mittelwerte hAii, sofern interessierend, aus der Funktion (3.21)38



zu bere
hnen sind. In dieser Si
ht enth�alt die zahlenwertige Funktion Z (f�kg) selbst bereitsdie wi
htigsten physikalis
hen Daten; der volle operatorwertige Glei
hgewi
htszustand (3.11)wird h�o
hstens dann ben�otigt, wenn Mittelwerte hBi von Observablen gefragt sind, die in denNebenbedingungen ni
ht vorkommen. Die Bedeutung der Funktion (3.21) wird no
h deutli
her,wenn man die zweiten Ableitungen bez�ugli
h der �i betra
htet; in dem uns haupts�a
hli
hinteressierenden Fall mit [Ai ; Ak℄ = 0 8 (i; k) (3.22)erhalten wir aus (3.13) �2 Z� �i � �j = Tr 8><>:AiAj e� IPk=1 �k Ak9>=>;= Z � Tr (AiAjW ) = Z � hAiAji (3.23)und damit �2� �i � �j ln Z = 1Z �2 Z� �i � �j �  1Z � Z� �i! 1Z � Z� �j!= hAiAji �  � � ln Z� �i ! � � ln Z� �j !oder wegen (3.20) �2 ln Z� �i � �j = hAiAji � hAiihAji : (3.24)Diese Gr�o�e gibt na
h den Regeln der Statistik bekanntli
h die statistis
he Korrelation derbeiden Me�gr�o�en Ai und Aj im Zustand W an. Insbesondere bere
hnet man f�ur i = j diemittleren S
hwankungsquadrate der in den Nebenbedingungen auftretenden Me�gr�o�en als(�Ai)2 = hAi2i � (hAii)2 = �2 ln Z� � 2i : (3.25)Die Entropie (3.14) des Glei
hgewi
htszustandes k�onnte mit (3.20) in der FormS (�1; �2 :::: �I) = kB "1 � IXi=1 �i �� �i# ln Z (f�kg) (3.26)ausgedr�u
kt werden. Man sieht aber s
hnell, da� f�ur S die �i in gewissem Sinne ni
ht die"geeigneten\ Variablen sind. Nimmt man n�amli
h dur
h Variation der in (3.2) vorgegebenenMittelwerte hAii �! hAii + Æ hAii (i = 1 :::: I) (3.27)eine kleine �Anderung der �au�eren Bedingungen des Glei
hgewi
hts vor, so werden �uber die Gln.(3.20) dadur
h kleine �Anderungen�i �! �i + Æ �i (i = 1 :::: I) (3.28)39



induziert derart, da� ln Z si
h umd (ln Z) = � IXi=1 hAii Æ �i (3.29)�andert. Die �Anderung der Entropie (3.14) dagegen,d S = kB [ d (ln Z) + IXi=1 Æ �i hAii| {z }=0 na
h (3:29) + IXi=1 �i Æ hAii ℄l�a�t si
h am einfa
hsten dur
h die Æ hAii ausdr�u
ken:d S = kB IXi=1 �i Æ hAii : (3.30)Man sieht daran, da� man S im Gegensatz zu Z zwe
km�a�ig als Funktion der hAii, ni
ht der �is
hreibt; es sind die "nat�urli
hen Variablen\ f�ur S:S = S (hA1i ; hA2i ; :::: hAIi) ; (3.31)und aus (3.30) ersieht man dann die partiellen Ableitungen� S (fhAkig)� hAii = kB � �i (i = 1 :::: I) : (3.32)Sie stellen Vors
hriften zur Bere
hnung der �i als Funktionen der hAii dar, sofern man dieEntropie in der Form (3.31) kennt. Die in den hAii ausgedr�u
kte Gl. (3.26),S (fhAiig) = kB ln Z (f�k (fAig)g)� IXj=1 �j (fhAiig) � � (kB ln Z)� �j (f�k (fAig)g) (3.33 a)ist mathematis
h gesehen eine Legendre-Transformation der Variablen und zuglei
h der vonihnen abh�angenden Funktion gem�a�f�1; �2 ::: �I ; ln Z (f�kg)g �!�! fhA1i :::: hAIi ; 1kB S (fhAkig)g (3.33 b)analog zur Transformation f �qk ; L
l:g ! fpk ; H
l:g von der Lagranges
hen zur Hamiltons
henFormulierung der Me
hanik. 40



3.3 Kanonis
he und gro�kanonis
he Gesamtheit. { Die zwei wi
htigsten Spezialf�alleder generalisierten kanonis
hen Gesamtheit, die den experimentell am h�au�gsten realisiertenNebenbedingungen entspre
hen, sind:(a) die kanonis
he Gesamtheit. Zu den "exakten\ Vorgaben (b1) von S. 34 geh�oren hierinsbesondere Volumen V und Teil
henzahl N, die als Parameter in den Hamiltonoperator Hund damit in die Konstruktion des Hilbertraumes eingehen. Die Gesamtenergie des Systems(Innere Energie) und nur sie ist als Mittelwert (d. h. ni
ht s
hwankungsfrei) vorges
hrieben:Tr (W H) = U ; (3.34)mit H = HV;N . Dies entspri
ht der s
hon erw�ahnten Situation, da� unser System in einemEnergieaustaus
h, aber keinen Austaus
h anderer Gr�o�en (z. B. Teil
henzahl) erm�ogli
hendenKontakt mit einem "Reservoir\ steht so, da� die Gesamtanordnung (Reservoir + System) iso-liert ist, d. h. keinerlei Kontakt mehr mit weiteren Systemen aufweist ("kanonis
her Kontakt\).Die Energie des Systems kann dann nur im Mittel vorges
hrieben werden.Na
h Gl. (3.11) (mit I = 1 und A1 = H) stellt si
h unter diesen Bedingungen der Glei
h-gewi
htszustand WK = 1ZK e��H (3.35 a)ZK = Tr �e�� H� = ZK (�) (3.35 b)ein, das sog. kanonis
he Ensemble. F�ur den Lagrange-Parameter �1 haben wir � ges
hrieben;er hat die Dimension (Energie)�1, so da� kB � � die Dimension (Temperatur)�1 aufweist. DerZustand (3.35 a) ist von der manifest station�aren Form der Gl. (1.46); kennt man also dasvollst�andige Spektrum und die Eigenvektoren von H,H jn; �i = En � jn; �i (� = 1 ::: dn Entartungsindex) ;H = Pn En�n mit �n = dnP�=1 jn; �ihn; � j 9>>>=>>>; (3:36)dann ist in dieser Basis au
h WK diagonal,WK = Pn; � pn jn; �ihn; � j = Pn pn�npn = 1ZK e�� En (unabh: von �) 9>>=>>; (3:37)mit der Zustandssumme ZK (�) = Xn; � e�� En = Xn dn e�� En ; (3.38)in die au�er den Energieeigenwerten En au
h deren Entartungsgrade dn als Gewi
htsfakto-ren eingehen. Obwohl wir streng genommen mit diskreten Spektren re
hnen, k�onnen bei den41



praktis
h vorkommenden "quasikontinuierli
hen\, d. h. extrem di
ht liegenden Spektren dieSummen oft dur
h entspre
hende Integrale ersetzt werden. Benutzen wir die inverse Energie �als den Glei
hgewi
htszustand 
harakterisierenden Parameter (wir werden in Kap. 6 kB � � alsdie inverse absolute Temperatur T des Glei
hgewi
htszustandes identi�zieren), so ist die innereEnergie (3.34) als Funktion von � na
h Gl. (3.20) zu bere
hnen:U (�) = � �� � ln ZK (�) : (3.39)Umgekehrt kann dur
h Au
�osen dieser Beziehung na
h � zu vorgegebener innerer Energie daszugeh�orige � = � (U) ermittelt werden. Die Entropie des kanonis
hen Ensembles ist na
h(3.14) S [WK ℄ = kB [ ln ZK + � U ℄ ; (3.40 a)sie wird na
h (3.31) zwe
km�a�ig dur
h U statt dur
h � parametrisiert. Man s
hlie�t oft in dieAngabe der Variablen die "exakten\ Vorgaben, meist V und N , mit ein und hat dann z. B.S [WK ℄ = S (U ; V; N) == kB h ln Z(V;N)K (U) + �(V;N) (U) � Ui : (3.40 b)Die S
hreibweise deutet an, da� ZK und damit au
h die Au
�osung � = � (U) von (3.39)parametris
h von V; N (oder anderen exakten Systemparametern) abh�angen. Aus S (U) kannman den Glei
hgewi
htsparameter � gem�a� (3.32) zur�u
kers
hlie�en:kB � = � S (U ; V; N)� U : (3.41)Aus (3.40) und (3.39) sieht man �ubrigens, da� die Gr�o�eF (�; V; N) = U (�; V; N) � 1kB � S (�; V; N) ; (3.42)die wie U die Dimension Energie besitzt, besonders einfa
h aus der kanonis
hen Zustandssummezu erhalten ist: F (�; V; N) = � 1� ln ZV;NK (�) : (3.43)Die Entropie kann dann aus dieser Gr�o�e, wiederum mit (3.40) und (3.39), bere
hnet werden:S [WK ℄ = kB  1 � � �� �! (� � F ) = kB �2 � F� � (3.44 a)oder k�urzer S [WK℄ = � �� � 1kB �� F (�; V; N) : (3.44 b)Wir werden diese Gr�o�e sp�ater als die "freie Energie\ der Thermodynamik identi�zieren.42



Die Energie des Systems liegt im kanonis
hen Glei
hgewi
htsensemble nur als Mittelwertfest. Ihre Varianz kann na
h (3.25) bere
hnet werden:(�E)2 = h(H � U � 1l)2i = �2� �2 ln ZK= � �� � U (�; V; N) ; (3.45 a)(�E)2 = kB �  1kB �!2| {z }T 2 � � U (�; V; N)� T : (3.45 b)Bea
htet man, da� � U� � � � �� U = 1 (bei festem V; N) (3.46)ist, und bere
hnet � � = � U aus (3.41), so kann man au
h s
hreiben(�E)2 = kB�2 S (U) = � U2 : (3.47)Das Resultat (3.45) ist deshalb von Bedeutung, weil die innere Energie, wie no
h genauerauszuf�uhren sein wird, eine "extensive\ Gr�o�e hinsi
htli
h der Teil
henzahl N ist,U (�; V; N) / N f�ur N � 1 : (3.48)(vgl. z. B. in Kap. 11 die innere Energie U = 32 N kB T des klassis
hen, einatomigen idealenGases). Diese Eigens
haft �ubertr�agt si
h auf � U = � � 1kB �� { die spezi�s
he W�arme CV derThermodynamik { , so da� wir aus (3.45 b) (�E)2 =U2 / N =N2 = 1 =N , d. h. die relativeS
hwankung �E =U / 1pN f�ur N � 1 (3.49)f�ur die Energie erhalten, die bei makroskopis
hen Systemen mit N � 1023 extrem klein wird.Dies ist der Grund daf�ur, da� man den von uns gema
hten begri�i
hen Unters
hied zwis
henexakt festliegenden und nur im Mittel festliegenden Gr�o�en f�ur die Zwe
ke der makroskopis
henThermodynamik ignorieren kann.Wir heben no
h einen allgemeinen Zug der kanonis
hen Gesamtheit (3.35 a/b) hervor, derihre Auswertung oft wesentli
h vereinfa
ht: besteht das System aus mehreren we
hselwirkungs-freien Teilsystemen mit Produkt-HilbertraumH = H(1) 
 H(2) 
 :::: 
 H(L) (3.50 a)und additiv zerfallendem HamiltonoperatorH = LXl=1 H(l) ; hH(k) ; H(l)i = 0 ; (3.50 b)43



dann gilt ja in (3.35) e�� H = e�� H(1) � e�� H(2) � :::: � e�� H(L) (3.50 
)und damit ZK (�) = Tr1 Tr2 :::: T rL e��H = LYl=1 �Trl e�� H(l)� ;d. h. ZK zerf�allt in ein Produkt kanonis
her Zustandssummen f�ur die Einzelsysteme mit dem-selben �: ZK (�) = Z(1)K (�) � Z(2)K (�) � :::: � Z(L)K (�) : (3.51)Dies ist der Faktorisierungssatz der kanonis
hen Zustandssumme f�ur Systeme aus ni
htwe
hsel-wirkenden, unters
heidbaren Subsystemen.(b) Die gro�kanonis
he Gesamtheit. Hier steht das System in Kontakt mit einem Reser-voir, mit dem es ni
ht nur Energie, sondern au
h Teil
hen austaus
hen kann, so da� nebender Energie au
h die Teil
henzahl nur im Mittel festliegt, w�ahrend andere Systemparameter,insbesondere das Volumen, weiterhin exakt festliegen. Wir haben also nun zwei statistis
heNebenbedingungen vom Typ (3.2), Tr (W H) = U ; (3.52 a)Tr (W N̂) = N : (3.52 b)Die letztere Gl. deutet an, da� wir, um diese Situation quantenme
hanis
h zu formulieren, dieTeil
henzahl als dynamis
he Variable au�assen und ihr einen selbstadjungierten Operator N̂zuordnen m�ussen. Bisher ist uns die Teil
henzahl freili
h nur als fester, im Hamiltonoperatorauftretender Systemparameter gel�au�g. Wir werden jedo
h in Kap. 8 diese L�u
ke f�ullen undzeigen, wie man einen Operator N̂ mit den physikalis
h zu fordernden, n�amli
h ni
htnegativ-ganzzahligen Eigenwerten de�nieren kann:N̂ jn; �i = n jn; �i ; n = 0; 1; 2; :::: (3.53)Er wirkt in einem allgemeineren, Zust�ande s�amtli
her Teil
henzahlen umfassenden Hilbert-raum, dem sog. Fo
k-Raum des Systems. Dies vorwegnehmend, k�onnen wir na
h (3.11) denunter obigen Bedingungen si
h einstellenden Glei
hgewi
htszustand, die sog. gro�kanonis
heGesamtheit WGK = 1ZGK e��H �� N̂ (3.54 a)ZGK (�; �) = Tr �e�� H �� N̂� ; (3.54 b)angeben, wobei �2 = � der zur Teil
henzahlbedingung (3.52 b) geh�orende Lagrange-Multipli-kator ist; er ist im Gegensatz zu � dimensionslos. Setzen wir[H ; N̂ ℄ = 0 ; (3.55)44



d. h. die Abwesenheit teil
henzahl�andernder Terme im Hamiltonoperator voraus, so k�onnen wirein gemeinsames Eigenvektorsystem f�ur beide Gr�o�en �nden,H jn; k; �i = E(n)k � jn; k; �i ; (3.56 a)N̂ jn; k; �i = n � jn; k; �i ; (3.56 b)(� = 1 :::: d (n)k Entartungsindex) (3.56 
)und die Spektraldarstellung des Zustandes (3.54 a) angeben:WGK = Xn; k; � p(n)k jn; k; �ihn; k; � j ; (3.57 a)p(n)k = 1ZGK e� (� E(n)k +�n) ; (3.57 b)mit der gro�kanonis
hen ZustandssummeZGK (�; �) = Xn; k; � e� (� E(n)K +�n)= Xn=0; 1; 2; ::: e��n 24Xk; � e�� E(n)K 35 : (3.58)Die letztere Gl. kann na
h (3.38) au
h alsZGK (�; �; V ) = Xn e��n Z(V; n)K (�) (3.59)ges
hrieben werden: ZGK ers
heint hier, was seine Abh�angigkeit von � betri�t, als eine (dis-krete) Lapla
e-Transformierte von Z(V;n)K bez�ugli
h n. Die Lagrangemultiplikatoren lassen si
hna
h (3.20) dur
h Au
�osen von U (�; �) = � �� � ln ZGK ; (3.60 a)N (�; �) = � �� � ln ZGK (3.60 b)bestimmen, sofern man sie ni
ht wiederum selbst als 
harakteristis
he Variable des Glei
h-gewi
htszustandes verwendet. Die Entropie ist na
h (3.14) dur
hS [WGK℄ = kB � [ln ZGK + � U + �N ℄ (3.61)45



gegeben; sie wird zwe
km�a�ig als Funktion von U; N (und den "exakten\ Gr�o�en, wie V )dargestellt, und die Lagrange-Parameter sind dann aus ihr gem�a�kB � = � S (U; N ; V )� U ; kB � = � S (U; N ; V )� N (3.62)zur�u
kzuerhalten. Die zu (3.42) analoge Energiegr�o�e, die si
h besonders einfa
h aus der Zu-standssumme ermitteln l�a�t, wird "gro�kanonis
hes Potential\ ~J genannt und lautet~J (�; �; V ) = U � 1kB � S + �� N ; (3.63)f�ur sie gilt n�amli
h na
h (3.61)~J (�; �; V ) = � 1� ln ZGK (�; �; V ) : (3.64)Die Entropie das gro�kanonis
hen Ensembles kann daraus na
h Gl. (3.26) bere
hnet werden:S [WGK℄ = kB  1 � � �� � � � �� �!�� � ~J�= kB �2  �� � + �� �� �! ~J : (3.65)Die letztere Beziehung f�uhrt uns darauf, da� es zwe
km�a�iger ist, die Gr�o�e (3.63) ni
ht alsFunktion von � und �, sondern in den Variablen1kB � = T (Dimension Temperatur) (3.66 a)� = � �� (Dimension Energie) (3.66 b)darzustellen: ~J (�; �; V ) = J (T; �; V ) : (3.67)Wir werden k�unftig { dem Spra
hgebrau
h der ph�anomenologis
hen Thermodynamik folgend{ unter "gro�kanonis
hem Potential\ stets die Funktion J , ni
ht ~J verstehen. Es gilt n�amli
h� ~J� � = � J� � + � J� � � d �d � = � J� � + 0BBBB�� ~J� � d�d�|{z}�� 1CCCCA � ��2 oder �� � + �� �� �! ~J = � J� � ; (3.68)46



und damit nimmt die Entropieformel (3.65) eine wesentli
h einfa
here und zum kanonis
henFall (3.44 b) v�ollig analoge Form an:S [WGK ℄ = � �� T J (T; �; V ) ; (3.69)J = U �  1kB �!| {z }T �S � � � N : (3.70)Die Gr�o�e �, Gl. (3.66 b), wird si
h in der Thermodynamik als das "
hemis
he Potential\erweisen.S
hlie�li
h kann man aus (3.25) die S
hwankungen(�E)2 = �2� �2 ln ZGK ; (�N)2 = �2� �2 ln ZGKentnehmen; mit (3.60) und (3.66 b) lauten sie(�E)2 = � �� � U (�; �; V ) ; (3.71 a)(�N)2 = 1� �� � N (�; �; V ) : (3.71 b)Der letztere Ausdru
k wird si
h relativ zu N2 in konkreten F�allen wiederum als vers
hwindendklein (f�ur N � 1) erweisen, so da� es f�ur die Zwe
ke der makroskopis
hen Thermodynamikpraktis
h glei
hg�ultig { und somit nur eine Frage der bequemeren theoretis
hen Behandlung {ist, ob man die Glei
hgewi
htssituation mit dem kanonis
hen (s
harfes N) oder dem gro�kano-nis
hen (als Mittelwert festliegendes N) Ensemble bes
hreibt.Die Gln. (3.71) zeigen, wie au
h s
hon (3.45), einen interessanten Zusammenhang zwis
henS
hwankungen (Varianzen) der Observablen im Glei
hgewi
ht und dem "Antwortverhalten\ desequilibrierten Systems: die beiden Gr�o�en stellen ja die �Anderungen gewisser makroskopis
herMe�gr�o�en (hier U bzw. N) bei kleinen �Anderungen der Glei
hgewi
htsbedingungen (hier aus-gedr�u
kt dur
h � bzw. �), d. h. sogenannte "AntwortkoeÆzienten\ dar.3.4 Idealer Spin-12-Paramagnet. Als Beispiel zum quantentheoretis
hen kanonis
hen En-semble (Abs
hnitt 3.3 (a)) betra
hten wir ein System von N glei
hartigen, aber (dur
h Lokali-sierung an vers
hiedenen Gitterpl�atzen eines Kristalls) unters
heidbaren ni
htwe
hselwirkendenparamagnetis
hen Ionen mit Spin 12 in einem homogenen �au�eren Magnetfeld mit der magne-tis
hen Induktion ~B = B~eZ :47



Mit dem Spin jedes Ions ist ein magnetis
hes Moment mit dem Operator~�i = g �B �1�h ~Si� = g �B �12 ~�i� (3.72)verkn�upft; dabei bedeuteng = gyromagnet:Verh�altnis (g� Faktor) der Ionen (hier> 0 angenommen)�B = e �h2me = 9:27:10�24 J � T�1 (Bohrs
hesMagneton)~Si = �h2 ~�i Spinoperator des i� ten Ions :Bei Verna
hl�assigung aller anderen Freiheitsgrade au�er diesen N Spins ist der Hamiltonopera-tor des Systems gegeben dur
h die Summe der Einstellenergien der N magnetis
hen Momenteim �au�eren Feld ~B: H = NXi=1 �� ~�i � ~B� = � 12 g �B NXi=1 �~�i � ~B�= � 12 g �B B NXi=1 �i; z = NXi=1 ĥi (3.73)�i; z = Operator der z�Komponente des i� ten SpinsH ist we
hselwirkungsfrei, d. h. Summe von nur auf je 1 Ion wirkenden Beitr�agen; somit sindseine Eigenzust�ande Produktzust�ande aus Eigenvektoren der Einzelspins und seine EigenwerteSummen von Einzeleigenwerten:jfmig i � jm1; m2; :::: mNi= j12 ; m1i 
 j12 ; m2i 
 :::: 
 j12 ; mN i~S 2i j12 ; mii = �h2 12 �12 + 1� j12 ; miiSi; z j12 ; mii = �h2 �i; z j12 ; mii = �h2 mi j12 ; mii(mi = � 1 ; i = 1 :::: N)H jfmigi = (� g �B B2 NXi=1 mi| {z }E (fmig) ) jfmigi (3.74)48



Damit k�onnen wir das kanonis
he Glei
hgewi
htsensemble aufstellen. Wir haben- als exakte Vorgaben : N und B (sie de�nieren H)- als Mittelwertvorgabe : hHi = U mit zugeh�origem Lagrange-Parameter � (= 1kB T )Der Glei
hgewi
htszustand ist na
h (3.35)WK = 1ZK e��H
= Xfmig

26666666664 1ZK e �� E (fmig)z }| {+ g2 �B B � NXi=1 mi37777777775 jfmigihfmigj
= Xm1 =� :::: XmN =� 264 1ZK e+x NPi=1 mi375 jfmigihfmigj (3.75)mit den Wahrs
heinli
hkeiten p (fmig) = 1ZK e+x NPi=1 mi : (3.76)Hier tritt die dimensionslose Gr�o�ex = g2 �B B � �= g �B B2 kB T � (3.77)= Verh�altnis dermagnetis
henEinstellenergiezur Energie der Temperaturbewegung (hier > 0)als wesentli
her Systemparameter auf, mit den Grenzf�allenx � 1 (�B B � kB T ) : sehr starkesMagnetfeld oder sehr tiefe Temperatur: (3.78)x � 1 (�B B � kB T ) : sehr s
hwa
hesMagnetfeld oder sehr hoheTemperatur: (3.79)Die kanonis
he Zustandssumme istZK = Tr �e�� H� = Xfmig e�� E (fmig)49



Da ni
htwe
hselwirkende und unters
heidbare Subsysteme vorliegen, k�onnen wir den Faktori-sierungssatz (3.51) anwenden, wobei hier alle Faktoren glei
h sind:ZK = [z (x)℄NDie Einzel-Zustandssumme z (x) hat, da sie �uber dem zweidimensionalen Hilbertraum des Ein-zelspins gebildet wird, nur zwei Terme:z (x) = tr e�� ĥ = tr e�� (� g2 �B B �Z)= tr ex�Z = Xm=� 1 exm= ex + e�x= 2 
osh x ;ZK = (2 
osh x)N = �ex + e�x�N ; (3.80)ln ZK = N ln (2 
osh x) = N ln (ex + e�x) :Die Bere
hnung der thermodynamis
hen Glei
hgewi
htsgr�o�en beginnt zwe
km�a�ig mit derFreien Energie (3.43) (mit B statt V ) als dem kanonis
hen Ensemble angepa�tes thermodyna-mis
hes Potential: F (�; N; B) = � 1� ln ZK= � N� ln (2 
osh x) ; x = g2 �B B � (3.81)sie ist, wie zu erwarten, eine "extensive\ Gr�o�e, d. h. proportional zu N . Im Grenzfall (3.78)wird x � 1 : ln (2 
osh x) �! ln (ex) = x ;F �! � N x� �! �N �g2 �B B� ; (3.82)d. h. im Tieftemperaturgrenzfall geht F gegen die Summe der magnet. Einstellenergien vonN in energetis
h g�unstigster Kon�guration, n�amli
h in z-Ri
htung, eingestellten Spins. Imentgegengesetzten Grenzfall (3.79) giltx � 1 : 
osh x �! 1 ; F �! � N ln 2�50



(= (N kB ln 2)T ) ; (3.84)unabh�angig von B, d. h. F geht gegen die rein dur
h Temperaturbewegungen bedingte Energie(der Term { TS in F = U � TS wird �uberwiegend). Das sieht man au
h an der na
h (3.44 b)zu bildenden Statistis
hen Entropie:S = � �� (1 = kB �) F = kB �2 �� � F= �N kB �2 " 1� 2 sinh x2 
osh x  d xd �! � 1�2 ln (2 
osh x)#d xd � = g2 �B B = x�S = N kB [ln (2 
osh x) � x tanh x℄ : (3.84)Sie ist ebenfalls extensiv, d. h. / N ; der Grenzfall (3.78) lautetx � 1 : ln (2 
osh x) = ln hex (1 + e�2 x)i�! x + e�2x + ::: ;tanh x = ex (1 � e� 2x)ex (1 + e� 2x) �! 1 � 2 e� 2x ; d: h:S �! N KB �2 x e� 2x� ; (3.85)d. h. im Tieftemperaturgrenzfall geht die Entropie s
hnell gegen Null, da ein reiner Zustand(hohe Ordnung) si
h einstellt. Im entgegengesetzten Fall (3.79) gehenx � 1 : ln (2 
osh x) �! ln 2 ; x tanh x �! x2S �! N kB ln 2 (3.86)Dies ist N � die maximale Entropie im 2-dimensionalen Zustandsraum, da si
h bei hohenTemperaturen alle Spins mit glei
hen Wahrs
heinli
hkeiten in beiden Zust�anden aufhalten.Weiter ergibt si
h die innere Energie gem�a� (3.42):U = F + 1kB � SU = � N� (x tanh x) = �N �g2 �B B� tanh x : (3.87)51



ln 2

1
x =

S/NkB

 2kBT
gµBB0 Figur 3.1: Entropie des idealen Paramagnetenmit den Grenzf�allenx � 1 : tanh x �! 1 ; U �! �N �g2 �B B� (3.88)(entspri
ht wieder vollst�andiger Ausri
htung auf alle mi = +1)x � 1 : tanh x �! x �! 0 ; U �! �N �g2 �B B�2 � (3.89)(vers
hwindet wie 1 = T , da beide Spinausri
htungen glei
h wahrs
heinli
h)S
hlie�li
h bere
hnet si
h das magnetis
he Gesamtmoment gem�a�h ~Mi = Tr � ~M WK� mit ~M = NXi=1 ~�i (Operator desmagnet:Gesamtmoments) (3.90)Da ~M im Hamiltonoperator gem�a� H = � ~M � ~B = �Mz B vorkommt, kann es ebenfallsdur
h Ableitungen, diesmal jedo
h na
h den exakten Vorgabedaten ~B, aus der Zustandssummebestimmt werden: �� Bi ZK = �� Bi Tr e � ~M � ~B= � Tr �Mi e��H� = � ZK � hMii (3.91)52



hMii = 1� ZK �� Bi ZK = 1� �� Bi (ln ZK)= � �� Bi  � 1� ln ZK!hMii = � �� Bi F (�; N; ~B) (i = x; y; z) : (3.92)hMZi = N� " dd x ln (2 
osh x)# d xdBZ= N �g2 �B� tanh x : (3.93)Au
h diese Gr�o�e ist, wie zu erwarten, extensiv mit den Grenzf�allenx � 1: tanh x �! 1 ; hMZi �! N g2 �B(vollst�andige Ausri
htung aller Spins in ~B-Ri
htung, d. h. auf mi = +1bei tiefenTemperaturen oder starkemFeld) ; (3.94)x � 1 : hMZi �! N �g2 �B� x = N �g2 �B�2 BkB T (3.95)Die letzte Formel ist ni
hts anderes als das bekannte Curies
he Gesetz des Paramagnetismus,das also f�ur hohe Temperaturen oder s
hwa
hes Feld angen�ahert befolgt wird. In den Resultatenf�ur den Tieftemperaturfall x � 1, insbesondere S �! 0 und hHi �! �N �g2 �B B�, spiegeltsi
h die Herausbildung des reinen ZustandesWK �! j+++ ::::+ih+++ :::: + j (3.96)f�ur x �! 1 (oder T �! 0), da dort alle Spins die energetis
h g�unstigste Stellung mi = +1einnehmen: p (+ + + ::::+) = e+N x(ex + e�x)N �! 1 ; x ! 1 : (3.97)S
hlie�li
h k�onnen wir die Gln. (3.45 a) und (3.45 b) f�ur das relative S
hwankungsquadrat derEnergie illustrieren dur
h��EU �2 = 1U2  � � U� � ! = 1U2 N  g2 �B B
osh x!2 =  1pN sinh x!2 : (3.98)53
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Figur 3.2: Magnetisierung des idealen Paramagneten
3.5 Weitere Glei
hgewi
hts-Ensembles. Die Ensembles K und GK sind die bei prakti-s
hen Re
hnungen bevorzugten. Andere Ensembles sind jedo
h vom theoretis
hen Standpunktoder f�ur Zwe
ke der physikalis
hen Chemie gelegentli
h von Interesse. Wir erw�ahnen:a) das mikrokanonis
he Ensemble. Wie im Ensemble K sind hier N; V und evtl. weitereSystemparameter exakt vorges
hrieben; die Energie ist jedo
h (idealisierte Version) nun eben-falls v�ollig s
harf auf einen einzigen Eigenwert E von H oder (realistis
he Version) auf dieEigenwerte E 0 in einem Intervall�E : E � 12 � � E 0 � E + 12 � (3.99)einges
hr�ankt. Wir wollen voraussetzen, da� die Summe der Eigenr�aume zu diesen Eigenwerten,der Unterraum U�E, von endli
her Dimension D = D (E; �) sei, was na
h evtl. notwendigerk�unstli
her Diskretisierung des Energiespektrums in der Praxis meist zutri�t. Hier k�onnenwir (3.11) ni
ht direkt anwenden, aber das zugeh�orige W l�a�t si
h viel einfa
her angeben: dainnerhalb von U�E keine weitere Aussage �uber W vorliegt, ist na
h unserem Prinzip a) vonAbs
hnitt 3.1 W als proportional zur Identit�at in U�E, wegen der Normierungsbedingung undTr ��E = D = D (E; �) (3.100)54



also als WMK = 1D ��E um E (3.101)anzusetzen. Dieses mikrokanonis
he Ensemble ist genau der in Gl. (2.26 b) s
hon fr�uher behan-delte Fall; wir sahen s
hon, da� die zugeh�orige Entropie (2.26 a),S [WMK ℄ = kB � ln D (3.102)die bei Bes
hr�ankung auf U�E gr�o�tm�ogli
he ist, und haben insofern au
h hier unseren Grund-satz der Entropiemaximierung eingehalten. Die innere Energie istU = Tr (WMK � H) = 1D XE0 ��E E 0 : (3.103)Die Gr�o�e 1D spielt die Rolle der Zustandssumme. Physikalis
h entspri
ht das M K-Ensembleder Situation eines streng isolierten Systems, das weder Energie- no
h Teil
henzahlaustaus
hmit anderen Systemen aufweist, so da� der Zustand, einmal in einem Eigenraum von H pr�apa-riert, stets in diesem verbleibt. Wegen der extrem gro�en Entartung (au�er beim Grundzu-stand!) der Energieeigenwerte realer makroskopis
her Systeme ist dies nat�urli
h immer eineho
hgradig gemis
hte Gesamtheit.b) Das Gibbss
he Ensemble. Wir haben das Volumen unseres Systems bisher stets still-s
hweigend zu den exakt festliegenden Systemparametern gez�ahlt; es ist jedo
h { insbesonderef�ur die Thermodynamik der Gase und Plasmen mit ihren experimentell lei
ht variierbaren Vo-lumina { oft realistis
her, au
h das Volumen als dynamis
he Variable zu behandeln, die mitumgebenden Systemen "ausgetaus
ht\ werden und deshalb f�ur das betra
htete System nur alsMittelwert festliegen kann. Eine derartige Situation, der sog. Gibbss
he Kontakt, besteht darin,da� N exakt, E und V nur als Mittelwerte vorges
hrieben sind:Tr (W H) = U ; (3.104 a)Tr (W V̂ ) = V : (3.104 b)Wie man einen selbstadjungierten "Operator V̂ zum Systemvolumen\ zwe
km�a�ig de�niert,h�angt vom Einzelsystem ab; als Beispiel sei etwa eine Gasmasse in einem Zylinder von Quer-s
hnitt A betra
htet, deren Volumen dur
h einen vers
hiebbaren Kolben einstellbar ist. IstX̂ der Operator der Ortskoordinate des Kolbens l�angs der Zylindera
hse, so kann man hiero�enbar V̂ = A � X̂ (3.105)verwenden. Na
h (3.11) erhalten wir als Glei
hgewi
htszustand f�ur die Situation (3.104) dieGibbss
he Gesamtheit WG = 1ZG e�� H � 
 V̂ ; (3.106 a)ZG = Tr �e�� H � 
 V̂ � : (3.106 b)55



Statt des Lagrange-Multiplikators 
 verwendet man analog zu (3.66 b) lieber die Gr�o�ep = 
� (Dimension EnergieVolumen = Dru
k) ; (3.107)die si
h in der Thermodynamik dementspre
hend als der Dru
k erweist, der auf das Systemauszu�uben ist, um es bei dem mittleren Volumen (3.104 b) zu halten. Die Entropie dieserGesamtheit ist na
h (3.14)S [WG℄ = kB ln ZG + (kB �) [U + p V ℄ ; (3.108)wobei die Beziehung (U; V ) $ (�; p) dur
hU (�; p) = � �� � ln ZG ; V (�; p) = � 1� �� p ln ZG (3.109)vermittelt wird mit der Gibbss
hen ZustandssummeZG = Tr e�� (H + p V̂ ) : (3.110)Die zur Freien Energie (3.42 / 43) analoge Gr�o�e ist das Gibbss
he PotentialG  1kB � ; p; N! = U � 1kB � S + p V (3.111)mit G = � 1� ln ZG : (3.112)3.6 Klassis
he Glei
hgewi
hts-Ensembles. An der grundlegenden Glei
hgewi
htsbedin-gung (3.6 a) �andert si
h wenig, wenn man die auftretenden Mittelwerte als die klassis
hen vonGl. (1.75) und die Entropie als die klassis
he von Gl. (2.46) au�a�t, nur da� die resultierendeklassis
he allgemein-kanonis
he Gesamtheit�
l: (q; p) = 1Z
l: e� IPi=1 �i A
l:i (q; p) (3.113)mit Z
l: = Z d2f� (q; p) � e�Pi �i A
l:i (q; p) (3.114)nun eine klassis
he Phasenraumdi
hte statt eines Operators ist. Insbesondere erhalten wir dasklassis
h-kanonis
he Ensemble �
l:K (q; p) = 1Z
l:K e�� H
l: (q; p) (3.115)mit der klassis
h-kanonis
hen ZustandssummeZ
l:K = Z d2f� (q; p) e�� H
l: (q; p) : (3.116)Die Verallgemeinerung etwa zum gro�kanonis
hen oder Gibbss
hen Ensemble ergibt si
h v�olliganalog zum quantenme
hanis
hen Fall, und die Formeln f�ur die Bere
hnung der Entropie undanderer Me�gr�o�en aus Z
l: bleiben dieselben. 56



4. Entwi
klung ins Glei
hgewi
ht
4.1 Relevanter und irrelevanter Teil von W (t). { Wir wollen nun eine der heute bevor-zugten Te
hniken zur Herleitung gen�aherter sto
hastis
her Bewegungsglei
hungen kennenler-nen, die { freili
h unter starken N�aherungsannahmen { die Ann�aherung eines no
h ni
ht imGlei
hgewi
ht be�ndli
hen Systems an den station�aren Glei
hgewi
htszustand zu verfolgen ge-statten. Wir betra
hten dabei eine dem kanonis
hen Ensemble entspre
hende Situation: ein(quantenme
hanis
hes) System mit Index (1), das verm�oge einer s
hwa
hen We
hselwirkungV (12) im Gesamt-Hamiltonoperator (1.64) W�arme mit einem Reservoir oder W�armebad (Index(2)) austaus
hen kann. Der Hilbertraum ist der Produktraum (1.50).Wir sahen bereits, da� wir f�ur die Bere
hnung der Erwartungswerte von Observablen, diesi
h nur auf je eines der Teilsysteme beziehen, vom statistis
hen Operator W (t) des Gesamt-systems nur "reduzierte\ Formen vom Typ (1.56) zu kennen brau
hen, die nur auf je einender beiden Faktorr�aume H(1),H(2) wirken. Wir gehen nun einen S
hritt weiter, indem wir {realistis
her weise { annehmen, da� wir au
h die in diesen reduzierten statistis
hen Operatorenenthaltene Information f�ur die Bere
hnung der wenigen uns interessierenden makroskopis
henMe�gr�o�en { insbesondere der inneren Energien hH(1)i, hH(2)i und i. a. einiger weiterer Erwar-tungswerte hA(1)i, hA(2)i { ni
ht vollst�andig ben�otigen, sondern da� diese Erwartungswerte beider begrenzten Genauigkeit unserer makroskopis
hen Messungen ni
ht zu unters
heiden sindvon sol
hen, bei denen die reduzierten statistis
hen Operatoren no
h "grobk�ornig\ gema
ht,d. h. �uber hinrei
hend kleine Teilr�aume von H(i) bez�ugli
h der Eigenintervalle von H(i) undA(i) gemittelt wurden.Wir f�uhren daher "Zelleinteilungen\ der beiden Faktorr�aume ein, gem�a�X
1 P (1)
1 = 1l(1) ; (4.1 a)X
2 P (2)
2 = 1l(2) ; (4.1 b)wobei P (1)
1 der Projektor auf den endli
hdimensionalen Teilraum Nr. 
1 in H(1) ist, der dieEigenr�aume von H(1) und evtl. einigen weiteren A(1) zu einer Anzahl nahe beieinander liegenderEigenwerte (quasikontinuierli
he Spektren!) umfa�t. Mit den DimensionenTr1 P (1)
1 = d1 (
1) ; T r2 P (2)
2 = d2 (
2) (4.2)k�onnen wir f�ur alle diese Zellen mittlere EnergieeigenwerteE1 (
1) = 1d1 (
1) Xi � 
1 E(1)i ; (4.3 a)57



E2 (
2) = 1d2 (
2) Xj � 
2 E(2)j (4.3 b)und analog mittlere Eigenwerte der anderen Me�gr�o�en de�nieren, wobei etwa der Index i �uberden (voraussetzungsgem�a� endli
hen) Satz der Eigenzust�ande von H(1) l�auft, die die Zelle 
1von H(1) aufspannen. Jedem Operator A auf H(1) 
 H(2) k�onnen wir nun dur
h die linearenSuperoperatoren D1 und D2 gem�a�D1A = X
1 ( 1d1 (
1) Tr �P (1)
1 A�) P (1)
1 (4.4 a)D2A = X
2 ( 1d2 (
2) Tr �P (2)
2 A�) P (2)
2 (4.4 b)reduzierte und "grobk�ornig gema
hte\ Operatoren zuordnen. Insbesondere stellen die Gr�o�enW1 (t) = D1W (t) = X
1 1d1 (
1) Tr1 hP (1)
1 W (1) (t)i P (1)
1 ; (4.5 a)W2 (t) = D2W (t) = X
2 1d2 (
2) Tr2 hP (2)
2 W (2) (t)i P (2)
2 (4.5 b)die grobk�ornigen reduzierten statistis
hen Operatoren der Teilsysteme dar. Sie sind, wie mit denGln. (4.2) und (1.61) lei
ht na
hzure
hnen ist, je f�ur si
h normiert im Sinne vonTr1W1 (t) = 1 ; T r2W2 (t) = 1 8 t : (4.6)Unsere Grundannahme besagt dann, da� Erwartungswerte wie etwa hH(1)i, hH(2)i von denentspre
henden grobk�ornigen Erwartungswerten wie�U1 = Tr1 �H(1)W1 (t)� = X
1 1d1 (
1) Tr1 �H(1) P (1)
1 �| {z }=E1 (
1) �� Tr1 hP (1)
1 W (1) (t)i= Tr " X
1 E1 (
1)P (1)
1 ! � W (t)# (4.7)im Rahmen unserer Messungen ni
ht zu unters
heiden sind. In diesem Rahmen ist es dann f�urdie statistis
h-me
hanis
he Bes
hreibung v�ollig ausrei
hend, statt W (t) die Gr�o�eWrel (t) = W1 (t) 
 W2 (t)= [D1W (t)℄ 
 [D2W (t)℄ (4.8)58



anzugeben, die daher als relevanter Teil des statistis
hen Operators bezei
hnet wird. Er enth�altwesentli
h weniger Information als das volleW (t), da in ihm sowohl Korrelationen zwis
hen denbeiden Teilsystemen als au
h sol
he innerhalb der Einzelzellen unterdr�u
kt sind. Da die Mit-telungsoperationen (4.5 a/b) als Spezialf�alle einer Mittelung vom Typ (2.44) aufgefa�t werdenk�onnen, ist plausibel, da� bei Zugrundelegung einer entspre
henden "grobk�ornig gema
hten\Entropiede�nition die Zeitentwi
klung von Wrel (im Gegensatz zu der von W (t)) irreversibleZ�uge im Sinne von Gl. (2.45) aufweisen kann.Die in W (t) ni
htlineare Bildung (4.8) kann man si
h au
h erzeugt denken dur
h Anwen-dung des linearen Superoperators P (t) mitP (t)A = W1 (t) 
 (D2A) + (D1A) 
 W2 (t)� (Tr A) W1 (t) 
 W2 (t) (4.9)auf W (t). Dieser Superoperator hat die Eigens
haften eines (Super-)Projektors, denn es istP (t)2A = P (t) fW1 (D2A) + (D2A)W2 � W1W2 (Tr A)g= W1 � fD2 (W1D2A) + D2 [(D1A)W2℄ � D2 (W1W2)Tr Ag+ fD1 (W1D2A) + D1 [(D1A)W2℄ � D1 (W1W2)TrAg W2�W1W2 fTr (W1D2A) + Tr ((D1A)W2) � (Tr A)Tr (W1W2)g ;und da die Operationen (4.4 a/b) Eigens
haften wieD2 (W1 (D2A)) = D2 (D2A) = D2A ; (4.10 a)D1 (W1 (D2A) = [Tr2 (D2A)℄ � W1 (4.10 b)besitzen, erh�alt man P (t)2A = P (t)A (4.11)f�ur jedes A, f�ur das die Anwendung von P (t) sinnvoll ist. Der zu P (t) komplement�are Super-projektor Q (t) = 1l � P (t) ; (4.12)wobei 1l hier die Identit�at auf dem Liouvilleraum der linearen Operatoren bezei
hnet, hat analogzu gew�ohnli
hen Projektoren die Eigens
haftenP (t) Q (t) = Q (t) P (t) = 0 : (4.13)Mit seiner Hilfe l�a�t si
h aus jedem W (t) der "irrelevante\ AnteilWirr (t) = Q (t) W (t) (4.14)59



herausprojizieren, so da� gilt W (t) = Wrel (t) + Wirr (t) : (4.15)
4.2 Bewegungsglei
hung f�ur den "relevanten\ Teil des statistis
hen Operators.{ Der volle statistis
he Operator des gekoppelten Gesamtsystems entwi
kelt si
h zeitli
h unterdem Ein
u� des Hamiltonoperators (1.64) gem�a� der von-Neumann-Gl. (1.65),i �h �� t W (t) = hL0 + L(12)i W (t) (4.16)mit L0 = L(1) + L(2). Wir werden hier die dazu �aquivalente Formulierung im We
hselwir-kungsbild (Index W) benutzen, wo der Systemzustand dur
h den statistis
hen OperatorWW (t) = e i�h H0 tW (t) e� i�h H0 t= e i�h L0 tW (t) (4.17)und jede Observable A dementspre
hend dur
hAW (t) = e i�h L0 tA (4.18)repr�asentiert wird. In diesem Bild gilt o�enbari �h �� t WW (t) = L(12)W (t) WW (t) (4.19 a)mit L(12)W (t) = e i�h L0 t L(12) e� i�h L0 t : (4.19 b)Diese Bewegungsgl. spalten wir nun in zwei Teilglei
hungen f�ur die Anteile Wrel;W undWirr;W von Gl. (4.15) auf, indem wir von links einmal P (t), einmal Q (t) anwenden (Projek-torte
hnik von Nakajima und Zwanzig). Dabei benutzen wir die folgenden Eigens
haften vonP (t), die aus der De�nition (4.9) folgen (�Ubungsaufgabe!):

(a) P (t2) P (t1) = P (t2) (4.20 a)(Verallgemeinerung vonGl: (4:11)!) ;(b) P (t) � � W� t = �� t [P (t) W (t)℄(d: h: [� P (t) = � t℄ � W (t) = 0) ; (4.20 b)60



(
) L0 P (t) = P (t) L0 = 0�) PW (t) = e i�h L0 t P (t) e� i�h L0 t = P (t)� (4.20 
)(d) P (t2) L(12) P (t1) = 0 8 (t2; t1)�mit L(12) :::: = [V (12); :::: ℄� (4.20 d)Dur
h Anwendung dieser Relationen erhalten wir ein gekoppeltes, operatorwertiges linearesDi�erentialglei
hungssystem f�ur die beiden Teile von W bzw. WW :�� t [P (t) WW (t)| {z }Wrel;W ℄ = � i�h P (t) L(12)W (t) [Q (t) WW (t)℄ ; (4.21 a)�� t [Q (t) WW (t)| {z }Wirr;W ℄ = � i�h nQ (t) L(12)W (t) [Q (t) WW (t)℄+L(12)W (t) [P (t) WW (t)℄o : (4.21 b)Ein wesentli
her S
hritt des Verfahrens besteht nun darin, den (f�ur die Bere
hnung von Erwar-tungswerten an den Teilsystemen bei unserer gegebenen Me�genauigkeit) "irrelevanten\ TeilWirr;W = Q (t) WW formal zu eliminieren. Dazu wird (4.21 b) { eine operatorwertige, lineare,inhomogene Dgl. f�ur Wirr;W (t) von erster Ordnung { formal na
h dem bekannten L�osungs-verfahren f�ur derartige Di�erentialglei
hungen integriert. Bei der L�osung der homogenen Gl.sowohl als au
h bei der Konstruktion einer Partikularl�osung der vollen inhomogenen Gl. istdabei zu bea
hten, da� wegen der Ni
htvertaus
hbarkeit der Superoperatoren P (t) L(12)W (t) zuvers
hiedenen Zeiten { glei
hes gilt nat�urli
h f�ur Q (t) L(12)W (t) { die L�osung, wie bereits in derQuantenme
hanik f�ur den Evolutionsoperator mit explizit zeitabh�angigem H diskutiert, mitdem Zeitordnungs-Superoperator T aufzubauen ist. Das Ergebnis lautetWirr;W (t) = T 8<: exp 24� i�h tZ0 dt0 Q (t0) L(12)W (t0)359=; Wirr;W (0)� i�h tZ0 ds T 8<: exp 24� i�h tZs dt0 Q (t0) L(12)W (t0)359=; L(12)W (s)Wrel;W (s) : (4.22)Der erste Term von (4.22) wird eliminiert dur
h die Annahme eines besonders einfa
hen An-fangszustandes, n�amli
hWirr (t = 0) = 0; d: h: W (0) = Wrel (0) = W1 (0) 
 W2 (0) ; (4.23)61



d. h. es wird angenommen, da� bei t = 0 keine Korrelationen zwis
hen den beiden Teilsyste-men bestehen, und da� diese Teilsysteme si
h zu Beginn in Zust�anden be�nden, die von denzugeh�origen "grobk�ornigen\ ni
ht zu unters
heiden sind.Die dur
h diese Anfangsbedingungen vereinfa
hte Formall�osung (4.22) wird nun re
hterHand in (4.21 a) eingesetzt. Die entstehende Integro-Di�erentialglei
hung f�ur Wrel;W (t) giltebenso au
h f�ur den Zustand im S
hr�odingerbild, denn da Wrel = PW in der Eigenbasis vonH0 diagonal ist, ist P (t)WW (t) = P (t) W (t) = Wrel (t). Damit erh�alt man�� t Wrel (t) = � 1�h2 tZ0 ds(P (t) L(12)W (t) �� T �exp�� i�h tZt�s dt0 Q (t0) L(12)W (t0)��L(12)W (t � s)) � Wrel (t � s) (4.24)Der Integralkern in ges
hweiften Klammern enth�alt alle von den formal eliminierten Korrela-tionen herr�uhrenden Ein
�usse auf die Zeitentwi
klung des "relevanten\ Anteils. Wendet manauf (4.24) beiderseits die Superoperatoren D1, D2 von (4.4) an und bea
htetDi � Wrel (t)� t = �� t Wi (t) (i = 1; 2) ; (4.25 a)Di P (t) L(12)W (t) = Di L(12)W (t) (i = 1; 2) ; (4.25 b)so erh�alt man zwei gekoppelte Integro-Di�erentialglei
hungen f�ur die grobk�ornig-reduziertenTeilzust�ande W1; W2 von (4.5):�� t W1 (t) = � 1�h2 tZ0 ds nD1 L(12)W (t) T [ :::: ℄ L(12)W (t � s)o �� W1 (t � s) W2 (t � s) ; (4.26 a)�� t W2 (t) = � 1�h2 tZ0 ds nD2 L(12)W (t) T [ :::: ℄ L(12)W (t � s)o �� W1 (t � s) W2 (t � s) : (4.26 b)Der zeitgeordnete Exponentialoperator T [ :::: ℄ ist derselbe wie in (4.24). Man bea
hte, da� diere
hten Seiten beider Glei
hungen { �uber die explizit ges
hriebenen Faktoren W1 W2 zur Zeitt � s hinaus { �au�erst komplizierte ni
htlineare Funktionale von W1 und W2 sind, denn ni
htnur die Operatoren D1, D2, sondern au
h der in T [ :::: ℄ in beliebig hohen Potenzen auftreten-de Superoperator Q (t0) nehmen explizit Bezug auf W1 und W2 (vgl. 4.9!). Diese ho
hgradigeNi
htlinearit�at ist der Preis f�ur die elegante formale Elimination der ni
ht interessierenden Kor-relationen. 62



Dur
h Kombination von (4.26) mit den Darstellungen (4.5) von W1; 2 in der FormW1 = X
1 w1 (
1; t)P (1)
1 ; W2 = X
2 w2 (
2; t)P (2)
2 (4.27)mit den "Zellbesetzungswahrs
heinli
hkeiten\di (
i) � wi (
i; t) = Tri hP (i)
i W (i) (t)i (4.28 a)= Tr hP (i)
i W (t)i (i = 1; 2) (4.28 b)erh�alt man aus den operatorwertigen Gln. (4.26) s
hlie�li
h zahlenwertige Bewegungsglei
hun-gen f�ur die Zellbesetzungswahrs
heinli
hkeiten ("Ratenglei
hungen\):d1 (
1) � � w1 (
1; t)� t = � tZ0 ds X
2; 
01; 
02 K (
1; 
2; 
01; 
02; t; t � s)� w1 (
01; t � s) w2 (
02; t � s) (4.29 a)d2 (
2) � � w2 (
2; t)� t = � tZ0 ds X
1; 
01; 
02 K (
1; 
2; 
01; 
02; t; t � s)� w1 (
01; t � s) w2 (
02; t � s) : (4.29 b)Hier ist der komplizierte Ein
u� der eliminierten Korrelationen in dem sog. Memory-KernK (
1; 
2; 
01; 
02; t; t0) == 1�h2 Tr �P (1)
1 P (2)
2 L(12)W (t) T �exp � i�h Z tt0 duQ (u) L(12)W (u)� L(12)W (t0)P (1)
01 P (2)
02 � (4.30)enthalten. Glei
hungssysteme wie (4.29) geh�oren zu einem Typus, der als verallgemeinerteMaster-Glei
hungen bezei
hnet wird. (Master-Glei
hungen im gew�ohnli
hen Sinne sind Be-wegungsglei
hungen f�ur Zellbesetzungen eines einzelnen, ungekoppelten Systems; sie entstehenaus (4.29) z. B. dann, wenn der Zustand W2 des Teilsystems 2 (des Reservoirs) fest vorgegebenist und si
h ni
ht zeitli
h mitentwi
kelt).Die Glei
hungssysteme (4.26) oder (4.29) sind zwar v�ollig exakt, aber wegen der au�eror-dentli
hen Kompliziertheit des Memory-Kerns in aller Regel genau so wenig exakt l�osbar wiedas Ausgangsproblem (4.16). Ihr Wert ist heuristis
her Natur; dur
h ihre �ubersi
htli
he Formsuggerieren sie N�aherungen, die die wesentli
hen physikalis
hen Z�uge der Zeitentwi
klung s
he-matisierend herauszuarbeiten erlauben.4.3 St�orungsn�aherung und Marko�s
he N�aherung. { Da wir die We
hselwirkung V (12) als63



s
hwa
h vorausgesetzt haben { was eine entspre
hend langsame Entwi
klung zum Glei
hgewi
htbedingen wird { liegt es nun nahe, den We
hselwirkungs-Liouvilleoperator L(12)W (t) als "klei-ne\ Gr�o�e zu behandeln und eine Taylorentwi
klung aller auftretenden Gr�o�en na
h Potenzendieser We
hselwirkung (St�orungsre
hnung) vorzunehmen. Die niedrigste ni
htvers
hwindendeN�aherung f�ur den Memory-Kern (4.30) ist dann o�ensi
htli
h zweiter Ordnung in L(12)W undentsteht dadur
h, da� T [ :::: ℄ in nullter N�aherung dur
h 1l ersetzt wird:K(0) (
1; 
2; 
01; 
02; t; t0) == 1�h2 Tr �P (1)
1 P (2)
2 L(12)W (t) L(12)W (t0) P (1)
01 P (2)
02 � : (4.31)Der irrelevante Teil Wirr des Zustandes, gegeben dur
h die zweite Zeile von (4.22), enth�alto�ensi
htli
h stets mindestens eine Potenz von L(12)W mehr als Wrel und ist daher in dieserniedrigsten N�aherung �uberhaupt zu verna
hl�assigen:[Q (t) W (t)℄(0) = 0 : (4.32)Bei der Ausre
hnung von (4.31) mittels (4.19 b) erinnern wir uns daran, da� P (i)
i auf eineendli
he Summe von Eigenr�aumen von (unter anderem) H(i) projiziert. Deshalb ist z. B.e� iL0 t0 P (1)
01 P (2)
02 = P (1)
01 P (2)
02 ;und man erh�altK(0) (
1; 
2; 
01; 
02; t; t0) == 1�h2 Tr �P (1)
1 P (2)
2 L(12) e� i�h (t� t0 )L0 L(12) P (1)
01 P (2)
02 � (4.33 a)= 1�h2 Tr �P (1)
01 P (2)
02 �V (12); e� i�h (t� t0 )H0 �V (12); P (1)
01 P (2)
02 � �� e i�h (t� t0 )H0��= 1�h2 Tr ��P (1)
01 P (2)
02 e i�h (t� t0 )H0 P (1)
1 P (2)
2 � � V (12) e� i�h (t� t0 )H0 V (12)+ �P (1)
01 P (2)
02 e� i�h (t� t0 )H0 P (1)
1 P (2)
2 � � V (12) e i�h (t� t0 )H0 V (12)� �e i�h (t� t0 )H0 P (1)
1 P (2)
2 � V (12) �e� i�h (t� t0 )H0 P (1)
01 P (2)
02 � V (12)� �P (1)
1 P (2)
2 e� i�h (t� t0 )H0� V (12) �P (1)
01 P (2)
02 e i�h (t� t0 )H0� V (12)� (4.33 b)F�ur die letzte Form wurde die zyklis
he Invarianz der Spur verwendet.64



Im Hinbli
k auf die N�aherung (4.32), die nur den "grobk�ornigen\ Teil des (reduzierten)Zustandes �uberhaupt beibeh�alt, w�are es nun aber o�ensi
htli
h inkonsistent, in den Ausdr�u
kene i�h sH0 P (1)
1 P (2)
2 = Xi � 
1 Xj � 
2 ei (E(1)i +E(2)j�h ) s (j ii 
 jji)(hi j 
 hj j)die detaillierten ungest�orten Eigenfrequenzen E(1)i +E(2)j�h alle beizubehalten; wir werden sie viel-mehr konsequenterweise dur
h ihre �uber 
1 und 
2 gemittelten Werte (4.3) ersetzen:e i�h sH0 P (1)
1 P (2)
2 � ei (E1 (
1)+E2 (
2)�h ) s P (1)
1 P (2)
2 : (4.34)Damit erhalten wir aus (4.33 b), wenn wir in den ersten beiden Termen �uberdies eine Zerlegungder Einheit 1l(1) 
 1l(2) gem�a� (4.1) eins
hieben:K(0) (
1; 
2; 
01; 
02; t; t � s) == Æ
1 
01 Æ
2 
02 X
001 
002 2 
os  E1 (
1) + E2 (
2) � E1 (
001) � E2 (
002)�h � s! �� � (
1; 
2; 
001 ; 
002)� 2 
os  E1 (
1) + E2 (
2) � E1 (
01) � E2 (
02)�h � s! � (
1; 
2; 
01; 
02) ; (4.35)wobei die Gr�o�e � das Betragsquadrat eines "grobk�ornigen Matrixelements\ der We
hselwir-kung V (12) darstellt und daher positiv semide�nit ist:� (
1; 
2; 
01; 
02) = 1�h2 �Tr ��P (1)
1 P (2)
2 V (12) P (1)
01 P (2)
02 � � �P (1)
01 P (2)
02 V (12) P (1)
1 P (2)
2 ��= Xi � 
1j � 
2 Xi0 � 
01j 0 � 
02 j 1�h h i 
 j jV (12) j i0 
 j 0 i j2 � 0 : (4.36)Der Memory-Kern ist in dieser niedrigsten St�orungsn�aherung ni
ht mehr selbst von W1; W2(bzw. von den w1 (
1; t) und w2 (
2; t)) abh�angig; die Ni
htlinearit�at der Besetzungsglei
hun-gen (4.29 a/b) r�uhrt nur no
h vom bilinearen Charakter der jeweils zweiten Zeile her. DieZeitabh�angigkeit der K-Elemente ist oszillierend; in den Frequenzen [E1 (
1) + E2 (
2) �E1 (
01) � E2 (
02)℄ = �h erkennen wir die !kl von Gl. (1.43) und der dort ans
hlie�enden Diskussionwieder. {Die zweite f�ur das Studium der Gln. (4.29/30) wesentli
he N�aherung l�auft darauf hinaus,65



die in den Integralen re
hter Hand von (4.29 a/b) si
h manifestierenden "Ged�a
htnis\ { oder"Na
hwirkungse�ekte\ zu verna
hl�assigen, d. h. die Tatsa
he, da� die �Anderungen von W1; W2ni
ht nur von diesem Zeitpunkt, sondern genau genommen von allen fr�uheren Zeitpunktent0 = t � s mit 0 � t0 � t abh�angen. Dabei hat man folgende qualitative �Uberlegung vorAugen. Die in (4.29 a/b) auftretenden KerneX
2 oder 
1K (
1; 
2; 
01; 
02; t; t � s) (4.37)werden ungea
htet ihres streng genommenen periodis
hen Charakters (vgl. die �Uberlegungenvon Abs
hnitt (1.2)) f�ur �ubers
haubare Zeiten t � t0 = s dur
h destruktive Interferenz ih-rer vielen Oszillationen ein Abklingverhalten in s zeigen, das dur
h eine Na
hwirkungs- oder"Ged�a
htniszeit\ �M 
harakterisiert werden kann. Sie wird vermutli
h, au�er von der detail-lierten Struktur der We
hselwirkungsgr�o�en �, insbesondere von der Di
hte der ungest�ortenEnergieniveaus in den beiden Teilsystemen abh�angen. Die Zellbesetzungswahrs
heinli
hkeiten,di (
i) � wi (
i; t) mit i = 1 oder 2, werden si
h ebenfalls { und zwar, wie wir von der Erfah-rung her vermuten, im Sinne eines Wanderns in Ri
htung der Glei
hgewi
htsverteilung, eines"Relaxierens\ { zeitli
h ver�andern; die Ver�anderli
hkeit wird dur
h eine andere Abklingzeit�R, die sog. Relaxationszeit, 
harakterisiert. Die sog. Marko�s
he N�aherung besteht nun in derAnnahme �M � �R : (4.38)Dann sind die Kerne (4.37) auf der dur
h �R 
harakterisierten Zeitskala nur in einem kleinenIntervall um s = 0 herum (s � 0 :::: �M) wesentli
h von Null vers
hieden, so da� in guterN�aherung der Restintegrand, w1 (
01; t � s) � w2 (
02; t � s), an der Stelle s = 0 aus denIntegralen herausgezogen werden darf. Im verbleibenden Integral darf au�er f�ur sehr kleineZeiten t < �M � �R, die wir aus der Betra
htung auss
heiden { die s-Integration eben wegendes ras
hen Abklingens von (4.37) bis s = 1 statt bis s = t erstre
kt werden. An dieser Stellewird bewu�t ignoriert, da� na
h einer extrem langen Wiederkehrzeit die Kerne si
h strenggenommen als periodis
h erweisen w�urden; die N�aherung behandelt ihr Abklingverhalten { f�uralle �ubers
haubaren Zeiten vern�unftigerweise { als endg�ultig. Zusammenfassend ist alsotZ0 ds (X
i K (
1; 
2; 
01; 
02; t; t � s)) � w1 (
01; t � s)w2 (
02; t � s)� w1 (
01; t)w2 (
02; t) 1Z0 ds (X
i K (
1; 
2; 
01; 
02; t; t � s)) (4.39)der mathematis
he Ausdru
k der Marko�-N�aherung.Kombiniert man dies mit der niedrigsten St�orungsn�aherung (4.35) f�ur K, so treten Zeitin-tegrale vom Typ 1Z0 ds 2 
os  E1 + E2 � E 01 � E 02�h � s!66



= 2 � �h Æ (E1 + E2 � E 01 � E 02) (4.40)
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auf (Fourier-Darstellung der Æ-Distribution). Damit und mit einer Umbenennung der Sum-mationsindizes 
001 ; 
002 im ersten Term von (4.35) nimmt das Glei
hungssystem f�ur die Zeitent-wi
klung der Zellbesetzungen (4.29 a/b) in Marko�-N�aherung und niedrigster St�orungsn�ahe-rung folgende Gestalt an:�� t [d1 (
1) � w1 (
1; t)℄ = � 2 � �h X
2 X
01; 
02 Æ [E1 (
1) + E2 (
2)��E1 (
01) � E2 (
02)℄ � (
1; 
2; 
01; 
02) [w1 (
1; t) w2 (
2; t)�w1 (
01; t) w2 (
02; t)℄ ; (4.41 a)�� t [d2 (
2) � w2 (
2; t)℄ = � 2 � �h X
1 X
01; 
02 Æ [E1 (
1) + E2 (
2)��E1 (
01) � E2 (
02)℄ � (
1; 
2; 
01; 
2) [w1 (
1; t) w2 (
2; t)�w1 (
01; t) w2 (
02; t)℄ : (4.41 b)Die zeitli
he �Anderung der Zellbesetzungen ist nun { als Folge der Marko�-N�aherung { nurmehr dur
h die Werte der Zellbesetzungen zur selben Zeit t bestimmt; dementspre
hend sinddie Ratenglei
hungen zu reinen Di�erentialglei
hungen (erster Ordnung) geworden.Das System (4.41) besitzt eine einleu
htende wahrs
heinli
hkeitstheoretis
he Interpretation.Na
h den Regeln der Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung und im Hinbli
k auf (4.28) sind die ProdukteP (
1; 
2; t) = [d1 (
1) � w1 (
1; t)℄ [d2 (
2) � w2 (
2; t)℄ (4.42)als Wahrs
heinli
hkeiten daf�ur anzuspre
hen, da� zur Zeit t das System 1 si
h in der Zelle 
1und zuglei
h das System 2 in der Zelle 
2 seines Hilbertraums be�ndet. Die ri
htige Normierungfolgt lei
ht aus (4.28):X
1; 
2 P (
1; 
2; t) = Tr1 [X
1 P (1)
1| {z }1l(1) W (1) (t)℄ � Tr2 [X
2 P (2)
2| {z }1l(2) W (2) (t)℄= Tr1W (1) (t) � Tr2W (2) (t) = 1 (4.43)Damit diese Normierung f�ur alle t bestehen bleiben kann, mu� f�ur die zeitli
he �Anderung einesjeden P (
1; 
2; t) eine Bilanzglei
hung von der allgemeinen Form�� t P (
1; 
2; t) = X(
01; 
02)6=(
1; 
2)R (
01; 
02; 
1; 
2) d1 (
1) d2 (
2) P (
01; 
02; t)�P (
1; 
2; t) X(
01; 
02)6=(
1; 
2)R (
1; 
2; 
01; 
02) d1 (
01) d2 (
02) (4.44)68



gelten: die zeitli
he �Anderung kann nur dadur
h ges
hehen, da� entweder das Gesamtsystemna
h Ma�gabe gewisser �Ubergangsoperatoren R (
01; 
02; 
1; 
2) aus den anderen Zellen (
01; 
02)in die betra
htete hineinwandert (Zuwa
hsterm oder "gain\) oder da� es na
h Ma�gabe ent-spre
hender RatenR (
1; 
2; 
01; 
02) aus der betra
hteten Zelle in andere abwandert (Verlusttermoder "loss\). Jeder der beiden konkurrierenden Prozesse ist selbst proportional zur Besetzungs-wahrs
heinli
hkeit der Ausgangs- und zur Dimension der Endzelle. Tats�a
hli
h ergibt (4.44) beiSummation �uber alle (
1; 
2) �� t (X
1; 
2 P (
1; 
2; t)) = 0 8 t : (4.45)Da die mikroskopis
he Dynamik zeitumkehrvariant ist, werden wir die SymmetrierelationR (
01; 
02; 
1; 
2) = R (
1; 
2; 
01; 
02) (4.46)f�ur alle Zellpaare erwarten. Die Eins
hr�ankung (
01; 
02) 6= (
1; 
2) in den Summen von (4.44)kann wegfallen, da die betre�enden Terme si
h re
hter Hand ohnehin wegheben. Damit erwartenwir die Glei
hungen �� t P (
1; 
2; t) = X
01; 
02 R (
1; 
2; 
01; 
02) �� nd1 (
1) d2 (
2) P (
01; 
02; t) � d1 (
01) d2 (
02) P (
1; 
2; t)o (4.47)Ein sol
hes gekoppeltes System von "gain and loss\-Bilanzglei
hungen f�ur einen vollst�andigenSatz von Zellbesetzungen eines Systems wird allgemein als Masterglei
hung bezei
hnet. Wirsehen nun unmittelbar, da� die von uns hergeleiteten gen�aherten Bewegungsglei
hungen (4.41)tats�a
hli
h eine spezielle Form einer Masterglei
hung (4.47) darstellen: summieren wir (4.47)einerseits �uber 
2, andererseits �uber 
1, und identi�zierenR (
1; 
2; 
01; 
02) == 2 � �h Æ �E1 (
1) + E2 (
2) � E1 (
01) � E2 (
02)�d1 (
1) d2 (
2) � d1 (
01) d2 (
02) � (
1; 
2; 
01; 
02) ; (4.48)was wegen (4.36) und der Hermitezit�at von V (12) mit der Symmetrieforderung (4.46) vertr�agli
hist, so entstehen genau die Gln. (4.41 a) bzw. (4.41 b). Die Æ-Distribution in (4.48) stellt si
her,da� Spr�unge zwis
hen den Zellpaaren stets unter Bea
htung des Energieerhaltungssatzes f�urdas Gesamtsystem erfolgen.4.4 H-Theorem und station�are L�osung. { Ohne die L�osung der gekoppelten Raten-glei
hungen (4.41 a/b) im Detail zu verfolgen 3), wollen wir das Verhalten dieser L�osung3)Eine sol
he L�osung geht zwe
km�a�ig von der Form (4.47) (der Masterglei
hung) aus, die ein System linearerDi�erentialglei
hungen erster Ordnung mit konstanten KoeÆzienten darstellt. Ein sol
hes System reduziertsi
h dur
h Exponentialansatz / e�� t auf ein Matrix-Eigenwertproblem mit den inversen Abklingzeiten � alsEigenwerten. Das kleinste � stellt dann die inverse Relaxationszeit 1 = �R dar.69



paus
hal 
harakterisieren dur
h den Aufweis der Existenz einer sog. Liapunov-Funktion, d. h.einer aus den L�osungen wi (
i; t) gebildeten Funktion der Zeit, die si
h zeitli
h monoton �andert.Dieses Verfahren geht auf Boltzmann zur�u
k, der es erstmals auf die von ihm aufgestellte(begri�i
h ganz anders geartete, aber mathematis
h im wesentli
hen strukturglei
he) klassis
heTransportglei
hung f�ur Gase anwandte und das Resultat als "H-Theorem\ bezei
hnete. Dievon ihm aufgewiesene Liapunov-Funktion H (t) ist in moderner Spre
hweise die Informations-entropie des Gesamtsystems. Wir betra
hten dementspre
hend die grobk�ornigen reduziertenEntropien S1 (t) = � kB X
1 (d1 (
1) w1 (
1; t)) � ln (d1 (
1) w1 (
1; t)) ; (4.49 a)S2 (t) = � kB X
02 (d2 (
2) w2 (
2; t) � ln (d2 (
2) w2 (
2; t)) ; (4.49 b)und bere
hnen die zeitli
he �Anderung der grobk�ornigen Gesamtentropie,ddt [S1 (t) + S2 (t)℄ = � kB �� (X
1 [1 + ln (d1w1)℄ ddt (d1 w1) + X
2 [1 + ln (d2w2)℄ �� t (d2w2)) ; (4.50)anhand der Gln. (4.41). Die Terme mit 1 in den e
kigen Klammern von (4.50) geben verm�ogeder Symmetrierelation (4.46) keinen Beitrag, und es bleibtddt [S1 (t) + S2 (t)℄ = 2 � �h kB X
1; 
2 X
01; 
02 Æ (E1 + E2 � E 01 � E 02) �� � (
1; 
2; 
01; 
02) [ln (d1 (
1) � w1 (
1; t)) + ln (d2 (
2) � w2 (
2; t))℄ �� [w1 (
1; t)w2 (
2; t) � w1 (
01; t)w2 (
02; t)℄Symmetrisierung dieses Resultats in den Zellpaarindizes unter no
hmaliger Benutzung von(4.46) ergibt s
hlie�li
hddt [S1 (t) + S2 (t)℄ = � �h kB X
1; 
2 X
01; 
02 Æ (E1 (
1) + ::: � E2 (
02)) � (
1; 
2; 
01; 
02)� nln [w1 (
1; t) � w2 (
; t)℄ � ln [w1 (
01; t)w2 (
02; t)℄o �� n[w1 (
1; t)w2 (
2; t)℄ � [w1 (
01; t)w2 (
02; t)℄o (4.51)Auf die beiden letzten Zeilen wenden wir die Unglei
hung(x � y) � (ln x � ln y) � 0 f: (x > 0; y > 0)70



(und = 0 nur f: x = y) (4.52)an und bea
hten den positiven Charakter von � (Gl. 4.36). Dann folgtddt [S1 (t) + S2 (t)℄ � 0 ; (4.53)d. h. die Summe der grobk�ornigen reduzierten Entropien w�a
hst in der Tat zeitli
h monotonan ("H-Theorem\).Ein station�arer Endzustand mit konstant bleibendem S1 + S2 wird erst dann (und zwar,wie die detaillierte L�osung zeigt, f�ur t � �R) errei
ht, wenn alle Summenglieder in (4.51) ver-s
hwinden. Nehmen wir der K�urze halber an, da� au�er der in (4.51) bereits explizit gema
htenGesamtenergieerhaltung die dynamis
he Matrix � keine weiteren Auswahlregeln f�ur zwis
henden Teilsystemen ausgetaus
hte, insgesamt aber erhaltene Gr�o�en enth�alt, so bedeutet diesw1 (
1; t) � w2 (
2; t) = w1 (
01; t) � w2 (
02; t) (t ! 1)f�ur alle (
1; 
2; 
01; 
02) mitE1 (
1) + E2 (
2) = E1 (
01) + E2 (
02) : (4.54)Diese Funktionalglei
hung hat die eindeutige L�osungw1 (
1; t ! 1) �! 1Z1 e�� E1 (
1) ; (4.55 a)w2 (
2; t ! 1) �! 1Z2 e�� E2 (
2) (4.55 b)mit Normierungskonstanten 1 =Zi, die aus (4.43) zu bestimmen sind, und einem gemeinsamenParameter � der Dimension (Energie)�1. Der station�are End- oder Glei
hgewi
htszustand be-steht also darin, da� beide Systeme kanonis
he Glei
hgewi
htsverteilungen (im "grobk�ornigen\Sinne, d. h. f�ur Zellen statt einzelner Mikrozust�ande) mit derselben Temperatur T = 1=(kB �)ausbilden. { Sind in � und damit in der letzten Zeile von (4.54) no
h weitere Erhaltungss�atzezu ber�u
ksi
htigen, so werden wir entspre
hend auf allgemein-kanonis
he Verteilungen gef�uhrt.Bemerkenswert an dieser aus den approximativen Bewegungsglei
hungen (4.41) erhaltenenGlei
hgewi
htsl�osung ist, da� die detaillierte Gestalt der We
hselwirkung � bzw. V (12) �uber-haupt ni
ht eingeht, sondern da� jedes gen�ugend s
hwa
he V (12) stets die Ausbildung derselbenkanonis
hen Endverteilung bewirkt. (F�ur die h�oheren St�orungsn�aherungen w�urde dieses Resul-tat ni
ht mehr zutre�en).Im R�u
kbli
k stellen wir fest, da� die Herleitungen von Kap. 4 einen m�ogli
hen Weg aufzei-gen, si
h die Herausbildung einer irreversibel zum Glei
hgewi
ht strebenden Dynamik klarzu-ma
hen. Ob dies der einzig m�ogli
he und der dem physikalis
hen Problem angemessenste Weg71



ist, bleibt ebenso o�en wie zahlrei
he o�ene Fragen innerhalb dieses Weges selbst. Wel
he ge-naue Rolle spielt die Grobk�ornigkeit f�ur die Re
htfertigung der gema
hten N�aherungen? Oderist hierf�ur die in Abs
hnitt 2.2 (g2) diskutierte Instabilit�at wesentli
h? Sol
he Fragen beginnengerade erst zum Gegenstand der Fors
hung zu werden.
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II. Ans
hlu� an die Thermodynamik
5. Kontakte und Glei
hgewi
htsbedingungen5.1 Thermis
her Kontakt und relative Temperatur. Wir wollen nun aus den Re-sultaten der statistis
hen Me
hanik des Glei
hgewi
hts in Kap. 3 die Aussagen der empiris
h-ph�anomenologis
hen Thermodynamik zur�u
kgewinnen und damit zuglei
h au
h mikroskopis
hbegr�unden. Dabei wird si
h au
h die physikalis
he Bedeutung der in Kap. 3 formal eingef�uhrtenLagrange-Multiplikatoren �; �; 
 ::: und Hilfsfunktionen F; J; G ::: herausstellen.Als erstes wollen wir der Bedeutung des in allen wi
htigen Glei
hgewi
htsensembles auftre-tenden Parameters � einen S
hritt n�aherkommen. Wir betra
hten dazu wie in Abs
hnitt 1.3zwei Teilsysteme (Indizes (1) und (2)), die zun�a
hst voneinander strikt isoliert und jedes f�ursi
h ins Glei
hgewi
ht, etwa im Sinne des kanonis
hen Ensembles (3.35) gebra
ht worden seien.Die Systeme sind dann zun�a
hst statistis
h unabh�angig, der We
hselwirkungsterm V (12) imHamiltonoperator (1.64) ist Null, und der Gesamtzustand ist na
h (3.50/51) der unkorrelierteProduktzustand W0 = W (1)K 
 W (2)KW (i)K = 1Z(i)K (�i) e��iH(i) 9>>=>>; isolierte Systeme (i = 1; 2) (5.375)mit zwei i. a. vers
hiedenen Glei
hgewi
htsparametern �1 und �2 und den zugeh�origen kano-nis
hen Zustandssummen (3.35 b). Darin spiegelt si
h die Tatsa
he, da� wir zwei Konstantender Bewegung { die kommutierenden Hamiltonoperatoren H(1) und H(2) in (1.64) { haben,deren Mittelwerte, die inneren EnergienU (i)0 = � �� �i ln Z(i)K (�i) (i = 1; 2) (5.376)(vgl. 3.39!) separat festgelegt werden k�onnen.Wir bringen nun beide Systeme in "thermis
hen Kontakt\ miteinander, d. h. wir s
halteneine We
hselwirkung V (12) zwis
hen ihnen ein, die s
hwa
h genug ist, um etwa im Energieer-wartungswert verna
hl�assigbar zu sein,hHi = hH(1) + H(2) + V (12)i � hH(1) + H(2)ibzw. U � U (1) + U (2) ; (5.377)73



aber ausrei
hend, um na
h hinrei
hend langer Wartezeit das Gesamtsystem zu "�aquilibrieren\,d. h. in den Glei
hgewi
htszustand zu f�uhren. Dabei halten wir die Gesamtanordnung na
hau�en isoliert, so da� no
h eine Konstante der Bewegung, n�amli
h H, existiert. Demgem�a�stellt si
h der Zustand W = 1ZK (�) e�� H (5.4 a)mit nur no
h einem gemeinsamen Glei
hgewi
htsparameter � ein, oder, da V (12) verna
hl�assig-bar W � 1Z(1)K (�) Z(2)K (�) e�� (H(1) +H(2)) (5.4 b)Wegen der Kleinheit von V (12) hat dieser Zustand praktis
h wieder die unkorrelierte Form(5.1), aber nun mit einem f�ur beide Teilsysteme glei
hen �. Separiert man die Systeme wiederthermis
h dur
h Abs
halten von V (12), so �andert si
h (5.4 b) ni
ht mehr. Der wesentli
he E�ekteines thermis
hen Kontakts besteht also darin, die Glei
hgewi
htsparameter der Teilsystemeanzuglei
hen: � 01 = � 02 = � (therm:Glei
hgewi
ht): (5.5)Der "Glei
hgewi
htswert\ � ist dadur
h festgelegt, da� die Gesamtenergie, da keine We
hsel-wirkung mit dritten Systemen stattfand, unver�andert geblieben sein mu�:U = � �� � ln ZK (�) = U (1)0 + U (2)0 ; (5.6)und wenn man � hieraus bestimmt hat, kann man wegen (5.4 b) die Einzelenergien U (1) undU (2), d. h. die Umverteilung der Energie bei Herstellung thermis
hen Kontakts, aus Gl. (5.2),aber nun an der Stelle � 01 = � 02 = � bere
hnen.Na
h Gl. (3.45 b), wo die linke Seite positiv de�nit ist, gilt stets� U = �  1kB �! > 0 (5.7)Der Parameter 1 = kB � kann also beim thermis
hen Kontakt ni
ht f�ur beide Teilsysteme glei
h-zeitig zu- oder abnehmen, denn na
h (5.6) mit (5.3) mu� die Summe der Einzelenergien glei
h-bleiben. Ist etwa U (1) > U (1)0 , dann ist na
h (5.7) 1kB � > 1kB �1 , und zuglei
h mu� zwangsl�au�gU (2) < U (2)0 und somit 1kB � < 1kB �2 sein. Der "ausgegli
hene\ Wert 1kB � liegt also immer zwi-s
hen den Ausgangswerten der Teilsysteme vor dem thermis
hen Kontakt, und zwar hat er si
hf�ur das Teilsystem, das Energie aufgenommen hat, vergr�o�ert, und f�ur das Energie abgebendeSystem verkleinert.Die beiden Eigens
haften des Parameters 1 = kB � , a) monoton mit dem Energieinhalt desSystems (insbesondere also bei seiner Erw�armung) anzusteigen und b) beim thermis
hen Kon-takt zwis
hen zwei Systemen si
h auf einen gemeinsamen Glei
hgewi
htswert einzustellen, sind74



nun genau diejenigen, die wir von der Erfahrung her als 
harakteristis
h f�ur eine relative Tempe-ratur # ansehen. Die Werte des inversen Glei
hgewi
htsparameters vermitteln also eine relativeTemperaturskala; sie erlauben uns in quantitativer Weise von "k�alteren\ und "w�armeren\ Sy-stemen zu spre
hen: 1kB � = # = eine relative Temperatur : (5.8)Da� diese Skala bei der von uns getro�enen Wahl der Konstanten kB tats�a
hli
h sogar mitder absoluten thermodynamis
hen Temperaturskala identis
h ist, wird si
h sp�ater zeigen.Die obige �Uberlegung ist im wesentli
hen unabh�angig von der Verwendung des kanoni-s
hen Ensembles. Betra
hten wir dieselbe Situation etwa im mikrokanonis
hen Ensemble, wodie Teilsysteme vor dem Kontakt ni
ht nur voneinander, sondern au
h gegen die �ubrige Weltstrikt isoliert waren, und nehmen wir der Einfa
hheit halber die "idealisierte\ Version je ei-nes einzigen s
harfen Energieeigenwertes E1 bzw. E2 mit Entartungsgrad Di = D(i) (Ei; 0)im Sinne von Gl. (3.100) an; Gl. (3.103) vereinfa
ht si
h dann zu U (i)0 = Ei, i = 1 und 2.Na
h dem Kontakt habe, da die We
hselwirkung V (12) wieder hinrei
hend s
hwa
h sein soll,das Gesamtsystem den im wesentli
hen wiederum s
harfen EnergiewertE � U (1) + U (2) = E1 + E2 : (5.9)Die Entropie, gegeben dur
h (3.102), ist in derselben N�aherung ebenfalls additiv, da die Teil-systeme bei sehr s
hwa
hem V (12) praktis
h unkorreliert sind,S � S(1) (U (1)) + S(2) (U (2)) ; (5.10)au
h wenn wir f�ur sie ni
ht ohne weiteres Glei
hheit mit S(1)0 + S(2)0 (vor dem Kontakt) er-s
hlie�en k�onnen. Betra
hten wir S als Funktion von U (1) und U (2) und variieren diese um dietats�a
hli
h si
h einstellenden Glei
hgewi
htswerte herum unter Bea
htung der Bedingung (5.3),also mit dU (1) + dU (2) = 0 ; (5.11)so haben wir wegen der Stationarit�at der Entropie im Glei
hgewi
htd S =  � S(1)� U (1)! � dU1 +  � S(2)� U (2)! � dU2 = 0 (5.12)und dur
h Kombination beider Beziehungen� S(1) = � U (1) = � S(2) = � U (2) : (5.13)Die Gr�o�e � S = � U hat die Dimension einer inversen Temperatur 1 = #0, und #0 ist (wie wir inAbs
hnitt 3.5 ni
ht im einzelnen na
hgere
hnet haben) wieder eine wa
hsende Funktion vonU . #0 hat also dieselben qualitativen Eigens
haften wie # von Gl. (5.8) und stellt ebenfalls einebrau
hbare relative Temperaturskala dar. Sie s
heint zun�a
hst von # vers
hieden zu sein, aberwir erinnern uns, da� der Unters
hied zwis
hen kanonis
hem und mikrokanonis
hem Ensemble75



ja nur in der Uns
h�arfe bzw. S
h�arfe des Eigenwerts U besteht, und da� dieser Unters
hied,gemessen dur
h die relative Energievarianz (3.49) im kanonis
hen Ensemble, f�ur gro�e Teil-
henzahl N vers
hwindet. Damit vers
hwindet au
h der Unters
hied zwis
hen den relativenTemperaturen # und #0 f�ur gro�e N . {Dur
h Anwendung obiger �Uberlegungen auf drei Subsysteme folgt sofort die gelegentli
h als"Nullter Hauptsatz der Thermodynamik\ bezei
hnete Transitivit�atseigens
haft:Zwei Systeme (1) und (2); die beidemit einund demselben dritten System (3) im thermis
henGlei
hgewi
ht stehen; sind au
h untereinanderim thermis
henGlei
hgewi
ht: (5.14)Es gilt dann �1 = �2 = �3 bzw. #1 = #2 = #3.Auf diesem Sa
hverhalt beruht die M�ogli
hkeit einer Messung der relativen Temperatur.Dazu w�ahlt man als System (3) ein "Thermometer\, d. h. ein System, wel
hes a) "sehr klein\im Verglei
h zu allen anderen zu untersu
henden Systemen ist derart, da� es bei thermis
hemKontakt mit ihnen ihre inneren Energien und Temperaturen praktis
h ni
ht beein
u�t, b)einen lei
ht beoba
htbaren makroskopis
hen Parameter (Volumen, elektr. Widerstand usw.)besitzt, der si
h als Funktion seiner inneren Energie monoton �andert und daher als "Zeiger\auf einer Skala der relativen Temperatur dienen kann. Mit einem sol
hen System kann mannun die Temperaturen anderer Systeme quantitativ verglei
hen; die Systeme (1) und (2) sindna
h (5.14) "glei
h warm\, wenn sie, jeweils einzeln mit dem Thermometer (3) in thermis
henKontakt gebra
ht, bei diesem den glei
hen Zeigerstand hervorrufen.Ein "Thermostat\ oder "W�armebad\ ist im Gegensatz dazu ein System, das "sehr gro�\ gegenalle sonstigen interessierenden Systeme ist derart, da� es jedem von ihnen bei thermis
hemKontakt praktis
h exakt seine eigene Temperatur mitteilt, ohne diese (und damit seinen eigenenEnergieinhalt) dabei merkli
h zu �andern.5.2 Allgemeinere Glei
hgewi
htsbedingungen. Die zu (5.5) f�uhrenden �Uberlegungenlassen si
h geradewegs verallgemeinern auf den Fall, wo die beiden Teilsysteme { sowohl beider vorangegangenen Einstellung ihrer Einzelglei
hgewi
hte als au
h bei ihrer na
hfolgendenZusammenf�uhrung zum Gesamtsystem { allgemeinere Formen des Kontakts aufweisen, die au
hden Austaus
h anderer Gr�o�en als der Energie zulassen. Wir bespre
hen als Beispiele(a) Systeme mit Energie- und Teil
henzahlaustaus
h. Wir sahen in Abs
hnitt 3.3, da� si
hhier zun�a
hst f�ur jedes Einzelsystem ein gro�kanonis
her ZustandW (i)GK = 1Z(i)GK (�i; �i) e� (�iH(i)+�i N̂(i)) (5.15)76



einstellt, wobei i. a. �1 6= �2; �1 6= �2 ist. Bringt man beide sodann in einen Energie- undTeil
henaustaus
h gestattenden Kontakt miteinander, z. B. dur
h eine sowohl w�armeleitende alsau
h por�ose Membran, wobei die energetis
he Kopplung V (12) wieder als hinrei
hend s
hwa
hangenommen wird, so wird das Gesamtsystem den ZustandWGK (�; �) = 1ZGK (�; �) e� (� H+� N̂) (5.16 a)mit je einem einheitli
hen Wert f�ur � und � annehmen. WegenH � H(1) + H(2) (5.17)N̂ = N̂ (1) + N̂ (2) (5.18)(die zweite Beziehung gilt im Gegensatz zur ersten exakt) bedeutet diesWGK (�; �) � W (1)GK (�; �) 
 W (2)GK (�; �) (5.19)und wir s
hlie�en wie in Abs
hnitt (5.1), da� der erweiterte Kontakt zur Einstellung einesGesamtglei
hgewi
hts gef�uhrt hat, das dur
h� 01 = � 02 = � ; �01 = �02 = �oder mit den Bezei
hnungen (5.8) und (3.66 b) dur
h#01 = #02 = # ; �01 = �02 = � (5.20)gekennzei
hnet ist: hier glei
hen si
h ni
ht nur die Temperaturen, sondern au
h die mit derEinhaltung vorges
hriebener Teil
henzahlmittelwerte verkn�upften Glei
hgewi
htsparameter �bzw. � der beiden Teilsysteme einander an. Aus Gl. (3.71 b) entnehmen wir, da� N mit �monoton anw�a
hst, 4) � N = � � > 0 ; (5.21)und da andererseits U = U (1)0 + U (2)0 ; N = N (1)0 + N (2)0 (5.22)bleiben mu�, s
hlie�en wir wie in Abs
hnitt 5.1 f�ur # = 1 = kB �, da� der Glei
hgewi
htswert� zwis
hen �1 und �2 liegen mu� und da� das System mit dem urspr�ungli
h kleineren � seineTeil
henzahl dur
h den Kontakt vergr�o�ert, das mit dem urspr�ungli
h gr�o�eren � Teil
hen ab-gegeben hat. Die Gr�o�e � 
harakterisiert also quantitativ die Neigung eines Systems, Teil
hender betra
hteten Sorte beim Kontakt abzugeben. Eine Gr�o�e mit diesen Eigens
haften und4)Dabei mu� man voraussetzen, da� # � 1 = � bei geeigneter Festsetzung seines Nullpunktes stets positivist. Dies ist aber m�ogli
h, denn # w�a
hst, wie wir sahen, monoton mit U , und die Energie U als Mittelwertdes Hamiltonoperators hat, wie s
hon in der Quantenme
hanik betont, eine endli
he untere S
hranke E0, dieGrundzustandsenergie. 77



der Dimension Energie wird in der Chemie traditionell als 
hemis
hes Potential des Systemsbezei
hnet; diesen Terminus verwenden wir von nun an stets f�ur �.Wir weisen no
h darauf hin, da� wegen der Beziehungen (3.62) im gro�kanonis
hen En-semble die Glei
hgewi
htsbedingungen (5.20) au
h in der Form� S� U (1) = � S� U (2) ; � S� N (1) = � S� N (2) (5.23)ges
hrieben werden k�onnen; f�ur den rein thermis
hen Kontakt gilt die erste dieser Bedingungenallein.(b) Energie- und Volumenaustaus
h; Dru
k. Diese Situation liegt etwa vor, wenn zwei Gas-massen in zwei Teilen eines Beh�alters dur
h einen in x-Ri
htung frei vers
hiebbaren Kolbengetrennt sind, der zuglei
h w�armedur
hl�assig ist, neben Energie kann dann au
h Volumen,
haratkerisiert dur
h die Observable (3.78) bzw. ihre additiven AnteileV̂ (1) = A � X̂(1) ; V̂ (2) = A � X̂(2) (5.24)ausgetaus
ht werden, wobei o�enbarU = U (1)0 + U (2)0 ; V = V (1)0 + V (2)0 (5.25)gilt, weil jede Kolbenvers
hiebung dem einen System genau so viel Volumen mehr gibt, wie siedem anderen wegnimmt. Na
h demselben S
hema wie fr�uher s
hlie�en wir, da� dieser Kontaktzur Einstellung einer Gibbss
hen Glei
hgewi
htsgesamtheit (3.79) mit� 01 = � 02 = � und 
01 = 
02 = 
oder mit dem Parameter p von Gl. (3.80) zu#01 = #02 = # ; p01 = p02 = p ; (5.26)f�uhrt. Aus Gl. (3.25), angewandt auf die Observable V̂ im Gibbss
hen Ensemble, und (3.82)erhalten wir (�V )2 = �2� 
2 ln ZG = � (kB #) � � V� p (5.27)und hieraus (wieder mit # > 0 o. B. d. A.) s
hlie�en wir� V = � p < 0 ; (5.28)d. h. wiederum mu� der Glei
hgewi
htswert des Parameters p zwis
hen p1 und p2 liegen, damitdie zweite Gl. (5.25) erf�ullt sein kann, wobei das System, dessen urspr�ungli
hes p si
h na
hHerstellung des Kontakts vergr�o�ert hat, zuglei
h sein Volumen verkleinert haben mu� undumgekehrt. Dieses Verhalten legt nahe, da� p eng mit dem Dru
k in einem System verbundensein mu�. 78



Um dies genauer zu sehen, ersetzen wir etwa na
h Einstellung des Gesamtglei
hgewi
hts dasSystem 2 dur
h eine Kombination von Thermostat (zur Aufre
hterhaltung der Temperatur #)und �au�erer konstanter Kraft F auf den vers
hiebbaren Kolben, die auf System 1 "dr�u
kt\. Wirk�onnen dann die Gibbss
he Gesamtheit f�ur System 1 o�ensi
htli
h dur
h eine kanonis
he mitTemperaturparameter # ersetzen, deren Hamiltonoperator jedo
h um die potentielle Energie� (�F ) � X̂(1) erweitert ist (bea
hte, da� F in der zur Ri
htung anwa
hsenden x(1) entgegen-gesetzten Ri
htung wirkt):W (1)G (#; p) = W (1)K (#) mit H(1) ! H(1) + F � X̂(1)= e�� H(1) � (� F ) � X̂(1) = Tr (e� ::::)= e�� [H(1)+(F =A) � V̂ (1)℄ = Tr (e� ::::)= W (1)G �#; FA� ; (5.29)letzteres na
h Gln. (3.79 / 3.80). Da aber F =A der auf den Kolben ausge�ubte Dru
k ist, ist inder Tat der Parameter p genau mit dem Dru
k des Systems identis
h.S
hlie�li
h lassen si
h uns
hwer die Glei
hgewi
htsbedingungen f�ur no
h allgemeinere Typenvon Kontakten zwis
hen zwei Systemen angeben; z. B. wird ein Kontakt, der Energie-, Teil
hen-und Volumenaustaus
h glei
hzeitig gestattet, zu einem Glei
hgewi
htszustand mit#01 = #02 ; �01 = �02 = � ; p01 = p02 = p (5.30)f�uhren, der dur
h eine Erweiterung des gro�kanonis
hen Ensembles von der FormW = Z� 1 (#; �; p) � exp �� 1kB # �H � � N̂ + p V̂ �� (5.31)zu bes
hreiben ist.5.3. Anwendung: Phasenglei
hgewi
hte. Wir betra
hten speziell Paare (1, 2) bzw.(i; j) von homogenen, d. h. aus nur je einer Teil
hensorte bestehenden und r�aumli
h kon-stante Di
hte (sowie evtl. r�aumli
h konstante andere physikalis
he Parameter, wie Magnetisie-rung oder elektris
he Polarisation) aufweisenden Systemen. Wenn wir vorwegnehmen, da� dievon uns bisher eingef�uhrte "kanonis
he\ relative Temperatur # und die absolute thermodyna-mis
he Temperatur T jedenfalls eindeutige Funktionen voneinander sind, k�onnen wir als Glei
h-gewi
htsbedingungen T1 = T2 ; �1 = �2 ; p1 = p2 (5.32)f�ur jedes Paar ansetzen. Erfahrungsgem�a� sind freili
h f�ur homogene Systeme im Glei
hge-wi
htszustand drei Variable wie (5.32) ni
ht unabh�angig, sondern es bestehen zwis
hen ihnen79



Beziehungen, die sog. Zustandsglei
hungen, die wir zun�a
hst als empiris
h ermittelt ansehen,sp�ater aber au
h aus der Statistis
hen Me
hanik bere
hnen lernen werden. Ein Beispiel ist diebekannte Zustandsglei
hung des idealen Gasesp � V = N � kB � T bzw: p = kB T � = p (T; �) ; (5.33)die eine Beziehung zwis
hen p; T und der Di
hte � = NV herstellt. (Dieses Beispiel zeigt au
h,da� die Homogenit�at f�ur unsere �Uberlegung wesentli
h ist, weil nur beim homogenen SystemN und V dur
h eine einzige f�ur das Gesamtsystem g�ultige Variable � ersetzt werden k�onnen, soda� die urspr�ungli
hen drei unabh�angigen Variablen N; V; T si
h auf zwei reduzieren). Analogbesteht zwis
hen den Variablen von (5.32) im homogenen Fall eine Beziehung� = � (p; T ) ; (5.34)so da� eine der drei Glei
hgewi
htsbedingungen aus den beiden anderen folgt.Ein wi
htiger Sonderfall sind Glei
hgewi
hte zwis
hen zwei oder mehr Phasen derselben 
he-mis
h reinen Substanz (Element oder Verbindung), z. B. je eine dampf- oder gasf�ormige, 
�ussigeund feste Phase desselben Sto�es, oder zwei feste Phasen desselben Elements mit vers
hiedenerKristallstruktur, oder zwei 
�ussige Phasen desselben Elements mit normal- und supra
uidenEigens
haften, oder ferro- und paramagnetis
he Phase desselben Metallkristalls. Das System istdann insgesamt inhomogen, jede einzelne der r�aumli
h getrennten Phasen kann f�ur si
h genom-men jedo
h als homogen gelten. "Phasenglei
hgewi
ht\ liegt vor, wenn mehrere sol
he Phasenim Kontakt miteinander stehen und die Bedingungen (5.32) an jeder Phasengrenz
�a
he erf�ulltsind. Dann hat das Gesamtsystem ein und dieselbe Temperatur T und einen �uberall glei
henDru
k p.F�ur ein Zweiphasensystem etwa gilt dann wegen Gl. (5.34)�1 (p; T ) = �2 (p; T ) : (5.35)In einer T � p�Ebene de�niert diese Bedingung eine Kurve p = p (T ), die sog. Koexis-tenzkurve, l�angs derer die beiden Phasen im Glei
hgewi
ht nebeneinander bestehen k�onnen,w�ahrend abseits dieser Kurve auf jeder Seite nur je eine Phase existieren kann. Die Gesamtheitsol
her Koexistenzkurven zwis
hen den vers
hiedenen Phasen einer Substanz bildet deren "Pha-sendiagramm\ (s. Figur 5.1).Bei einem Dreiphasensystem lauten entspre
hend die Glei
hgewi
htsbedingungen�1 (p; T ) = �2 (p; T ) = �3 (p; T ) : (5.36)Eine sol
he Beziehung { d. h. zwei Glei
hungen f�ur die zwei Variablen p; T { ist im p �T �Diagramm nur jeweils an einem Punkt, einem sog. Tripelpunkt �, erf�ullt, von denen unserBeispiel zwei aufweist. Nur dort k�onnen alle 3 Phasen im Glei
hgewi
ht simultan existieren.(Der sog. kritis
he Punkt C bezei
hnet auf der Phasengrenze 
�ussig-gasf�ormig einen Punkt,jenseits dessen keine eindeutige Unters
heidung von Gas und Fl�ussigkeit mehr m�ogli
h ist.)80
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Figur 5.1: PhasendiagrammDie �Uberlegung l�a�t si
h verallgemeinern auf den Fall, da� n vers
hiedene Substanzen (unddamit au
h n vers
hiedene Arten von Teil
hen) im System enthalten sind. Sollen mehrerePhasen koexistieren, etwa r Phasen, so m�ussen die 
hemis
hen Potentiale jeder Teil
hensorte inallen r Phasen glei
h sein. Diese 
hemis
he Potentiale ��� (� = 1 :::: n Substanz bzw. Teil
henart,� = 1 :::: r Phase), h�angen au�er von p und T nun no
h von n � 1 relativen Konzentrationen(etwa Molenbr�u
hen) x1 :::: xn� 1 in der betre�enden Phase ab:��� = ��� (p; T ; x�1; x�2; :::: x�n� 1) : (5.37)Dies sind insgesamt 2 + r � (n � 1) Variable. Zwis
hen ihnen m�ussen in Verallgemeinerung von(5.35 / 36) r � 1 Glei
hgewi
htsbedingungen f�ur jede Substanz, also n � (r � 1) Bedingungenerf�ullt sein. Es bleiben also f = n + 2 � r (5.38)"freie\ Variable �ubrig, die man in der f-dimensionalen Glei
hgewi
htsmannigfaltigkeit no
h be-liebig variieren kann, ohne das Glei
hgewi
ht zu zerst�oren. Wird f = 0, also r = n + 2, soist diese Mannigfaltigkeit ein Punkt; alle Variablen sind dur
h die Bedingungen �xiert. DieMaximalzahl rmax der Phasen eines "n-Komponenten\ { (d. h. Teil
hensorten { ) Systems istalso rmax = n + 2 (sog. Gibbss
he Phasenregel).81



6. Die Haupts�atze der Thermodynamik6.1 Erster Hauptsatz (Energiesatz). Wir betra
hten ein System (1) und seine zu ei-nem System (2) zusammengefa�te Umgebung. Ist das System (1) streng isoliert, d. h. seinein Gl. (1.64) als V (12) bezei
hnete We
hselwirkung mit der Umgebung Null und sein eigenerHamiltonoperator H(1) ni
ht explizit zeitabh�angig (� H(1) = � t 6= 0 w�urde ja bedeuten, da�das System (1) von au�en manipuliert wird), so ist seine innere Energie U (1) na
h Gl. (1.67 a)zeitli
h konstant.Eine �Anderung der inneren Energie, alsoÆ U (1) = Æ Tr �W (1) � H(1)� 6= 0 ; (6.1)ist grunds�atzli
h auf zweierlei Weisen denkbar. Einmal kann die s
hon in Abs
hnitt 1.3 be-tra
htete We
hselwirkung V (12) mit der Umgebung auf dem Niveau der mikroskopis
hen Ein-zelfreiheitsgrade bestehen. Sie verursa
ht, wie wir sahen, i. a. eine Zu- oder Abfuhr von W�arme,n�amli
h Æ U (1) = Æ Q(1) = Tr1 �ÆW (1)mikr: � H(1)� (6.2)na
h Gl. (1.69 a), wobei Æ W (1)mikr: dur
h den zweiten Term von (1.66), d. h. dur
hÆW (1)mikr: = 1i �h Tr2 �L(12)Wtot� dt (6.3)gegeben ist, wo Wtot den Zustand der Gesamtanordnung (System (1) plus Umgebung) be-zei
hnet. Die W�armezu- oder Abfuhr Æ Q(1) ist eine "unkontrollierte\ Form des Energieaustau-s
hes insofern, als wir keine Kontrolle dar�uber besitzen, wie si
h auf die sehr vielen mikrosko-pis
hen Freiheitsgrade unseres Systems verteilt. Der Hamiltonoperator H(1) des Systems f�ursi
h { und damit seine Energieniveaus E(1)n { bleiben dabei unver�andert, aber die Wahrs
hein-li
hkeitsverteilung auf die Eigenr�aume von H(1) (die "Besetzung\ der einzelnen Energieniveaus)�andert si
h, na
h Ma�gabe von ÆW (1)mikr: bzw. dessen Di
htematrix hn0 j ÆW (1)mikr: jn i in Energie-darstellung, dur
h den thermis
hen Kontakt mit der Umgebung.Andererseits kann Energiezu- oder Abfuhr beim System (1) au
h in einer "kontrollierten\Form erfolgen, n�amli
h dann, wenn { in Abwei
hung vom bisher Diskutierten { der Hamilton-operator H(1) explizit zeitabh�angig ist und diese Zeitabh�angigkeit dur
h eine Reihe von in H(1)auftretenden zeitabh�angigen Parametern xm (t) (m = 1; 2; ::::M) { z. B. zeitli
h variierende�au�ere Kraftfelder oder ein zeitli
h ver�anderli
hes Eins
hlie�ungsvolumen V { vermittelt wird,die an makroskopis
he (kollektive) und daher makroskopis
h gezielt und einzeln manipulierbareFreiheitsgrade des System ankoppeln. Z. B. enth�alt der Hamiltonoperator eines Spinsystemsim �au�eren Magnetfeld ~B (t), wie s
hon bei der Behandlung des idealen Paramagneten in Gl.(3.73) festgestellt, einen TermH(1)B (t) = N(1)Xi=1 �� ~�i � ~B (t)� = � ~M (1) � ~B (t) ; (6.4 a)82



der die Kopplung des extern kontrollierten Magnetfeldes ~B (t) an den kollektiven Freiheitsgrad~M (1) = N(1)Xi=1 ~�i ; (6.4 b)das makroskopis
he magnetis
he Gesamtmoment des Systems, bes
hreibt. Die Energie des Spin-systems �andert si
h daher im Zeitintervall t :::: t + dt um den BetragÆ A(1) = �h ~M (1)i � Æ ~B = �h ~M (1)i � 0�d ~Bdt 1A dt ; (6.4 
)der die vom Magnetfeld am Gesamtmoment ~M (1) geleistete Arbeit darstellt. In Verallgemeine-rung dieses Beispiels haben wirH(1) = H(1) (x1 (t) :::: xM (t)) = H(1) (t) ; (6.5)so da� si
h bei einer �Anderung xm ! xm + dxm (mit dxm = _xm dt) dieser Parameter eine�Anderung Æ H(1) = MXm=1 K̂(1)m dxm = Æ H(1)makr: ; K̂(1)m = � H(1)� xm (6.6)ergibt. Die Operatoren K̂(1)m { im Beispiel (6.4 a) die Komponenten von � ~M (1) { stellen dies
hon angespro
henen makroskopis
hen oder kollektiven Freiheitsgrade dar, die jeweils an xm (t)koppeln und kraft dieser Kopplung einzeln und kontrolliert beein
u�t werden k�onnen. Dadur
hentsteht { im Gegensatz zum Fall (6.2) { eine �Anderung der Energieniveaus des Systems. Diedadur
h verursa
hte �Anderung der inneren Energie U (1) k�onnen wir na
h der Standardformel f�urdie zeitli
he �Anderung von Erwartungswerten bei expliziter Zeitabh�angigkeit der Observablenermitteln, Æ U (1)makr: = Tr1 �W (1) � Æ H(1)makr: + Æ W (1)makr: � H(1)�= Tr1 �W (1) � Æ H(1)makr:� + 1i �h Tr1 �hH(1); W (1)i � H(1)�| {z }=0na
h Gl: (1:67 a)= hÆ H(1)makr:i : (6.7)Diese �Anderung stellt ni
hts anderes als die dur
h Ver�anderung der Parameter xm von au�en amSystem geleistete Arbeit Æ A dar. In Verallgemeinerung von (6.4 
) k�onnen wir (6.7) s
hreibenÆ A(1) = Xm � Tr1 �W (1) K̂(1)m �| {z }hK̂(1)m i � dxm = Xm K(1)m dxm (6.8)Dies sieht wie eine Verallgemeinerung der Formel ~K � d~x f�ur die Arbeit einer Kraft ~K an einemMassenpunkt in der Me
hanik aus und erkl�art, warum die xm allgemein als (makroskopis
he83



oder thermodynamis
he) "Koordinaten\, die K(1)m als die dazu konjugierten "verallgemeinertenKr�afte\ bezei
hnet werden. (Diese Nomenklatur ist man
hmal widersinnig, da sie z. B. im Falleder Gln. (6.4) dazu f�uhrt, ~B (t) als "Koordinate\ und ~M als dazu konjugierte "Kraft\ zu be-zei
hnen; sie ist jedo
h in der Thermodynamik eingeb�urgert).Lassen wir nun beide Formen des Energieaustaus
hes glei
hzeitig zu, so haben wir diestatistis
h-me
hanis
he Formulierung der allgemeinen EnergiebilanzdU = Tr (W � Æ Hmakr:)| {z } + Tr (ÆWmikr: � H)| {z }= Æ A + Æ Q ; (6.9)in der man den Ersten Hauptsatz der Thermodynamik wiedererkennt. Die Indizes "mikr.\ und"makr.\ erinnern an den vers
hiedenen Charakter der beiden Beitr�age hinsi
htli
h ihrer makro-skopis
hen Kontrollierbarkeit. Die Bezei
hnungen Æ A und Æ Q erinnern daran, da� diese beidenni
ht Di�erentiale von Zustandsgr�o�en, sondern von der detaillierten Proze�f�uhrung abh�angigsind.6.2 Zweiter Hauptsatz. Absolute Temperatur. Wir betra
hten nun f�ur ein System imthermis
hen Kontakt mit einem Reservoir, bes
hrieben dur
h das kanonis
he Ensemble (3.35),eine Transformation, die beide soeben diskutierten �Anderungen (Æ Q und Æ A) umfa�t, aberspeziell reversibel gef�uhrt wird, d. h. so, da� unser System si
h zu jedem Zeitpunkt im stati-stis
hen Glei
hgewi
ht be�ndet. Praktis
h bedeutet dies, da� alle �Anderungen { n�amli
h dieder Reservoirtemperatur # (t) = 1 = kB � (t) und die der zeitabh�angigen Parameter xm (t) {quasistatis
h dur
hgef�uhrt werden, d. h. so langsam, da� das System si
h zu jedem Zeitpunktins Glei
hgewi
ht einstellen kann. Wir haben dann eine zeitli
he Folge von kanonis
hen Glei
h-gewi
htszust�anden WK (t) = 1ZK (t) e�� (t) �H (t) ; (6.10 a)mit ZK (t) = Tr �e�� (t) �H (t)� ; (6.10 b)die nat�urli
h aus dem bei Gl. (1.66) s
hon betonten Grunde ni
ht einer von-Neumann-Gl. folgt.Die zeitli
he �Anderung des Zustandes im Intervall t :::: t + dt; Æ WK , besteht aus einem AnteilÆWmikr: proportional zu Æ � = (d � (t) = dt) � dt und aus einem in Æ H bzw. den "kontrollier-ten\ Parameter�anderungen dxm (t) linearen Anteil ÆWmakr:. Der letztere tr�agt, wie wir bei derHerleitung von (6.7) sahen, zu Æ U in 1. Ordnung ni
ht bei, so da� wir die W�armeaufnahme(6.2) des Systems als Æ Q = Tr (ÆW � H) (6.11)s
hreiben k�onnen. Andererseits �andert si
h die Entropie S = S [WK (t)℄ bei diesem Proze�gem�a� d S = Æ f� kB Tr (W ln W )g = � kB Tr ((ln W + 1l) � ÆW )84



(vgl. (3.8) und (3.9)!), d. h. in diesem Falled S = � kB Tr (Æ W � ln W ) ; (6.12)denn bei der Entwi
klung (6.10) ist stets TrW (t) = 1 und daher Tr Æ W = 0. Mit (6.10 a)bedeutet dies d S = kB fln ZK � (Tr Æ W ) + � � Tr (Æ W � H)g= (kB �) � Tr (Æ W � H) (6.13)Verglei
h mit (6.11) f�uhrt zu der Aussaged S = Æ QT mit 1T = kB �bei quasistatis
her Proze�f�uhrung : (6.14)D. h.: es existieren zu jedem Zeitpunkt der quasistatis
hen Transformation eine Zustandsgr�o�eT , identis
h mit dem Parameter 1 = kB � des momentan bestehenden Glei
hgewi
htszustandes,und eine Zustandsgr�o�e S, die statistis
he Entropie, derart, da� f�ur die W�armezufuhr Æ Q {ni
ht Di�erential einer Zustandsgr�o�e { der Faktor 1T als "integrierender Faktor\ wirkt und ausihr das Di�erential d S, die Entropiezunahme im Proze� erzeugt. Dies ist aber exakt die Aussagedes zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik, der damit ebenfalls aus der statistis
hen Me
ha-nik abgleitet ist. Diese (von Clausius herr�uhrende) Formulierung des 2. Hauptsatzes de�niertbekanntli
h bis auf eine additive Konstante die thermodynamis
h-makroskopis
he Entropie S,die si
h damit als identis
h mit der statistis
hen Entropie erweist, und zuglei
h bis auf einemultiplikative Konstante die absolute thermodynamis
he Temperatur T, f�ur die wir somitT = 1kB � ; � = 1kB T (6.15)�nden. Die Wahl der multiplikativen Konstanten, die man in kB einbeziehen kann, legt die Skalader absoluten Temperatur fest; die Wahl (2.23) der Boltzmanns
hen Konstanten entspri
ht derKelvin-Skala f�ur T .Man bea
hte aber, da� die Gl. (6.14) in der ph�anomenologis
hen Thermodynamik die Entro-pie (au
h abgesehen von der dort bestehenden additiven Unbestimmtheit) nur f�ur Glei
h-gewi
htszust�ande de�niert, w�ahrend die statistis
he De�nition (2.24) f�ur beliebige Zust�andeW , au
h f�ur sol
he au�erhalb des Glei
hgewi
hts gilt, und �uberdies S absolut festlegt.F�uhrt man die Transformation ni
ht quasistatis
h, so kann die gesamte Entropie�anderungdes Systems zwis
hen Anfangs- und Endstadium, S (t2) � S (t1), ni
ht dur
h Integration von(6.14) erhalten werden. Wohl aber kann man die Gesamtanordnung von System und s�amtli
henReservoiren r, mit denen es w�ahrend des Prozesses in Kontakt stand (r = 1 ::: R), als na
h85



au�en isoliertes Obersystem betra
hten, f�ur wel
hes na
h unserem Prinzip (2.45) die gesamteEntropie�anderung � 0 sein mu�. Die Entropie�anderung dieser Reservoire ist aber lei
ht anzu-geben: da sie "sehr gro�e\ Systeme sind, erfahren sie nur langsame, praktis
h quasistatis
heZustands�anderungen, so da� f�ur sie (6.14) anwendbar bleibt. Erh�alt also das r-te Reservoir dieW�armemenge � Æ Qr bei der Temperatur T (res)r , so ist die Summe der Entropie�anderungen vonSystem plus Reservoiren S (t2) � S (t1) � RXr=1 t2Zt1 Æ QrT (res)r � 0und wir erhalten als Verallgemeinerung der Clausiuss
hen Gl. (6.14) auf irreversible (ni
htquasistatis
he) Prozesse die AussageS (t2) � S (t1) � Xr t2Zt1 Æ QrT (res)r ; (6.16)wo Æ Qr die in t :::: t+ dt vom System aus dem r-ten Reservoir aufgenommene W�armemenge ist.(Tats�a
hli
h d�urfen f�ur den Endzustand bei t2, da bei den thermis
hen Kontakten Korrelationenzwis
hen System und Reservoiren si
h ausbilden, die Entropien von beiden ni
ht einfa
h addiertwerden; die Subadditivit�at (2.31) zeigt aber, da� die Unglei
hung (6.16) bei Ber�u
ksi
htigungdieses Umstandes erst re
ht gilt). { In (6.16) treten nur Reservoirtemperaturen T (res)r auf, weildas System selbst Ni
htglei
hgewi
htszust�ande dur
hl�auft und eine Temperatur { im Gegensatzzur Entropie { au
h in der Statistis
hen Me
hanik nur f�ur Glei
hgewi
htszust�ande de�niert ist.Wir k�onnen die Formulierungen (6.9 / 6.8) und (6.14) der beiden Haupts�atze kombinierenzu der Aussage dU = T � d S + Æ A = T � d S + Xm Km dxm (6.17)f�ur quasistatis
he (reversible) Proze�f�uhrung.Sie wird oft als (di�erentielle) "Grundrelation der Thermodynamik\ bezei
hnet und zeigt ne-benbei, da� die innere Energie zwe
km�a�ig als Funktion der Variablen S und x1 :::: xM an-gegeben wird, weil in diesen Variablen der Ausdru
k f�ur ihre �Anderung bei (quasistatis
her!)Ab�anderung der Glei
hgewi
htsbedingungen besonders einfa
h ist:U = U (S; x1; x2 :::: xM ) : (6.18)Umgekehrt kann die di�erentielle Entropie�anderung alsd S = 1T Æ Qrev = 1T dU + Xm �� 1T Km� dxm (6.19)f�ur quasistatis
he (reversible) Proze�f�uhrung86



ges
hrieben werden und zeigt, da� die zwe
km�a�ige Variablenwahl bei S f�ur thermodynamis
heZwe
ke S = S (U ; x1; x2 :::: xM ) (6.20)sein wird. Was die erste Variable U = hHi betri�t, so stimmt dies mit unserer Wahl in Gl.(3.40 b) im kanonis
hen Ensemble �uberein; als "Koordinaten\ x waren dort, wie der Verglei
hzeigt, speziell V und N verwendet worden. In der aus (6.19) ablesbaren Relation� S = � U jfxmg=
onst: = 1T (6.21)erkennen wir Gl. (3.41) wieder.6.3 Dritter Hauptsatz (Nernsts
hes Theorem). In der ph�anomenologis
hen Thermo-dynamik besteht die Rolle des 3. Hauptsatzes darin, die im 2. Hauptsatz no
h verbliebeneadditive Freiheit in der Entropie S festzulegen. Seine Aussage ist: die Entropie S, betra
htetals Funktion von T und x = fx1 :::: xMg (also ni
ht von U und x wie in (6.20)) strebt f�urT ! 0 bei jedem "
hemis
h reinen\, d. h. nur eine Teil
hensorte enthaltenden System gegenNull, und zwar unabh�angig von den �ubrigen Variablen x:S (T ! 0; fxmg) �! 0 8 fxmg : (6.22)(F�ur Systeme mit vers
hiedenen Teil
hensorten bleibt au
h f�ur T ! 0 eine endli
he "Mis
h-ungsentropie\ �ubrig).Diese Aussage ist von der Statistis
hen Me
hanik her lei
ht zu begr�unden, etwa ausge-hend von unseren Formeln (3.37) f�ur das kanonis
he Ensemble. Der Hamiltonoperator H be-sitzt (Stabilit�atspostulat) ein dur
h den Grundzustands-Eigenwert E0 na
h unten bes
hr�anktesSpektrum, E0 < E1 � E2 � ::::: (6.23)und die Wahrs
heinli
hkeiten, das System in einem Mikrozustand mit Eigenwert En vorzu-�nden, sind na
h (3.37) pn = e�En = kB TPn; � e�En = kB T = e� (En �E0) = kB TPn; � e� (En�E0) = kB T (6.24)F�ur T ! 0 gehen sie alle gegen Null au�er f�ur den Grundzustand n = 0. Dies ist einleu
htend,da f�ur T ! 0 dem System immer mehr Energie entzogen wird, so da� es s
hlie�li
h die zurBesetzung angeregter Zust�ande notwendige Energie ni
ht mehr aufbringen kann:pn (T ) ! Æn 0 (T ! 0) : (6.25)Wenn nun der Grundzustand n = 0 ni
ht entartet ist (d0 = 1 in der Spra
he der Gl. (3.38)),so bedeutet dies na
h (2.12), da� die statistis
he Entropie gegen Null geht, da das System dannauf einen einzigen Mikrozustand eingeengt wird:S (T ) ! kB ln d0 = 0 f�ur d0 = 1 : (6.26)87



Dies ist der beim idealen Paramagneten zur Gl. (3.85) f�uhrende Fall. Es ist klar, da� diesesResultat ein wesentli
h quantentheoretis
hes ist. Die klassis
he N�aherung verletzt daher in derRegel den 3. Hauptsatz, indem sie f�ur T ! 0 formal negative Entropien ergibt, und wird daherin der Regel bei hinrei
hend tiefen Temperaturen ung�ultig.6.4 Extensivit�at und Fundamentalglei
hung. { Die ph�anomenologis
he Thermodyna-mik unters
heidet { als Erfahrungstatsa
he { sog. intensive und extensive Variable. IntensiveGr�o�en �andern si
h ni
ht, wenn man ein "sehr gro�es\, makroskopis
hes System in kleinere,aber no
h immer makroskopis
he Teilsysteme unterteilt, z. B. Temperatur T , Dru
k p, Di
hte� = N =V , Magnetfeld ~B oder ~H. Extensive Gr�o�en verkleinern si
h bei dieser Operation imVerh�altnis der Volumina; zu ihnen z�ahlen trivialerweise das Volumen V selbst, sodann au
hTeil
henzahl N , Entropie S, innere Energie U und alle im n�a
hsten Kapitel zu bespre
hendenthermodynamis
hen Potentiale. Dabei ist die Klausel "sehr gro�\ wesentli
h: die Eigens
haftengelten streng genommen im GrenzfallV ! 1 ; N ! 1 mit NV = � = 
onst: ; (6.27)dem sog. thermodynamis
hen Limes; f�ur "kleine\ Systeme erwartet man Abwei
hungen vondieser Regel. Wegen der thermodynamis
hen Relationen zwis
hen den vers
hiedenen Gr�o�enlassen im �ubrigen diese Eigens
haften si
h s�amtli
h ableiten, wenn man f�ur nur zwei in (6.27)ni
ht auftretende Gr�o�en, n�amli
h die Entropie S und eine Energiegr�o�e wie etwa die innereEnergie U , die Extensivit�at bewiesen hat. So folgt z. B. aus der thermodynamis
hen Gl. (6.21)in diesem Falle sofort die Intensivit�at der Temperatur, und aus Gl. (6.19) folgt sofort weiter,da� in den Produkten Km � xm jeweils ein Faktor extensiv, der andere intensiv sein mu�. Manhat si
h also z. B. davon zu �uberzeugen, da� im Limes (6.27)U (� � N; � � V ) = � � U (N; V ) (6.28)gilt und f�ur die Entropie etwa in den Variablen von (3.40 b)S (� � U ; � � N; � � V ) = � � S (U ; N; V ) (6.29)In mathematis
her Ausdru
ksweise ist S in diesen Variablen eine homogene Funktion 1. Grades.Diese Eigens
haften sind als Erfahrungstatsa
hen so vertraut, da� man erst sp�at in der Ent-wi
klung der Statistis
hen Me
hanik gewahr wurde, da� sie vom mikroskopis
hen Standpunktni
ht selbstverst�andli
h und ihre Beweise tats�a
hli
h nur bei ganz bestimmten Eigens
haften dermikroskopis
hen Zweiteil
henwe
hselwirkung V2 (j ~xi � ~xj j) m�ogli
h und mathematis
h meistau�erordentli
h kompliziert sind! Wir gehen auf sol
he Beweise daher ni
ht quantitativ ein,sondern betonen nur, da� eine vollst�andige mikroskopis
he Begr�undung der Thermodynamikneben der Ableitung der Haupts�atze au
h eine sol
he Beweisf�uhrung umfassen m�u�te. Die-se mikroskopis
he Demonstration der Extensivit�at ist derzeit m�ogli
h f�ur Systeme mit kurz-rei
hweitigen Zweiteil
henpotentialen { etwa s
hwere Atomkerne, sofern man die Coulombkr�afte88



zwis
hen den Protonen ignoriert { oder f�ur Systeme aus geladenen Teil
hen { etwa Elektronenund Atomkernen {, die der langrei
hweitigen Coulombkraft unterliegen, aber insgesamt elek-tris
h neutral sind. Dagegen sind Systeme, die der langrei
hweitigen und �uberall attraktivenGravitationswe
hselwirkung unterliegen, ni
ht extensiv, weil sie bei Vergr�o�erung der Teil
hen-zahl ihre Gesamtenergie absenken k�onnen; die damit zusammenh�angende Instabilit�at gro�erMateriemengen gegen gravitative Kontraktion ist insbesondere die eigentli
he Triebkraft derSternentwi
klung.Bei dieser Demonstration gen�ugt es, wenn man an Stelle von (6.29) zeigt, da� die Gr�o�e1V � ln Z in irgend einem { allgemeinkanonis
hen oder mikrokanonis
hen { Ensemble im LimesV ! 1,N ! 1; U ! 1 mit endli
h bleibenden Verh�altnissen N =V (Di
hte) und U =V(Energiedi
hte) einen endli
hen Grenzwert besitzt, der von der Form des Systems unabh�angigist. Die Extensivit�at f�ur andere Variable folgt dann aus den Gesetzen der Glei
hgewi
htssta-tistik, z. B. aus (3.75) im mikrokanonis
hen Ensemble, wo D = D (E; �) die Rolle von Z�ubernimmt. Die letztere Gl. zeigt au
h, da� die Dimension D der "Glei
hgewi
htszelle\ im Hil-bertraum f�ur ein makroskopis
hes System (im thermodynamis
hen Limes) exponentiell gro�wird: D (� U; � N; � V ) = exp �� � S (U; N; V )kB � : (6.30)F�ur den allgemeineren Fall von Gl. (6.20) mit den Variablen xm bleibt die Relation bestehen,wenn wir voraussetzen, da� alle Paare (xm; Km) so gew�ahlt werden, da� xm extensiv und Kmintensiv ist. Die Homogenit�at ersten Grades in den Variablen U; fxmg,S (� � U; � � x1; :::: � � xM) = � � S (U; x1 :::: xM ) (6.31)f�uhrt dann zu einer weitgehenden Eins
hr�ankung der Form der Funktion S ("Eulers
hes Theo-rem\ �uber homogene Funktionen): aus der Identit�atdd � (� S) =  � S� (� U)!fxmg � d (� U)d � ++ Xm  � S� (� xm)!U; fxn 6=mg � d (� xm)d � = S (6.32)(die Indizes bezei
hnen na
h thermodynamis
hem Brau
h die bei der partiellen Di�erentiationjeweils festgehaltenen Variablen) und den aus (6.19) zu entnehmenden Beziehungen � S� U !x = 1T ;  � S� xm!U; fxn 6=mg = � 1T Km (6.33)folgt die gelegentli
h als "Fundamentalglei
hung der Thermodynamik\ bezei
hnete AussageS (U; x) = 1T (U; x) (U � Xm Km (U; x) � xm) : (6.34)89



Wie s
hon das Auftreten der Temperatur T zeigt, gilt sie (im Gegensatz zur allgemeinen De�-nition der statistis
hen Entropie, (2.24)) nur f�ur die Glei
hgewi
hts-Entropie. Bildet man ihredi�erentielle Form T dS + S d T = dU � Xm Km dxm � Xm dKm � xmund subtrahiert davon die Gl. (6.19), so erh�alt man die sog. Gibbs-Duhem-RelationS � d T + Xm xm � dKm = 0 (6.35)f�ur quasistatis
he Proze�f�uhrung.Sie besagt, da� der Satz fT; K1 ::: KMg von rein intensiven Variablen ni
ht unabh�angig ist,so da� zur Charakterisierung des Glei
hgewi
htszustandes dur
h unabh�angige Variable minde-stens eine von diesen extensiv sein mu�.
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7. Thermodynamis
he Potentiale7.1 De�nition der wi
htigsten Potentiale. Wir sahen s
hon bei der Behandlung derGlei
hgewi
htsensembles, da� die meisten interessierenden thermodynamis
hen Angaben �ubereinen Glei
hgewi
htszustand aus einer geeigneten zahlenwertigen Funktion der Glei
hgewi
hts-parameter gewonnen werden k�onnen, etwa die Mittelwerte hAii gem�a� (3.20) aus der Zu-standssumme Z oder die Glei
hgewi
htsparameter �i (also T; �; p usw.) aus der Entropiegem�a� (3.22). Eine sol
he Zustandsfunktion, aus der die thermodynamis
hen Gr�o�en im Glei
h-gewi
htszustand dur
h partielle Ableitungen gewonnen werden k�onnen, hei�t thermodynamis
hesPotential in Analogie zum Potential etwa der Me
hanik, aus dem die Kraftkomponenten dur
hpartielle Di�erentiationen folgen.F�ur jeden Typ von Glei
hgewi
htsensemble, also f�ur jede Kombination von Nebenbedin-gungen, gibt es ein "zugeh�origes\ thermodynamis
hes Potential, das besonders einfa
h mit derbetre�enden Zustandssumme verkn�upft ist. Es wird zwe
km�a�ig angegeben als Funktion eineswiederum f�ur diese Nebenbedingungen 
harakteristis
hen Satzes von nat�urli
hen Variablen.Dies sind einerseits, wie in (3.21) betont, die Lagrangeparameter �i des jeweiligen Ensembles(also T; �; p; usw.), andererseits die dort ni
ht explizit anges
hriebenen, weil indirekt in dieDe�nition des Hilbertraums und den Aufbau des Hamiltonoperators eingehenden "exakten An-gaben\. Die letzteren k�onnen wir nun mit den Parametern xm im Hamiltonoperator (Gl. 6.5 /6.6) identi�zieren. Die allgemeine Form eines thermodynamis
hen Potentials ist also� = � (�1; �2; ::: x1; x2; ::: ) : (7.1)Beide Arten von Variablen kann man si
h quasistatis
h { d. h. so, da� das System eine Folgedi
ht beieinander liegender Glei
hgewi
htszust�ande dur
hl�auft { variiert denken, und die parti-ellen Ableitungen von � na
h ihnen enthalten dann die gesu
hten thermodynamis
hen Gr�o�en.Die Zahl der in vers
hiedenen Potentialen jeweils verwendeten Variablen ist nat�urli
h bei dem-selben physikalis
hen System stets dieselbe.Wir sahen bereits, da� dieselbe physikalis
he Gr�o�e in den vers
hiedenen Glei
hgewi
hts-Ensembles in begri�i
h ganz vers
hiedener Form eingehen kann. So ist die Teil
henzahl N imkanonis
hen Ensemble ein (prinzipiell) exakt bekannter Parameter vom x-Typ und damit einenat�urli
he Variable des zugeh�origen Potentials, w�ahrend sie im gro�kanonis
hen Ensemble nurim Mittel festliegt und daher keine nat�urli
he Variable des zugeh�origen Potentials sein wird.Statt ihrer tritt hier der zu ihr konjugierte Lagrange-Parameter � bzw. � auf, und N = hN̂i istgem�a� (3.60 b) dur
h Di�erentiation zu bere
hnen. Wir sahen jedo
h s
hon im Zusammenhangmit (3.49) bzw. (3.71 b), da� dieser begri�i
he Unters
hied zwis
hen "exakten\ und "uns
har-fen\ Gr�o�en f�ur gro�e Teil
henzahlen, also im thermodynamis
hen Limes, vers
hwindet unddaher f�ur die makroskopis
he Thermodynamik im Endresultat unwesentli
h ist.a) Entropie als Potential. Im mikrokanonis
hen Ensemble (3.101) ist, im Gegensatz zu den91



generalisierten kanonis
hen Ensembles, die Energie E exakt vorgegeben, wir bezei
hnen siedeshalb dort als x0. H�au�gste Beispiele f�ur die weiteren x-Parameter sindfx0; x1; x2g = fE; V; Ng (Gase) (7.2 a)fx0; x1; x2g = fE; B; Ng (magnet: System) (7.2 b)Nebenbedingungen "im Mittel\ und damit �-Parameter existieren ni
ht. Die Entropie ist na
h(3.102) als S = S (x0 = E; x1 ::: xM) = kB � ln ZMK (7.3)mit ZMK = D = D (x0 = E; x1 ::: xM )zu bere
hnen. Statt E s
hreiben wir im Hinbli
k auf die Ununters
heidbarkeit dieser Gr�o�enim makroskopis
hen Fall au
h U und haben dann Gl. (6.20) und (6.33): � S� E!fxm 6=0g =  � S� U !fxm 6=0g = 1T ; (7.4) � S� xm!fxn 6=mg = � 1T Km : (7.5)Im Beispiel (7.2 a) sind K1 = h� H = � V i = � pMK (7.6)K2 = h� H = � Ni = �MK (7.7)na
h Gl. (6.8) beziehungsweise als (negativer) Dru
k und 
hemis
hes Potential des Systemszu identi�zieren, denn die am System geleistete Arbeit bei quasistatis
hen �Anderungen V !V + d V; N ! N + dN ist gerade dur
h � p � V bzw. dur
h � � N gegeben. Also � S� V !U;N = pT ; (7.8) � S� N !U; V = � �T (7.9)Das Di�erential (6.19) lautet f�ur diesen BeispielfallT � d S = dU + p � d V � � � dN : (7.10)Nat�urli
h sind die dur
h (7.6 / 7.7) de�nierten mikrokanonis
hen Gr�o�en, weil als Erwartungs-werte de�niert und damit s
hwankungsbehaftet, im Prinzip von (3.107) bzw. (3.66 b) vers
hie-den, aber der Unters
hied vers
hwindet, wie betont, im Makroskopis
hen; daher die Weglassungdes Index MK in (7.8 / 7.9). 92



Die �Ubertragung auf das Beispiel (7.2 b) des magnetis
hen Systems, wo das �au�ere MagnetfeldB an die Stelle von V tritt, ist o�ensi
htli
h.Die Bedingung f�ur das Glei
hgewi
ht eines isolierten Systems (dU = 0) mit festgehaltenenParametern x (dx1 = dx2 = ::: = dxM = 0, im Beispiel (7.2 a) also d V = dN = 0) isto�enbar na
h (7.10) d S = 0 ; (7.11)d. h. die Stationarit�at { und zwar, wie wir wissen, das Maximalwerden { der Entropie.b) Die freie Energie F. Im kanonis
hen Ensemble (3.35) sind die nat�urli
hen Variablen von(7.1) T (bzw: �1 = � = 1 = kB T ) ;x1; x2 ::::: xM 9>=>; (7.12)bzw. im Beispiel des Gases und des magnet. Systemsf�1; x1; x2g =̂ fT ; V; Ng (Gase) (7.13 a)f�1; x1; x2g =̂ fT ; B; Ng (Magnet) (7.13 b)Wir wissen bereits, da� die Gr�o�e (3.42), alsoF (T ; x) = U (T ; x) � T � S (T ; x) ; (7.14)in diesem Falle besonders einfa
h aus der Zustandssumme zu bere
hnen ist, n�amli
h gem�a�(3.43): F (T ; x) = � kB T � ln ZK (T ; x) : (7.15)F hei�t die (Helmholtzs
he) freie Energie des Systems und ist das den "kanonis
hen\ Neben-bedingungen { also Energieaustaus
h, aber keinen sonstigen Austaus
h gestattender Kontakt {angemessene thermodynamis
he Potential. In der Tat ist aus F na
h (3.44 b) dur
h partielleAbleitung die Entropie S (T ; x) = � �� T F (T ; x) ; (7.16)bere
henbar. Die partiellen Ableitungen na
h den x f�uhren na
h dem Muster von (3.19) zu�� xm F = � kB T �� xm ln Tr �e� 1kB T H (x1 :::: xM )�= � kB T 1ZK Tr (� 1kB T  � H� xm! e� 1kB T H)= Tr ( � H� xm! � WK) = � � H� xm� = hK̂mi ; (7.17)93



d. h. zur Bere
hnung der zu den xm konjugierten "Kr�afte\:Km (T ; x) = �� xm F (T ; x) (m = 1 ::::M) : (7.18)Im Beispiel (7.13 a) ist also � F� V = � p ; � F� N = � ; (7.19)wobei wir analog zu (7.6 / 7.7) eigentli
h pK; �K s
hreiben m�u�ten, den Index K aber imMakroskopis
hen vergessen d�urfen. Das Di�erential von F ist demgem�a�dF = �S � d T + MXm=1 Km dxm (7.20)oder im Beispiel (7.13 a) dF = �S � d T � p � d V + � � dN : (7.21)Die Bedingung f�ur das Glei
hgewi
ht eines isothermen, d. h. dur
h Kontakt mit einem Ther-mostaten auf konstanter Temperatur T gehaltenen Systems (d T = 0) mit festgehaltenenSystemparametern x (dx1 = ::: dxM = 0, im Beispiel (7.13 a) also d V = dN = 0) ist na
h(7.20) o�enbar dF = 0 ; (7.22)die Stationarit�at der freien Energie. Da ln ZK, wie wir aus (3.18) wissen, im Glei
hgewi
htmaximal ist, ergibt si
h dabei wegen des Minuszei
hens in (7.15) eine Minimalit�atseigens
haftvon F .Will man die innere Energie U aus F bere
hnen, so mu� man (7.14) umkehren und (7.16)benutzen, U = F � T � � F� T ; (7.23)also wieder eine Legendretransformation auf�uhren, diesmal von fT; x; Fg na
h fS; x; Ug .
) Das gro�kanonis
he (gro�e) Potential J. F�ur das "isotherme o�ene\, d. h. dem Energie-und Teil
henaustaus
h erm�ogli
henden gro�kanonis
hen Kontakt unterliegende System (3.54)sind die nat�urli
hen Variablen von Gl. (7.1)T (bzw: �) ; � (bzw: �)x1; x2 :::: xM � 1 9>=>; (7.24)F�ur unser Beispiel des (einkomponentigen) Gases etwa haben wirf�1; �2; x1g =̂ fT; �; V g (7.25)94



Wir sahen im Abs
hnitt 3.3b), da� in diesem Falle die Gr�o�e (3.63 / 3.67),J (T; �; x) = U (T; �; x) � T � S (T; �; x) � � � N (T; �; x)= F � � � N ; (7.26)das sog. gro�kanonis
he oder gro�e Potential, wiederum sehr einfa
h, n�amli
h na
h Gl. (3.64),mit der Zustandssumme zusammenh�angt:J (T; �; x) = � kB T � ln ZGK (T; �; x) : (7.27)Na
h Gl. (3.69) erhalten wie daraus n�amli
h die Entropie v�ollig analog zu (7.16),S (T; �; x) = � �� T J (T; �; x) (7.28)und aus (3.60 b) mit (3.66 b) folgt weiterN (T; �; x) = � �� � J (T; �; x) : (7.29)Die x-Ableitungen f�uhren ebenso wie bei (7.17) aufKm (T; �; x) = �� xm J (T; �; x) (m = 1 ::::M � 1) : (7.30)Im Beispiel (7.25) ist also � J� � = �N ; � J� V = � p : (7.31)Das Di�erential von J ist demgem�a�d J = �S � d T � N � d � + M � 1Xm=1 Km dxm (7.32)oder im Beispiel (7.25) d J = �S d T � p d V � N d� : (7.33)Die Bedingung daf�ur, da� ein isotherm-o�enes System (d T = 0 und d � = 0) bei festenSystemparametern x1 :::: xM � 1 im Glei
hgewi
ht ist, daher die Stationarit�atd J = 0 (7.34)des gro�kanonis
hen Potentials; wiederum zeigt (7.27), da� es si
h hierbei um ein Minimumhandelt.Der in der Thermodynamik h�au�ge Fall von Systemen, die wie im Beispiel (7.25) nur eine95



extensive Koordinate x1 aufweisen { also das na
h der Gibbs-Duhem-Relation (6.35) unver-meidli
he Minimum an extensiven Variablen, denn T und � sind ja intensiv { hat zus�atzli
hebesonders einfa
he Eigens
haften. Das Potential J ist, wie z. B. (7.28) zeigt, extensiv:J (T; �; � � x1) = � � J (T; �; x1) (7.35)Der Eulers
he Satz �uber homogene Funktionen f�uhrt dann auf demselben Wege wie bei (6.32 -34) zu der Aussage J (T; �; x1) = x1 � J� x1 = x1 � K1 ; (7.36)im Beispiel (7.25) also J (T; �; V ) = � p (T; �; V ) � V : (7.37)Die Beziehung p = p (T; N; V ) oder p = p (T; �; V ) f�ur den Glei
hgewi
htsfall wird bekannt-li
h als Zustandsglei
hung bezei
hnet; Gl. (7.37) zeigt, da� die Bere
hnung des gro�kanonis
henPotentials einen ras
hen Weg zur mikroskopis
hen Begr�undung der Zustandsglei
hung darstellt.Im kanonis
hen Ensemble kann sie nat�urli
h ebenfalls bere
hnet werden, und zwar anhand derersten Gl. (7.19).d) Das Gibbss
he Potential G.1) DemGibbss
hen oder "isotherm-isobaren\ Ensemble (3.106)s
hlie�li
h ist das in (3.111) s
hon eingef�uhrte Gibbss
he PotentialG (T; p; x) = U � T S + p V= F + p V (7.38)zugeordnet mit den nat�urli
hen Variablenf�1; �2; x2g =̂ fT; p; Ng (7.40)Dieses Potential ist na
h (3.112) zu bere
hnen ausG (T; p; x) = � kB T � ln ZG (7.41)und besitzt die partiellen Ableitungen� G� T = �S ; � G� p = V ; (7.42)� G� xm = Km (m = 2 ::::M) ; (7.43)im Beispiel (7.40) also � G = � N = � : (7.44)1)In der angels�a
hsis
hen Literatur au
h als \Gibbs Free Energy" bezei
hnet im Gegensatz zur \HelmholtzFree Energy" F . 96



Das Di�erential (soglei
h im Beispiel (7.40) anges
hrieben)dG = �S d T + V d p + � dN (7.45)fa�t diese zusammen und zeigt, da� die Glei
hgewi
htsbedingung f�ur das isotherm-isobare Sy-stem mit fester Teil
henzahl dG = 0 (7.46)lautet.7.2 Tabelle der Potentiale. Maxwell-Relationen. Die Tabelle auf S. 98 fa�t die be-spro
henen thermodynamis
hen Potentiale, ihre Beziehungen zu den Ensembles der statisti-s
hen Me
hanik und ihre partiellen Ableitungen zusammen.Eine wi
htige Folgerung aus der Existenz der Potentiale als Zustandsfunktionen ergibt si
hdaraus, da� die zweiten partiellen Ableitungen einer derartigen Funktion unabh�angig von derReihenfolge der Di�erentiationen sind. Da die ersten partiellen Ableitungen die oben behan-delten thermodynamis
hen Gr�o�en ergeben, �ndet man auf diese Weise eine Reihe wi
htigerRelationen zwis
hen den Di�erentialquotienten der thermodynamis
hen Gr�o�en na
h vers
hie-denen Variablen. Wir geben im folgenden f�ur M K und f�ur die beiden praktis
h wi
htigstenEnsembles, K und GK, speziellen Fall des Gases ((7.13 a) bzw. (7.25)) Beispiele an.F�ur die Entropie zun�a
hst folgen mit (7.4/8/9) die Beziehungen" �� V � 1T �#U;N = " �� U � pT �#V;N ; (7.47)" �� N � 1T �#U; V = " �� U �� �T �#V;N ; (7.48)" �� N � pT �#U;V = " �� V �� �T �#U;N : (7.49)F�ur die freie Energie F ergibt si
h aus (7.16) und (7.19)(� S = � V )T;N = (� p = � T )V;N ; (7.50)(� S = � N)T; V = � (� � = � T )V;N ; (7.51)(� p = � N)T; V = � (� � = � V )T;N (7.52)
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Potential Freie Energie F Gro�es Potential J Gibbss
hes Potential G Entropie SNat�urli
heVariable F (T ;V;N) J(T; �;V ) G(T; p;N) S(U; V;N)Zugeh�origes Kanonis
hes Gro�kanonis
hes Gibbss
hes Mikrokanonis
hesEnsemble (WK) (WGK) (WG) (WMK)Bere
hnung aus F = �kBT� J = �kBT� G = �kBT�Zustandssumme � lnTr (e�H=kBT ) � ln Tr(e�(H��N̂)=kBT ) � ln Tr(e�(H+pV̂ )=kBT ) S = kB ln DBeziehung zurEntropie F = U � T � S J = U � � �N � T � S G = U + p � V � T � SQuasistatis
hes dF = �Sdt� dJ = �Sdt� dG = �Sdt+ T � dS = dU+Di�erential pdV + �dN Nd��pdV V dp+ �dN = pdV � �dNPartielle �F=�T = �S �G=�T = �S �G=�T = �S �S=�U = 1=TAbleitungen �F=�V = �p �J=�� = �N �G=�p = V �S=�V = p=T�F=�N = � �J=�V = �p �G=�N = � �S=�N = ��=Tund s
hlie�li
h f�ur dies gro�kanonis
he Potential aus (7.28 / 7.31)(� S = � �)T; V = (� N = � T )�; V ; (7.53)(� S = � V )T; � = (� p = � T )�; V ; (7.54)(� N = � V )T; � = (� p = � �)T; V : (7.55)Diese allgemein als Maxwell-Relationen bezei
hneten Beziehungen, die allein aus der Existenzder Potentiale als Zustandsfunktionen und damit letztli
h aus der Existenz der beiden grund-legenden Zustandsfunktionen U und S folgen, sind im einzelnen oft unerwartet und von derAns
hauung her keineswegs zu erraten. Oft verkn�upfen sie experimentell s
hwer direkt me�ba-re mit lei
ht realisierbaren �Anderungen { vgl. etwa Gl. (7.50)! { und sind insofern au
h vonpraktis
hem Nutzen.
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8. Antwortfunktionen und ihre Zusammenh�ange8.1 W�armekapazit�aten (thermis
he Antwortfunktionen). Antwortfunktionen (responsefun
tions) sind die experimentell am lei
htesten zug�angli
hen thermodynamis
hen Gr�o�en. Siegeben an, wie eine bestimmte Zustandsvariable si
h bei kontrollierter Ab�anderung einer an-deren { bei festgehaltenen �ubrigen Variablen { �andert. Die Existenz der thermodynamis
henZustandsfunktionen bewirkt, da� zwis
hen diesen �Anderungen mannigfa
he Beziehungen be-stehen.Die W�armekapazit�aten eines Systems geben bekanntli
h an, wel
he W�armemenge ben�otigtwird, um die Temperatur des Systems unter vers
hiedenen Bedingungen um eine Einheit (1ÆK)zu erh�ohen. Sie sind also allgemein de�niert alsC = Æ Q = d T (8.1)bei Festhaltung der sonstigen unabh�angigen Zustandsvariablen. Es gibt also im Prinzip so vielespezi�s
he W�armen, wie es Kombinationen von unabh�angigen Zustandsvariablen (ohne T) f�urdas System gibt.Wir betra
hten im Folgenden der Einfa
hheit halber ein System, das au�er T nur einPaar (x; K) konjugierter Zustandsvariabler (x extensiv, K intensiv) ben�otigt, also z. B.(x; K) = 8><>: (V; � p) (Gas) (8:2 a)(M; B) (Magnet) : (8:2 b)Die interessierenden W�armekapazit�aten sind hier einmalCx =  Æ Qd T !x (= CV beimGas) ; (8.3)CK =  Æ Qd T !K (= Cp beimGas) : (8.4)Erstere wird bei dx = 0, na
h (6.8) also bei Æ A = 0 gemessen; na
h dem 1. Hauptsatz istdaher Cx =  � U� T !x (CV =  � U� T !V beimGas) : (8.5)Um CK zu bere
hnen, erinnern wir uns daran, da� im Glei
hgewi
ht eine Zustandsglei
hungzwis
hen den Variablen besteht, hier etwa K = K (T; x), bere
henbar aus Gl. (7.18). Wirdenken sie uns gem�a� x = x (T; K) aufgel�ost und bilden das Di�erentialdx =  � x� T !K � d T +  � x� K!T � dK : (8.6)99



Dies verwenden wir im 1. Hauptsatz (6.9):Æ Q = dU � K � dx =  � U� T !x d T + " � U� x !T � K# dx (8.7)= ( � U� T !x + " � U� x !T � K#  � x� T !K) d T ++ " � U� x !T � K#  � x� K!T dK (8.8)und erhalten f�ur dK = 0 dur
h Division mit d TCK = Cx + " � U� x !T � K# �  � x� T !K : (8.9)Dieser Zusammenhang ben�utzt nur den 1. Hauptsatz. Nehmen wir nun den 2. Hauptsatz hinzu,so haben wir f�ur quasistatis
he �AnderungenÆ Q = T dS = T " � S� T !x � d T +  � S� x!T � dx# (8.10)und daher f�ur dx = 0 na
h Division mit d TCx = T  � S� T !x (8.11 a)= �T  �2 F� T 2!x : (8.11 b)Die letztere Gl. folgt aus (7.16).F�ur CK andererseits re
hnen wir zun�a
hst (8.10) mittels (8.6) auf d T und dK um,Æ Q = (T � " � S� T !x +  � S� x!T �  � x� T !K#) � d T+ (T  � S� x!T  � x� K!T) � dK ; (8.12)verglei
hen mit Æ Q = T dS = T " � S� T !K � d T +  � S� K!T � dK# (8.13)und �nden f�ur dK = 0 CK = T  � S� T !K (8.14 a)= �T  �2G� T 2!K ; (8.14 b)CK = Cx + T  � S� x!T �  � x� T !K ; (8.15)100



wobei die zweite Zeile aus (7.42) folgt. Die Maxwell-Relation (7.50) besagt(� S = � x)T = � (� K = � T )x (8.16)und wir erhalten daher den ZusammenhangCK � Cx = T  � � K� T !x  � x� T !K ; (8.17)speziell f�ur den Fall (8.2 a) das Gases alsoCp � CV = T  � p� T !V  � V� T !p : (8.18)Die beiden Antwortfunktionen re
hter Hand (vgl. unten) sind experimentell me�bar bzw. ausder empiris
hen Zustandsglei
hung entnehmbar, so da� man eine direkt experimentell �uber-pr�ufbare Konsequenz der beiden Haupts�atze vor si
h hat.8.2 Me
hanis
he und magnetis
he Antwortfunktionen. Als AntwortkoeÆzienten f�urVolumen- und Dru
k�anderungen de�nieren wir etwa im Beispiel (8.2 a)�T = � 1V  � V� p !T = 1�  � �� p!T (8.19)(isotherme Kompressibilit�at) ,�p = 1V  � V� T !p = � 1�  � �� T !p ; (8.20)(isobarer thermis
her AusdehnungskoeÆzient) .Im Beispiel des magnetis
hen Systems, (8.2 b), treten an ihre Stelle die Gr�o�en�T = 1V  � M� B !T (isotherme Suszeptibilit�at) ; (8.21)�B = 1V  � M� T !B (Temperaturabh�angigkeit derMagnetisierung bei konst:Feld) : (8.22)Weitere KoeÆzienten, wie etwa im Beispiel des Gases�V = 1p  � p� T !V (8.23)(relative Dru
ksteigerung pro Einheit der Temperaturerh�ohung)101



oder im Beispiel des magnetis
hen Systems'M =  � B� T !M (8.24)sind mit diesen dur
h die Zustandsglei
hung verkn�upft. Im Beispiel (8.23) etwa folgt aus V =V (p; T ) d V =  � V� p !T � d p +  � V� T !p � d T (8.25)und somit f�ur V = 
onst:, d. h. d V = 0�  � V� p !T| {z }= V �Tna
h (8:19) � d p =  � V� T !p| {z }= V �pna
h (8:20) � d T (d V = 0) ; (8.26)
also p � �V = �p�T : (8.27)Ganz analog folgt f�ur (8.24) aus der Existenz der magnetis
hen Zustandsglei
hung M =M (B; T ) f�ur dM = 0 'M = � �B�T : (8.28)Verwenden wir die Beziehung (8.27) in der Cp � CV -Relation (8.18), die mit den Bezei
hnungen(8.20) und (8.23) Cp � CV = T � (p �V ) � (V �p)lautet, so erhalten wir �T � (Cp � CV ) = T V �2p ; (8.29)eine experimentell na
hpr�ufbare Relation zwis
hen den thermis
hen und me
hanis
hen Ant-wortfunktionen.Unabh�angig von (8.19 / 8.20) ist z. B. die f�ur "adiabatis
he\, d. h. ohne W�armezufuhr(Æ Q = 0) und daher isentrop (d S = 0) ablaufende Prozesse de�nierte Gr�o�e�S = � 1V  � V� p !S (8.30)(adiabatis
he Kompressibilit�at) .Ihr magnetis
hes Gegest�u
k ist
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�S = 1V  � M� B !S (8.31)(adiabatis
he Suszeptibilit�at) .F�ur (8.30) kann man mit �ahnli
hen Methoden wie den bei (8.29) vorgef�uhrten die Relation(�T � �S) � Cp = T V �2p (8.32)herleiten; kombiniert man sie mit (8.29), so hat manCVCp = �S�T : (8.33)Au
h diese Relation ist direkt experimentell pr�ufbar.
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III. Anwendungen der Statistis
hen Me
hanik
9. Klassis
he ideale und reale Gase9.1 Einatomiges ideales Gas. Wir betra
hten ein Gas aus N glei
hartigen Atomen oderMolek�ulen der Masse m, einges
hlossen in ein Volumen V mit starren W�anden. Der Hamilton-operator H = NXi=1 ( ~p 2i2m + V1 (~xi) + h(int)i (�i)) + (9.1 a)+ Xi < j V2 (j~xi � ~xjj) (9.1 b)umfa�t die kinetis
hen Energien der Translationsbewegung der Atome oder Molek�ule, ein �au�e-res Einteil
henpotential, das aus dem WandpotentialV Wand1 (~x) = ( 0 (~x 2 V )+1 (~x 62 V ) (9.2)und eventuell weiteren �au�eren Kraftfeldern V 01 besteht, die "inneren\ Hamiltonoperatoren h(int)ider einzelnen Atome oder Molek�ule, wirkend auf die Koordinaten und Impulse �i der innerenFreiheitsgrade (der Elektronenh�ulle und des Kernger�usts) und s
hlie�li
h die Summe der We
h-selwirkungspotentiale V2 zwis
hen je zwei Atomen oder Molek�ulen.Die kinetis
hen, V1- und V2-Terme k�onnen bei den meisten realen Gasen und sogar den mei-sten Fl�ussigkeiten in sehr guter N�aherung als klassis
h behandelt werden. (Man sieht dies z. B.beim Studium des klassis
hen Grenzfalls f�ur die in Kap. 11/12 behandelten Quantengase). Diebekannteste Ausnahme bildet das 
�ussige Helium, das ausgepr�agte Quantene�ekte zeigt. { Dieinneren Freiheitsgrade, d. h. die h(int)-Terme, m�ussen dagegen quantenme
hanis
h behandeltwerden, da sie ein diskretes Spektrum aufweisen, dessen typis
he Termabst�ande bei Laborbe-dingungen ni
ht verna
hl�assigbar gegen�uber der mittleren thermis
hen Energie pro Teil
hensind.Wir wollen zun�a
hst die inneren Freiheitsgrade ganz ignorieren, d. h. h(int)i in (9.1) dur
heine Konstante ersetzen, die o. B. d. A. auf Null normiert werden kann. Dies ist m�ogli
h beieinatomigen Gasen, deren innerer Grundzustand ni
htentartet ist und deren niedrigster ato-marer Anregungszustand energetis
h so ho
h liegt, da� er bei Laborbedingungen nur eine ver-na
hl�assigbare Besetzung aufweist. Wir haben dann ein Gas aus klassis
hen Massenpunkten,104



das wir zun�a
hst im klassis
hen kanonis
hen Glei
hgewi
htsensemble (3.88) { mit dem f�ur iden-tis
he Teil
hen ma�gebli
hen Volumenelement (1.87) { bes
hreiben wollen:�
l: (~x1 :::: ~xN ; ~p1 :::: ~pN) = 1Z
l:K e�H
l: = kB T : (9.3)Die klassis
h-kanonis
he Zustandssumme ist gegeben dur
hZ
l:K (T ; V; N) = 1N ! Z NYi=1 d3xi d3pih3� e� 1kB T f NPj=1 [ ~p 2j2m +V1 (~xi)℄+ 12 Pk 6= j V2 (j~xj � ~xkj)g : (9.4)mit h = 2 � �h. Der Faktor exp (� P V Wand1 (~xi) = kB T ) bes
hr�ankt alle N Ortsraumintegratio-nen auf das Innere des Volumens V , und wir erhaltenZ
l:K (T ; V; N) = V NN ! [z0 (T )℄N � Z
l:pot (T ; V; N) ; (9.5)wobei z0 die Zustandssumme des kr�aftefreien Einzelteil
hensz0 (T ) = Z d3ph3 e� ~p 22m kB T (9.6 a)= �1h +1Z�1 d p e� p22m kB T �3= �2 �m kB Th2 � 32 (9.6 b)= 1�3 (T ) ; (9.6 
)und Z
l:pot die nur no
h potentielle Energien enthaltende "Kon�gurations-Zustandssumme\Z
l:pot (T ; V; N) = 1V N ZV d3x1 :::: ZV d3xN � NYi=1 e�V 01 (~xi)kB T � �� e� 1kB T � 12 Pk 6= j V2 (j~xk� ~xj j) ; (9.7)bezei
hnet. Die in (9.6 
) eingef�uhrte Gr�o�e der Dimension L�ange,� = � h22 �m kB T � 12 = � (T ) (9.8)105



hei�t die thermis
he de-Broglie-Wellenl�ange des Gases. Die FormelZ
l:K (T ; V; N) = 1N ! � V�3 (T )�N � Z
l:pot (T ; V; N) (9.9)ist unter der Voraussetzung der Verna
hl�assigbarkeit innerer Anregungen der Teil
hen no
hexakt, aber das 3N -fa
he Ortsraumintegral (9.7) ist f�ur ni
htvers
hwindende Zweiteil
henkr�afteV2 ni
ht mehr ges
hlossen auswertbar.Bei kurzrei
hweitigen Zweiteil
henpotentialen V2 und geringer Di
hte � = N =V { oder beihinrei
hend hohen Temperaturen, so da� V2 = kB T � 1 { k�onnen wir die We
hselwirkungenV2 verna
hl�assigen: "ideales\ klassis
hes Gas. Dann wirdZ
l:pot (T ; V; N) = � 1V ZV d3x e� V 01 (~x)kB T �N (9.10)und wir erhalten als kanonis
he Zustandssumme des klassis
hen idealen Gases im �au�erenEinteil
hen-Kraftfeld mit der potentiellen Energie V1:Z
l:K (T ; V; N) =V2 =0 = 1N ! � V�3 (T ) � � 1V Z d3x e� V1 (~x)kB T ��N : (9.11)Sie stellt einen klassis
hen Spezialfall des Faktorisierungssatzes (3.51) f�ur die kanonis
he Zu-standssumme dar, wiederum jedo
h mit der von uns s
hon hervorgehobenen Modi�kation dur
hden statistis
hen Faktor 1N ! f�ur identis
he Teil
hen.Der Faktor (9.10) gestattet die Ber�u
ksi
htigung eines �au�eren Kraftfeldes, z. B. eines homo-genen S
hwerefeldes ("barometris
he H�ohenformel\); wir wollen jedo
h nur den Fall V 01 = 0betra
hten: Z
l:K (T ; V; N) = V2 � 0V 01 � 0 = V NN ! �2 �m kBh2 � T� 32 N : (9.12)Die zugeh�orige Phasenraumdi
hte (9.3) hat, wie f�ur unkorrelierte Subsysteme zu erwarten,Produktform bis auf den statistis
hen Faktor:�
l: (~x1 :::: ~pN) = N ! � h3V � (2 �m kB T ) 32 �N �� NYi=1��V (~xi) e� ~p 2i2m kB T � (9.13)mit den die Eins
hlie�ung im Volumen V ausdr�u
kenden Stufenfunktionen�V (~x) = ( 1 (~x 2 V )0 (~x 62 V ) : (9.14)106



Interessanter ist die Einteil
hen-Verteilungsfunktion f1 von Gl. (1.101), die die Wahrs
hein-li
hkeit angibt, irgendein Teil
hen im Phasenraumelement d3x d3p bei (~x; ~p) zu �nden: dur
herneute Anwendung der Integration (9.6) auf ~p2 :::: ~pN erh�alt manf1 (~x; ~p) d3x d3p = N �3 (T )V �V (~x) e� ~p 22m kB T d3x d3p : (9.15)Insbesondere ergibt si
h dur
h weitere Integration �uber den Ortsraum ( 1V R �V (~x) d3x = 1)die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung im Impulsraum,g (~p) d3p = �Z f1 (~x; ~p) d3x� d3p= N �3 (T ) e� ~p 22m kB T d3p : (9.16)Meist interessiert man si
h nur f�ur die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung der Impulsbetr�age j~p j = p,die dur
h Integration von (9.16) �uber alle Impulsri
htungen p̂ entsteht. Wegend3p = p2dp d2p̂ ; Z d2p̂ = 4 � (9.17)ergibt si
h die bekannte Maxwell-Boltzmann-Verteilungw (p) dp = Z d2p̂ g (~p) p2dp= 4 � N �3 (T ) p2 e� p22m kB T dp ; (9.18)die au
h oft mit p2dp = m3 v2dv als Ges
hwindigkeitsverteilung ges
hrieben wird.Die Bere
hnung der thermodynamis
hen Gr�o�en des idealen klassis
hen Gases beginnt {gem�a� der ersten Spalte der Tabelle S. 98 { im kanonis
hen Ensemble mit dem zugeh�origenPotential, der freien Energie F = � kB T � ln� 1N ! � � V�3 (T )�N� (9.19)F�ur makroskopis
he Teil
henzahlen ist die bekannte Stirlings
he N�aherungsformel f�ur die Fakul-t�at, N ! = � (N + 1) = NN e�N p2 � N �1 + O � 1N �� (9.20 a)bzw. ln N ! � N � [ln N � 1℄ (9.20 b)praktis
h exakt, d. h. wir habenF (T ; V; N) = �N kB T �1 + ln VN � �3 (T )�= �N kB T �1 � ln N + ln�V � �2 �mkB Th2 � 32 �� (9.21)107



Dies hat die erwartete extensive Form N � f (�) mit � = N =V . Daraus ergibt si
h na
h S. 98zun�a
hst die Entropie des idealen Gases als � � F = � T , alsoS (T ; V; N) = N kB �52 + ln VN � �3 (T )� (9.22)(Formel von Sa
kur und Tetrode). Bea
hte, da� S hier no
h ni
ht in seinen nat�urli
hen VariablenU; V; N , sondern in T; V; N dargestellt ist. { Weiter erhalten wir dur
h � � F = � V den Dru
kp als Funktion von T; V; N; d. h. die sog. thermis
he Zustandsglei
hung des idealen Gases,p (T ; V; N) = N kB (T )Voder p � V = N kB T ; (9.23)die ja zu den empiris
hen Ausgangspunkten der klassis
hen Thermodynamik z�ahlt. S
hlie�li
hergibt � F = � N das 
hemis
he Potential,� = � kB T � ln � VN �3 (t)� (9.24)Ein Gef�uhl f�ur die Gr�o�enordnungen erh�alt man dur
h die �Uberlegung, da� f�ur 1 Mol ato-maren Wassersto� bei Normalbedingungen (V =N) � (3nm)3 ist, w�ahrend die thermis
heWellenl�ange (9.8) bei T � 300K si
h zu � � 0:02nm ergibt (1nm = 10�9m). Das Argumentdes Logarithmus in (9.22 / 9.24) ist hier von der Gr�o�enordnung 106.Die innere Energie ist dur
h F + T S gegeben, alsoU = 32 N kB T (9.25)Diese sog. kaloris
he Zustandsglei
hung des idealen Gases besagt insbesondere, da� U hierunabh�angig von V ist. Die W�armekapazit�at (8.5) bei konstantem Volumen,CV = � U� T = 32 N kB = 32 � R (9.26)mit � = Zahl der Mole im Gas und der bekannten GaskonstantenR = kB � L = kB � (6:02 � 1023) = 8:32 J K�1Mol�1 ; (9.27)ist unabh�angig von T und V . { Mit (9.25) kann nun S au
h in seinen nat�urli
hen Variablenangegeben werden: S (U ; V; N) = N kB �52 + ln � VN5=2�4 �m3 h2 � U� 32 �� (9.28)108



Damit sind alle aus der empiris
h-ph�anomenologis
hen Thermodynamik bekannten Gesetzm�a-�igkeiten des idealen Gases aus der Statistik abgeleitet.Die Entropie (9.22 / 9.28) und die innere Energie (9.25) wa
hsen im thermodynamis
henLimes (6.27) proportional zu N und best�atigen damit die Extensivit�atsaussage (6.28 / 29). {Andererseits sieht man, da� S aus (9.22) im Limes tiefer Temperaturen proportional zu ln T 3=2,d. h. na
h �1 geht. Dieses Verhalten widerspri
ht dem 3. Hauptsatz (6.22) und ist somit einklares Anzei
hen daf�ur, da� die N�aherung des klassis
hen idealen Gases bei tiefen Temperaturenunbrau
hbar werden w�urde { wenn ni
ht, wie bei fast allen realen Gasen, in Wirkli
hkeit l�angstvorher s
hon Kondensation in die 
�ussige Phase erfolgt w�are.Nat�urli
h l�a�t si
h die Thermodynamik der idealen Gase ebenso gut in anderen Ensem-bles diskutieren. Als Beispiel { und zur Erlei
hterung des sp�ateren Verglei
hs mit den idealenQuantengasen { betra
hten wir das gro�kanonis
he Ensemble. Wir haben hierf�ur in Abs
hnitt3.5 no
h keine klassis
hen Formeln angegeben; diese lassen si
h jedo
h dur
h �Ubertragung vonGln. (3.57 - 3.59) uns
hwer gewinnen. Die klassis
he Version der Lapla
etransformation (3.59)gibt f�ur die gro�kanonis
he Zustandssumme (mit � = � � �):Z
l:GK (T; �; V ) = 1Xn=0 e �nkB T Z
l:K (T ; V; n)= 1Xn=0 1n ! � V�3 (T ) e �kB T �n= exp� V�3 (T ) � e �kB T � ; (9.29)und damit na
h S. 98 f�ur das gro�kanonis
he PotentialJ (T; �; V ) = � kB T � V�3 (T ) e �kB T= � �2 �mh2 � 32 (kB T ) 52 V e �kB T : (9.30)Die partiellen Ableitungen hiervon ergeben na
h S. 98 die thermodynamis
hen Gr�o�enS (T; �; V ) = kB V�3 (T ) �52 � �kB T � e �kB T ; (9.31)N (T; �; V ) = V�3 (T ) � e �kB T ; (9.32)p (T; �; V ) = kB T�3 (T ) e �kB T : (9.33)109



Dur
h Au
�osen von (9.32) na
h � { was genau die s
hon bekannte Gl. (9.24) ergibt { kannman, falls gew�uns
ht, das 
hemis
he Potential � zugunsten der mittleren Teil
henzahl N eli-minieren und erh�alt dann f�ur (9.31) die Gl. (9.22) und aus (9.33) die Zustandsglei
hung (9.23)zur�u
k. Verglei
h von (9.33) und (9.30) illustriert �uberdies die aus der Extensivit�at folgendeEigens
haft (7.37) von J . Nat�urli
h ist an den in unserer Notation ni
ht hervorgehobenen be-gri�i
hen Unters
hied zu erinnern, da� N in den Gln. (9.22 - 9.24) des kanonis
hen Ensemblesein exakt festliegender Systemparameter, in (9.32) ein mit S
hwankung behafteter Mittelwertist. Wir k�onnen dies pr�azisieren, indem wir die klassis
he Version der Wahrs
heinli
hkeits-verteilung (3.57 b) betra
hten: die Wahrs
heinli
hkeit daf�ur, in unserem Ensemble gerade nTeil
hen und diese im Volumenelement (1.87) um den Phasenraumpunkt (~x1 :::: ~xn; ~p1 :::: ~pn)herum vorzu�nden, istp(n) (~x1 :::: ~xn; ~p1 :::: ~pn) d3n� (f~xg; f~pg) == 1ZGK e �nkB T e� 1kB T � nPi=1� ~p 2i2m +VWand1 (~xi)�� 1n ! nYj=1 d3xj d3pjh3= 1n ! exp�� V�3 (T ) e �kB T � � � nYi=1 �e �kB T �� �V (~xi) e� ~p 2i = (2mkB T )� d3xi d3pih3 � : (9.34)Dur
h Integration �uber die Positionen ~x1 :::: ~xn und Impulse ~p1 :::: ~pn entsteht daraus die Wahr-s
heinli
hkeit, im klassis
hen G K-Ensemble n Teil
hen anzutre�en:p(n) = 1n ! exp�� V�3 (T ) e �kB T � � � V�3 (T ) e �kB T �n= p(n) (T; �; V ) (9.35 a)Bea
hten wir hier den bereits bekannten Mittelwert N = hni dieser Verteilung gem�a� Gl.(9.32), so haben wir p(n) = 1n ! Nn e�N ; N = hni ; (9.36)also die bekannte Poisson-Verteilung. Diese Verteilung w�urde man in der Wahrs
heinli
hkeits-re
hnung ableiten aus der Forderung, da� si
h jedes von k Teil
hen (mit k � 1) statistis
hunabh�angig von den anderen mit einer Wahrs
heinli
hkeit p � 1 in einem Volumen V aufh�alt,wobei die mittlere Zahl p � k = N vorgegeben ist.Von Interesse sind s
hlie�li
h die S
hwankungsquadrate (3.71):(�E)2 = kB T 2 � U (T; �; V )� T ; (9.37)110



(�N)2 = kB T � N (T; �; V )� � (9.38)F�ur das erstere ben�otigen wir die innere Energie U , die hier na
h S. 98 ausU = J + T � S + � � N (9.39)zu bere
hnen ist, was in �Ubereinstimmung mit (9.25) aufU = 32 kB T � V�3 (T ) e �kB T � = 32 N kB T (9.40)f�uhrt. Damit erhalten wir die relativen S
hwankungen�EE = s23 � 1pN ; (9.41)�NN = 1pN ; (9.42)die f�ur N ! 1, in Best�atigung unserer allgemeinen �Uberlegung, wie 1 =pN vers
hwinden.9.2 Innere Freiheitsgrade. Rotation und Vibration. Wir verna
hl�assigen weiterhindie Zweiteil
henwe
hselwirkung V2 von Gl. (9.1 b) und �au�ere Kraftfelder V 01 in (9.1 a), behan-deln also die Translationsbewegung no
h immer als "ideal\, beziehen aber nun, um zu einerrealistis
heren Behandlung zu kommen, die in (9.1 a) dur
h h(int)i repr�asentierten inneren Frei-heitsgrade der Einzelatome oder -Molek�ule mit ein.Zun�a
hst sei ein zweiatomiges Molek�ul mit Kernmassen MA; MB und Kernspins SA; SB be-tra
htet, das klassis
h die Form einer Hantel hat. Es kann als Ganzes rotieren; der Kernabstandj~RA � ~RBj kann um seine Glei
hgewi
htslage vibrieren; s
hlie�li
h sind Anregungszust�ande derElektronenh�ulle m�ogli
h, w�ahrend die Kerne nat�urli
h stets als im Grundzustand betra
htetwerden d�urfen, der insgesamt den Entartungsgraddnu
 = (2SA + 1) � (2SB + 1) (9.43)besitzt. Au
h die niedrigste elektronis
he Anregungsenergie, die von der Gr�o�enordnung 10 eVist, ist no
h so ho
h, da� ni
ht nur bei Laborbedingungen, sondern sogar an der Sonnenober-
�a
he (T � 6 � 103K) die meisten Gasmolek�ule no
h so gut wie auss
hlie�li
h im elektronis
henGrundzustand sind: kB T � 10 eV entspr�a
he T � 105K. Die kanonis
he Zustandssumme f�urdas Elektron-Kern-System allein ist also dur
hZel+nu
 = del � (2SA + 1) (2SB + 1) (9.44)gegeben, wenn del der Entartungsgrad des elektronis
hen Grundzustandes und dessen EnergieE0el zu Null normiert ist. 111



Die Rotations- und Vibrationsbewegungen k�onnen in guter N�aherung als entkoppelt sowohlvon der Kernbewegung als au
h voneinander behandelt werden, da typis
he Anregungsenergien�E und damit klassis
he Perioden ! = �E = �h si
h f�ur die 3 Freiheitsgrade gr�o�enordnungs-m�a�ig wie �Eel : �Evib : �Erot � 10 : 10� 1 : 10� 3 (9.45)verhalten, so da� die Vibration der Kerne gegeneinander sehr langsam gegen�uber der Elektro-nenbewegung, die Rotation wiederum sehr langsam gegen�uber den S
hwingungen erfolgt. Der"innere\ Hamiltonoperator h(int)i des Einzelmolek�uls zerf�allt daher in guter N�aherung gem�a�h(int)i = h(el+nu
)i + h(vib)i + h(rot)i (9.46)in drei miteinander kommutierende Summanden. Na
h dem Faktorisierungssatz f�ur das kano-nis
he Ensemble erhalten wir daher in Erweiterung von (9.12) die ZustandssummeZ
l:K (T ; V; N) =V2 =V 01 =0 = 1N ! � V�3 (T )�N �� �zel+nu
 (T ) � zvib (T ) � zrot (T )�N (9.47 a)= 1N ! �del � (2SA + 1) (2SB + 1) V�3 (T ) � zvib (T ) � zrot (T )�N ; (9.47 b)wobei Zvib, Zrot die entspre
henden Funktionen f�ur das Einzelmolek�ul bezei
hnen, die wir nungetrennt diskutieren.a) Vibrationen. Diese werden f�ur das zweiatomige Molek�ul dur
h den Hamiltonoperatorh(vib) = 12� p2 + 12 �2 !2 q2 (9.48)des eindimensionalen harmonis
hen Oszillators bes
hrieben, wenn q die Abwei
hung des Kern-abstandes von seinem Glei
hgewi
htswert und � die reduzierte Masse der Kerne ist. F�ur mehr-atomige Molek�ule erh�alt man na
h Transformation auf geeignete Normalkoordinaten qk eineSumme von Hamiltonoperatoren des Typs (9.48), wobei jeder Normals
hwingung eigene Para-meter �k; !k zukommen. Dabei haben wir die potentielle Energie der Kernbewegung (in derelektronis
hen Grundzustandskon�guration) in der N�ahe ihres Minimums qk = 0 (alle k) qua-dratis
h angen�ahert. Wir bes
hr�anken uns auf den zweiatomigen Fall.Die Eigenwerte des Hamiltonoperators (9.48),"n = �h! (n + 12) ; (n = 0; 1; 2; ::::) (9.49)
112



sind aus der Quantenme
hanik wohlbekannt. Damit bere
hnen wir sofortzvib (T ) = 1Xn=0 e� �h !kB T (n+ 12 )= e� 12 ( �h!kB T ) � 1Xn=0 �e� �h !kB T �n= e� 12 (�h! = kB T )1 � e� (�h! = kB T )= 12 � sinh (�h! = 2 kB T ) : (9.50)Hierzu geh�oren eine freie Energiefvib (T ) = � kB T � ln zvib (T )= kB T � ln �2 sinh�12 �h!kB T �� (9.51 a)= 12 �h! + kB T � ln�1 � e� �h!kB T � ; (9.51 b)eine Entropie svib (T ) = � kB ln�1 � e� �h!kB T � + �h!T � 1e �h!kB T � 1 (9.52)und eine mittlere Energie uvib (T ) = kB T 2 �� T ln zvib (T )= �h! �12 + 1e �h!kB T � 1� (9.53 a)= 12 �h! � 
oth�12 �h!kB T � : (9.53 b)Diese Ausdr�u
ke gelten f�ur eine Normals
hwingung, hier also ein einzelnes zweiatomiges Mole-k�ul. F�ur das Gas insgesamt ergibt si
h na
h (9.47) ein Faktor [zvib (T )℄N in der kanonis
henZustandssumme, d. h. die Gr�o�en (9.51 - 9.53) sind mit der Molek�ulzahl N malzunehmen:Fvib = N � fvib ; Svib = N � svib ; Uvib = N � uvib : (9.54)Diese Beitr�age treten additiv zu den in (9.21 / 9.22 / 9.25) bere
hneten f�ur das "Massenpunkt-gas\ hinzu. 113



Im Grenzfall hoher Temperaturen, d. h. f�urT � Tvib = �h!kB ) �h!kB T = TvibT � 1 ; (9.55)k�onnen obige Ausdr�u
ke dur
h ihre f�uhrenden Terme in der Entwi
klung na
h der kleinen Gr�o�e�h! = kB T ersetzt werden:Fvib ! N kB T �ln� �h!kB T � + O �� �h!kB T �2 �� ;! �N kB T � ln�kB T�h! � + O � 1T � ; (9.56)Svib ! N kB �ln�kB T�h! � + 1 + O � 1T 2�� ; (9.57)Uvib ! N kB T + O� 1T � : (9.58)Aus letzterem ergibt si
h f�ur den Ho
htemperaturgrenzfall ein Beitrag der Molek�ulvibrationzur W�armekapazit�at des Gases vonCvib = � Uvib� T ! N kB = � R (9.59)zur W�armekapazit�at des Gases. Im Tieftemperatur-Grenzfall andererseits,T � Tvib ! �h!kB T = TvibT � 1 (9.60)erhalten wir Svib ! N kB � � �h!kB T � e� �h !kB T [1 + O (T )℄ (9.61 a)! 0 f�ur T ! 0 (9.61 b)in �Ubereinstimmung mit dem 3. Hauptsatz, undUvib ! N �h! � 12 + e� �h!kB T � (9.62 a)! N �12 �h!� f�ur T ! 0 ; (9.62 b)wobei letzteres Resultat, wie zu erwarten, einfa
h die Summe der Nullpunktsenergien der NMolek�uls
hwingungen darstellt. Bemerkenswert ist, da� beide Gr�o�en si
h f�ur T = Tvib < 1 sehrs
hnell, n�amli
h wie exp (� �h! = kB T ) , ihren Nullpunktswerten ann�ahern, und da� insbeson-dere der Beitrag zur W�armekapazit�at,Cvib ! N kB � �h!kB T �2 e� �h!kB T ; (9.63)114



ganz vers
hwindet. Dieses sog. Einfrieren der Vibrationsfreiheitsgrade ist, wie aus (9.62 a) klarzu erkennen, eine Folge der endli
hen Mindest-Anregungsenergie �h! und damit des diskretenEnergiespektrums des Einzeloszillators { also ein e
hter Quantene�ekt, der in der klassis
h-me
hanis
hen Behandlung ni
ht zu verstehen w�are.b) Rotationen. Hier bewegt si
h das Molek�ul (wegen der Verna
hl�assigung aller Kopplungenan die anderen Freiheitsgrade) bei festem elektronis
hem und Vibrationszustand als starrerRotator. Dessen Hamiltonoperator lauteth(rot) = 12 �L210I1 + L220I2 + L330I3 � (9.64)wobei I1; I2; I3 die drei Haupttr�agheitsmomente und L10 ; L20 ; L30 die Komponenten des Dreh-impulses des Rotators in seinem k�orperfesten Haupta
hsensystem (ni
ht im Laborsystem) sind.F�ur den symmetris
hen Rotator mit I1 = I2 = I isth(rot) = 12 I ~L 2 + 12 � 1I3 � 1I�L230 : (9.65)Von dem Operator L30 ben�otigen wir hier nur die plausible Aussage, da� er { ebenso wie L3 imLaborsystem { die Eigenwerte �hK mit jKj � l besitzt, wobei l die Eigenwerte�h2 l (l + 1) mit l = 0; 1; 2; :::: (9.66)(jeweils (2 l + 1)-fa
h entartet)des Operators ~L 2 abz�ahlt. F�ur ein Hantelmolek�ul ist nun I3 � I, d. h. die zum zweiten Termvon (9.65) geh�orenden Anregungsenergien sind sehr gro� gegen die des ersten Terms und daherpraktis
h als eingefroren zu betra
hten, so da� man e�ektiv nur den 1. Term von (9.65) mitEigenwerten "l = �h22 I l (l + 1) ; Entartungsgrad dl = 2 l + 1 (9.67)�ubrigbeh�alt. Die kanonis
he Zustandssumme f�ur den Rotationsfreiheitsgrad eines Hantelmo-lek�uls wird daher zrot (T ) = 1Xl=0 (2 l + 1) e� �h22 I � kB T l (l+1) : (9.68)Sie ist ni
ht wie (9.50) f�ur alle Temperaturen ges
hlossen auswertbar. Man kann jedo
h imHo
htemperatur-Grenzfall 1)T � Trot = �h22 I kB ) �h22 I kB T = TrotT � 1 ; (9.69)1)Nat�urli
h mu� T dabei no
h in einem Berei
h bleiben, wo (K 6= 0) { sowie h�ohere Vibrations- undelektronis
he Anregungszust�ande no
h ni
ht wesentli
h bev�olkert werden.115



wo die Abst�ande der Eigenwerte (9.67) klein gegen kB T werden, also praktis
h ein quasikon-tinuierli
hes Spektrum entsteht, die Summe in (9.68) in guter N�aherung dur
h ein Integralersetzen, zrot (T ) ! 1Z0 d l (2 l + 1) e� (TrotT ) l (l+1)= �� TTrot� � 1Z0 d l dd l e� (TrotT ) l (l+1)= TTrot = 2 I�h2 (kB T ) : (9.70)(Dieses Resultat kann als erster N�aherungss
hritt bei der Anwendung der Eulers
hen Summen-formel 1Xl=0 f (l) = 1Z0 f (x) dx + 12 f (0) � 112 f 0 (0) + :::: (9.71)aufgefa�t werden, deren Anwendung auf (9.68) eine systematis
he Entwi
klung na
h Potenzender kleinen Gr�o�e TrotT erzeugen w�urde). Das ergibt die thermodynamis
hen Gr�o�enFrot (T ; N) ! �N kB T � ln� kB T�h2 = 2 I� ;Srot (T ; N) ! N kB T �� kB T�h2 = 2 I� + 1� ;Urot (T ; N) ! N kB T ;
9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>; T � Trot (9.72)

und die letzte Zeile insbesondere gibt als Rotationsbeitrag zur W�armekapazit�atCrot ! N kB (T � Trot) : (9.73)Im Grenzfall tiefer Temperaturen andererseits,T � Trot ) �h22 I kB T � 1 ; (9.74)enthalten die Terme l > 0 in der Reihe (9.68) wa
hsende Potenzen der exponentiell kleinenGr�o�e exp [� �h2 = 2 I kB T ℄, so da� man si
h auf die niedrigsten Reihenglieder bes
hr�anken kann:zrot (T ) ! 1 + 3 e� 2 (TrotT ) + :::: (T � Trot) : (9.75)
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Dies f�uhrt zu den Rotationsbeitr�agenSrot (T ; N) ! N kB � 6��h2 = 2 IkB T � e� 2 ( �h2 = 2 IkB T )Urot (T ; N) ! N � �h22 I� � 6 e� 2 ( �h2 = 2 IkB T )Crot (T ; N) ! 12N kB ��h2 = 2 IkB T �2 e� 2 ( �h2 = 2 IkB T )
9>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>; T � Trot (9.76)

f�ur Entropie, innere Energie und W�armekapazit�at CV des Gases, die wiederum mit dem 3.Hauptsatz im Einklang sind und als Folge davon wieder f�ur T ! 0 das Ph�anomen des Einfrie-rens zeigen.Bei dieser Diskussion der Rotationen haben wir bisher stills
hweigend vorausgesetzt, da�die Atomkerne vers
hieden sind oder do
h als unters
heidbar behandelt werden k�onnen. DasExperiment zeigt jedo
h sehr klar, was wir au
h von der Quantenme
hanik her erwarten: imFalle zweier identis
her Kerne (A = B, insbesondere also SA = SB = S) gelten zus�atzli
heSymmetriebedingungen, die f�ur sol
he "homonuklearen\ Molek�ule im E�ekt zu einer
) Symmetriekopplung zwis
hen Rotation und Kernspins f�uhren. Sind die beiden Kernen�amli
h Boseteil
hen (d. h. ist SA = SB = S ganzzahlig), so mu� ihr Gesamtzustand symme-tris
h gegen Vertaus
hung A $ B sein; sind sie Fermionen (S halbzahlig), so besteht Antisym-metrie f�ur den Gesamt-Kernzustand. Die Symmetrie der Bahnbewegung ist dur
h den Rotati-onszustand bestimmt: als Eigenfunktion von ~L 2 ist dieser in ~R-Darstellung (mit ~R = ~RA � ~RB)jedenfalls dur
h eine Linearkombination von Kugelfunktionen Ylm (R̂) gegeben, wobei l den zu(9.67) geh�orenden festen Wert hat, und besitzt daher bei A $ B, d. h. ~R ! � ~R, dieParit�at (�)l. Der Spinzustand, der zun�a
hst im Produktraum der jS; M1i1 
 jS; M2i2 mit�S � M1; 2 � S liegt, mu� daher je na
h Gesamtsymmetrie{ entweder im symmetris
hen Teilraum, aufgespannt von den Zust�anden1p2 �jS; M1i1 
 jS; M2i2 + jS; M2i1 
 jS; M1i2� (9.77)mit der Dimension d(+)nu
 = 12 (2S + 1) (2S + 2) = (S + 1) (2S + 1) ; (9.78){ oder im antisymmetris
hen Teilraum, aufgespannt von den Zust�anden1p2 �jS; M1i1 
 jS; M2i2 � jS; M2i1 
 jS; M1i2� (9.79)mit der Dimension d(�)nu
 = 12 (2S + 1) (2S) = S (2S + 1) (9.80)117



liegen. Wir k�onnen daher die Rotation ni
ht einfa
h gem�a� (9.68) unabh�angig von Kernspinbehandeln, sondern m�ussen auf (9.47 b) zur�u
kgehen und dort(2SA + 1) (2SB + 1) � zrot (T ) ! znu
+ rot(T ) (9.81)f�ur identis
he Kerneersetzen; wobei znu
+ rot bei ganzzahligem S (Bosekerne) dadur
h entsteht, da� die geradenl-Werte mit den geraden Spinzust�anden (9.77) kombiniert werden und umgekehrt, bei halb-zahligem S (Fermikerne) entspre
hend:[znu
+ rot(T )℄SA=SB =S ganzzahlig = (2S + 1) �� 1Xl=0�(S + 1) � 12 [1 + (�)l℄ + S � 12 [1 � (�)l℄� (2 l + 1) e� TrotT l (l+1) (9.82 a)[znu
+ rot (T )℄SA=SB =S halbzahlig = (2S + 1) �� 1Xl=0�(S + 1) � 12 [1 � (�)l)℄ + S � 12 [1 + (�)l℄� (2 l + 1) e� TrotT l (l+1) (9.82 b)Damit ergeben si
h 
harakteristis
he Abwei
hungen von der Statistik f�ur "heteronukleare\ Mo-lek�ule, z. B. wird im Grenzfall hoher Temperaturen[znu
+ rot (T )℄SA=SB =S �! (2S + 1)22 � TTrot� (9.83)f�ur halbzahliges und ganzzahliges S ,was si
h von unserem fr�uheren Ausdru
k (2SA + 1) (2SB + 1) zrot dur
h einen Faktor 12 unter-s
heidet. Bei tiefen Temperaturen ergeben si
h dar�uber hinaus deutli
he Unters
hiede zwis
hen"homonuklearen\ Molek�ulen mit vers
hiedenen Isotopen desselben Elements, die unters
hied-li
hen Kernspin aufweisen, als Kernger�ust; am besten na
hgepr�uft sind die beim Fall des H2-Molek�uls (S = 12 , Fermikerne) und des D2-Molek�uls (S = 1, Bosekerne). Die symmetris
henund antisymmetris
hen Spinzust�ande, (9.77) bzw. (9.79), entspre
hen hier den Molek�ulen mitparallelen Kernspins ("Orthowassersto�\) bzw. antiparallelen Kernspins ("Parawassersto�\). {Die tats�a
hli
he Einstellung der Glei
hgewi
htsmis
hung zwis
hen diesen beiden Spinzust�andengem�a� etwa der Zustandssumme (9.82 b) f�ur H2 erfolgt hier �ubrigens mit sehr langer Relaxati-onszeit, da die das "Umklappen\ der Kernspins hervorrufenden We
hselwirkungen sehr s
hwa
hsind. Bei s
hnellen Temperatur�anderungen verh�alt si
hH2 { etwa hinsi
htli
h seiner spezi�s
henW�arme { daher eher wie ein metastabiles Gemis
h zweier vers
hiedener Molek�ulsorten mit denZustandssummen zortho (T ) = 3 � Pl ungerade(::::) und zpara (T ) = 1 � Pl gerade(::::), mit Summandenwie in (9.68).Abs
hlie�end bemerken wir, da� weder der Vibrationsfaktor [zvib (T )℄N gem�a� Gl. (9.50) no
h118



der Rotationsfaktor [zrot (T )℄N gem�a� Gl. (9.68) in der Gesamt-Zustandssumme des idealen Ga-ses von V abh�angen; na
h der ersten Gl. (7.18) liefern diese Faktoren daher au
h keine Beitr�agezur Zustandsglei
hung. Die einfa
he Zustandsglei
hung (9.23) f�ur das ideale Gas aus Massen-punkten gilt daher unver�andert au
h bei Ber�u
ksi
htigung von innermolekularen Anregungen.9.3 Reale Gase: Virialentwi
klung. Bei h�oheren Di
hten oder geringeren Temperaturenk�onnen die Zweiteil
henwe
hselwirkungen ni
ht mehr verna
hl�assigt werden. Dies bedeutet,da� in der kanonis
hen Zustandssumme (9.9) bzw. in jedem Term der gro�kanonis
hen Zu-standssumme (9.29) nun der Faktor von Gl. (9.7),Z
l:pot (T ; V; N) = 1V N ZV d3x1 ZV d3x2 :::: ZV d3xN� exp�� 1kB T Xi < j V2 (j~xi � ~xjj)� ; (9.84)zu ber�u
ksi
htigen ist. Dies ist f�ur realistis
he intermolekulare Kr�afte nur n�aherungsweisem�ogli
h. Wir betra
hten hier ein N�aherungsverfahren, das die einfa
hste Version der sog. Mayer-Ursells
hen Clustermethode darstellt und zu einer Entwi
klung na
h Potenzen der Di
hte f�urdie thermodynamis
hen Gr�o�en f�uhrt, die bei ni
ht zu hohen Di
hten � = N =V , aber einiger-ma�en unabh�angig von der Temperatur brau
hbar ist.Wir nehmen an, da� die Zweiteil
henwe
hselwirkung V2 (ri j) mit ri j = j~xi � ~xjj kurzrei
h-weitig ist, d. h. f�ur ri j gr�o�er als eine gewisse "Rei
hweite\ r0 ras
h auf Null abf�allt. (Damitist der Fall eines Plasmas ausges
hlossen, wo "langrei
hweitige\ Kr�afte / 1 = ri j, n�amli
h Cou-lombkr�afte herrs
hen, f�ur die ein derartiges r0 ni
ht existiert). Realistis
he intermolekularePotentiale werden �ubrigens f�ur kleine ri j unterhalb eines gewissen Radius r
 meist stark re-pulsiv, w�ahrend im Berei
h "mittlerer\ ri j eine anziehende We
hselwirkung mittlerer St�arkevorherrs
ht (siehe Skizze).F�ur ein derartiges Potential geht die Funktiongi j = g (ri j) = e� 1kB T V2 (ri j) � 1 = gj i (9.85)f�ur ri j ! 1 ras
h gegen Null und bleibt f�ur ri j ! 0 dur
h � 1 na
h unten bes
hr�ankt (sieheSkizze). Wir s
hreiben nun in (9.84)e� 1kB T Pi < j V2 (ri j) = Yi < j e� 1kB T V2 (ri j)= Yi < j (1 + gi j) ; (9.86)multiplizieren dies aus und erhalten Terme mit steigender Anzahl von gi j-Faktoren. Der wesent-li
he S
hritt des Verfahrens besteht nun darin, diese Produkte zu klassi�zieren und zusammen-zufassen na
h "m-Teil
hen-Clustern\. Dabei umfa�t ein m-Teil
hen-Cluster alle gi j-Produkte,119
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Figur 9.1: Typis
hes interatomares Potentialin denen dieselben m Einteil
henkoordinaten s�amtli
h dur
h gi j-Funktionen einfa
h oder mehr-fa
h miteinander verbunden sind. Wir de�nierenBm (T ) = limV !1� 1m ! 1V ZV d3x1 :::: ZV d3xm �1 2 3 ::::m� (9.87)mit �1 2 3 ::::m = Summe aller die Variablen ~x1 :::: ~xms�amtli
hmiteinander verbindenden gi j �Produkte : (9.88)Die Klausel "s�amtli
h\ soll si
herstellen, da� �1 2 3 ::::m keine Terme enth�alt, die in zwei odermehr je nur in si
h verbundene Produkte (kleinere Cluster) zerfallen. Z. B. z�ahlen Produkte wieg12 � g34, g13 � g24 und g14 � g23 ni
ht zu �1 2 3 4 bzw. B4, sondern geben Terme proportional zu[V � B2 (T )℄2. Die Bedeutung der so de�nierten Gr�o�en liegt darin, da� sie, wie die Bezei
hnungandeutet, im Limes V ! 1 unabh�angig von V werden. Die Integration �uber die in den gi j-Funktionen ni
ht auftretende S
hwerpunktskoordinate des Clusters liefert n�amli
h einen FaktorV , w�ahrend die verbleibenden Integrationen �uber Relativkoordinaten, da f�ur jede von diesende�nitionsgem�a� mindestens ein asymptotis
h s
hnell abfallender gi j-Faktor vorhanden ist, imLimes V ! 1 von der detaillierten Volumenbegrenzung unabh�angig werden und nur dur
h die120
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Figur 9.2: Qualitativer Verlauf der Funktion gi jForm von gi j und damit von V2 (ri j) determiniert sind. Es ist klar, da� f�ur diese Beweisf�uhrungder "vollst�andig verbundene\ Charakter der Clusterintegrale (9.87) wesentli
h ist.In den niedrigsten Ordnungen m = 2 und 3 z. B. erhalten wir (der Limes V ! 1 seiunterdr�u
kt) B2 (T ) = 12 !V ZV d3x1 ZV d3x2 g12 (r12; T )= 12 Z d3r g (r; T )=Def: b2 (T ) ; (9.89)B3 (T ) = 13 !V ZV d3x1 ZV d3x2 ZV d3x3 �g12 g23 + g23 g31 ++ g31 g12 + g12 g23 g31�= 16 Z Z d3r d3r0 � 3 g (r) g (r0) +121



+ g (r) g (j~r � ~r 0 j) g (r0)�=Def: 2 [b2 (T )℄2 + b3 (T ) : (9.90)Wir betra
hten nun zun�a
hst den Beitrag der Terme mit je einem gi j-Faktor in (9.86),Pi < j g (ri j), zur Zustandssumme (9.84). Er besteht aus N2 ! = N !(N � 2) ! 2 !glei
hen Termen der Form1V N ZV ZV d3x1 d3x2 g (r12) � ZV d3x3 :::: ZV d3xN = V �2 � [2 !V B2 (T )℄ ;gibt also insgesamt einen Beitrag N !(N � 2)! V �1B2 (T ) ; (9.91)also eine Potenz von V weniger als der f�uhrende Term 1 in (9.86), der einfa
h den Beitrag 1liefert. { Die Terme mit zwei gi j-Faktoren gliedern si
h in N3 ! = N !(N � 3) ! 3 !Dreiergruppen von "vollst�andig verbundenen\ Produkten in je 3 Teil
henkoordinaten, wie sieim ersten Term von (9.90) auftreten, und� N4 � � 12 ! � 42 � = N !(N � 4) ! 2 ! (2 !)2Produkte vom Typ gi j � gk l, in denen (i; j) mit (k; l) unverbunden ist. Insgesamt erhalten wirN !(N � 3) ! 3 ! � V �3 �3 !V (B3 � b3)� + N !(N � 4) ! 2 ! (2 !)2 V �4 [2 !V B2℄2= N !V �2 � 1(N � 3)! (B3 � b3) + 1(N � 4) ! 2 ! B22� (9.92)Die Terme mit drei gi j-Faktoren gliedern si
h na
h derselben �Uberlegung in die Typen V �3 �(V b3), V �5 � [V (B3 � b3)℄ � (V B2) und V �6 � (V B2)3, von denen der erste mit (9.92) zusam-mengeht und dort (B3 � b3) in B3 umwandelt, w�ahrend die beiden anderen die n�a
hstniedere122



Potenz V �3 des Volumens enthalten. Wir erhalten somitZ
l:pot: (T ; V; N) = 1 + N !(N � 2) ! V �1B2 (T ) ++N !V �2 � 1(N � 3) ! B3 (T ) + 1(N � 4) ! 2 ! [B2 (T )℄2� + O (V �3)= 1 + (N � 1)B2 (T )�NV � + (N � 1) (N � 2)N �� �B3 (T ) + N � 32 �B2 (T )�2 ��NV �2 + O ��NV �3 � (9.93)Damit erhalten wir den We
hselwirkungsanteil der Zustandssumme (9.9) dargestellt als 1 pluseine Summe von Korrekturen zunehmender Ordnung in der Teil
henzahldi
hte � = N =V . Diefreie Energie (7.15) wird na
h der Entwi
klungsformelln (1 + x) = x � 12 x2 + O (x3) (9.94)zu F (T ; V; N) = Fideal � kB T � �(N � 1)B2 �NV � ++ �(N � 1) (N � 2)N �B3 + N � 32 B22� � 12 �(N � 1)B2�2 ��NV �2 + :::�= �N kB T � �1 + ln � 1� �3 (T )� + �1 � 1N �B2 � ++��1 � 1N ��1 � 2N �B3 + 12 �1 � 1N � (N � 2)(N � 3) � N (N � 1)N| {z }� 4 (1� 32N ) B22� �2 + :::�Im thermodynamis
hen Limes k�onnen Terme 1 =N gegen 1 verna
hl�assigt werden, und wirerhalten F (T ; V; N) = �N kB T �1 + ln � 1� �3 (T )� ++B2 (T ) � � + �B3 (T ) � 2 (B2 (T ))2| {z }b3 � �2 + :::� : (9.95)Dieser Ausdru
k hat explizit die Struktur N � f (T; �) und ist damit ein einfa
hes Beispielf�ur die Extensivit�atsaussage von Abs
hnitt 6.4. Man sieht an diesem Beispiel zuglei
h, da� dieVoraussetzung kurzrei
hweitiger Zweiteil
henkr�afte f�ur dieses Resultat wesentli
h war, denn f�ureine wie 1 = ri j abnehmende We
hselwirkung verh�alt si
h au
h die Funktion gi j asymptotis
h123



wie 1 = ri j, so da� bereits das Integral (9.89) und damit die gesamte Entwi
klung keinen Sinnmehr besitzt.Uns interessieren hier vor allem die aus (9.95) entstehenden Korrekturen zur Zustandsgl.(9.23) des Gases. Sie folgen aus der ersten Gl. (7.19), die wegen der Struktur von (9.95)hier als p = � � F� V = 1N �2 � F� � = p (T; �) (9.96)ges
hrieben werden kann:p = 1N �2 (�N kB T )�� 1� + B2 + 2 (B3 � 2B22) � + :::�Damit erhalten wir die Zustandsglei
hung des realen Gases in Form der Entwi
klungp (T; �) = kB T ��1 � b2 (T ) � � 2 b3 (T ) �2 + :::� ; (9.97)die aus historis
hen Gr�unden als "Virialentwi
klung\ bezei
hnet wird; die Gr�o�en b2; 2 b3 usw.werden "VirialkoeÆzienten\ genannt.Um eine grobe Vorstellung vom Temperaturverlauf zumindest der niedrigsten Korrekturenin (9.97) zu bekommen, bere
hnen wir das Clusterintegral (9.89),b2 (T ) = 2 � 1Z0 r2 dr �e� V2 (r)kB T � 1� ;f�ur eine grobe S
hematisierung des in der ersten Skizze S. 119 dargestellten intermolekularenPotentials: bei r = r
 sei eine unendli
h steile Potentialwand ("repulsive 
ore\), bei r > r
eine ras
h abnehmende Anziehung (V2 < 0) vorhanden, die n�aherungsweise dur
h Entwi
klungder Exponentialfunktion behandelt werden kann. Dann wirdb2 (T ) � 2 � r
Z0 r2 dr (� 1) + 2 � 1Zr
 r2 dr ��V2 (r)kB T �oder b2 (T ) � � b + akB T (9.98 a)mit den Konstanten a = 2 � 1Zr
 [�V2 (r)℄ r2 dr ; b = 2 �3 r3
 : (9.98 b)Damit wird (9.97) ohne b3-Term zu der s
hematis
hen Zustandsglei
hung f�ur geringe Di
hten,p + a �2 � kB T � (1 + b �) ; (9.99)124



wel
he die f�uhrenden Korrekturen zur idealen Gasglei
hung grob qualitativ bes
hreibt.Der wi
htigste der bei gro�en Di
hten zur Gl. (9.99) hinzutretenden E�ekte l�a�t si
h ausdem s
hematisierten Bild erraten: hier mu� der Dru
k unendli
h werden, wenn die Di
hte sogro� wird, da� die absto�enden "
ores\ der Molek�ule si
h zu ber�uhren beginnen, d. h. na
h(9.98 b), wenn V � N � b ) � � 1b ) � b � 1 (9.100)wird. In der Entwi
klung (9.97) entsteht diese Divergenz dadur
h, da� die b3- und h�oherenTerme Beitr�age des absto�enden "
ore\ enthalten, die si
h aus Dimensionsgr�unden wie(b � �)2 ; (b � �)3 ; (b � �)4 ::::verhalten. Nehmen wir an, da� diese alle mit ungef�ahr demselben KoeÆzienten 1 auftreten, soenth�alt die re
hte Seite von (9.99) n�aherungsweise den Faktor1 + b � + (b �)2 + (b �)3 + :::: = 11 � b � (9.101)und aus (9.99) entsteht die bekannte Form(p + a �2) (1� � b) � kB T (9.102)der Zustandsglei
hung, die s
hon 1873 von van der Waals auf rein empiris
her Grundlage f�urdas Verhalten realer Gase angegeben wurde. Diese Form der Zustandsglei
hung leistet inso-fern mehr als (9.99), als ihre Isothermen mit gewissen Eins
hr�ankungen bekanntli
h sogar denPhasen�ubergang zur Fl�ussigkeit (Kondensation) zeigen und zu diskutieren gestatten, worauf wirhier ni
ht eingehen k�onnen. Eine derartige Zustandsgl. { d. h. eine Teilsummation der Cluster-entwi
klung in allen Ordnungen vom Typ (9.101) { �uber unser Plausibilit�atsargument hinauszu begr�unden, erfordert nat�urli
h gr�o�ere Anstregungen.F�ur Untersu
hungen dieser Art wird es u. a. notwendig, die Struktur der Clusterentwi
klungin allen Ordnungen zu �ubersehen. Die dazu n�otigen kombinatoris
hen �Uberlegungen sind grad-linige Verallgemeinerungen der zu den Gl. (9.91 / 92 / 93) f�uhrenden Argumente [sie werdenerlei
htert dur
h die Benutzung einer graphis
hen Darstellung der Clusterintegrale dur
h "ver-bundene Diagramme\, vgl. etwa [4℄, 
h. 14!℄. Wir geben soglei
h die Ergebnisse an. Erg�anzenwir (9.87) dur
h die De�nition B1 = 1, so besteht der allgemeine Term in der Entwi
klung von(9.84) aus einem Produkt von n1 "Einer
lustern\ B1 � V (d. h. unverbundenen Integrationen),n2 "Zweier
lustern\ 2 !V B2, n3 "Dreier
lustern\ 3 !V B3, usw., d. h. er ist von der FormYm fV m ! Bm (T )gnm ; (9.103)wobei die "Partition\ fngN = fn1; n2; n3 ::: g o�enbar die BedingungXm m � nm = N (9.104)125



erf�ullen mu�. Die Multiplizit�at g = g (N; fngN), mit der das Produkt (9.103) in der Summealler Terme auftritt, ist in Verallgemeinerung der zu Gl. (9.92) ausgef�uhrten Abz�ahlungen dur
hg (N; fngN) = N !Qm fnm! � (m !)nmg (9.105)gegeben. Damit nimmt die kanonis
he Zustandssumme Z
l:K f�ur N Teil
hen die FormZ
l:K (T ; V; N) = �zint (T )�3 (T ) �N � XfngN �Ym [V � Bm (T )℄nmnm! � (9.106)an, wobei wir der Vollst�andigkeit halber die Zustandssumme zint = zel+nu
+ rot f�ur die innerenFreiheitsgrade wieder eingef�uhrt haben.Die Summe ist �uber alle Partitionen fngN zu erstre
ken, die der Nebenbedingung (9.104)gen�ugen. Von dieser Komplikation kann man si
h befreien, indem man zur gro�kanonis
henZustandssumme (3.59) �ubergeht und dort�e �kB T �N = ��e �kB T �m �nmbea
htet: die Summation PN PfngN ist glei
hwertig zur uneinges
hr�ankten Summation �uber allenm von 0 bis 1, d. h. man erh�altZ
l:GK (T; �; V ) = Ym � 1Xn=0 1n ! �V Bm (T )�e �kB T � zint (T )�3 (T ) �m �n �= Ym exp �V Bm (T ) � (�; T )m �= exp�V � 1Xm=1 Bm (T ) � (�; T )m � : (9.107)mit der Hilfsfunktion � (�; T ) = zint (T ) � e� = kB T�3 (T ) : (9.108)Mit dieser "Exponentiation der Summe der verbundenen Cluster\ ist die Extensivit�at des gro�-kanonis
hen Potentials (7.27) in allen Ordnungen manifest:J (T; �; V ) = ��kB T � 1Xm=1 Bm (T ) �m (�; T )� � V : (9.109)Aus den na
h (7.37) bzw. (7.31) folgenden Ausdr�u
ken f�ur Dru
k und mittlere Teil
henzahl,p (T; �; V ) = kB T 1Xm=1 Bm (T ) [� (�; T )℄m ; (9.110)126



N (T; �; V ) = V � 1Xm=1 mBm (T ) [� (�; T )℄m (9.111)kann man, falls erw�uns
ht, � zugunsten von N bzw. N =V = � eliminieren, indem man� = � [
0 + 
1 � + 
2 �2 + :::: ℄ansetzt und die KoeÆzienten 
k aus (9.111) in der Form1Xm=1 mBm (T ) �m� 1 (
0 + 
1 � + :::: )m = 1dur
h KoeÆzientenverglei
h bestimmt. Man erh�alt� = ��1 � [2B2 (T )℄ � � � [3B3 � 8B22 ℄ �2 � ::::� : (9.112)Dur
h Einsetzen in (9.110) reproduziert man die in (9.97) bereits gefundenen niedrigsten Termeder Virialentwi
klung.10. Fo
k-Raum-Darstellung f�ur identis
he Teil
hen(Erg�anzung zur Quantenme
hanik)Als Vorbereitung f�ur die Diskussion der idealen Quantengase wollen wir zun�a
hst einezwe
km�a�ige Neuformulierung der Quantenme
hanik von Systemen identis
her Teil
hen ken-nenlernen, die sog. Besetzungszahldarstellung (oft au
h "Zweite Quantisierung\ genannt, eineirref�uhrende, aber eingeb�urgerte Bezei
hnung). Sie gestattet es{ die Symmetrieforderungen f�ur identis
he Teil
hen "automatis
h\ zu erf�ullen und{ die Teil
henzahl N als dynamis
he Variable (d. h. selbstadjungierten Operator) in einementspre
hend erweiterten Hilbertraum zu behandeln.10.1 Symmetrisierte und antisymmetrisierte Produktbasis. Die Identit�at der Teil-
hen hat in der Quantenme
hanik bekanntli
h die Konsequenz, da�a) reine Zust�ande j	i des Gesamtsystems nur in dem gegen alle Teil
henvertaus
hungen(Transpositionen) T�� (�; � = Indizes der Teil
hen bez�ugli
h einer willk�urli
h vorgenomme-nen Dur
hnumerierung � = 1; 2; ::: N) symmetris
hen Teilraum H(N)S oder in dem vollst�andigantisymmetris
hen Teilraum H(N)A des ProdukthilbertraumesH(N) = H1 
 H2 
 :::: 
 HN (10.1)liegen k�onnen; 127



b) das Gesamtsystem nur sol
he Observable besitzen kann, die in den Variablen aller NTeil
hen symmetris
h aufgebaut sind. Unter ihnen sind die sog. additiven Ein- und Zwei-teil
henoperatoren von der FormF (N) = NX�=1 f (�) mit f y = f ; (10.2)G(N) = 12 NX�; �=1 (1 � Æ��) g (�; �) mit gy = gund g (�; �) = g (�; �) (10.3)die wi
htigsten, wobei f (�) nur auf den Hilbertraum H� des Teil
hens Nr. �, g (�; �) =g (�; �) nur auf den Zweiteil
henraumH� 
H� wirkt. Insbesondere wird der Hamiltonoperatorin der Regel den AufbauH(N) = NX�=1 � ~p (�)22m + v1 (�)| {z }=h (�) � + 12 NX�; �=1 (1 � Æ��) v2 (�; �) (10.4)mit einem Einteil
henpotential v1 und einer Zweiteil
henwe
hselwirkung v2 besitzen.F�ur identis
he Bosonen, d. h. Teil
hen mit ganzzahligem Spin s = 0; 1; 2; ::: ; zeigt be-kanntli
h die Erfahrung, da� die erste Alternative von a) zutri�t, d. h. reine Zust�ande gegenalle Teil
henvertaus
hungen symmetris
h sind:T�� j	i = + j	i 8 (�; �) (Bosonen) : (10.5)Bedingung (10.5) l�a�t si
h dadur
h erf�ullen, da� man si
h zuerst einen vollst�andigen, orthonor-mierten Satz von Einteil
henzust�anden j'ki (k = 0; 1; 2; ::: ) vers
ha�t, der in jedem Einteil-
henraum H� gem�a� 1Xk=0 j'k (�)ih'k (�)j = 1l� (� = 1 :::: N) (10.6)eine Basis bildet. Die symmetrisierten Produktzust�andej�i1 i2 ::: iN i = CB XP "SN P �j'i1 (1)i 
 j'i2 (2)i 
 :::: 
 j'iN (N)i� ; (10.7)in denen P alleN ! m�ogli
hen Permutationen der Teil
henindizes (1; 2; :::: N) dur
hl�auft, bildenbei geeigneter Wahl der Normierungsfaktoren CB dann eine Orthonormalbasis im vollst�andigsymmetris
hen Teilraum H(N)S ; alle m�ogli
hen Zust�ande des N -Bosonen-Systems k�onnen dur
hEntwi
klung na
h einer sol
hen Basis dargestellt werden. F�ur N = 2 z. B. hat manj�i1 i2i = 8>>>>>>><>>>>>>>:
1p2�j'i1 (1)i 
 j'i2 (2)i + j'i1 (2)i 
 j'i2 (1)i� (10:8 a)f�ur i1 6= i2 ;j'i1 (1)i 
 j'i1 (2)i f�ur i1 = i2 : (10:8 b)128



Die j'ki wird man zwe
km�a�ig als gemeinsame Eigenzust�ande eines Maximalsatzes vertaus
h-barer selbstadjungierter Einteil
henoperatoren f der in (10.2) auftretenden Art w�ahlen. Prak-tis
h wird dur
hweg einer von ihnen als Einteil
hen-Hamiltonoperator h wie in (10.4) gew�ahlt,d. h. h j'ki = "k j'ki (k = 0; 1; 2; :::: ) (10.9 a)mit "0 < "1 � "2 � "3 :::: ; (10.9 b)so da� j'0i der energetis
h tiefste Einteil
henzustand ist.F�ur identis
he Fermionen, d. h. Teil
hen mit halbzahligem Spin s = 12 ; 13 ; 52 ::: ; tri�t da-gegen die zweite Alternative von a) zu, d. h. reine Zust�ande sind antisymmetris
h gegen Teil-
henvertaus
hungen (Pauli-Prinzip):T�� j	i = � j	i 8 (�; �) (Fermionen) : (10.10)Diese Bedingung erf�ullt man dadur
h, da� man die interessierenden Zust�ande als Linearkom-bination der antisymmetrisierten Produktzust�andej�k1 k2 ::: kN i = CF XP "SN (�)P P �j'k1 (1)i 
 :::: 
 j'kN (N)i� (10.11)darstellt, die bei geeigneter Festsetzung von CF eine Orthonormalbasis im vollst�andig antisym-metris
hen Teilraum H(N)A bilden. Dabei bezei
hnet (�)P die "Parit�at\ der Permutation P ,d. h. (�)P = ( +1� 1 ) ; wennP aus einer ( geradenungeraden )Anzahl vonTranspositionen besteht : (10.12)Da (10.11) formal identis
h ist mit der De�nition einer Determinante { mit Zust�anden j'kistatt Zahlen als Elementen {, kann es au
h in Form der "Slaterdeterminante\j�k1 k2 :::: kN i = CF � �����������������
j'k1 (1)i j'k1 (2)i ::::: j'k1 (N)ij'k2 (1)i j'k2 (2)i ::::: j'k2 (N)i. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .j'kN (1)i j'kN (2)i ::::: j'kN (N)i

����������������� (10.13)
ges
hrieben werden. Diese Form zeigt besonders klar, da� im Fermionenfall ni
ht zwei odermehr Teil
hen denselben Einteil
henzustand besetzen k�onnen, denn f�ur ki = kj werden zweiZeilen der Determinante (10.13) identis
h, so da� sie identis
h vers
hwindet, d. h. den Null-vektor darstellt. Im Falle N = 2 ist alsoj�k1 k2i = 1p2 �j'k1 (1)i 
 j'k2 (2)i � j'k1 (2)i 
 j'k2 (1)i� (10.14)129



das Gegenst�u
k zu (10.8); der Fall (10.8 b) ist unm�ogli
h, d. h. f�uhrt auf den Nullvektor.In beiden F�allen wesentli
h ist nun die Beoba
htung, da� es zur eindeutigen Charakte-risierung sowohl eines Bosonzustandes (10.7) als au
h eines Fermionzustandes (10.11) { undzwar eben wegen dessen in allen N Teil
hen vollkommen symmetris
hem bzw. antisymmetri-s
hem Aufbau { o�enbar gen�ugt, f�ur jeden Zustand j'ki der gew�ahlten Einteil
henbasis dieZahl nk der Teil
hen, die si
h darin be�nden (Besetzungszahl), anzugeben und si
h damit aufdie willk�urli
h gew�ahlte Numerierung der Teil
hen �uberhaupt ni
ht mehr zu beziehen. Dabeik�onnen die Besetzungszahlen nk o�enbar die Wertenk = 0; 1; 2; 3; :::: (Bosonen) (10.15)nk nur = 0 oder = 1 (Fermionen) (10.16)annehmen. Damit s
hreiben si
h sowohl (10.7) als au
h (10.11) einheitli
h in der Formjfngji = jn0; n1; n2; :::: nk ::::i (10.17)("Besetzungszahldarstellung\), wobei die Nebenbedingung1Xk=0 nk = N (10.18)bewirkt, da� stets nur eine endli
he Anzahl von nk's von Null vers
hieden sein kann. (Man kannsi
h dann in (10.17) darauf bes
hr�anken, nur diese ni
htvers
hwindenden nk anzugeben).Die Normierungsfaktoren CB bzw. CF sind in dieser S
hreibweise lei
ht anzugeben: von den(N !)2 Termen, die bei der Bildung des Normquadrats sowohl von (10.7) als au
h von (10.11)entstehen, sind infolge der Orthonormierung der Einteil
henzust�ande im Bosonenfalle (10.7)genau N ! n0 ! n1 ! ::: nk ! ::: Terme glei
h 1, die �ubrigen Null. AlsoCB = CB (fng) = [N ! n0 ! n1 ! ::: nk ! ::: ℄� 12 : (10.19)Wegen (10.18) hat das Produkt nur endli
h viele von 0 ! = 1 vers
hiedene Faktoren. { ImFermionenfall (10.11) dagegen tragen nur N ! von jenen Termen bei, n�amli
h die, bei denen imre
hten und linken Faktor des Skalarprodukts dieselbe Permutation P steht, und diese habenalle das Vorzei
hen j(�)P j2 = 1. AlsoCF = CF (fng) = (N !)� 12 : (10.20)Zur Illustration vgl. die Normierungsfaktoren in (10.8) und (10.14)! Mit dieser Wahl sind dieZust�ande (10.17) in beiden F�allen eine Orthonormalbasis, d. h. es gilthn00 n01 ::: n0k ::: jn0 n1 ::: nk :::i = Æn00 n0 Æn01 n1 ::: Æn0k nk ::: (10.21)130



und XfngmitPnk=N jn0 n1 ::: nk :::ihn0 n1 ::: nk ::: j = 1l in H(N)Sbzw: H(N)A : (10.22)Man kann nun au
h die Bes
hr�ankung auf eine bestimmte Gesamtteil
henzahl N fallenlassen und einen erweiterten HilbertraumHS bzw. HA betra
hten, indem man zu H(1)S;A; H(2)S;A;:::H(N)S;A ::: no
h den eindimensionalen Hilbertraum zur Teil
henzahl NullH(0) = fj0i j h0 j 0i = 1; N = 0g (10.23)hinzunimmt, der nur aus dem physikalis
hen Vakuumzustand j0i besteht (ni
ht zu verwe
hselnmit dem Nullvektor 0), und alle diese R�aume orthogonal aufeinandersetzt: die direkten SummenHS = H(0) 
 H(1) 
 H(2)S 
 :::: 
 H(N)S :::: (10.24)HA = H(0) 
 H(1) 
 H(2)A 
 :::: 
 H(N)A :::: (10.25)mit der Festlegung, da� das Skalarprodukt zweier Zust�ande aus vers
hiedenen Unterr�aumenvers
hwinden soll, hei�en die Fo
k-R�aume des Bosonen- bzw. des Fermionensystems. In diesenFo
k-R�aumen gilt nun Xfng jfngihfngj = 1lS bzw: 1lA (10.26)bei Bosonen ohne jede Eins
hr�ankung der Besetzungszahlenkon�guration fng, bei Fermionenledigli
h no
h mit der Eins
hr�ankung (10.16), d. h. es bedeutetXfng :::: = 8>>>>><>>>>>: 1Pn0=0 1Pn1=0 1Pn2=0 :::: 1Pnk =0 :::: in HS ; (10:27)1Pn0=0 1Pn1=0 1Pn2=0 :::: 1Pnk =0 :::: in HA : (10:28)10.2 Erzeugungs- und Verni
htungsoperatoren. { Wir betra
hten nun zun�a
hst denBosonenfall und de�nieren daf�ur Operatoren byk (k = 0; 1; 2; :::) auf dem Fo
k-Raum HS, dielinear sind und die jfngi-Basis des Teilraums H(N)S auf diejenige von H(N+1)S abbilden gem�a�byk jn0 n1 :::: nk :::: i = pnk + 1 � jn0 n1 :::: nk + 1 :::: i : (10.29)Sie wirken o�enbar als "Erzeugungsoperatoren\ f�ur ein Teil
hen im Einteil
henzustand j'ki.Insbesondere gilt na
h dieser De�nition f�ur den Vakuumzustand:byk j 0i = j 0; 0; :::: nk = 1; 0; 0 :::: i = j'ki : (10.30)131



F�ur die dazu adjungierten Operatoren bk �nden wir mit (10.26)bk jn0 n1 :::: nk ::::i = Xfn0g jfn0gihfn0g j bk jn0 n1 :::: nk ::::i= Xfn0g j fn0gi�hn0 n1 :::: nk :::: j byk jn00 n01 :::: n0k ::::i��= Xfn0g jn00 n01 :::: n0k ::::i � �Æn00 n0 Æn01 n1 ::::�Æn0k; nk�1qn0k + 1� :::: � ;also bk jn0 n1 :::: nk :::: i = pnk jn0 n1 :::: nk � 1 :::: i : (10.31)Diese wirken also jeweils als "Verni
htungsoperatoren\ f�ur ein Teil
hen im Einteil
henzustandj'ki. Insbesondere gilt bk j 0i = 0 f�ur alle k ; (10.32)was man als abstrakte De�nition des Vakuumzustandes au�assen kann. { Wir betra
hten nundie aus (10.31) und (10.29) folgende Beziehungbyk bk jn0 n1 :::: nk :::: i = nk � jn0 n1 :::: nk :::: i : (10.33)Sie zeigt, da� der selbstadjungierte Operatorn̂k = byk bk = n̂yk (10.34)als Operator der Besetzungszahl des Einteil
henzustandes j'ki anzuspre
hen ist; seine Eigen-werte sind nk = 0; 1; 2 :::: Unsere Basiszust�ande jfngi bilden das gemeinsame Eigenvekto-rensystem aller dieser { na
h (10.33) o�ensi
htli
h vertaus
hbaren { Operatoren. Daraus folgt,da� N̂B = 1Xk=0 n̂k = 1Xk=0 byk bk = N̂ yB (10.35)der Operator der Gesamtteil
henzahl des Bosonensystems ist; seine Eigenwerte 2) sind N =0; 1; 2 ::: ; die zugeh�origen Eigenr�aume sind gerade die Teilr�aumeH(N)S . { Damit ist nun, wie beider Einf�uhrung des gro�kanonis
hen Ensembles s
hon angek�undigt, die Teil
henzahl tats�a
hli
hzu einer dynamis
hen Variablen mit zugeh�origem selbstadjungierten Operator (10.35) im Fo
k-Raum erhoben. Dur
h Verglei
h von (10.33) mitbk byk jn0 n1 :::: nk :::: i = (nk + 1) jn0 n1 :::: nk :::: i (10.36)folgt, da unsere Basisvektoren ein vollst�andiges System bilden, die Vertaus
hungsrelation bk byk �byk bk = 1l. F�ur zwei Operatoren { glei
h ob vom by- oder vom b-Typ { zu vers
hiedenenEinteil
henzust�anden l 6= k ist dagegen na
h (10.29 / 10.31) die Reihenfolge der Anwendung2)Da� diese Eigenwerte in Kap. 3, Gl. (3.53) { im Zusammenhang mit dem gro�kanonis
hen Ensemble { mitn bezei
hnet wurden, sollte keine Verwirrung stiften. 132



glei
hg�ultig, d. h. sie kommutieren. Damit haben wir die grundlegenden Boson-Vertaus
hungs-relationen [bk ; byl ℄ = Æk l � 1l ; (10.37 a)[bk ; bl℄ = [byk; byl ℄ = 0 ; (10.37 b)die eine abstrakte Fassung der Symmetrieforderung f�ur Bosonensysteme darstellen.Mit Hilfe der byk-Operatoren k�onnen wir nun die Basis (10.17) in neuer Weise konstruieren:aus dem Vakuumzustand j0i erhalten wir zun�a
hst na
h (10.30) dur
h Anwendung der byk dieBasis fj'kig im Einteil
henraum, sodann dur
h Anwendung zweier by-Operatoren, wobei wirdie Konvention k � l einhalten wollen, die Zweiteil
henzust�andebyl byk j0i = byl j 0; 0; :::: nk = 1; 0; 0; :::: i= 8><>: j 0; 0; :::: nk = 1; :::: nl = 1; ::::i (k < l)p2 � j 0; 0 :::: nk = 2; 0; 0; :::: i (k = l) (10.38)= q1 + Æk l � j�k li (= byl byk j0i )von Gl. (10.8), und s
hlie�li
h allgemein die N -Teil
hen-Zust�ande:::: (byk)nk :::: (by1)n1 (by0)n0 j0i �����P ni=N= [n0 ! n1 ! :::: nk ! ::::℄ 12 � jn0 n1 :::: nk :::: i �����Pni =N ; (10.39)ebenfalls mit der Konvention, da� die na
heinander wirkenden Erzeugungsoperatoren stets inder Reihenfolge aufsteigender Einteil
hen-Basisindizes k anzuwenden sind. Wegen der zweitenGl. (10.37 b) sind n�amli
h die insgesamt N !n0 ! n1 ! ::: nk ! ::: Zust�ande mit demselben by-Operatoren,aber in allen m�ogli
hen Reihenfolgen neben der konventionellen, o�enbar identis
h mit (10.39);dies ist gerade die geforderte Symmetrie gegen Vertaus
hung der Einteil
henquantenzahlen f�urBosonenzust�ande. Betra
htet man deshalb bei gegebenem N alle Zust�ande der FormbykN bykN�1 :::: byk2 byk1 j0i (10.40)ohne die Konvention k1 � k2 � :::: � kN , so bilden diese ein "�ubervollst�andiges\ System, dajeder Zustand mehrfa
h vorkommt. Dementspre
hend haben ihre Skalarprodukte 3)h0 j bl1 bl2 :::: blN j bykN :::: byk2 byk1 j0i3)Man bere
hnet z. B. f�ur N = 2 na
h (10.37)hbyn bym 0 j byl byk 0i = h0 j bm bn byl byk j 0i133



= XP �SN Æk1; lP (1) Æk2; lP (2) ::::: ÆkN ; lP (N) ; (10.41 b)wo P wieder alle N ! Permutationen von (1; 2 :::: N) dur
hl�auft, ni
ht die Form einer gew�ohn-li
hen Orthonormierungsrelation. S
hr�ankt man dies aber dur
h die Konventionen k1 � k2 �:::: � kN ; l1 � l2 � :::: � lN ein und fa�t Gruppen glei
her ki und li zu Potenzen wiein (10.39) zusammen, so stimmt das Resultat mit dem f�ur die Skalarprodukte von Zust�anden(10.39), �(n0 ! n1 ! :::: nk !) � Æn00 n0 Æn01 n1 :::: Æn0k nk�Pni =N ; (10.42)�uberein. {Wir wenden uns dem Fermionenfall zu und de�nieren zun�a
hst wieder Erzeugungsoperato-ren ayk analog zu (10.29). Die De�nition mu� diesmal so gew�ahlt werden, da� dur
h Na
heinan-deranwendung mehrerer ay-Operatoren auf den Vakuumzustand Zust�ande entstehen, die gegenAustaus
h je zweier Einteil
hen-Quantenzahls�atze k; l antisymmetris
h sind. Dies errei
ht mandur
h die De�nitionayk jn0 n1 :::: nk :::: i = �kpnk + 1 jn0 n1 :::: nk + 1 :::: i (10.43)mit den Phasenfaktoren �k = (� 1)�k�1Pi=0 ni� : (10.44)Wie im Bosonfall zeigt man sofort, da� die Adjungierten ak dann Verni
htungsoperatoren sindim Sinne von ak jn0 n1 :::: nk :::: i = �kpnk jn0 n1 :::: nk � 1 :::: i : (10.45)Insbesondere gilt wieder die Vakuumseigens
haftak j 0i = 0 f�ur alle k : (10.46)Wegen �2k = 1 sind wiederum die Operatorenn̂k = ayk ak = n̂yk (10.47)Besetzungszahloperatoren f�ur die Einteil
henzust�ande k im Sinne der Eigenwertglei
hungenn̂k jn0 n1 :::: nk :::: i = nk � jn0 n1 :::: nk :::: i : (10.48)= h0 j bm (Æn l � 1l + byl bn) byk j0i= Æn l h0 j bm byk j0i + h0 j bm byl (Ænk � 1l + byk =0z }| {bn) j0i= Æmk Æn l � Æml Æn k ; usw: (10.41 a)134



[Wegen der im Fermionfall geltenden Eins
hr�ankung (10.16) der Besetzungszahlen, die manau
h als n2k = nk oder nk (1 � nk) = 8 k (Fermionen) (10.49)s
hreiben kann, besitzen sie hier �uberdies die Eigens
haftn̂2k = n̂k 8 k (Fermionen) (10.50)und sind daher Projektoren { n�amli
h jeweils auf den Unterraum aller derjenigen Zust�ande inHA, in denen der Einteil
henzustand j'ki besetzt ist.℄ Ihre SummeN̂F = Xk n̂k = Xk ayk ak = N̂ yF (10.51)ist wieder der Operator der Gesamtteil
henzahl im Sinne vonN̂F jn0 n1 :::: nk :::: i = �Xi ni�| {z }=N � jn0 n1 :::: nk :::: i : (10.52)Verglei
ht man aber nun (o. B. d. A. mit k < l)ayl ayk jn0 n1 :::: nk :::: nl :::: i = ayl (�kp1 + nk jn0 n1 :::: nk + 1 :::: nl :::: i)mit ayk ayl jn0 n1 :::: nk :::: nl :::: i = ayk (�lp1 + nl jn0 n1 :::: nk :::: nl + 1 :::: i) ;so erh�alt der erstere Ausdru
k gegen�uber dem letzteren ein zus�atzli
hes Minuszei
hen, weil dortdie Anwendung von ayl na
h (10.43) einen Phasenfaktor �0l ergibt, in dessen Exponenten na
h(10.44) der um 1 erh�ohte Summand nk + 1 statt nk eingeht, also n0l = � �l und daher allgemeinayl ayk jfngi = � ayk ayl jfngi (k 6= l) : (10.53)Die obige De�nition f�uhrt also in der Tat zu der gew�uns
hten Antisymmetrie der Zust�ande inden Quantenzahls�atzen je zweier Teil
hen. F�ur k = l bleibt (10.53) trivialerweise ri
htig, weilein Zustand mit nk + 2 � 2 der Nullvektor ist, d. h. es giltayk ayl + ayl ayk = 0 (10.54 a)und speziell (ayk)2 = 0 8 k : (10.54 b)Dieselbe �Uberlegung gilt au
h f�ur ak ayl und ayl ak mit k 6= l. Um hier den Fall k = l zuerfassen, bea
hten wir, da� in (10.43) f�ur nk = 1 re
hter Hand der Nullvektor steht, so da�au
h die Glei
hungayk jn0 n1 :::: nk :::: i = �kp1 � nk � jn0 n1 :::: nk + 1 :::: i (10.55)135



ri
htig ist. Wegen (10.16) bzw. (10.49) ist nun(�k)2pnk + 1p1 � nk = q(1 � nk)2 + 2nk (1 � nk) = (1 � nk) ;und der Verglei
h vonak ayk jn0 n1 :::: nk :::: i = (1 � nk) � jn0 n1 :::: nk :::: i (10.56)mit Gl. (10.48) ergibt ak ayk + ayk ak = 1l : (10.57)Die Antisymmetrieforderung f�ur Fermionen f�uhrt also zu algebrais
hen Eigens
haften der ay-und a-Operatoren, die si
h in Antikommutatoren wie (10.54 / 10.57) statt in Kommutatorenausdr�u
ken. Mit der S
hreibweise fA; Bg = AB + BA (10.58)f�ur Antikommutatoren k�onnen wir die Resultate zusammenfassen in den Fermion-Antiver-taus
hungsrelationen fak; aylg = Æk l � 1l ; (10.59 a)fak; alg = fayk; ayl g = 0 ; (10.59 b)die eine abstrakte Fassung des Pauliprinzips darstellen.Der Aufbau des Zustandsraumes kann nun analog zum Bosonenfall vonstatten gehen undf�uhrt zu N-Fermionen-Zust�anden aykN aykN�1 :::: ayk2 ayk1 j0i ; (10.60)deren �Ubervollst�andigkeit wieder dur
h die Konvention beseitigt werden kann, si
h etwa aufdie Anordnungen k1 < k2 < :::: < kN (10.61)zu bes
hr�anken; in diesem Falle ist dann (10.60), da die Faktoren (ni !)1=2 von (10.39) hier alle1 sind, identis
h mit dem normierten Zustandjnk1 = nk2 = :::: = nkN = 1; �ubrige ni = 0i ; (10.62)d. h. mit der normierten Slaterdeterminante (10.13 / 10.20).10.3 Observable in Besetzungszahldarstellung. { Es stellt si
h uns nun die Aufgabe,die additiven Observablen wie (10.2 / 10.3) dur
h die Operatoren by; b bzw. ay; a auszudr�u
ken.Wir beginnen mit dem Einteil
henoperator (10.2). Stellt man zun�a
hst mittels (10.6) jeweilsf (�) in der Basis der j'k (�)i dar und bea
htet, da� das Einteil
hen-Matrixelementh'k (�) j f (�) j'l (�)i = h'k j f j'li = fk l (10.63)136



in allen Einteil
henr�aumen H� dasselbe ist, so hat manF (N) = Xk; l h'k j f j'li � � NX�=1 j'k (�)ih'l (�) j� (10.64)Wir studieren nun die Wirkung der in e
kigen Klammern stehenden Operation zun�a
hst auf denallgemeinen Basiszustand (10.7) f�ur Bosonen. Sind { bei der vereinbarten willk�urli
hen Dur
h-numerierung { �1; �2 :::: �nl die Nummern der nl Teil
hen, die in (10.7) den Einteil
henzustandj'li besetzen, so erhalten wirNX�=1 j'k (�)ih'l (�) j�CB (fng) XP "SN P � :::: 
 j'l (�1)i
 j'l (�2)i 
 :::: 
 j'l (�nl)i 
 :::: ��= CB (fng) XP "SN P �:::: j'k (�1)i 
 j'l (�2)i :::: 
 j'l (�nl)i ::::+ :::: j'l (�1)i 
 j'k (�2)i :::: 
 j'l (�nl)i ::::+ ::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::+ :::: j'l (�1)i 
 j'l (�2)i :::: 
 j'k (�nl)i ::::� : (10.65)Na
h der Symmetrisierung dur
h Summation �uber alle P geben alle nl Terme in der ges
hweif-ten Klammer denselben Beitrag, n�amli
h einen Zustand proportional zu j ::: nk + 1 ::: nl � 1 :::if�ur k 6= l und zum urspr�ungli
hen j ::: nk :::i f�ur k = l. Unter Ber�u
ksi
htigung der Normie-rungsfaktoren (10.19) wird also aus (10.65)nl � 8>><>>: CB (::: nk ::: nl :::)CB (::: nk +1 ::: nl� 1 :::) j ::: nk + 1 ::: nl � 1 ::: i f�ur k 6= l ;j ::: nk :::::::::::::::::::::::::: i f�ur k = l ;= 8>><>>: q(nk + 1)nl � j ::: nk + 1 ::: nl � 1 ::: i f�ur k 6= l ;nk � j :::nk :::::::::::::::::i f�ur k = l : (10.66)Verglei
h mit (10.29 / 10.31) und (10.33) zeigt, da� dies identis
h ist mit der Wirkung des Ope-rators byk bl. Da wir dies f�ur einen beliebigen (Bosonen-)Basiszustand gezeigt haben, s
hlie�enwir auf NX�=1 j'k (�)ih'l (�) j = byk bl �����H(N)S (Bosonen) : (10.67)137



Die S
hreibweise meint eine Restriktion des auf dem ganzen Fo
k-Raum de�nierten Operatorsbyk bl auf den N -Teil
hen-Unterraum H(N)S .F�ur Fermionen wenden wir entspre
hend die e
kige Klammer von (10.64) auf den Basiszu-stand (10.11) an. Da in letzterem der Einteil
henzustand j'li h�o
hstens von einem Teil
hen,etwa dem Teil
hen Nr. �, besetzt sein kann, erhalten wirNX�=1 j'k (�)ih'l (�)j�CF (N) XP "SN (�)P P [ :::: 
 j'l (�)i 
 :::: ℄�= nl � CF (N) XP "SN (�)P P [ :::: 
 j'k (�)i 
 :::: ℄ (10.68)F�ur k = l hat si
h bis auf den Vorfaktor nl = nk am Ausgangszustand ni
hts ge�andert. F�urk 6= l kann es sein, da� der Einteil
henzustand j'ki im Ausgangszustand ebenfalls bereitsbesetzt war. Dann steht re
hter Hand in (10.68) der Nullvektor, was wir dur
h einen Faktor(1 � nk) ber�u
ksi
htigen. Ist dies ni
ht der Fall, dann steht in (10.68) re
hts im wesentli
hender Zustand j ::: nk + 1 ::: nl � 1 ::: i bis auf den Umstand, da� der j'k (�)i-Faktor no
h ni
htan der "ri
htigen\ Stelle { n�amli
h an der Stelle von j'li statt an der von j'ki { eingebaut ist.Um ihn an die ri
htige Stelle zu versetzen, mu� man ihn an den zwis
hen den Indizes k und lliegenden besetzten Zust�anden vorbeitaus
hen. Dazu sind o�enbarl� 1Xi=0 ni � k� 1Xj=0 njTranspositionen notwendig, die na
h (10.44) f�ur den antisymmetrisierten Gesamtzustand einenVorfaktor �l � �k erzeugen. Insgesamt wird also aus (10.68)(1 � nk)nl �k �l � j :::: nk + 1 :::: nl � 1 ::: i f�ur k 6= l ;nk � j ::::::: nk ::::::::::::::::::::::: i f�ur k = l : (10.69)Wegen (1 � nk)nl = q(1 � nk)nl f�ur Fermionen ist dies na
h (10.45) und (10.55) identis
hmit der Wirkung des Operators ayk al:NX�=1 j'k (�)ih'l (�)j = ayk al �����H(N)S (Fermionen) (10.70)Anhand von (10.64 / 10.67 / 10.70) erkennen wir nun den Einteil
henoperator F (N) als Re-striktion des allgemeinen Einteil
henoperators im Fo
k-Raum,F = 1Xk; l=0 h'k j f j'li byk bl (Bosonen) (10.71 a)138



bzw. F = 1Xk; l=0 h'k j f j'li ayk al (Fermionen) (10.71 b)auf den N -Teil
hen-Unterraum H(N)S bzw. H(N)A . Der Gesamtteil
henzahloperator (10.35) bzw.(10.51) ist o�enbar ein Spezialfall hiervon mith'k j n̂ j'li = Æk l ; d: h: n̂ = 1l(1) : (10.72)Andere wi
htige Beispiele sind etwa Gesamtimpuls und Gesamtdrehimpuls des Systems, f�urBosonen n�amli
h ~P = Xk; l h'k j ~p j'li byk bl ; (10.73)~J = Xk; l h'k j~l + ~s j'li byk bl ; (10.74)oder ein Einteil
hen-Hamiltonoperator (f�ur Fermionen etwa)H0 = Xk; l h'k j ~p 22m + v1| {z }h j'li ayk al ; (10.75)der ein System ni
htwe
hselwirkender Teil
hen im �au�eren Einteil
henpotential v1 bes
hreibt.Er wird am einfa
hsten, wenn man als Einteil
henbasis, auf die si
h die Erzeugungs- und Ver-ni
htungsoperatoren ayk; al beziehen, die Eigenbasis (10.9) von h w�ahlt, dann wirdH0 = Xk "k ayk ak = Xk "k n̂k : (10.76)Die letztere Form gilt f�ur Bosonen wie Fermionen.Um f�ur den Zweiteil
henoperator (10.3) die entspre
hende �Ubersetzung zu �nden, stellenwir zun�a
hst g alsg (�; �) = Xk; l Xm;n h'k (1) 
 'l (2) j g (1; 2) j'm (1) 
 'n (2)| {z }gk l; mn i �� �j'l (�)ih'n (�)j��j'k (�)ih'm (�)j� (10.77)dar und nehmen vor�ubergehend an, da� das in (10.3) dur
h den Faktor (1 � Æ��) ausge-s
hlossene g (�; �) zumindest formal existiert 4), so da� der Term mit 1 und der mit � Æ�� si
hseparat behandeln lassen. Im letzteren istÆ�� h'n (�) j'k (�)i = Æ� � Ænk : (10.78)4)Dies ist z. B. ni
ht der Fall beim Coulomb-Potential v
 (�; �) = (q2 = 4� "0) � j~x� � ~x� j�1 zwis
hengeladenen Teil
hen der Ladung q. Hier betra
hten wir etwa hilfsweise das "regularisierte\ Potential (q2 = 4� "0) �(j~x� � ~x� j + a)�1 und nehmen im Gesamtresultat, in dem die v
 (�; �) ja herausfallen, den Grenzwert a ! 0.139



Wir k�onnen nun auf den OperatorNX�; �=1 (1 � Æ��)�j'l (�)ih'n (�)j��j'k (�)ih'm (�)j�= � NX�=1 j'l (�)ih'n (�)j�� NX�=1 j'k (�)ih'm (�)j� � Ænk � NX�=1 j'l (�)ih'm (�)j�die �Ubersetzungsvors
hriften (10.67) f�ur Bosonen und (10.78) f�ur Fermionen anwenden und�nden etwa im ersteren Falle (byl bn) (byk bm) � Ænk (byl bm)= byl (bn byk � Ænk � 1l) bm= byl (byk bn) bm = byk byl bn bm ; (10.79 a)im Fermionenfall wird die letzte Zeile ersetzt dur
hayl (� ayk an) am = ayk ayl an am : (10.79 b)Dabei wurden die Vertaus
hungs- bzw. Antivertaus
hungsrelationen (10.37) bzw. (10.59) be-nutzt. Wir erkennen damit das G(N) von (10.3) als den auf H(N)S bzw. H(N)A restringiertenallgemeinen Zweiteil
henoperator im Fo
k-Raum,G = 12 Xk lmn h'k (1) 'l (2) j g (1; 2) j'm (1) 'n (2)i byk byl bn bm (Bosonen) (10.80 a)bzw.G = 12 Xk lmn h'k (1) 'l (2) j g (1; 2) j'm (1) 'n (2)i ayk ayl an am (Fermionen) (10.80 a)Bea
hte in beiden F�allen die Indexstellung der Verni
htungsoperatoren! Damit kann man nunetwa den Hamiltonoperator (10.4) in den Fo
k-Raum OperatorH = H0 + V2 (10.81 a)mit H0 gem�a� (10.75) und der Zweiteil
henwe
hselwirkungV2 = 12 Xk lmn h'k (1) 'l (2) j v2 (1; 2) j'm (1) 'n (2)i ayk ayl an am (10.81 b)(hier f�ur Fermionen) �ubersetzen. Ein anderes, f�ur endli
hes N wi
htiges Beispiel ist die kine-tis
he Energie des S
hwerpunktes, d. h. der Gesamttranslation des Systems, die na
h Gl. (10.73)140



f�ur Bosonen TCM = 12N m ~P 2 = 12N m �� Xk; l Xr; s h'k j ~p j'li � h'r j ~p j'si byk bl byr| {z }= Ælr � 1l+ byr blbs= 1N �Xk; s h'k j 12m ~p 2 j'si byk bs ++ 12 Xk l r s h'k (1) 'r (2) j 1m ~p (1) � ~p (2) j'l (1) 's (2)i byk byr bs bl� (10.82)lautet, also Ein- und Zweiteil
henanteile enth�alt. Der Faktor 1 =N kann, da (10.82) nur aufTeilr�aumen mit N � 1 interessiert, au
h dur
h den dort existierenden Operator N̂�1 ersetztwerden. F�ur Fermionen gilt (10.82) mit a's statt b's.Die Gln. (10.71), (10.80) sind uns
hwer auf Drei- und Mehrteil
henoperatoren zu verall-gemeinern. Die zeigen, da� die Operatoren ayk1 ayk2 ::: aykn aln aln�1 al1 (Fermifall) einen Satzvon "Basisoperatoren\ darstellen, na
h denen der allgemeine additive n-Teil
hen-Operator ent-wi
kelt werden kann. { Im �ubrigen erhalten alle hier betra
hteten Operatoren die Gesamtteil-
henzahl, da sie glei
h viele Erzeugungs- und Verni
htungsoperatoren enthalten; formal dr�u
ktsi
h dies in der Vertaus
hbarkeit[N̂B; byk bl℄ = [N̂F ; ayk al℄ = 0 8 (k; l) (10.83)aus.10.4 Reduzierte Di
htematrizen eines Zustandes. { Die meisten in der Statistis
henMe
hanik interessierenden Me�gr�o�en lassen si
h als Erwartungswerte von Einteil
henoperato-ren (10.71) oder Zweiteil
henoperatoren (10.80) s
hreiben. Aus den Glei
hungenhF i = Tr (W F )= Xk; l h'k j f j'liTr (W byk bl) ; (10.84)hGi = Tr (W G)= 12 Xk lmn h'k � 'l j g j'm � 'niTr (W byk byl bn bm) (10.85)141



sieht man, da� es daher f�ur die meisten Zwe
ke gen�ugt, von einem Zustand W des Vielteil
hen-systems ledigli
h den Satz von Matrixelementen�1 (l; k) = Tr (W byk bl) ; (10.86)�2 (m; n; k; l) = Tr (W byk byl bn bm) ; (10.87)die sog. reduzierte Einteil
hen- und Zweiteil
hen-Di
htematrix des Zustandes, zu kennen. F�urFermionen gelten dur
hweg dieselben Glei
hungen mit a's statt b's. Bei sehr tiefen Tempera-turen , wo das Ensemble si
h �uberwiegend im Grundzustand W = j	0ih	0j aufh�alt, spieleninsbesondere die reduzierten Grundzustands-Di
htematrizen�(0)1 (l; k) = h	0 j byk bl j	0i ; (10.88)�(0)2 (m; n; k; l) = h	0 j byk byl bn bm j	0i (10.89)eine ausgezei
hnete Rolle. Mit diesen Gr�o�en und den Matrixnotationen fk l von (10.63) undgk l;mn von (10.77) nehmen die Erwartungswerte (10.84 / 10.85) die FormTr (W F ) = Xk; l fk l �1 (l; k) = tr (f � �1) ; (10.90)Tr (W G) = 12 Xk l;m n gk l;mn �2 (m; n; k; l) = 12 tr (g � �2) (10.91)an. Die Normierung der reduzierten Di
htematrizen ist gegeben dur
htr �1 = Xk �1 (k; k) = Xk Tr (W byk bk) = Tr (W N̂)= hN̂i ; (10.92)tr �2 = Xk l �2 (k; l; k; l) = Xk; l Tr (W byk byl bl bk)= Tr �W � Xk; l �(byl bl) (byk bk) � Æk l (byk bk)��= Tr fW � [N̂2 � N̂ ℄g= hN̂ (N̂ � 1l)i ; (10.93)wobei in der letzten Re
hnung die Umformung von Gl. (10.79) r�u
kw�arts angewandt wurde.Beide Formeln gelten, wie jene Umformung, sowohl im Bose- als au
h im Fermifall. Hat der142



Zustand W s
harfe Teil
henzahl N, dann ist o�enbartr �1 = N ; tr �2 = N (N � 1)(W ganz in H(N)S bzw: H(N)A ) : (10.94)Insbesondere sehen wir, da� das Diagonalelement�1 (k; k) = Tr �W � ( byk bkayk ak )� = hn̂ki (10.95)die mittlere Besetzungszahl des Einteil
henzustandes j'ki im Vielteil
henzustand W angibt.Die reduzierten Di
htematrizen enthalten o�ensi
htli
h viel weniger Information { und sinddaher re
hneris
h viel einfa
her zu handhaben { als der volle Zustand W ; in ihnen ist �uber alleFreiheitsgrade au�er denen eines Teil
hens bzw. zweier Teil
hen hinweggemittelt, und zwar ineiner die Ununters
heidbarkeit der Teil
hen, d. h. die Symmetrie- bzw. Antisymmetrieforde-rung, exakt ber�u
ksi
htigenden Weise. Insofern sind sie die quantenme
hanis
hen Gegenst�u
kezu den reduzierten Ein- und Zweiteil
hen-Verteilungsfunktionen (1.101 / 1.102) der klassis
henTheorie.Wir wollen die Matrizen �1 und �2 f�ur die symmetrisierten bzw. antisymmetrisierten Pro-duktzust�ande (10.17) { im Hinbli
k auf (10.76) also f�ur die H0-Eigenzust�ande eines Systemsni
htwe
hselwirkender Teil
hen { bere
hnen. F�ur Fermionen etwa gilt na
h (10.45)�fng1 (l; k) = hn0 n1 :::: nk :::: nl :::: j ayk al jn0 n1 :::: nk :::: nl :::: i= h ak (n0 n1 :::: nk :::: ) j al (n0 n1 :::: nl :::: )i= �k �l pnk pnl Æk l= nk Æl k (10.96)wegen (�k)2 = 1, d. h. f�ur jeden derartigen Zustand ist �1 einfa
h eine Diagonalmatrix mit denBesetzungszahlen als Eigenwerten. Mit Pnk = N ist die erste Gl. (10.94) erf�ullt. Weiter gilt�fng2 (m; n; k; l) = h al ak (n0 n1 ::::) j an am (n0 n1 ::: )i= �m �k pnm pnk hal (n0 :::: nk � 1 :::: ) j an (n0 :::: nm � 1 :::: )iSei zun�a
hst n > m, dann ist dies (mit �0n = � �n)�m �0n �k pnm pnn pnk h al (n0 :::: nk � 1 :::: ) jn0 :::: nm � 1 :::: nn � 1 :::: i143



Das verbleibende Skalarprodukt ist 6= 0 nur, wenn entweder k = m ist, dann mu� au
h l = nsein und man erh�alt �0l pnl � 1 mit �0l = ��l, oder wenn k = n ist, dann ist au
h l = m unddas Resultat �l � pnl � 1. Insgesamt ist also�fng2 (m; n; k; l) = � �m �n �k pnm nn nk nl �� [Ækm Æl n (� �l) + Æk n Æl m �l℄= nk nl (Æmk Æn l � Ænk Æml) (Fermionen) (10.97 a)= �fng1 (m; k) � �fng1 (n; l) � �fng1 (m; l) � �fng1 (n; k) (10.97 b)F�ur n < m brau
ht man wegen der Antivertaus
hbarkeit der a-Operatoren nur die Vertau-s
hungen k $ l und m $ n vorzunehmen und �ndet dasselbe Resultat; f�ur m = n ver-s
hwindet (10.97 a) und bleibt damit g�ultig ((an)2 = 0). Man nennt den 1. Term von (10.97)den direkten, den 2. den Austaus
hterm von �2. Beide faktorisieren in je ein Produkt zweier�1-Matrizen, und diese Faktorisierung der h�oheren reduzierten Di
htematrizen in �1-Faktorenist 
harakteristis
h f�ur "unkorrelierte\, d. h. we
hselwirkungsfreie Zust�ande. Wegen (10.49) ist�fng2 (k; l; k; l) = nk nl � Æk l nk ; (10.98)und dur
h Summation �uber k und l pr�uft man mit Pnk = N die zweite Gl. (10.94) na
h.F�ur Bosonen bleibt, wie man mit (10.31) sofort sieht, (10.96) f�ur �1 g�ultig. F�ur �2 gilt hier�fng2 (m; n; k; l) = pnm nk hbl (n0 :::: nk � 1 ::: ) j bn (n0 :::: nm � 1 :::: )iSei zun�a
hst n 6= m, dann ist das verbleibende Skalarprodukt 6= 0, und zwar glei
h pnn nl,nur wenn entweder k = m und l = n oder k = n und l = m ist. Ist m = n, so ist es 6= 0 nur,wenn au
h k = l und zudem k = m ist, und hat na
h (10.31) den Wert q(nk � 1) (nm � 1) =(nk � 1). �fng2 (m; n; k; l) = (1 � Ænm)�pnm nn nk nl (Æmk Æn l + Æn l Ænk)�+ Æmn �Æmk Æl k qnm (nm � 1) nk (nk � 1)�= nk nl (Æmk Æn l + Æml Ænk) � Æmn Æk l Æmk �� (2n2k � nk (nk � 1))= nk nl (Æmk Æn l + Æml Ænk) � Æmn Æk l Æmk nk (nk + 1) (10.99 a)144



= �fng1 (m; k) � �fng1 (n; l) + �fng1 (m; l) �fng1 (n; k) �� Æmn Æk l ��fng21 (m; k) + �fng1 (m; k)� (Bosonen) : (10.99 b)Hier haben wir wieder direkten und Austaus
hterm, beide in �1-Matrizen faktorisierend unddiesmal mit glei
hem Vorzei
hen; der Zusatzterm f�ur m = n und k = l wird, wie man lei
htna
hpr�uft, ben�otigt, um die zweite Gl. von (10.94) zu erf�ullen. { Mit diesen Gln. erhalten wirf�ur die Erwartungswerte (10.90)hfng jF j fngi = Xk nk fk k (Bosonen undFermionen) (10.100)und f�ur die Erwartungswerte (10.91)hfng jG j fngi = 12 Xk; l nk nl (gk l; k l � gk l; l k) (Fermionen) ; (10.101)hfng jG j fngi = 12 Xk; l �nk nl (gk l; k l + gk l; l k)� Æk l nk (nk + 1) gk k; k k� (Bosonen) : (10.102)Der Zusatzterm in der letzten Zeile tr�agt nur bei, wenn das vollst�andig diagonale Zweiteil-
henmatrixelement gk k; k k 6= 0 ist. Physikalis
h spielt er die (in (10.101) vom Minuszei
henmit�ubernommene) Rolle des Faktors (1 � Æ��) in (10.3), d. h. er sorgt f�ur den Auss
hlu� vonSelbstwe
hselwirkungen. Man sieht das z. B. sehr klar f�ur den na
h (10.9 b) energetis
h tiefstenderartigen Zustandjn0 = N ; n1 = n2 = :::: = 0i ; d: h: nk = N Æk; 0 ; (10.103)wo alle Teil
hen den Einteil
henzustand j'0i besetzen: hier wird als Folge des ZusatztermshN; 0; 0; :::: jG jN; 0; 0; :::: i = 12 N (N � 1) g0 0; 0 0 ; (10.104)was au
h ans
hauli
h einleu
htet, da 12 N (N � 1) die Anzahl der Paare (�; �) mit � 6= � beiN Teil
hen ist.F�ur Fermionen ist (10.103) nat�urli
h ni
ht m�ogli
h; der energetis
h tiefste unkorrelierteZustand j�0i ist hier die Slaterdeterminante, in der die N Einteil
henzust�ande j'0i :::: j'N � 1ibesetzt, die �ubrigen unbesetzt sind:nk = 8><>: 1 (k = 0 :::: N � 1) (unkorrelierter0 (k � N) Fermion�Grundzustand) (10.105)145



F�ur ihn gilt na
h (10.100) und (10.101)h�0 jF j�0i = N =1Xk=0 fk k ; (10.106)h�0 jG j�0i = 12 N � 1Xk; l=0 (gk l; k l � gk l; l k) : (10.107)Es versteht si
h von selbst, da� man die einfa
hen Resultate (10.96) - (10.107) nur dannerh�alt, wenn man die reduzierten Di
htematrizen bez�ugli
h derselben Einteil
henbasis fj'kigbetra
htet, die man au
h beim Aufbau der Zust�ande jfngi zugrunde gelegt hat. Sind beideBasen vers
hieden, so m�ussen die Methoden des folgenden Abs
hnitts angewandt werden.10.5 Basistransformationen und Feldoperatoren. { Wir untersu
hen nun die Wirkungunit�arer Transformationen U = e� i F ; U y U = U U y = 1l (10.108)im Fo
k-Raum, wo F = F y ein selbstadjungierter allgemeiner Einteil
henoperator (10.71) ist.Na
h der Baker-Campbell-Hausdor�-Formel istU ( bkak ) U y = ( bkak ) � i �F; ( bkak )� + i22 ! �F; �F; ( bkak )�� + :::: (10.109)Wir bere
hnen f�ur den Bosonfall[F; bk℄ = Xr s h'r j f j'si [byr bs; bk℄dur
h Anwendung der Kommutatoridentit�at[AB; C℄ = A � [B; C℄ + [A; C℄ � B (10.110)als [F; bk℄ = Xr s h'r j f j'si�byr [bs; bk℄| {z }0 + [byr; bk℄| {z }�Ær k bs�= �Xs h'r j f j'si bs (10.111)und f�ur den Fermionfall analog[F; ak℄ = Xr s h'r j f j'si [ayr as; ak℄mittels der Kommutator-Antikommutator-Identit�at[AB; C℄ = A � fB; Cg � fA; Cg � B (10.112)146



als [F; ak℄ = Xr s h'r j f j'si�ayr fas; akg| {z }0 � fayr; akg| {z }Ær k as�= �Xs h'k j f j'si as : (10.113)In beiden F�allen f�uhrt die Kommutierung mit F also nur zu einer linearen Transformation derVerni
htungsoperatoren untereinander. Die h�oheren Kommutatoren sind damit lei
ht anzuge-ben: [F; [F; ( bkak )℄℄ = �Xs h'k j f j'si [F; ( bsas )℄= + Xs r h'k j f j'sih's j f j'ri ( brar )= + Xs h'k j f 2 j'si ( bsas ) ; (10.114)usw. Damit entsteht aus (10.109)( bkak ) �! ( dk
k ) = e� i F ( bkak ) ei F= Xs h'k j 1Xn=0 (� i)nn ! (� f)n j'si � ( bsas )= Xs h'k j ei f j'si � ( bsas ) (10.115 a)= Xs h�k j'si � ( bsas ) (10.115 b)mit den transformierten Einteil
henzust�andenj�ki = e� i f j'ki (k = 0; 1; 2; :::: ) : (10.116)F�ur die adjungierten Operatoren folgt( bykayk ) �! ( dyk
yk ) = Xs ( bysays ) � h's j�ki : (10.117)Dies ist eine unit�are Transformation der by bzw. ay untereinander mit der unit�aren Matrixh's j�ki = h's j e� i f j'ki ; (10.118)147



die bekanntli
h in H(1) den �Ubergang von fj'kig zu der ebenfalls orthonormalen Basis fj�kigvermittelt. Die dyk bzw. 
yk und die dk bzw. 
k sind ni
hts weiter als die Erzeugungs- und Ver-ni
htungsoperatoren bez�ugli
h dieser neuen Einteil
henbasis, wie man aus den Beziehungendyk j0i = Xs bys j0i| {z }h's j�ki = j�ki (10.119 a)j'si
yk j0i = Xs z }| {ays j0ih's j�ki = j�ki (10.119 b)direkt sieht. Der allgemeine selbstadjungierte Einteil
henoperator F im Fo
k-Raum ist alsozuglei
h der Generator der allgemeinen unit�aren Transformation der Einteil
henbasis, U =e� i F .Ein besonders wi
htiger Spezialfall von Gln. (10.115 / 10.117) entsteht, wenn man f�ur diej�ki die (uneigentli
hen) Eigenzust�ande j~xi des Teil
henortes bzw. f�ur Teil
hen mit Spin s dieZust�ande j~x; msi (ms = � s ::: + s) w�ahlt. Die dann entstehenden Operatoren (~x; ms) = Xk h~x; ms j'ki � ( bk (Bosonen)ak (Fermionen) (10.120 a) y (~x; ms) = Xk ( byk (Bosonen)ayk (Fermionen) ) � h'k j ~x; msi (10.120 b)hei�en die Feldoperatoren am Ort ~x (mit Spinstellung ms) f�ur das System identis
her Bosonenbzw. Fermionen. Da eine unit�are Transformation die Vertaus
hungsrelationen erh�alt, sind ihreKommutatoren bzw. Antikommutatoren die genauen Analoga von (10.37) bzw. (10.59):[ (~x 0 ; m0s);  y (~x; ms)℄ = Æ3 (~x 0 � ~x) Æm0sms � 1l ; (10.121)alle anderen Kommutatoren = 0 (Bosonen),n (~x 0 ; m0s);  y (~x; ms)o = Æ3 (~x0 � ~x) Æm0sms � 1l ; (10.122)alle anderen Antikommutatoren = 0 (Fermionen).Lassen wir im folgenden der Einfa
hheit halber die Spinindizes weg, so k�onnen wir in Analogiezu (10.34) und (10.47) �̂ (~x) =  y (~x)  (~x) (10.123)als Operator der Teil
henzahldi
hte am Ort ~x interpretieren; analog zu (10.35) und (10.51) istdann Z d3x �̂ (~x) = Z d3x y (~x)  (~x) = N̂ (10.124)wieder der Operator der Gesamtteil
henzahl. F�ur Teil
hen der Masse m und Ladung q wirdman dementspre
hend̂�m (~x) = m y (~x)  (~x) ; �̂q (~x) = q  y (~x)  (~x) (10.125)148



als Operatoren der Massen- bzw. Ladungsdi
hte identi�zieren. Der Fo
k-Raum-Hamiltonopera-tor (10.81) s
hreibt si
h, wenn man speziell ein lokales Ein- und Zweiteil
henpotentialh~x 01 j v1 j ~x1i = Æ3 (~x 01 � ~x1) u (~x1) ; (10.126)h~x 01 ~x 02 j v2 j ~x1 ~x2i = Æ3 (~x 01 � ~x1) Æ3 (~x 02 � ~x2) v (j~x1 � ~x2j) (10.127)betra
htet und wiederum der Einfa
hheit halber Spinindizes unterdr�u
kt, als H = H0 + V2mit H0 = Z d3x y (~x) �� �h22m r2 + u (~x)� (~x) (10.128 a)= Z d3x ( �h22m �~r y (~x)� � �~r (~x)� + u (~x) �̂ (~x)) ; (10.128 b)wobei die 2. Form dur
h eine partielle Integration im kinetis
hen Term erhalten wurde, undV2 = Z Z d3x1 d3x2 v (j~x1 � ~x2j) y (~x1)  y (~x2) �  (~x2)  (~x1) (10.129)Die Gln. (10.128 / 10.129) stellen nun, wenn man f�ur einen Augenbli
k den Operator
harak-ter der  y und  vergi�t und si
h  y  dur
h  �  = j j2 ersetzt denkt, gerade das Energiein-tegral einer klassis
hen Feldtheorie mit der (2 s + 1)-komponentigen klassis
hen Feldamplitude (~x) { etwa einer Di
htes
hwankung, Feldst�arke oder lokalen elastis
hen Deformation { dar.Man kann daher den gesamten Formalismus der Besetzungsdarstellung alternativ zu unserembisherigen Vorgehen au
h dadur
h erhalten, da� man dem System identis
her Teil
hen (mitallen m�ogli
hen Teil
henzahlen) zun�a
hst formal eine klassis
he Feldtheorie mit der Feldampli-tude  (~x) und dem Energieausdru
k (10.128 / 10.129) zuordnet und sodann diese klassis
heFeldtheorie dur
h Uminterpretation von  ;  � als zueinander adjungierte Operatoren  ;  y undPostulierung der Vertaus
hungsrelationen (10.121) oder der Antikommutatorrelationen (10.122){ je na
hdem, ob 2 s + 1 ungerade oder gerade ist { "quantisiert\. Die Fo
k-Raum-Darstellungder Quantenme
hanik identis
her Teil
hen ist also einer "Feldquantisierung\ �aquivalent.Dieses Vorgehen wird o�enbar dort besonders interessant, wo man eine Quantentheorie f�urSysteme aufstellen will, f�ur die kein klassis
hes Teil
henbild, wohl aber eine klassis
he Feld-theorie existiert, wie insbesondere f�ur das elektromagnetis
he Feld.10.6 Quantisierung des Strahlungsfeldes. Das klassis
he elektromagnetis
he Feld imVakuum { d. h. insbesondere ohne Kopplung an Ladungen und Str�ome { wird dur
h dieFeldst�arkevektoren ~E = ~E (~x; t), ~B = ~B (~x; t) an allen Raumpunkten ~x des vom Feld erf�ull-ten Volumens V bes
hrieben. Eine kompaktere, wenn au
h ni
hteindeutige Charakterisierungvermitteln das skalare und Vektorpotential� = � (~x; t) ; ~A = ~A (~x; t) ; (10.130)149



aus denen man die me�baren Feldst�arken gem�a�~E = � ~r� � � ~A� t ; ~B = ~r � ~A (10.131)zur�u
kgewinnen kann. Die Ni
hteindeutigkeit erw�a
hst bekanntli
h aus der Ei
hfreiheit in denPotentialen (10.130) und wird dur
h Wahl einer speziellen Ei
hbedingung beseitigt. Wir benut-zen auss
hlie�li
h die bekannte Coulomb-Ei
hung~r � ~A (~x; t) � 0 : (10.132)F�ur das we
hselwirkungsfreie, d. h. ni
ht an Quellen gekoppelte Feld kann die Ei
hung �uberdiesno
h weiter spezialisiert und vereinfa
ht werden dur
h� (~x; t) � 0 : (10.133)Die elektris
he Feldst�arke ist dann na
h (10.131) einfa
h ~E = � � ~A = � t. Die Bes
hreibungdes Strahlungsfeldes ges
hieht dann dur
h ein einziges Vektorfeld ~A oder genauer { da vondessen 3 Komponenten auf Grund der Nebenbedingung (10.132) nur zwei unabh�angig sind {dur
h zwei unabh�angige Feldkomponenten an jedem Raumpunkt ~x als Funktionen von t. DieseKomponentenwerte kann man als die "generalisierten Koordinaten\ des Feldes betra
hten; dasStrahlungsfeld ist { wie jedes klassis
he Feldsystem { ein System mit �uberz�ahlbar unendli
hvielen Freiheitsgraden, hier abgez�ahlt dur
h den kontinuierli
hen "Index\ ~x.Die Zeitentwi
klung des Feldes wird dur
h die Maxwells
hen Glei
hungen bes
hrieben. Ausihnen folgt f�ur das Vektorpotential in der Ei
hung (10.132 / 10.133) bekanntli
h die Wellen-glei
hung ~A � �~r 2 � 1
2 �2� t2 � ~A = 0 (10.134)mit der Vakuumli
htges
hwindigkeit 
 = ("0 �0)� 12 . Ihre allgemeine L�osung ist eine �Uberla-gerung ebener Wellen mit dem Dispersionsgesetz elektromagnetis
her Wellen im Vakuum,! = ! (k) = 
 � k (k = j~kj) : (10.135)Wir s
hreiben sie soglei
h in der reellen Form~A (~x; t) = Z d3k(2 �)3=2 �� �h 
2! s�0"0 � 12 ~A (~k)� ei [~k � ~x�! (k) � t℄ + 
: 
:�= Z d3k(2 �)3=2 � �h2 k s�0"0 �12 � ~A (~k) e� i ! (k) t + ~A � (�~k) ei ! (k) t� ei~k � ~x : (10.136)Die Abspaltung des Faktors [::::℄1=2 aus der Fourieramplitude ist hier zun�a
hst Konvention;sie ist so gew�ahlt, da� bei der sp�ateren Quantisierung si
h Vertaus
hungsrelationen der Form(10.37) ohne weitere Zusatzfaktoren ergeben. { Die Bedingung (10.132) erfordert~k � ~A (~k) = 0 8 ~k (10.137)150



d. h. die einzelnen das ~A-Feld aufbauenden ebenen Wellen m�ussen s�amtli
h senkre
ht zu ihrerAusbreitungsri
htung k̂ polarisiert sein: "transversales\ Vektorfeld. Wir k�onnen diese Bedin-gung dadur
h erf�ullen, da� wir f�ur jedes ~k zwei zu k̂ und zueinander senkre
hte Einheitsvekto-ren ~e1 (k̂) und ~e2 (k̂) w�ahlen, die zusammen mit ~e3 (k̂) = k̂ selbst ein re
htsh�andig orientiertes
artesis
hes System bilden:~ei � ~ej = Æi j ; ~ei � ~ej = ~ek (i; j; k zykl:) 8 ~k : (10.138)Dann hat na
h (10.137) ~A (~k) nur Komponenten in Ri
htung von ~e1 (k̂) und ~e2 (k̂). Statt dieserbeiden Komponenten, die die beiden m�ogli
hen unabh�angigen Linearpolarisationen der Wellebes
hreiben, k�onnen wir au
h die komplexen Kombinationen~e+ (k̂) = � 1p2 [~e1 (k̂) + i ~e2 (k̂)℄ ; (10.139 a)~e� (k̂) = + 1p2 [~e1 (k̂) � i ~e2 (k̂)℄ = �~e+ (k̂)� (10.139 b)zusammen mit ~e0 � ~e3 ("sph�aris
he Basis\) verwenden, die den beiden m�ogli
hen Zirkularpo-larisationen transversal zu k̂ entspre
hen. Setzen wir nun~A (~k) = X�=� b� (~k)~e� (k̂) 8 ~k ; (10.140)so ist (10.137) und damit (10.132) automatis
h erf�ullt. Wir meinen k�unftig mit P� immer nurdie Summe �uber die beiden "physikalis
hen\, d. h. transversalen Werte � = �. Der Satz allerFourierkoeÆzienten fb� (~k) j� = + oder � ; alle ~kg (10.141)vermittelt eine vollst�andige und von Nebenbedingungen freie Aufz�ahlung der Freiheitsgrade desfreien elektromagnetis
hen Feldes. Da (10.139) und die zweite Bedingung (10.138) die Eigen-s
haften ~e� (�~k) = �~e�� (k̂) ; (~e� (� k̂))� = ~e� (k̂) (10.142)zur Folge haben, erhalten wir die Darstellung~A (~x; t) = X�=� Z d3k(2 �)3=2 � �h2 k s�0"0 � 12 � �b� (~k) e� i ! (k) t + b�� (�~k) e+ i ! (k) t�� ~e� (k̂) ei~k � ~x : (10.143)Ihre beiden zueinander komplex konjugierten Bestandteile werden als "positiver Frequenzanteil\~A(+) (Term mit e� i ! t)) und "negativer Frequenzanteil\ ~A(�) = ( ~A(+))� bezei
hnet.
151



Von den aus ~A (~x ; t) bere
henbaren Me�gr�o�en interessieren neben den in ~A linearen Feld-st�arken (10.131) die in ~A bilinearen Bildungen der GesamtenergieH = Z d3x 12 �"0 ~E 2 (~x; t) + 1�0 ~B 2 (~x; t)�= 12 s "0�0 Z d3x�1
 �� � ~A� t �2 + 
 �~r � ~A�2� (10.144)und des Gesamtimpulses (Integral des Poynting-Vektors)~P = Z d3x n"0 ~E (~x; t) � ~B (~x; t)o : (10.145)Ben�utzt man die aus der zweiten Gl. (10.138) folgenden Relationeni~k � ~e� = k �~e� (� = +; 0; � ) (10.146)und die bekannte Darstellung der Æ-Funktion(2 �)�3 Z d3x ei (~k 0 +~k) � ~x = Æ3 (~k 0 + ~k) ; (10.147)so nehmen diese die folgende Form an:H = 12 X� Z d3k �h! (k) nb�� (~k) b� (~k) + b� (~k) b�� (~k)o ; (10.148)~P = 12 X� Z d3k �h~k nb�� (~k) b� (~k) + b� (~k) b�� (~k)o : (10.149)Die beiden Terme in ges
hweiften Klammern geben nat�urli
h klassis
h denselben Beitrag; wirbelassen sie vorl�au�g in dieser Form. Beide Gr�o�en setzen si
h additiv aus den Beitr�agen derunabh�angigen "Normals
hwingungen\ (Fourierkomponenten) mit Indizes ~k; � zusammen: zurEnergie tr�agt jeder "mode\ �h! (k), zum Impuls �h~k bei. Jedo
h besitzen diese klassis
henNormals
hwingungen no
h keinerlei Teil
heninterpretation.Die Quantisierung des freien Strahlungsfeldes k�onnen wir nun { ausgehend vom Verglei
hder Darstellung (10.143) der Feldfunktion ~A mit den Feldoperatoren (10.120) { so vornehmen,da� wir die Fourieramplituden b� (~k) als Verni
htungsoperatoren und ihre Komplex-konjugiertenb�� als zugeh�orige Erzeugungsoperatoren by� (~k) au�assen und f�ur sie in Analogie zu (10.37) dieVertaus
hungsrelationen hb�0 (~k 0) ; by� (~k)i = Æ�0 � Æ3 (~k 0 � ~k) � 1l ; (10.150 a)hb�0 (~k 0) ; b� (~k)i = hby�0 (~k 0) ; by� (~k)i = 0 (10.150 b)152



postulieren. Das Vektorpotential (10.143) erh�alt damit Operator
harakter; es ist der grundle-gende Feldoperator des Strahlungsfeldes, und zwar derjenige im Heisenberg-Bild, da es zeitab-h�angig ist. Das Analogon zum im S
hr�odinger-Bild de�nierten Feldoperator (10.120) ist derOperator bei t = 0:~A (~x) = ~AH (~x; t = 0) = X� Z d3(2 �)3=2 � �h2 k s�0"0 � 12 �� "� (k̂) hb� (~k) + by� (�~k)i ei~k � ~x : (10.151)Der Unters
hied zu (10.120) liegt darin, da� hier der Feldoperator o�ensi
htli
h hermitis
h,d. h. eher zu der Kombination 1p2 ( +  y) analog ist:~A yH (~x; t) = ~AH (~x; t) 8 (~x; t) : (10.152)Diese Eigens
haft ist notwendig, weil aus ihm na
h (10.131) dur
h einfa
he Di�erentiationenna
h t bzw. ~x direkt die Heisenberg-Operatoren der Feldst�arken,~EH (~x; t) = � �� t ~A (~x; t) = X� Z d3k(2 �)3=2 ��h 
 � k2 "0 � 12 �� i �b� (~k) e� i ! (k) t � by� (�~k) ei ! (k) t�~e� (k̂) ei~k � ~x ; (10.153)~BH (~x; t) = ~r � ~A (~x; t) = X� Z d3k(2 �)3=2 ��h 
 � k2 �0� 12 �� � hb� (~k) e� i ! (k) t + by� (�~k) ei ! (k) ti ~e� (k̂) ei~k � ~x ; (10.154)folgen, die als Operatoren me�barer Gr�o�en selbstadjungiert sein m�ussen:~Ey = ~E ; ~By = ~B : (10.155)Bei den bilinearen Gr�o�en (10.148 / 10.149) entsteht zun�a
hst eine geringf�ugige Komplikation:je na
hdem, wel
he der klassis
h ni
ht unters
heidbaren Reihenfolgen der Fourieramplituden b�und b man als Ausgangspunkt der �Ubersetzung in Operatoren w�ahlt, erh�alt man vers
hiedeneund in der Regel divergente, d. h. mathematis
h unde�nierte Ausdr�u
ke f�ur diese Me�gr�o�en.W�ahrend die Operatoren im jeweils ersten Term,n̂� (~k) = by� (~k) b� (~k) = n̂y� (~k) (10.156)analog zu (10.34) die Operatoren der Besetzungszahl, d. h. der Anzahl der Strahlungsquanten,im Modus (~k; �) darstellen und damit das na
h unten bes
hr�ankte diskrete Spektrum 0, 1, 2.... aufweisen, geben na
h (10.150 a) die Operatoren im 2. Term,12 Z d3k �h! (k) b� (~k) by� (~k) = 12 Z d3k �h! (k) n̂� (~k) + 12 Z d3k �h! (k) Æ3 (~k � ~k) 1l ;153



neben einer Verdopplung des "vern�unftigen\ 1. Terms einen Zusatzterm mit einer divergen-ten Konstanten. Das Auftreten der sinnlosen Æ-Funktion d3 (0) kann man no
h relativ einfa
hvermeiden, indem man { was insbesondere f�ur die statistis
he Me
hanik des Strahlungsfeldeszwe
km�a�ig ist { das Feld als ni
ht �uber den gesamten unendli
hen Raum ausgedehnt, sondernauf ein endli
hes, aber gro�es kubis
hes Volumen V = L3 einges
hr�ankt betra
htet und auf denRand
�a
hen z. B. periodis
he Randbedingungen fordert; die klassis
hen Normals
hwingungenerhalten dann ein diskretes Wellenzahlspektrum~k = ~kn = 2�L � 0B� n1n2n3 1CA ; n = fn1; n2; n3gn1; n2; n3 = 0 ; � 1 ; � 2; :::: ; (10.157)die Fourierintegrale in (10.151 / 10.153 / 10.154) und in (10.148 / 10.149) werden dur
h Summen�uber die diskreten ~kn ersetzt, und statt (10.150) hat man die dimensionslose Vertaus
hungsre-lation h~b�0 (~kn0 ) ; ~by� (~kn)i = Æ�0 � Æn0 n 1l (10.158)mit ~b� (~kn) = q (2�)3V � b� (~kn) :Dann erh�alt jener Zusatzterm statt der unde�nierten Æ-Funktion ein diskretes Krone
ker-DeltaÆnn = 1, aber die verbleibende Summe Pn 12 �h!n mit den zu (10.157) geh�orenden Energien"n = �h! (j~knj) = �h 
 2 �L qn21 + n22 + n23 ; (10.159)die man wegen der Isomorphie des Formalismus zu dem eines Systems unabh�angiger quantenme-
hanis
her Oszillatoren als "Summe der Nullpunktsenergien\ bezei
hnen kann, ist no
h immerdivergent. Die L�osung des Problems besteht o�ensi
htli
h darin, da� die von der klassis
henTheorie her ni
ht festgelegte Operatorreihenfolge hier { anders als beim einzelnen quanten-me
hanis
hen Oszillator { immer nur im Sinne des 1., nie in dem des 2. Terms, d. h. immermit den b- re
hts von den by-Operatoren, gew�ahlt werden darf. Die Vors
hrift, Produkte vonFeldoperatoren am glei
hen Raum-Zeit-Punkt (~x; t), wie sie in (10.144) und (10.145) auftreten,so in die Quantenme
hanik zu �ubersetzen, da� alle Verni
htungsoperatoren re
hts von allenErzeugungsoperatoren zu stehen kommen, bezei
hnet man als Normalordnung : .... : dieserOperatorprodukte; diese Normalordnungsvors
hrift mu� hier zum Bestandteil des Quantisie-rungsprozesses erhoben werden. Die damit entstehenden Ausdr�u
keH = 12 Z d3x ("0 : ~E 2 : + 1�0 : ~B 2 :)= X� Z d3k �h! (k) � n̂� (~k) ; (10.160)154



~P = "0 Z d3x : ~E � ~B := X� Z d3k �h~k � n̂� (~k) (10.161)ma
hen in ihrer Analogie zu (10.76) vollends die Teil
heninterpretation deutli
h, die das elek-tromagnetis
he Feld dur
h den Quantisierungsproze� aufgepr�agt erhalten hat: das quantisierteFeldsystem ers
heint nun als Kollektion ni
htwe
hselwirkender Strahlungsteil
hen oder Photo-nen mit Quantenzahlen (~k; �) (� = �), deren jedes zur Gesamtenergie seine Ein-Photon-Energie " = " (k) = �h! (k) = �h 
 k und zum Gesamtimpuls des Feldes seinen Impuls ~p = �h~kadditiv beitr�agt. Der Aufbau des Fo
k-Raumes des Strahlungsfeldes erfolgt nun na
h dem unsgel�au�gen Muster: aus dem Photonen-Vakuum, das dur
hb� (~k) j0i = 0 8 (~k; �) (10.162)de�niert ist, werden analog zu (10.30) Ein-Photon-Zust�andej~k; �i = by� (~k) j0i (10.163)und sodann analog zu (10.39) normierte N-Photonen-Zust�andejfngi = Yi 1pni ! hby�i (~ki)ini j0i (10.164)mit Xi ni = N (10.165)aufgebaut, die gem�a� der Beziehungn̂� (~k) j fngi = n� (~k) j fngi ; (10.166)gemeinsame Eigenvektoren aller Besetzungszahloperatorenmit Eigenwerten n� (~k) = 0; 1; 2; :::darstellen, letztere sind 6= 0 nur dann, wenn (~k; �) einer der in (10.164) "besetzten\ Zust�ande(~ki; �i) ist, und dann glei
h ni. Die Besetzungszahloperatoren bilden einen Maximalsatz ver-taus
hbarer Observabler f�ur das Feldsystem.Einige Bemerkungen zum Abs
hlu�:a) Da� wir Boson-Kommutatoren (10.150) und ni
ht Fermion-Antikommutatoren postulierthaben, war zun�a
hst nur dur
h die rein heuristis
he Beoba
htung motiviert, da� wir ein Vek-torfeld mit der Komponentenzahl 2 s + 1 = 3, also formal s = 1, zu quantisieren hatten.Um dies zu re
htfertigen, m�u�te man genauer zeigen, da� Photonen im quantenme
hanis
henSinne Spin-1-Teil
hen sind. Dazu wird man vom Operator des Gesamtdrehimpulses des Feldesausgehen, der im Hinbli
k auf (10.145) als~J = Z d3x n~x � �"0 ~E (~x; t) � ~B (~x; t)�o (10.167)155



zu de�nieren ist, und f�ur den Ein-Photonen-Zustand (10.163) die Wirkung der Komponente~J � k̂, der sog. Helizit�at, betra
hten, aus der ein evtl. Bahndrehimpulsanteil, der ja senkre
htzu ~k w�are, herausf�allt. Dann kann man in der Tat( ~J � ~k) j~k; �i = (�h �) � j~k; �i (� = � 1) (10.168)beweisen und damit � �h = � �h als Komponente des Photonenspins in Impulsri
htung (derHelizit�at) identi�zieren. Damit mu� das Photon s = 1 haben. Da� die in der Quantenme
haniksonst no
h m�ogli
he Komponente � = 0 hier "ausf�allt\ { d. h. im vorliegenden Falle das Feldrein transversal wird { stellt si
h in einer relativistis
hen Theorie als ein allgemeiner Zug vonFeldsystemen mit masselosen Quanten (d. h. " = 
 j~pj) heraus.b) Die Feldst�arken (10.153 / 10.154) sind { im Gegensatz zum Energie- und Impulsausdru
k{ linear in den Erzeugungs- und Verni
htungsoperatoren. Wegenhn̂�0 (~k 0) ; b� (~k)i = � Æ�0 � Æ3 (~k 0 � ~k) b� (~k) (10.169 a)hn̂�0 (~k 0) ; by� (~k)i = + Æ�0 � Æ3 (~k 0 � ~k) by� (~k) (10.169 b)sind sie also mit den Besetzungszahloperatoren ni
ht vertaus
hbar. Ein Zustand (10.164) mits
harfer Photonenzahl kann daher keine s
harfen Werte der Feldst�arken besitzen (und nat�urli
hau
h umgekehrt), sondern nur Erwartungswerte hfng j ~E (~x; t) j fngi , hfng j ~B (~x; t) j fngi, diemit ni
htvers
hwindenden S
hwankungen behaftet sind. Dies ist der pr�azise Inhalt der Re-deweise von der "Komplementarit�at des Wellen- und Teil
henbildes\ f�ur das Strahlungsfeld.Eigenzust�ande der Feldst�arkenoperatoren (die wir hier ni
ht bespre
hen) sind daher besondersgeeignet f�ur die Diskussion des klassis
hen Limes.
) Da uns in dieser Vorlesung nur das freie Strahlungsfeld interessiert, wollen wir das Pro-blem der quantenme
hanis
hen Behandlung das gekoppelten Gesamtsystems von geladenenTeil
hen und Strahlungsfeld nur erw�ahnen. Ausgangspunkt ist der bekannte Hamiltonoperatorf�ur N Teil
hen mit Ladungen q� im elektromagnetis
hen Feld (�; ~A),~H = NX�=1 � 12m h~p� � q� ~A (~x�; t)i2 + q� � (~x�; t)� ; (10.170)in dem die Felder ~A und � nun dur
h die entspre
henden Feldoperatoren zu ersetzen sind; dazukommt der Hamiltonoperator HEM des freien Strahlungsfeldes gem�a� (10.160). Die Coulomb-oder Strahlungsei
hung (10.132) kann beibehalten werden, w�ahrend (10.133) ni
ht mehr m�ogli
hist. Es existiert aber au
h hier no
h eine Ei
hung, in der � (~x�; t) besonders einfa
h, n�amli
heine Vielfa
hes des Einheitsoperators im Hilbertraum Hem des Strahlungsfeldes, d. h. im we-sentli
hen ein klassis
hes Feld ist, und zwar kann es so gew�ahlt werden, da� im wesentli
hendie ni
htretardierte Coulombwe
hselwirkungX� q�� (~x�) �! 8<:12 X� 6=� q� q�4 � "0 1j~x� � ~x�j9=; � 1lem = H
 (10.171)156



auftritt. Der Hamiltonoperator H = ~H + Hem besteht dann aus dem reinen Teil
henanteilP� (~p 2� = 2m) + H
, der vom Typ (10.4) ist, dem reinen Feldanteil Hem und einem Kopplungs-term Hint = NX�=1 (� q�m ~A (~x�) � ~p� + q2�2m ~A 2 (~x�)) : (10.172)Die Behandlung dieses Kopplungsterms mittels der goldenen Regel der zeitabh�angigen St�o-rungsre
hnung f�uhrt dann zur quantitativen Bes
hreibung der Li
htemission bzw. -Absorptiondur
h Atome, Molek�ule oder Atomkerne.
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11. Ideale Quantengase. Fermistatistik.11.1 Fermiverteilung und Boseverteilung. Systeme wie die Leitungselektronen einesMetalls oder die Photonen in einem Hohlraumstrahler lassen si
h zwar in guter N�aherungals we
hselwirkungsfrei, d. h. als ideale Gase betra
hten, verhalten si
h aber s
hon bei Zim-mertemperatur in einer Weise, die nur quantenme
hanis
h verstanden werden kann ("idealeQuantengase\). Der Hamiltonoperator ist hier { bei entspre
hender Wahl der Einteil
henbasis{ dur
h den Einteil
henoperator (10.76),H0 = Xk "k n̂k ; n̂k = ( byk bk (Bosonen)ayk ak (Fermionen) (11.1)gegeben. Der Unters
hied zwis
hen Bose- und Fermifall liegt in den unters
hiedli
hen Symme-trieeigens
haften der Zust�ande, die si
h in der unters
hiedli
hen Algebra der Operatoren b unda spiegeln. Die Eigenzust�ande sind die unkorrelierten Zust�ande (10.17)H0 j fngi = Efng � j fngi ; fng = fn0; n1; n2; ::: nk ::: g (11.2)mit den Eigenwerten Efng = Xk nk "k ; (11.3)sie sind zuglei
h Eigenzust�ande des Gesamtteil
henzahloperators N̂ mit den EigenwertenN = Xk nk : (11.4)F�ur die m�ogli
hen Besetzungszahlen nk gilt beim Bosonensystem Gl. (10.15), bei FermionenGl. (10.16).F�ur die statistis
he Behandlung ist das gro�kanonis
he Ensemble besonders geeignet, f�urdas wir mit der Einf�uhrung der Fo
k-R�aume und Teil
henzahloperatoren nun die begri�i
heGrundlage geliefert haben. Der Glei
hgewi
htszustand istWGK = 1ZGK (T; �) e� 1kB T [H0�� N̂ ℄= Xfng � 1ZGk (T; �) e� 1kB T [Efng��N ℄� � j fngihfng j : (11.5)mit der gro�kanonis
hen Zustandssumme
158



ZGK = Tr �e� 1kB T [H0�� N̂ ℄� (11.6 a)= Xfng e� 1kB T [Efng��N ℄= Xfng e� 1kB T Pk nk ("k ��) : (11.6 b)Sie ist deshalb besonders einfa
h zu bere
hnen, weil die Summation �uber die Besetzungskon-�gurationen fng im Gegensatz zum kanonis
hen Ensemble ni
ht dur
h eine NebenbedingungP nk = N einges
hr�ankt ist und deshalb na
h (10.27) bzw. (10.28) dur
h unabh�angige Sum-mation �uber alle m�ogli
hen Werte aller Einzelbesetzungszahlen ausgef�uhrt werden kann:ZGK = Xn0 �e� "0 ��kB T �n0 � Xn1 �e� "1 ��kB T �n1 �:::::::::: � Xnk �e� "k ��kB T �nk � :::::::::: (11.7)Im Bosefall l�auft jede einzelne nk-Summation von 0 bis 1 und ergibt somit eine geometris
heReihe mit dem Quotienten exp [� ("k � �) = kB T ℄, die si
h ges
hlossen aufsummieren l�a�t; imFermifall hat jede nk-Summe nur die Terme nk = 0 und nk = 1:ZGK (T; �) = 8>>>>><>>>>>: 1Qk=0 11� e� "k ��kB T (Bose) ; (11:8 a)1Qk=0�1 + e� "k ��kB T � (Fermi) : (11:8 b)Die aus (11.5) abzulesenden Besetzungswahrs
heinli
hkeiten f�ur dieMikrozust�ande des Gesamt-systems pfng = 1ZGK (T; �) 1Yk=0 e�nk "k ��kB T= 1Yk=0 wk (nk) (11.9)faktorisieren deshalb vollst�andig in Einzelwahrs
heinli
hkeiten f�ur das Auftreten einzelner Ein-teil
henzust�ande: wk (nk) = �e� "k ��kB T �nk � 8>>><>>>: 1 � e� "k ��kB T (Bose) (11:10 a)11+ e� "k ��kB T (Fermi) ; (11:10 b)159



d. h. die Einteil
henzust�ande verhalten si
h, wie bei einem ni
htwe
hselwirkenden System zuerwarten, als statistis
h unkorrelierte Normalmodi des Systems. F�ur jeden Modus ist die Ge-samtwahrs
heinli
hkeit seines Auftretens mit irgendeiner Besetzung auf 1 normiert: die bei(11.8) angewandte �Uberlegung gibt f�ur Bose- und Fermifall sofortXn wk (n) = 1 8 k : (11.11)Die mittlere Teil
henzahl im Einteil
henzustand k,hn̂ki = Tr (n̂k WGK) = Xfng nk pfng= �Xn0 w0 (n0)�| {z }1 � �Xn1 w1 (n1)�| {z }1 � :::: � �Xnk nk wk (nk)� � ::::= Xnk nk wk (nk) (11.12)l�a�t si
h aus (11.10) bere
hnen, indem man s
hreibthn̂ki = �1 � e� "k ��kB T �� 1 Xnk nk �e� "k ��kB T �nk= kB T �� � ln�Xnk �e� "k ��kB T �nk�= kB T �� � ln�1 � e� "k ��kB T �� 1�= � (1 � e� :::)� 1 (� e� :::) (11.113)Das ergibt die f�ur die gesamte Statistik der idealen Quantengase zentralen Formeln f�ur diemittleren Teil
henzahlen in den Einteil
henzust�anden k im Glei
hgewi
ht,hn̂ki = 8>>>><>>>>: 1e "k ��kB T � 1 (Bose) ; (11:14 a)1e "k ��kB T +1 (Fermi) ; (11:14 b)die au
h kurz (wennglei
h ungenau) als "Boseverteilung\ bzw. "Fermiverteilung\ bezei
hnetwerden.Die Glei
hgewi
htsthermodynamik der idealen Quantengase l�a�t si
h na
h der Tabelle S.98 aus dem gro�kanonis
hen PotentialJ (T; �; V ) = � kB T ln ZGK = � kB T � Xk ln �1 � e� "k ��kB T � (11.15)160



ableiten, wobei hier und im folgenden stets das obere Vorzei
hen f�ur den Bose-, das untere f�urden Fermifall gilt. So erhalten wir f�ur die EntropieS (T; �; V ) = � � J (T; �; V ) = � T= kB � Xk �("k � �) = kB Te "k ��kB T � 1 � ln �1 � e� "k ��kB T �� (11.16 a)Ben�utzt man die na
h "k � � aufgel�oste Form von (11.14),"k � �kB T = ln (1 � hn̂ki) � ln hn̂ki ; (11.17)so kann man dies au
h in der FormS (T; �; V ) = � kB Xk fhn̂ki � ln hn̂ki � (1 � hn̂ki) ln (1 � hn̂ki)g (11.16 b)s
hreiben, wobei hn̂ki = hn̂ki (T; �) zu bea
hten ist. Die Gr�o�enN = hN̂i = � � J� � = Xk 1e "k ��kB T � 1= Xk hn̂kiT; � ; (11.18)U = hH0i = J + T S � �N = Xk "ke "k ��kB T � 1= Xk "k hn̂kiT; � (11.19)erhalten in den hn̂ki eine besonders plausible Form. { Der Dru
k des Quantengases kann na
h(7.37) aus p (T; �; V ) � V = � kB T Xk ln �1 � e� "k ��kB T � (11.20)entnommen werden; diese Gl. vermittelt zusammen mit (11.18) eine Parameterdarstellung derthermis
hen Zustandsglei
hung mit � als Parameter. Um deren explizite Form p = p (T; V; N)aufzu�nden, hat man Gl. (11.18) in der Form� = � (T; hNi ; V )aufzul�osen und dies in (11.20) einzusetzen.Da die mittleren Teil
henzahlen (11.14) alle positiv sein m�ussen (quantenme
hanis
h sindsie Erwartungswerte positiver Operatoren byk bk bzw. ayk ak), s
hlie�en wir allgemein, da� beieinem mit "0 = 0 beginnenden und positiven Spektrum von Einteil
henenergien gelten mu�� stets � 0 (Bose) (11.21 a)� � 0 oder > 0 (Fermi) (11.21 b)161



Vom klassis
hen idealen Gas, wo f�ur das 
hemis
he Potential Gl. (9.25) gilt, wissen wir,da� dort � = kB T negativ und betragsm�a�ig so gro� wird, da� exp (� = kB T ) � 1 gilt. Wirvermuten daher, da� der Grenzfall�kB T < � 1 mit e �kB T = e� j�jkB T � 1 (11.22)den klassis
hen Grenzfall darstellen wird. In der Tat kann in diesem Grenzfall in den Nennernvon (11.14) der Term � 1 verna
hl�assigt, in (11.15) der Logarithmus in der kleinen Gr�o�eexp [(� � "k) = kB T ℄ entwi
kelt werden, d. h. man erh�altN (T; �; V ) �! e �kB T �Xk e� "kkB T � = e �kB T z1 (T ) ; (11.23)p � V = � J �! kB T e �kB T �Xk e� "kkB T � = N kB T ; (11.24)wobei z1 o�enbar eine (kanonis
he) Einteil
hen-Zustandssumme darstellt. Insbesondere ergibtsi
h also im Grenzfall (11.22) { und zwar sogar unabh�angig vom detaillierten Einteil
henspek-trum und sowohl f�ur den Bose- als au
h f�ur den Fermifall { die Zustandsglei
hung des idealenGases.Die detaillierte Auswertung der thermodynamis
hen Gr�o�en ist nat�urli
h nur m�ogli
h, wenndas Spektrum der Einteil
henenergien "k genauer spezi�ziert wird. Man wird es na
h M�ogli
h-keit so w�ahlen, da� die We
hselwirkungen zwis
hen den Teil
hen zumindest in gemittelter Formdur
h ein geeignetes Einteil
henpotential ("mittleres Feld\ oder "selbstkonsistentes Potential\)ber�u
ksi
htigt werden, do
h ist dies in der Regel nur numeris
h m�ogli
h. Wir betra
hten hiernur die einfa
hste N�aherung der v�ollig kr�aftefreien Teil
hen mit ĥ = ~p 2 = 2m, d. h. den Quan-tenzahlen k �! f~k = (kx; ky; kz) ; ms = � s :::: + sg (11.25 a)(f�ur Spin s) und den Einteil
henenergien"k �! " (j~kj) = �h2 j~kj22m : (11.25 b)Dies ist z. B. f�ur das Elektronengas in Metallen (s = 12) eine brau
hbare erste N�aherung.Bei Eins
hlu� des Gases in ein kubis
hes Volumen V = L3 und Anwendung periodis
herRandbedingungen sind die m�ogli
hen ~k-Werte~k = ~kn = 2 �L � 0B� nxnynz 1CA ; nx; y; z = 0; � 1; � 2 :::: (11.26 a)Sie liegen im ~k-Raum in den Abst�anden � kx = � ky = � kz = 2 � =L. Dann ist zu setzenXk �! Xnx Xny Xnz + sXms =�s : (11.26 b)162



Bei makroskopis
h gro�em Volumen V liegen die ~k-Werte quasikontinuierli
h, und man kann(11.26 b) gem�a�Xnx ny nz Xms = � L2 ��3 Xms Xnx ny nz� kx� ky� kz �! V(2 �)3 Xms Z d3k (11.27)dur
h eine Integration �uber den ~k-Raum ersetzen. Im Bose-Fall ist dabei freili
h eine Kompli-kation zu bea
hten: Im Grenzfall � (= �j�j) ! 0 sind sowohl der Logarithmus in (11.15) alsau
h die Nenner in (11.18 / 11.19) bei " = 0 singul�ar. Der vom energetis
h tiefsten Einteil-
henzustand k = 0 mit "0 = 0 herr�uhrende Term in allen diesen Summen mu� deshalb imBose-Fall gesondert betra
htet werden. Das �ubrige Einteil
henspektrum, das f�ur das gro�e Vja quasikontinuierli
h an " = 0 ans
hlie�t, kann dann mit der Vors
hrift (11.27) behandeltwerden. F�ur Summen �uber Funktionen der Einteil
henenergien "k, wie sie in den thermody-namis
hen Gr�o�en dann �uberall auftreten, gilt bei Verwendung der Variablen " = " (j~kj) von(11.25 b) 8>>>><>>>>: 1Pk=1 f ("k) (Bose)1Pk=0 f ("k) (Fermi) 9>>>>=>>>>; �! V(2 �)3 Xms Z d2 k̂ 1Z0 k2 dk f (" (k))
= V(2 �)3 (2 s + 1) 4 � �2m�h2 � 32 12 1Z0 d " p" f (")= 1Z0 d " [(2 s + 1) d0 (")℄ f (") : (11.28)Der Entartungsfaktor (2 s + 1) d0 (") = (2 s + 1) � V4 �2 �2m�h2 � 32p" � ; (11.29)der die Zahl der Einteil
henzust�ande mit Energien zwis
hen " und " + d ", d. h. die Di
hte derEinteil
henzust�ande in der Energieskala angibt, hei�t die Zustandsdi
hte des freien Quantenga-ses. { Damit erh�alt nun das gro�kanonis
he Potential (11.15) die konkrete FormJ (T; �; V ) = � kB T (2 s + 1) 1Z0 d " d0 (") ln �1 � e� "��kB T ��+ kB T (2 s + 1) ln (1 � e �kB T ) imBosefall� : (11.30)Dur
h eine partielle Integration unter Benutzung vond0 (") = dd " � 23 " � d0 (")� ; (11.31)163



� kB T dd " ln�1 � e� "��kB T � = 1e "��kB T � 1 = hn̂ki (11.32)erhalten wir die FormJ (T; �; V ) = (2 s + 1)�� 1Z0 d " d0 (") 23 "e "��kB T � 1�+ kB T ln (1 � e �kB T ) imBosefall�� ; (11.33)aus der die gesamte Thermodynamik der idealen Quantengase (bei v�ollig kr�aftefreiem Einteil-
henspektrum) abgeleitet werden kann. Insbesondere ergibt si
h f�ur die Entropie na
h (11.16 a)(wieder mit obiger partieller Integration) und f�ur innere Energie und Teil
henzahl na
h (11.19)und (11.18) S = kB (2 s + 1)� 1Z0 d " d0 (") �53 " � �� = kB Te "� kkB T � 1�� � = kB Te� (� = kB T ) � 1 � ln�1 � e �kB T � imBosefall�� ; (11.34)U = (2 s + 1) 1Z0 d " d0 (") "e "��kB T � 1 ; (11.35)hN̂i = (2 s + 1)� 1Z0 d " d0 (") 1e "��kB T � 1 ;�+ 1e� (� = kB T ) � 1 imBosefall�� : (11.36)Die auftretenden Integrale (wobei das in J vorkommende o�enbar bis auf einen Faktor � 23dasselbe ist wie das f�ur U) sind nur in Grenzf�allen ges
hlossen auswertbar.Zu diesen Grenzf�allen geh�ort der klassis
he Limes (11.22) mitz = z � �kB T � � 1 ; z = e �kB T : (11.37)In diesem Grenzfall sind die (" = 0){Zusatzterme f�ur den Bosefall in (11.33 - 11.36) ver-na
hl�assigbar, und die Verteilungen (11.14) werden zuhn̂ki �! z e� "kB T (Bose und Fermi) : (11.38)164



In den Ausdr�u
ken f�ur hN̂i und J tritt die Einteil
hensummeXk e� "kkB T �! (2 s + 1) 1Z0 d " d0 (") e� "kB T
= (2 s + 1)  mkB T2 � �h2 ! 32 V= (2 s + 1) V�3 (T ) (11.39)auf, die uns bereits in (9.6) beim klassis
hen idealen Gas begegnete. In diesem Grenzfall nimmtdaher das gro�kanonis
he Potential sowohl f�ur die Bose- als au
h f�ur die Fermistatistik dieselbeklassis
he Form J (T; �; V ) �! � kB T (2 s + 1) e �kB T V�3 (T ) (11.40)an, die bei Ber�u
ksi
htigung des Spinentartungsfaktors mit (9.31) �ubereinstimmt. Im klas-sis
hen Grenzfall vers
hwinden damit die Unters
hiede zwis
hen Bose- und Fermistatistik, undbeide gehen in die Maxwell-Boltzmann-Statistik des klassis
hen idealen Gases �uber. Gl. (11.23)in der Form z = e �kB T = 12 s + 1 �3 (T )V =N (11.41)zeigt, was Bedingung (11.22) eigentli
h bedeutet: der klassis
he Grenzfall wird f�ur� (T )3 =  hp2 �mkB T !3 � VN (klass:Limes) (11.42)errei
ht, insbesondere also f�ur sehr hohe Temperaturen.11.2 Das "entartete\ ideale Fermigas. { Der zu (11.22) extrem entgegengesetzte Grenz-fall �kB T > 1 mit 1z = e� �kB T � 1 (11.43)ist na
h Gl. (11.21) nur beim Fermigas m�ogli
h. Er hat erhebli
he praktis
he Bedeutung, da dieangen�ahert freien Elektronen in Metallen und Halbleitern si
h ni
ht nur bei Zimmertemperatur,sondern au
h weit dar�uber hinaus in diesem als "Entartung\ bezei
hneten Grenzfall be�nden.Wie zu erwarten, ist er extrem ni
htklassis
h, d. h. er wird weitgehend von Quantene�ektenbestimmt.Um eine Vorstellung zu erhalten, wo (11.43) zutri�t, kann man von Gl. (11.9 b) f�ur die165



Teil
henzahl in der FormhN̂i = (2 s + 1) V�3 (T ) 2p� � (kB T )3=2 1Z0 d " p"1z e "kB T + 1= (2 s + 1) V�3 (T ) � f3=2 (z) (11.44)mit der Funktion f3=2 (z) = 4p� 1Z0 dx x21z ex2 + 1  x = s "kB T ! (11.45 a)= 4p� 1Z0 dx x2 �z e�x2� 11 + (z e�x2) (11.45 b)ausgehen und die Reihenentwi
klungf3=2 (z) = 1Xn=0 � 4p� 1Z0 dx x2 �e�x2�n+1 � (�)n zn+1= 1Xn=1 (�)n+1n3=2 zn = hN̂i� (T )3(2 s + 1)V (11.45 
)umkehren; man erh�alt eine Reihez � e �kB T = � hN̂i�3 (T )(2 s + 1)V � + 123=2 � hN̂i�3 (T )(2 s + 1)V �2+� 122 � 133=2�� hN̂i�3 (T )(2 s + 1)V �3 + :::: (11.46)mit lauter positiven KoeÆzienten. F�ur hohe Temperaturen (�3 / T�3=2 ! 0) geht z ! 0,d. h. � mu� negativ und betragsm�a�ig gro� werden. F�ur T ! 0 dagegen geht �3 ! 1und damit z ! +1; hier mu� also � > 0, obwohl ni
ht notwendig gro� sein. Dies ist derEntartungsfall (11.43), der somit insbesondere bei tiefen Temperaturen errei
ht werden wird.Die Auswertung der thermodynamis
hen Gr�o�en f�ur den Entartungsfall geht von der Beob-a
htung aus, da� die mittlere Teil
henzahl (1.14 b) im Einteil
henzustand, die "Fermifunktion\hn̂~k;msi = 1e "��kB T + 1 = n (") ; " = " (j~kj) (11.47)f�ur T ! 0 bei � > 0 die Stufenformn (") �! ( 1 (" < �)0 (" > �) ) = �(� � ") (T ! 0) (11.48)166
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Figur 11.1: Fermiverteilung bei T = 0 und T > 0annimmt (siehe obige Skizze). Es sind dann also alle Einteil
henzust�ande j~k; msi mit Impuls-betr�agen innerhalb der "Fermikugel\ " (j~kj) � �T =0 mit je einem Teil
hen besetzt, die mitgr�o�eren Impulsbetr�agen leer. Dies bedeutet ni
hts anderes, als da� bei T = 0 der Zustand desGesamtsystems zu einer einzigen Slaterdeterminantej�0i = j 1; 1; 1 ::::: 1| {z }" (~k)�� ; 0; 0; 0 ::::: 0 :::::| {z }" (~k)>� i ; (11.49)d. h. zu einem reinen Zustand wird. Die Energie "F = �T =0 des obersten bei T = 0 besetztenEinteil
henzustandes (tats�a
hli
h ist es wegen der ~k- und ms-Entartung ein ganzer Eigenraumvon h = ~p 2 = 2m) hei�t Fermienergie oder Fermikante.Bei T > 0 (aber no
h kB T � � wegen (11.43)) wird n (") ein wenig um die Fermikanteherum "ausges
hmiert\, d. h. es werden Teil
hen aus Zust�anden direkt unterhalb von " = �abgezogen und in Zust�ande direkt oberhalb von " = � verlagert, wie es die Skizze zeigt, wobeistets n (" = �) = 12 bleibt. Weiter unterhalb und oberhalb von " = � bleibt die "Kastenform\des (T = 0)-Falles no
h weitgehend erhalten. Die Funktion' (") = � kB T d nd " = e "��kB T�1 + e "��kB T �2 ; (11.50)167



die bei T = 0 die Form einer Æ-Funktion bei " = "F hatte, bleibt deshalb im Falle (11.43)no
h immer sehr s
harf bei " = � konzentriert (Kurve .... in der Skizze). Dieses Verhaltenn�utzt man aus, indem man in den thermodynamis
hen Funktionen von Gl. (11.33 - 11.36),U (T; �; V )hNi (T; �; V )S (T; �; V )
9>>>>>>=>>>>>>; = V �2 s + 14 �2 �2m�h2 � 32 � � 1Z0 d " n (") 8>>>>>>><>>>>>>>:

"3 = 2"1 = 21T �52 "3 = 2 � � "1 = 2� (11.51)und p (T; �; V ) � V = � J = 23 U (T; �; V ) ; (11.52)partielle Integrationen vornimmt:U (T; �; V )hNi (T; �; V ) 9>=>; = V �2 s + 14 �2 �2m�h2 � 32 � 1kB T 1Z0 d " ' (") � 8><>: 25 "5 = 223 "3 = 2 (11.53)S (T; �; V ) = 1T �53 U (T; �; V ) � � hNi (T; �; V )� : (11.54)Wegen des s
harfen Maximums von ' (") bei " = � kann nun der jeweilige Restintegrand um" = � herum entwi
kelt werden; au�erdem kann man die untere Integrationsgrenze " = 0dur
h " = �1 ersetzen, da bei " = 0 ' (") im Falle (11.43) bereits sehr klein geworden ist.(Der Fehler hierbei ist von der Ordnung e�� = kB T in einer Reihenentwi
klung na
h Potenzenvon kB T = �). Mit"n= 2 = �n = 2 �1 + �kB T� � � �" � �kB T ��n2= �n = 2 �1 + n2 �kB T� �x + n (n � 2)8 �kB T� �2 x2 + ::::� (11.55)f�ur n = 5 und 3 und mit x = (" � �) = kB T erh�alt manU (T; �; V )hNi (T; �; V ) 9>=>; = V �2 s + 14 �2 �2m�h2 � 32 � � +1Z�1 dx ex(1 + ex)2 �
� 8>>>>><>>>>>: 25 �5 = 2 �1 + 52 �kB T� �x + 158 �kB T� �2 x2 + :::: �23 �3 = 2 �1 + 32 �kB T� �x + 38 �kB T� �2 x2 + :::: � (11.56)
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Die hier auftretenden IntegraleIn = +1Z�1 dx xn(1 + ex) (1 + e�x) (11.57)sind dimensionslose, bekannte Zahlen, und zwar istIn = 0 f�ur ungerade n ;I0 = 1 ;I2 = �23 ; I4 = 715 �4 ; ::::: 1)
9>>>>>>=>>>>>>; (11.58)Damit ergibt si
h U (T; �; V ) = V �2 s + 14 �2 �2m�h2 � 32 � � 25 � 52 ���1 + 58 �2 (kB T = �)2 + ::::� ; (11.59)N (T; �; V ) = V �2 s + 14 �2 �2m�h2 � 32 � � 23 � 32 ���1 + �28 (kB T = �)2 + ::::� (11.60)F�ur die Entropie ist die Kombination (11.54) zu bilden; dabei zeigt si
h, da� die f�uhrendenTerme in den Reihenentwi
klungen si
h wegheben undS (T; �; V ) = V � kB 2 s + 112 �2m�h2 �� 32 �kB T� � + 0 (T 3) (11.61)entsteht, was f�ur T ! 0 im Einklang mit dem 3. Hauptsatz { und im Gegensatz zum klassis
henGas! { vers
hwindet. S
hlie�li
h gibt (11.52)� J (T; �; V ) = p � V = V ��2 s + 14 �2 �2m�h2 � 32 � 415 � 52 �� �1 + 58 �2 �kB T� �2 + :::: �� : (11.62)1) Allgemein ist In = 2n ! (1 � 21�n) � (n) f�ur n gerade, wo � (n) = 1Pk=1 k�n die Riemanns
he Zetafunk-tion bezei
hnet. 169



Um die thermodynamis
hen Gr�o�en als Funktionen von T; N; V und damit insbesondere dieZustandsglei
hung zu erhalten, mu� man (11.60) in der Form � = � (T; V=N) au
�osen unddies wiederum als Entwi
klung um T = 0 herum darstellen. Im 1. S
hritt erhalten wir aus(11.61) f�ur T = 0 die Fermienergie "F = � (T = 0):"F = ��T = 0; VN � = �h22m � 6 �22 s + 1 hNiV � 23 = "F (�) (11.63)mit � = N =V ; sie verh�alt si
h also wie �2 = 3 und invers proportional zur Teil
henmasse. DieInversion von (11.60) ges
hieht nun dur
h Einsetzen des Ansatzes� (T; �) = "F �1 + 
2 �kB T"F �2 + 
4 �kB T"F �4 + ::::� (11.64)in die gem�a� �"F �1 + �28 �kB T"F �2 � �"F �� 2 + :::: � 23 = 1 (11.65)umges
hriebene Gl. (11.60) und KoeÆzientenverglei
h; man �ndet� (T; �) = "F �1 � �212 �kB T"F �2 + :::: � (11.66)und damit aus U (T; N; V ) = 35 N "F �1 + 512 �2 �kB T"F �2 + :::: � : (11.67)F�ur T = 0 erh�alt man { anders als beim klassis
hen Maxwell-Boltzmann-Gas { den ni
htver-s
hwindenden Wert U (T = 0) = 35 N "F : (11.68)F�ur T positiv, aber no
h kB T � "F steigt die innere Energie, von (11.68) ausgehend, quadra-tis
h mit T an. Darin spiegelt si
h der in der Skizze gezeigte "Abbau\ der s
harfen Fermikante,der zwar in der "-Skala symmetris
h um � � "F herum erfolgt, aber trotzdem insgesamtzu Energiegewinn f�uhrt, weil die Zustandsdi
hte d0 (") bei " > � gr�o�er als bei " < � ist.In der W�armekapazit�at (8.5) f�uhrt dies o�enbar zu einem in T linearen Verhalten bei tiefenTemperaturen: CV = � U� T = N kB ��22 kB T"F + 0 (T 3)� : (11.69)Dieser lineare Beitrag zur spezi�s
hen W�arme wird bei Elektronen in Festk�orpern f�ur tiefsteTemperaturen { wo der ansonsten dominierende Beitrag der Gitters
hwingungen s
hneller alslinear vers
hwindet { tats�a
hli
h me�bar. { Die Entropie des Fermigases wird na
h (11.61)S (T; V; N) = N kB ��22 kB T"F + 0 (T 3)� ; (11.70)170



wie man au
h aus (11.69) und dem 2. Hauptsatz gem�a�S (T ) = S (0)| {z }0 + TZ0 Æ QT = TZ0 CVT d T (11.71)bere
hnen w�urde. Ihr Vers
hwinden f�ur T ! 0 spiegelt nat�urli
h nur die Herausbildung desreinen Zustandes (11.49).Aus (11.62) { oder einfa
her aus (11.52) { lesen wir s
hlie�li
h die Zustandsglei
hung desentarteten Fermigases ab:p (T; �) = 25 � � "F (�)�1 + 5 �212 � kB T"F (�)�2 + ::::� (11.72)Selbst bei T = 0 hat also das Fermigas einen "Nullpunktsdru
k\p (0; �) = 25 �h22m � 6 �22 s + 1� 23 � � 53 ; (11.73)und zwar nat�urli
h aus demselben Grunde wie bei (11.68): das Pauliprinzip erlaubt den Elek-tronen ni
ht, si
h alle im Zustand mit " = 0 und daher j~kj = 0 anzusammeln; die Teil
henm�ussen Zust�ande mit h�oheren Impulsen besetzen, und die Teil
henimpulse wirken als Dru
kauf die das Gas eins
hlie�enden W�ande.Die Fermienergie (11.63) ergibt si
h f�ur freie Elektronen in Festk�orpern bei typis
hen Di
h-ten von � � 1 Elektronen / Atomvolumen als von der Gr�o�enordnung"F � 1 eV =) TF = "FkB � 104K : (11.74)Bei Zimmertemperatur { und no
h weit dar�uber { ist also das Elektronengas in Festk�orpernpraktis
h "vollkommen entartet\, d. h. Bedingung (11.43) ist sehr gut erf�ullt. Wir k�onnen dieseBedingung in der Form (mit s = 12)kB T <� "F =) �2m kB T�h2 � 32 <� 3 �2 �=) 1�3 (T ) � 83p�| {z }� 1 <� �nunmehr au
h s
hreiben als � >� 1� (T )3 ; (11.75)womit sie als bez�ugli
h der Di
hte zu (11.42) entgegengesetzter, d. h. extrem ni
htklassis
herGrenzfall erkennbar wird. 171



Die in T quadratis
hen Korrekturen in Gln. (11.67) und (11.72) spiegeln die Tatsa
he wieder,da� bei kleinen T die thermis
he Energie kB T nur ausrei
ht, Teil
hen aus einem Energieintervall� kB T unterhalb von "F in h�ohere Zust�ande bei " > "F anzuregen. Die weiter unten im "Fermi-see\ sitzenden Teil
hen k�onnten mit dieser Anregungsenergie nur in sol
he Einteil
henzust�andespringen, die bereits besetzt und daher dur
h das Pauliprinzip verboten sind. Sie k�onnen des-halb bei kB T � "F zu �Anderungen in den thermodynamis
hen Eigens
haften ni
hts beitragen.11.3 Gl�uhemission aus Metalloberf�a
hen. { Stehen mehrere Fermigase, z. B. die Elek-tronen zweier aneinander grenzender Metall- oder Halbleiters
hi
hten, miteinander in einemTeil
henaustaus
h erlaubenden Kontakt, so ist na
h Gl. (5.20) die Bedingung f�ur thermodyna-mis
hes Glei
hgewi
ht T1 = T2 = T ; �1 = �2 = � (11.76)d. h. es mu� �uberall dieselbe Temperatur T und dasselbe 
hemis
he Potential � herrs
hen.Als einfa
hstes Beispiel betra
hten wir das der Gl�uhemission von Elektronen aus Metall-ober
�a
hen zugrunde liegende Glei
hgewi
ht zwis
hen freien Elektronen in einem Metallst�u
k(Halbraum x < 0) und dem Vakuum (Halbraum x > 0). Das Wandpotential { d. h. dieH�ohe der Potentialstufe, die Elektronen am Grunde des metallis
hen Fermisees �uberwindenm�ussen, um in den Au�enraum zu gelangen { sei V0. Damit die Elektronen �uberhaupt imMetall bleiben, mu� V0 deutli
h oberhalb des gemeinsamen 
hemis
hen Potentials � liegen (dasf�ur �ubli
he Gl�uhtemperaturen no
h weitgehend identis
h mit dem "F des Metall ist). AlsoV0 � � > 0 mit eV0 ��kB T � 1 : (11.77)Auf Grund der endli
hen Gl�uhtemperatur �ndet eine s
hwa
he "Vers
hmierung\ der Fermikantestatt (in der Skizze weit �ubertrieben dargestellt), so da� die mittlere Teil
henzahl pro Niveau(11.47) einen sehr s
hwa
hen Ausl�aufer im Gebiet " > V0 hat. Diese Elektronen k�onnen dann,sofern sie Impulse px > 0 haben, in den Au�enraum entwei
hen; es wird angenommen, da� siedem Metall st�andig na
hgeliefert werden, so da� es neutral bleibt und keine Anziehungskraftauf die emittierten Elektronen aus�ubt.Die emittierte Stromdi
hte jx in dem Au�enraum wird getragen von den Elektronen mitGes
hwindigkeitskomponente vx = px =m > 0 bei Einteil
henenergien ~p 2 = 2m + V0 � V0,und ist daher na
h (11.27)jx = 1V Vh3 Xms Z(px>0) d3p e pxm hn̂~p;msi= 2 emh3 1Z0 dpx px 1Z0 dpy 1Z0 dpz 1e (~p 2 = 2m) +V0 ��kB T + 1 : (11.78)
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Figur 11.2: Potentiale an Metall-Vakuum-Grenz
�a
heWegen (11.77) ist aber in guter N�aherung1e (~p 2 = 2m) + (V0 ��)kB T + 1 � e� V0 ��kB T e� ~p 22m kB T ; (11.79)d. h. die Teil
henzahlverteilung hat in jenem s
hwa
hen Ausl�aufer praktis
h die klassis
heBoltzmann-Form. Damit wirdjx = 2 emh3 e� V0 ��kB T 1Z0 dpx px e� p 2x2m kB T| {z }m kB T � 1Z0 dpy e� p 2y2m kB T �2| {z }2�m kB T= 4 �meh3 (kB T )2 e� V0 ��kB T ; (11.80)in �Ubereinstimmung mit der na
h Ri
hardson benannten, zun�a
hst empiris
h aufgestellten For-mel. 173



12. Ideale Quantengase: Bose-Einstein-Statistik12.1 Entartetes Bosegas. Einstein-Kondensation. Wir betonten bereits im Zusam-menhang mit den Gln. (11.33 - 11.36) die Notwendigkeit, in der mittleren Teil
henzahlverteilungdes idealen Bosegases,hn̂~k;msi = 1e "��kB T � 1 = nB (") ; " = " (j~kj) (12.1)= 11z e "kB T � 1 ; z = e �kB T (12.2)den Einteil
hengrundzustand " = " (0) = 0 gesondert zu behandeln, weil f�ur ihn im Falle
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Figur 12.1: Boseverteilungz ! 1, d. h. � ! 0 (na
h (11.21 a) ist hier ja stets � � 0) die mittlere Teil
henzahl�uber alle Grenzen anw�a
hst (vgl. Skizze). Darin spiegelt si
h die M�ogli
hkeit, da� { andersals beim Fermigas { eine makroskopis
he Zahl von Teil
hen si
h im Einteil
hen-Grundzustandansammeln kann.Wir s
hreiben die Gesamtteil
henzahl (11.36) analog zu den Gln. (11.44 / 11.45) in der174



Form hN̂i = hN0i + (2 s + 1) V�3 (T ) g 32 (z) (12.3)mit hN0i = 1e�� = kB T � 1 = z1 � z (12.4)und der Funktion g 32 (z) = 4p� 1Z0 dx x212 ex2 � 1 �x = s "kB T � (12.5 a)= 1Xn=1 znn3 = 2 �= z ddz g 52 (z)� : (12.5 b)Beide Funktionen sind na
h (11.21 a) im Berei
h0 � z � 1 (12.6)de�niert. Dabei zeigt g3 = 2 (z) das in der Skizze angedeutete qualitative Verhalten: es w�a
hstvon g3 = 2 (0) = 0 monoton { und mit zuglei
h monoton wa
hsender Steigung { bis zum Maxi-malwert g3 = 2(1) = 1Xn=1 1n3 = 2 = � (32) � 2:612 (12.7)bei z = 1 an. Das f�uhrt zu der merkw�urdigen Folgerung, da� der die Teil
henzahl in den
ζ 3

2( )

∼∼

0 1

z

g

z

3/2
(z)

Figur 12.2: Die Funktion g3 = 2 (z)Einteil
henniveaus mit " > 0 bes
hreibende 2. Term in (12.3) eine obere Grenze besitzt: au
h175



wenn � < 0 seinem Maximalwert 0 und damit z von Gl. (12.2) seinem Maximalwert 1 sehrnahe kommt, k�onnen diese Niveaus insgesamt h�o
hstensN1 = �2 s + 1� (T )3 g3 = 2 (1)� � V (12.8)Teil
hen aufnehmen. Steigt daher bei gegebener Temperatur T die Teil
henzahldi
hte � =N =V �uber den kritis
hen Wert�
 (T ) = 2 s + 1� (T )3 � (32) � 2:612 � (2 s + 1) � �2 �m kB Th2 � 32 (12.9)oder sinkt andererseits bei gegebener Di
hte � die Temperatur unter die dur
h �
 (T
) = �bestimmte kritis
he Temperatur T
 mitkB T
 (�) = 2 � �h2m � �(2 s + 1) � (32)�32 = 
onst: � � 32 ; (12.10)so mu� die �uber (12.8) hinausgehende Teil
henzahl in den hN0i-Term von (12.3) gehen, d. h.es mu� die makroskopis
he Teil
henzahlN
ond: = N � N1 �1 � � 2 s + 1� � � (T )3 � � (32)� = N � 8>>>>><>>>>>: �1 � � TTC� 32 ��1 � �
� � (12.11)in den Einteil
hen-Grundzustand "0 = 0 (hier also ~p = 0) "kondensieren\. Dieser als Einstein-Kondensation bezei
hnete Vorgang hat den Charakter eines Phasen�ubergangs; es tritt dabei ineinem dur
h die Bedingung N > N1 oder� � � (T )3 > (2 s + 1) � (32) (12.12)
harakterisierten Gebiet des thermodynamis
hen Zustandsraumes eine neue makroskopis
heGr�o�e N
ond > 0 auf, die au�erhalb dieses Gebiets ni
ht vorhanden war und den sog. Ord-nungsparameter des Phasen�ubergangs darstellt. Der Verlauf von (12.11) mit T geht qualitativaus der Skizze hervor. [Im Hinbli
k auf (12.4) bedeutet ein makroskopis
hes hN0i = N
ond, da�dann bei gro�em, aber no
h endli
hem N bzw. Ve j�jkB T � 1 � 1 ; z � 1 ; j�jkB T � 1 ;hN0i = N
ond � kB Tj�j (12.13)wird℄. 176
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Figur 12.3: Kondensat-Teil
henzahl bei der Einstein-KondensationF�ur T ! 0 geht na
h (12.11) N
ond ! N , d. h. alle Teil
hen gehen in den (~p = 0)-Zustand. Es bildet si
h dann wieder ein einziger reiner Zustand, und zwar in der Notation vonGl. (10.39) j�0i = 1pN ! (by0)N j0i ; (12.14)so da� wir wiederum erwarten, da� die Entropie des Systems f�ur T ! 0 vers
hwinden sollte.Um die Thermodynamik des Bosegases im "Kondensationsgebiet\ (12.12) wie im "normalen\Gebiet � �3 < (2 s + 1) � (3 = 2) zu diskutieren, mu� man zun�a
hst (12.3 / 12.4 / 12.5) na
h� bzw. z au
�osen, was nur numeris
h oder graphis
h m�ogli
h ist. Das Resultat f�ur endli
hes,aber gro�es V ist dur
h die gestri
helte, das Resultat im thermodynamis
hen Limes (V ! 1)dur
h die ausgezogene Kurve in der Skizze dargestellt; wi
htig ist insbesondere, da� f�ur dasgesamte Kondensationsgebiet im thermodynamis
hen Limes z � 1 wird.z = 8>>>>><>>>>>: 1 f�ur �� (T )32 s+1 > � (3 = 2) (Kondensations�Gebiet) ;Nullstelle z (T; �) von g3 = 2 (z) = � �32 s+1f�ur � �32 s+1 < � (3 = 2) (normalesGebiet) (12.15)Von den thermodynamis
hen Gr�o�en wird die innere Energie (11.35), die keinen Kondensat-beitrag enth�alt, am einfa
hsten:U = (2 s + 1) 1Z0 d " " � d0 (")1z e "kB T � 1177
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= 32 kB T � V� (T )3 � (2 s + 1) g5 = 2 (z) (12.16)mit der zu (12.5) analogen Funktiong5 = 2 (z) = 83p� 1Z0 dx x41z ex2 � 1 �x = s "kB T � (12.17 a)= 1Xn=1 znn5 = 2 : (12:17 b)Mit dem zu (12.7) analogen Zahlenwertg5 = 2 (1) = 1Xn=1 1n5 = 2 = � (52) � 1:341 (12.18)erhalten wir also na
hU = 32 N kB T � 2 s + 1� � � (T )3 ��8>>>>>>><>>>>>>>: � (5 = 2) f�ur � �32 s+1 > � (32) (12:19 a)(Kondensationsgebiet)g5 = 2 (z (T; �)) f�ur � �32 s+1 < � (32) (12:19 b)(normalesGebiet)178



Daraus ergibt si
h dur
h Ableitung na
h T die W�armekapazt�atCV = 154 N kB � 8>>>>>>><>>>>>>>: � (5 = 2)� (3 = 2) � TT
�3 = 2 (Kondensatgebiet) (12:20 a)1� (3 = 2) � TT
�3 = 2 g5 = 2 (z (T; �)) � 35 g3 = 2 (z (T; �))g1 =;2 (z (T; �)) : (12:20 b)(normalesGebiet)Dabei wurde zus�atzli
h zu g5 = 2 und g3 = 2 die Funktion g1 = 2 (z) = z (d = dz) g3 = 2 (z) =1Pn=1 (zn =pn) verwendet. Im Kondensatgebiet (12.12) { d. h. insbesondere f�ur T < T
 { verl�auftalso U wie T 5 = 2 und daher CV wie T 3 = 2. Insbesondere vers
hwindet CV f�ur T ! 0 { anders alsbeim idealen Fermigas { wie T 3 = 2. Im Gebiet T > T
 sind die hier zust�andigen Beziehungen(12.19 b / 12.20 b) wieder numeris
h au
�osbar. Man erh�alt das in der Skizze dargestellte
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Figur 12.5: Spezi�s
he W�arme bei der Einstein-Kondensationqualitative Verhalten; CV hat bei T = T
 eine "Spitze\ und geht f�ur T � T
, wie na
h dembei (11.40) Gesagten zu erwarten, in den konstanten Wert 32 N kB des klassis
hen idealen Gases�uber. Letzteres ist lei
ht na
hzure
hnen, denn es bedeutet na
h (12.10)T � T
 =) � � (T )32 s + 1 � � (3 = 2) ; (12.21 a)179



so da� na
h (12.15) und der Figur zu g3 = 2 (z), S. 175, die z-Bestimmung aufz (T; �) ! �3 (T ) �2 s + 1 = � (32)�T
T �3 = 2 (12.21 b)d. h. auf den s
hon bekannten Maxwell-Boltzmann-Fall (11.41) f�uhrt: Dann geht aber in(12.20 b) 1� (3 = 2) � TT
�3 = 2 g5 = 2 (z) � 35 g3 = 2 (z)g1 = 2 (z) ! 1 � 35 = 25 ;und damit CV ! 32 N kB.F�ur die Gr�o�en (11.33 / 11.34) hat man die dort auftretenden Kondensatterme zun�a
hstbei gro�em, aber endli
hem V zu betra
hten, wo (12.13) gilt. Dann erh�alt man� J = p � V = 23 U � (2 s + 1) kB T ln j�jkB T ; (12.22)S = kB �53 UkB T � � �kB T �| {z }ln z hN̂i + (2 s + 1)�1 � ln j�jkB T �� (12.23)Im thermodynamis
hen Limes ist aber U na
h (12.19) extensiv, w�ahrend die Kondensat-Zusatzterme nur logarithmis
h mit N anwa
hsen. Wir d�urfen letztere deshalb verna
hl�assigenund erhalten zun�a
hst S = N kB �53 � UN kB T � � ln z� (12.24 a)
= N kB �8>>>>>>>><>>>>>>>>:

52 � (5 = 2)� (3 = 2) � TT
� 32 (Kondensatgebiet) (12:24 b)�52 � TT
� 32 g5 = 2 (z (T; �))� (3 = 2) � ln z (T; �)� (12:24 
)(normalesGebiet)Dies vers
hwindet unserer Erwartung gem�a� { und im Einklang mit dem 3. Hauptsatz { f�urT ! 0 wie T 3 = 2, w�ahrend es f�ur den Ho
htemperatur-, d. h. klassis
hen Grenzfall (12.21 a/b)in die Sa
kur-Tetrode-Formel (9.23) �ubergeht, wenn man bedenkt, da� bei letzterer der spinloseFall s = 0 zugrunde gelegt worden war. Weiter hat man, wie bei allen idealen (klassis
hen undQuanten-) Gasen, � J = p � V = 23 U (12.25)und damit im vorliegenden Fall die Zustandsglei
hungp (T; �) = (2 s + 1) kB T 1� (T )3 � 8><>: � (5 = 2) (Kond:)g5 = 2 (z (T; �) (norm:) (12.26)180



Im Kondensatberei
h, d. h. bei � > �
, wird p unabh�angig von � und damit V , da bei Erh�ohungder Di
hte �uber �
 hinaus die �ubers
h�ussigen Teil
hen alle in den Grundzustand mit ~p = 0kondensiert werden und daher zum Dru
k ni
ht beitragen.
Übergangskurve
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(T )Figur 12.6: p � V -Diagramm des idealen BosegasesDie Isothermen im p - V-Diagramm (12.27) (siehe Skizze) verlaufen demgem�a� bei � > �
 hori-zontal; bei � < �
 geht das dur
h (12.26) bes
hriebene Verhalten im Limes � � �
, der wiederdem klassis
hen Limes (12.21 b) entspri
ht, s
hlie�li
h in das (kB T � � = kB T � NV )-Verhaltendes klassis
hen idealen Gases �uber. Die �Ubergangspunkte p = p (T; �
 (T )) = p (T
 (�); �)liegen auf einer " �Ubergangslinie\ p / �5 = 3 / V � 5 = 3, die im p � V -Diagramm die beidenPhasen, "kondensierte\ und "normale\, voneinander trennt.Das einzige System, das si
h bei tiefen Temperaturen ann�ahernd als ideales Bose-Gas ver-hielt, war lange das 4He. Seinen sog. �- �Ubergang bei T = 2:18K kann man als allerdings dur
hWe
hselwirkungen bereits stark modi�zierte Einstein-Kondensation au�assen. In j�ungster Zeitist die Einstein-Kondensation in wesentli
h reinerer Form bei kalten Gasen aus Rb- und anderens
hweren Atomen na
hgewiesen worden.12.2 Photonen als Bosegas mit unbes
hr�ankter Teil
henzahl�anderung. Das quel-lenfreie Strahlungsfeld in einem Hohlraumstrahler kann na
h der in Abs
hnitt 10.6 diskutierten181



Feldquantisierung als ein System unabh�angiger Bosonen mit Masse 0 und Dispersionsgesetz" (j~pj) = 
 j~pj = �h 
 j~kj = �h! (k) (12.28)und mit dem Spin s = 1 betra
htet werden. Es weist jedo
h { abgesehen vom "ultrarela-tivistis
hen\ Dispersionsgesetz (12.28) imGegensatz zu (12.25 b) f�ur massive ni
htrelativistis
heTeil
hen { zwei Besonderheiten auf:a) Die Spinmultiplizit�at des Photons ist ni
ht, wie bisher gewohnt, 2 s + 1 = 3, sondernnur 2, da kraft der Transversalit�at des ~A-Feldes die bez�ugli
h des Impulses longitudinale Pho-tonenpolarisation ni
ht existiert.b) Photonen besitzen im Gegensatz zu Elektronen oder Atomkernen keine Erhaltung derTeil
henzahl; sie k�onnen { unter Respektierung von Energie- und Impulssatz { grunds�atzli
h inbeliebiger Zahl erzeugt und verni
htet werden (Der We
hselwirkungsterm (10.172) mit gelade-ner Materie enth�alt Terme mit unglei
her Anzahl von Erzeugungs- und Verni
htungsoperatorenf�ur Photonen!). Wir k�onnen deshalb die Gesamtphotonenzahl N weder als exakten System-parameter im Hamiltonoperator no
h als unabh�angig vom Energieerwartungswert U = hHifestlegbaren Mittelwert hN̂i behandeln; N stellt si
h im Glei
hgewi
ht (in Abh�angigkeit von Uund damit von T ) von selbst ein. Deshalb m�ussen wir hier eine andere Variante unserer Glei
h-gewi
htsgesamtheiten von Abs
hnitt (3.3) benutzen: einerseits m�ussen wir wegen der variablenTeil
henzahl { wie beim GK-Ensemble { im Fo
k-Raum HS und ni
ht in einem UnterraumH(N)S re
hnen, andererseits k�onnen wir hN̂i ni
ht unabh�angig vors
hreiben und damit { wiebeim kanonis
hen Ensemble { als Nebenbedingung f�ur das Glei
hgewi
ht nur hHi = U vor-geben. Der si
h ergebende statistis
he Operator ist also Z�1 e�� H , aber nun ni
ht auf H(N)S ,sondern auf HS wirkend. Dies ist aber formal genau der gro�kanonis
he Glei
hgewi
htszustand(3.54 a), ledigli
h mit � = 0 und daher � = 0:WPhot: (T ) = WGK (T; � = 0) = 1ZPhot: (T ) e� 1kB T H (12.29)Der Hamiltonoperator ist (10.160) mit den Eigenzust�anden (10.164 - 10.166) zu den Eigenwer-ten Efng = Xi ni �h! (ki) : (12.30)Zustandssumme, Boseverteilung usw. k�onnen aus Abs
hnitt 11.1 mit der Ab�anderung � ! 0�ubernommen werden: ZPhot: (T ) = 1Yi=0 11 � e� ("i = kB T ) ; (12.31)hn̂ii = 1e("i = kB T ) � 1 : (12.32)Wegen des andersartigen Dispersionsgesetzes (12.28) ergibt si
h hier jedo
h eine andere Zu-standsdi
hte der Einteil
henzust�ande. Wir 
harakterisieren die Ein-Photon-Zust�ande dur
hi ! f~k; � j� = � 1g (12.33)182



und nehmen analog zu (12.26 a) zun�a
hst diskretisierte Photonimpules (10.157) mit zugeh�origenEnergien (10.159) an. F�ur gro�e Volumina V wird dann analog zu (11.27)Xnx ny nzX� ! 2 V(2 �)3 Z d3k (12.34)und f�ur Summen �uber Funktionen der "i gilt analog zu (11.28)Xi f ("i) ! 2 V(2 �)3 Z d3 k f (" (k) = �h 
 k)= 2 V(2 �)3 4 � 1(�h 
)3 1Z0 d " "2 f (")= 1Z0 d " dPhot: (") f (") (12.35)mit der Photonen-Zustandsdi
htedPhot: (") = V�2 (�h 
)3 "2 : (" = �h!) (12.36)Damit haben wir statt (12.32) konkreterhn̂~k; �i = 1e(�h! (k) = kB T ) � 1 : (12.37)Eine besondere Behandlung von " = 0 ist unn�otig, da Photonen vers
hwindender Energie zukeiner physikalis
hen Gr�o�e beitragen.Die Thermodynamik des "Photonengases\ kann nun na
h den Gln. (11.15 - 11.20) mit Gl.((12.35) bere
hnet werden: zun�a
hst ist wegen � = 0J = F = � p � V = kB T 1Z0 d " dPhot: (") ln �1 � e� "kB T �= (kB T )4 V�2 (�h 
)3 1Z0 dx x2 ln (1 � e�x) (x = "kB T )= 13 (kB T )4 V�2 (�h 
)3 �� 1Z0 dx x3ex � 1� (partielle Integration!)Das verbleibende Integral ist eine reine ZahlIn = 1Z0 dx xn� 1ex � 1 = 1Xk=0 1Z0 dx xn� 1 e� (k+1)x183



= 1Xl=1 1ln � 1Z0 dy yn� 1 e� y (y = (k + 1) x = lx)= � (n) � (n) = (n � 1)! � (n) ; (12.38)und zwar ist hier n = 4, also I4 = 3! � (4) = 6 � �490| {z }� 1:082 = �415 : (12.39)Damit wird J (T ; V ) = F (T ; V ) = � �245 (�h 
)3 (kB T )4 V ; (12.40)was manifest extensiv ist, und insbesondere ergibt si
h der Strahlungsdru
k alspPhot: (T ) = �245 (�h 
)3 (kB T )4 : (12.41)Die Entropie � � J = � T des Photonengases istSPhot: (T; V ) = kB � 4 �245 (�h 
)3 (kB T )3 ; (12.42)sie vers
hwindet f�ur T ! 0 im Einklang mit dem 3. Hauptsatz. Die innere Energie (11.19)wird U (T ; V ) = 1Z0 d " dPhot: (") � "e(" = kB T ) � 1 (12.43)= V�2 (�h 
)3 (kB T )4 I4= �215 (�h 
)3 (kB T )4 V (12.44 a)= � � T 4 V mit � = �2 k4B15 (�h 
)3 �� 7:564 � 10�16 Jm3K4� (12.44 b)Das ist das bekannte Stefan-Boltzmanns
he T 4-Gesetz f�ur die Gesamtenergie des s
hwarzenStrahlers. Vom Experiment her bezieht es si
h eigentli
h auf die abgestrahlte Intensit�at, d. h.Energiestromdi
hte jE (T ), die der strahlungserf�ullte Hohlraum dur
h eine sehr kleine �O�nungan die Au�enwelt abgibt: jE (T ) = 14 
 � UV = �14 
 � �� � T 4 (12.45)184



Aus (12.44) folgt die W�armekapazit�at CV = 4 � T 3 V (12.46)des Strahlungsfeldes; sie w�a
hst f�ur T ! 1 unbes
hr�ankt, weil dort unbes
hr�ankt neue, immerh�oherenergetis
he Photonen erzeugt werden k�onnen.Andererseits kann man (12.43) mit " = �h! in der FormU (T ; V ) = 1Z0 d ! u (T; V ; !) (12.47)s
hreiben, wobei das Resultat f�ur die spektrale Energiedi
hte u (!) des Photonengases,u (T; V ; !) = �hV�2 
3 !3e(�h! = kB T ) � 1 ; (12.48)das ber�uhmte Plan
ks
he Strahlungsgesetz darstellt, dessen Aufstellung (1900) den historis
henBeginn der Quantentheorie markiert.
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Die Skizze zeigt diese Verteilung qualitativ f�ur zwei vers
hiedene Temperaturen; eingezei
hnetist au
h (gestri
helt) das klassis
he Resultat (Rayleighs
hes Gesetz), das proportional zu !2 beibeliebig hohen Frequenzen bleibt und daher eine divergente Gesamtenergie erg�abe.Aus dem Plan
ks
hen Gesetz (12.48) folgen bekanntli
h alle weiteren Gesetze der Hohlraum-strahlung, so (12.44) bzw. (12.35) dur
h Integration. Au
h das Wiens
he Vers
hiebungsgesetzf�ur das Maximum der spektralen Energieverteilung folgt uns
hwer: es liegt na
h (12.48) bei�h!max mit � u = � ! = 0 oder��h!maxkB T � �1 � e� (�h!max = kB T )� = 3 ;d. h. bei �h!max � 2:82 kB T ; (12.49)w�a
hst also linear mit der Temperatur.Verglei
h von (12.40 / 12.41) mit (12.44) zeigt im �ubrigen, da� f�ur PhotonenU = 3 p V (12.50)gilt, im Gegensatz zur Beziehung (12.25) f�ur die "massiven\ Bosegase. Man kann na
h (11.18)au
h die mittlere Gesamtphotonenzahl im thermis
hen Glei
hgewi
ht,hN̂i = N (T ; V ) = 1Z0 d " dPhot: (")e(" = kB T ) � 1= V�2 (�h 
)3 (kB T )3 1Z0 dx x2ex � 1 (x = "kB T )= V�2 (�h 
)3 (kB T )3 I3 = 2 � (3)�2 �kB T�h 
 �3 V (12.51)bere
hnen, wobei � (3) � 1:202 (12.52)auftritt. (Dies ist �ubrigens ein Beispiel f�ur die Bere
hnung eines ni
ht von au�en festgelegtenund daher ni
ht in den Nebenbedingungen auftretenden Mittelwerts einer Observablen). Dieinnere Energie in der Form U = 3 � [ � (4) = � (3)| {z }� 0:90 ℄ � N (T; V ) kB T (12.53)sieht dann der des massiven idealen Gases formal �ahnli
h; der wesentli
he Unters
hied liegtjedo
h darin, da� N hier keine vorgegebene Konstante ist, sondern si
h aus der Temperatur,und zwar als mit T 3 anwa
hsend ergibt. 186



12.3 Phononen im Festk�orper als Bosegas. { Der Hamiltonoperator der Gitteratomebzw. -Ionen in einem idealen kristallinen Festk�orper hat die FormH = 3NXi=1 p2i2mi + V (x1; x2; :::: x3N) ; (12.54)wobei wir die 
artesis
hen Orts- und Impulskomponenten von 1 bis 3N dur
hgez�ahlt haben.Das von den Ionen und Elektronen im Festk�orper selbstkonsistent erzeugte PotentialV (x1 :::: x3N) ist hier { im Gegensatz zum Gas { so bes
ha�en, da� es die Atome an Ruhelagenx(0)i gebunden h�alt, die ein regelm�a�iges Kristallgitter bilden. F�ur diese hat V ein Minimum,d. h. f� V (fxg) = � xkgfxig= fx(0)i g = 0 (k = 1 :::: 3N) (12.55)Im festen Zustand { unterhalb der S
hmelztemperatur { k�onnen die Gitterbausteine ledigli
hkleine S
hwingungen um diese Glei
hgewi
htslagen ausf�uhren. Diese behandeln wir in har-monis
her N�aherung, d. h. wir entwi
keln V um fx(0)i g bis zu quadratis
hen Termen in denAuslenkungen qi = xi � x(0)i (i = 1 :::: 3N) ; (12.56)wobei die linearen Terme na
h (12.55) vers
hwinden, und erhalten in der Normierung V (fx(0)i g)= 0 der potentiellen Energie H � NXi=1 p2i2mi + 12 Xi j Di j qi qj ; (12.57)d. h. den Hamiltonoperator eines Systems gekoppelter harmonis
her Oszillatoren mit der sym-metris
hen Kraftkonstanten-MatrixDi j = ��2 V = � qi � qj�qk =0 = Dj i : (12.58)Es ist �Di j qi die r�u
ktreibende Kraft auf die Koordinate qi, die dur
h eine Auslenkung qjhervorgerufen wird. Da die Ruhelage fqk = 0g ein Minimum von V darstellt, ist Di j einepositiv-de�nite Matrix.Ein derartiges System l�a�t si
h { klassis
h wie quantenme
hanis
h { stets dur
h eine Trans-formation auf entkoppelte Normals
hwingungen l�osen: die klassis
hen Bewegungsglei
hungenmi ��qi= � � V� qi � � 3NXk=1 Di k qk (12.59)sind in der harmonis
hen N�aherung linear und k�onnen mit dem harmonis
hen S
hwingungs-ansatz qk (t) = ak e� i ! t (12.60)187



gel�ost werden; dies f�uhrt auf das lineare homogene Glei
hungssystem3NXk=1 �� 1pmi Di k 1pmk� � Æi k !2� ak = 0 (12.61)zur Bestimmung der 3N Eigenfrequenzen! = !� (� = 1; 2; :::: 3N) : (12.62)Aus den zugeh�origen Eigenvektoren a(�)k ; � = 1 :::: 3N , kann man die orthogonale Matrix Amit Elementen Ai � = a(�)i ; AT A = AAT = 1l (12.63)bilden und damit die "Normalkoordinaten\ Q� und zugeh�origen konjugierten Impulse P� gem�a�qi = 1pmi 3NX�=1 Ai �Q� ; (12.64 a)pj = pmj 3NX�=1 Aj � P� (12.64 b)de�nieren; in ihnen nimmt dann (12.57) die FormH = 12 3NX�=1 hP 2� + !2�Q2�i (12.65)eines Systems unabh�angiger harmonis
her Oszillatoren, aber diesmal mit lauter vers
hiedenenFrequenzen !� an. Diese Transformation �ubertr�agt si
h ohne �Anderung in die Quantenme
hanik.Dur
h Anwendung der bekannten Quantentheorie des harmonis
hen Oszillators erhalten wirdamit H = 3NX�=1 �h!� �by� b� + 12 � 1l� (12.66)mit den bekannten Erzeugungs- und Verni
htungsoperatoren f�ur Oszillatorquanten der Nor-mals
hwingung �. Diese Oszillatorquanten der vers
hiedenen Normals
hwingungen des Gitterswerden bekanntli
h Phononen genannt. Verglei
h der zugeh�origen Vertaus
hungsrelationenhb�; by�i = Æ�� � 1l ; [b�; b�℄ = 0 (12.67)mit den Gln. (10.37) zeigt, da� das Phononensystem { wie jedes System ungekoppelter har-monis
her Oszillatoren { na
h Quantisierung einem System ni
htwe
hselwirkender Bosonenmathematis
h �aquivalent ist; Phononen bilden ein ideales Bosegas. Man bea
hte, da� die Anre-gung eines Phonons, d. h. einer Normals
hwingung, ni
ht eine Vibration eines einzelnen Gitter-bausteins um seine Ruhelage bedeutet, sondern eine in bestimmter Weise koordinierte Anregungdes Gesamtgitters na
h Art einer stehenden Welle.188



Das Spektrum der Eigenfrequenzen w�are aus (12.61), d. h. dur
h L�osung der S�akular-glei
hung D (!2) � det " Di kpmimk � Æi k !2# = 0 ; (12.68)zu bestimmen. (Diese 3N -dimensionale Determinante l�a�t si
h, wie in Lehrb�u
hern der Fest-k�orpertheorie gezeigt wird, tats�a
hli
h dur
h Ausnutzung der Translationsinvarianz des idealenKristallgitters auf eine wesentli
h kleinere 3Z-dimensionale reduzieren, wo Z die Anzahl derGitterbausteine in einer Elementarzelle des Gitters ist). Es h�angt von den detaillierten Kraftkon-stantenDi j und Massenmi in komplizierterWeise ab und ist daher f�ur alle Kristalle vers
hieden.Als einfa
he N�aherung, die qualitativ f�ur alle Kristalle gilt und si
h f�ur die Zwe
ke der Ther-modynamik bew�ahrt hat, ma
hen wir daher die Debyes
he Kontinuumsn�aherung: bei ni
ht zuhohen Temperaturen werden haupts�a
hli
h Normals
hwingungen niedriger Frequenzen !� ther-mis
h angeregt sein. Diese haben aber den Charakter von (gemessen an der Gitterkonstanten)sehr langwelligen stehenden Wellen, makroskopis
h gesehen also von S
hallwellen (akustis
hePhononen). F�ur sol
he Normals
hwingungen sind die Details der Gitterstruktur unwesentli
h,und wir k�onnen eine Kontinuumstheorie des Kristalls als homogen-isotropes elastis
hes Mediumbenutzen. An die Stelle der einzelnen Auslenkungskomponenten qi von (12.56) tritt dann einVers
hiebungsvektorfeld fqig �! ~q = ~q (~x; t) (12.69)und an die Stelle der Massenverteilung fmig eine homogene Massendi
hte �m. In der N�aherungder linearen Elastizit�atstheorie, die der harmonis
hen N�aherung des mikroskopis
hen Bildesentspri
ht, gilt dann f�ur das Vers
hiebungsfeld eine akustis
he Wellenglei
hung�m �2� t2 ~q (~x; t) = G � ~r 2 ~q + �32 K + G� ~r (~r � ~q ) ; (12.70)in der die beiden Elastizit�atskonstanten eines homogen-isotropen elastis
hen K�orpers, der Kom-pressionsmodul K = 1 = �s (vgl. (8.30)!) und der S
herungs- oder S
hubmodul G, auftreten.Dur
h Einsetzen des Wellenansatzes~q (~x; t) = ~a � ei (~k � ~x�! (k) � t) (12.71)erh�alt man das Dispersionsgesetz(�m !2 � Gk2)~a � �32 K + G� �~k � ~a� ~k = 0 : (12.72)Der Polarisationsvektor ~a kann zun�a
hst wie beim Photon in den beiden zu k̂ senkre
htenRi
htungen (~a � ~k = 0), aber { im Gegensatz zum Photon { au
h in longitudinaler Ri
htung(â = k̂) stehen, entspre
hend der transversalen und longitudinalen S
hallwellen. F�ur diesebeiden F�alle gibt (12.72)! (k) = 8>>><>>>: 
t � k mit 
t = q G�m (transversaleWellen) (12:73 a)
l � k mit 
l = r 32 K+2G�m (longitud:Wellen) (12:73 b)189



mit den S
hallges
hwindigkeiten 
t; 
l, d. h. ein lineares Dispersionsgesetzwie beim Photon, abermit der zus�atzli
hen M�ogli
hkeit der longitudinalen Polarisation, die wir dur
h den Wert � = 0eines Polarisationsindex � kennzei
hnen. Die Normalmodi, d. h. die "Einteil
henzust�ande\ derPhononen, sind also in dieser Kontinuumsn�aherung dur
h die "Quantenzahlen\� ! f~k; � j� = � 1; 0g (12.74)mit den zugeh�origen Ein-Phonon-Energien"� ! "k; � = �h!� (k) = �h k [Æ� 0 
l + (1 � Æ� 0) 
t℄ (12.75)
harakterisiert. F�ur die Summation von Funktionen der "k;� kann man zun�a
hst die Re
hnungvon (12.35 / 12.36) wiederholen mit dem ErgebnisX� f (�h!�) �! V(2 �)3 X� d3k f ("k; �)= Z d " dPhon: (") f (") ; (12.76)wobei dPhon: formal wie in (12.36), jedo
h mit der Ersetzung2
3 !  2
3t + 1
3l ! = 3
 3 (12.77)gebildet wird. Es tritt jedo
h eine wesentli
her Unters
hied auf: zwar k�onnen, wie beim Strah-lungsfeld, beliebig viele Phononen erzeugt werden, aber die Anzahl der Einteil
henzust�ande, diesie besetzen k�onnen, ist ni
ht wie beim Strahlungsfeld e
ht unendli
h, sondern auf dem mikro-skopis
hen Niveau zu 3N festgelegt. Die "- bzw. Frequenzintegration in (12.76) mu� deshalbbei einer oberen Grenze �h!D abges
hnitten werden derart, da��h!DZ0 d " dPhon: (") = 3V2 �2 (�h 
)3 �h!DZ0 "2 d " = 3N (12.78)wird. Das ergibt die Debyes
he Grenzfrequenz!D = 
 � (6 �2 �) 13 ; � = NV ; (12.79)die wir in die Debyes
he Phononen-Zustandsdi
htedPhon: (" = �h!) = 3V2 �2 (�h 
)3 "2 � �(�h!D � ") (12.80)mit einbauen k�onnen. In anderer Interpretation besagt (12.80), da� bei Benutzung eines Kon-tinuumsbildes nur die Betra
htung sol
her Wellen sinnvoll ist, deren Wellenl�ange ni
ht kleinerals die Gitterkonstante �� 1 = 3 ist. 190



Anhand der Gln. (11.30) bis (11.36) l�a�t si
h nun die Glei
hgewi
htsthermodynamik desPhononengases sofort hins
hreiben, wenn man dort wiederum die Bose-Kondensatterme weg-l�a�t, (2 s + 1) d0 dur
h dPhon: gem�a� (12.80) ersetzt und wieder � = 0 setzt, weil Phononenkeine erhaltene Teil
henzahl besitzen. Man �ndetF (T ; V ) = J (T ; V ) = kB T �h!DZ0 d " dPhon: (") ln h1 � e� "kB T i= N � 3 (kB T )42 �2 � (�h 
)3 � L  �h!DkB T != N � 9 kB T  kB T�h!D!3 � L  �h!DkB T ! (12.81 a)= N � 9 kB T � T�D�3 � L ��DT � (12.81 b)mit dem Integral L (x) = xZ0 dt t2 ln (1 � e� t) (12.82 a)= 13 hx3 ln (1 � e�x) � I (x)i ; (12.82 b)I (x) = xZ0 dt t3et � 1 (12.82 
)und der De�nition einer Debyetemperatur �D dur
hkB �D = �h!D = (�h 
) (6 �2 �)1 = 3 : (12.83)F�ur die Entropie benutzt man ni
ht (11.34), da dort partielle Integration mit an der oberenIntegrationsgrenze vers
hwindendem Randterm vorausgesetzt wurde, sondern geht auf (11.16a)zur�u
k oder einfa
h auf die Vors
hrift � � F = � T :S (T ; V ) = kB � �h!DZ0 d " "� ln �1 � e� "kB T � + (�h! = kB T )e(�h! = kB T ) � 1# dPhon: (")= N � 9 kB � T�D�3 ��L ��DT � + I ��DT ��= N � 3 kB "� ln �1 � e� �DT � + 4 � T�D�3 � I ��DT �# (12.84)
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Dies vers
hwindet f�ur T ! 0 in Einklang mit dem 3. Hauptsatz; die Extensivit�at ist in (12.81/12.84) manifest. Aus der inneren EnergieU (T; V ) = F + T S = N � 9 kB T � T�D�3 � I ��DT � (12.85)folgt die W�armekapazit�at bei konstantem Volumen,CV = � U� T = 9N kB � T�D�3 � �D = TZ0 x4 ex(ex � 1)2 dx : (12.86)Die auftretenden Integrale m�ussen i. a. wieder numeris
h ausgewertet werden. In den Grenz-f�allen hoher und tiefer Temperaturen �ndet man unter Benutzung vonI (x) = x33 � x48 + x560 + :::: (x � 1) (12.87 a)I (x) = �415 + 0  e�xx ! (x � 1) (12.87 b)die vereinfa
hten FormelnU = 3N kB T � �1 + 120 ��DT �2 + :::: �CV = 3N kB � �1 � 120 ��DT �2 + :::: � 9>>>>=>>>>; T � �D (12:88)(12:89)die dem klassis
hen Limes f�ur ein Oszillatorensystem entspre
hen und den Glei
hverteilungssatzillustrieren (vgl. au
h Gln. (9.59), (9.60)!) sowieU ! N � 35 �4 kB T � T�D�3 ;CV ! N � 125 �4 kB � T�D�3 : 9>>>=>>>; T � �D (12:90)(12:91)
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Die letztere Formel insbesondere enth�alt das ber�uhmte Debyes
he T 3-Gesetz f�ur das Ver-halten der spezi�s
hen W�arme von Festk�orpern bei sehr tiefen Temperaturen. Das in der Skiz-ze qualitativ dargestellte Verhalten ist { eins
hlie�li
h des T 3-Gesetzes bei tiefsten T { ex-
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T/Figur 12.8: Spezi�s
he W�arme des Phononengases im Debye-Modellperimentell bei vielen Kristallen sehr gut best�atigt. Die ri
htige Erkl�arung des vom klassis
henGrenzwert so deutli
h abwei
henden Verhaltens der spezi�s
hen W�armen von Festk�orpern { hi-storis
h zuerst dur
h Einstein in einem vereinfa
hten Modell mit nur einer Oszillatorfrequenz,das no
h ein zu ras
hes (exponentielles) Vers
hwinden bei T ! 0 ergab, sp�ater dur
h Debyein dem hier bespro
henen verfeinerten Modell { bildete einen der ersten wi
htigen Pr�ufsteineder Quantentheorie.
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