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I. Grundbegriffe der Statistischen Mechanik

1. Beschreibung gemischter Gesamtheiten

1.1 Programm der Statistischen Mechanik. Die Statistische Mechanik versucht die Ei-
genschaften makroskopischer Systeme, die eine sehr groe Anzahl (f ~ 10?) von Freiheitsgra-
den aufweisen, aus den Bewegungsgesetzen ihrer mikroskopischen Konstituenten zu verstehen
und zu berechnen — also aus der Quantenmechanik und in gewissen Grenzfillen auch der klassi-
schen Mechanik. Sie fiihrt damit auch zu einer Begriindung und einem tieferen Verstindnis der
zundchst auf rein empirischen ,Hauptsidtzen“ aufgebauten phinomenologischen Thermodyna-
mik. Dabei zeigt sich bemerkenswerterweise, dafl nicht einfach nur die zum Versténdnis kleiner
Systeme — Kerne, Atome, Molekiile — entwickelten Methoden mit grolerem Aufwand und mehr
Variablen erneut praktiziert werden kénnen, sondern dafl qualitativ neue, erst bei sehr vielen
Freiheitsgraden bedeutsame Begriffsbildungen notwendig werden, wie Temperatur oder Entro-
pie, und daf} neuartige physikalische Phinomene auftreten, die in der Lésungsmannigfaltigkeit
der mikroskopischen Bewegungsgleichungen zwar im Prinzip enthalten sind, aber erst bei sehr
vielen Freiheitsgraden sich klar herausbilden. Dazu gehort der praktisch irreversible Charakter
makroskopischer Prozesse trotz zeitumkehrbarer mikroskopischer Bewegungsgleichungen, aber
auch das Phédnomen des Aufbaus und Zerfalls (in Abhéngigkeit von dufleren Parametern) von
makroskopischen oder kollektiven Superstrukturen — mittleren Feldern, Kondensaten, Nah- und
Fernordnungen, Kollektivanregungen — mit einer aus dem Wechselspiel der vielen mikroskopi-
schen Freiheitsgrade und in Riickwirkung auf sie ,selbstkonsistent* sich herausbildenden, selbst
aber relativ einfachen Dynamik. In diesem Punkte diirfte die Statistische Mechanik ein Para-
digma fiir alle Wissenschaften von hochkomplexen Systemen darstellen.

— Die erste und offensichtliche Schwierigkeit bei der Behandlung von Systemen mit extrem
grofler Anzahl f von Freiheitsgraden liegt darin, dafi es vollig ausgeschlossen ist, ein solches
System jemals ,vollstindig zu prdparieren®, d. h. zu einem Anfangszeitpunkt #, den Status
aller f Freiheitsgrade vollstindig festzulegen — dazu wére bei klassisch-mechanischen Systemen
die gleichzeitige Messung von 2 f, bei quantenmechanischen Systemen immerhin noch von f
MeBgrofien notwendig. Von der grundsitzlichen Schwierigkeit, dafl bei Meflgroflen mit konti-
nuierlichem Wertevorrat die Messung ohnehin nur im Sinne der Festlegung auf ein Intervall
der Mefiwerteskala moglich ist, konnen wir dabei absehen; sie 148t sich zumeist dadurch um-
gehen (allerdings nur auf dem quantenmechanischen Niveau!), da man das Spektrum kiinst-
lich zu einem diskreten, wenn auch noch immer sehr dicht liegenden (quasikontinuierlichen)
macht. Praktisch kann jeweils nur eine sehr kleine Anzahl ,,makroskopischer* Mefgrofien — wie
Volumen, Temperatur, Substanzmenge (Teilchenzahl), Magnetisierung usw. — durch Messung
festgelegt werden, und nur die Entwicklung dieser relativ wenigen Griflen ist auch physika-
lisch von Interesse. Uber den Status der vielen nicht gemessenen Freiheitsgrade kann man
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nur Wahrscheinlichkeitsaussagen machen; man wird dabei bestrebt sein, diese mit ,minima-
ler Voreingenommenheit“ zu formulieren, d. h. so, dafl man sich keine Information iiber das
System vortduscht, die man nicht besitzt. Im Gegensatz zum vollstindig priparierten (,rei-
nen“) Systemzustand werden derart unvollstindig préparierte Zustinde als gemischte Zustinde
bezeichnet. Die Statistische Mechanik hat es von der Natur der Sache her ausschliellich mit
hochgradig gemischten Zusténden zu tun. Sie beschreibt diese in der Regel im Bilde der sog. sta-
tistischen Gesamtheit oder des Ensembles: statt des jeweils betrachteten physikalischen Systems
— sei es ein Festkorper, eine Fliissigkeit, eine Gas- oder Plasmamasse oder eine Kombination
aus diesen - betrachtet man eine sehr grofle Zahl von gedachten Kopien des Systems, deren
jede sich in einem gewissen reinen Zustand befindet; die Haufigkeit, mit der ein bestimmter rei-
ner Zustand in der Gesamtheit vertreten ist, entspricht dann der fiir das System festgestellten
Wahrscheinlichkeit fiir das Vorliegen des diesen reinen Zustand charakterisierenden Mef3werte-
satzes. — Wir rekapitulieren nun zunéchst, wie derartige gemischte Gesamtheiten im Rahmen
der Quantenmechanik und der klassischen Physik zu beschreiben sind.

1.2 Quantenmechanik: der Statistische Operator. In der Quantenmechanik wird ein
reiner, vollstindig préparierter Zustand |¥) bekanntlich beschrieben als gemeinsamer Eigen-
vektor eines maximalen Satzes vertauschbarer Observabler Ay, A, ... Ay,

) = |ou, ag...ap) = @) (1.1)

oder als eine wohldefinierte Linearkombination derartiger Eigenvektoren. Dabei ist a; jeweils
der reelle Eigenwert des der i-ten Meflgrole zugeordneten selbstadjungierten Operators A;.
Wenn wir |¥) als normiert voraussetzen,

(U|0) =1, (1.2)

(wozu die Diskretisierung evtl. vorhandener kontinuierlicher «; Voraussetzung ist, sonst ist |¥)
bekanntlich ein ,,uneigentlicher”, nichtnormierbarer Zustand), kénnen wir des Resultat jeder
Messung an |¥) in Form eines quantenmechanischen Erwartungswertes

(Flo = (V| F|¥) (1.3)

fiir einen geeigneten selbstadjungierten Operator F' ausdriicken. Insbesondere ist die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, bei einer Messung einer Observablen B an |¥) den Eigenwert b, dieser
Grofle zu finden, durch

(U [ 10, | ) (1.4)

gegeben, wobei IT,, der Projektor auf den Eigenraum von B zum Eigenwert b, ist (Mefaxiom).

In der Statistischen Mechanik werden die einzelnen Zustéinde |a) eines vollstindigen Ortho-
normalsystems wie in (1.1) als die méglichen Mikrozustinde des Systems bezeichnet. Liegt nun
vollsténdige Préparation, d. h. Festlegung auf einen einzigen Mikrozustand, nicht vor, wie es in
der Statistischen Mechanik stets der Fall ist, so kann lediglich noch ein Satz von Wahrschein-
lichkeiten p, dafiir angegeben werden, dafl das System sich in den einzelnen reinen Zusténden



befindet, oder in der Ensemblesprache eine Hdiufigkeit p,, mit der der Mikrozustand |«) in der
Gesamtheit angetroffen wird. Natiirlich mufl

0<pa<1Va ; Y pa=1 (1.5)
sein. An Stelle des Mefiresultats (1.3) werden wir dann den mit diesen Haufigkeiten gemischten
Mittelwert

(F) = 2 pala|Fla) (1.6)

erwarten, dessen statistischer Charakter zweifacher Natur ist: einmal besitzt bereits jeder
Einzelerwartungswert (a | F'|a) die fiir die Quantenmechanik grundlegende statistische In-
terpretation, die ja schon fiir reine Zustdnde gilt; dazu kommt nun eine weitere statistische
Mittelung mit den p,, in der sich die unvollstéindige Priaparation des Systems ausdriickt. Der
Ausdruck (1.6) gibt nun in bekannter Weise Anlafl zur Definition des statistischen Operators

W = Zpa I, = Z Pa \a><a\ ) (17)

wobei fiir ein Orthonormalsystem (a'|a) = §,/, der Operator
I, = |a){af (1.8)

der Projektor auf dem von |a) aufgespannten eindimensionalen Teilraum des Systembhilbert-
raumes ist. Dieser Operator charakterisiert nun im Gegensatz zu (1.1) die gemischte Gesamtheit
(den unvollstindig praparierten Zustand). Wir rekapitulieren seine Eigenschaften.

Als Linearkombination von Projektionsoperatoren mit rellen Koeffizienten ist W
selbstadjungiert:
wh=w. (1.9)

Die Gl. (1.7) stellt die Spektralzerlegung von W dar und zeigt, daf die |a) die orthonormier-
ten Eigenvektoren und die Wahrscheinlichkeiten p, die zugehdrigen Eigenwerte von W sind.
Da letztere alle positiv oder allenfalls Null sind, ist W ein positiv-semidefiniter Operator. Die
Bedingung (1.5) bedeutet

TrWw =1 (1.10)

(,Normierung“ des statistischen Operators), wobei Tr A die Spur eines Operators, d. h. die
Summe seiner Diagonalelemente in einer beliebigen ' Orthonormalbasis |k), bedeutet:

TrA => (k|Al|k). (1.11)
k
Die Definition von W, Gl (1.7), ist so gewéhlt, daB der Erwartungswert (1.6) sich in der
manifest darstellungunsabhdngigen Form

(FY = Tr (WF) = Tr (FW) (1.12)

D Zur Erinnerung: die Spur eines Operators, sofern sie existiert, ist eine unitdre Invariante, d. h. unversindert
bei unitdrem Wechsel der Basis, in welcher sie ausgewertet wird.



schreiben 148t; die beiden Formen sind gleichwertig, da die Spur eines Operatorproduktes in-
variant gegen zyklische Vertauschungen der Operatorfaktoren ist. Tatséichlich ist ja mit einer
beliebigen Orthonormalbasis {|k)}

Tr(WF) =X (k|WF|k)

> Gl (S l)al) P18

k
1
= S olal P (SI0G) ) = T mlalF o).
o k o
i
wobei die Eigenwertbeziechung W |a) = p,|«) und die Tatsache ausgenutzt wurde, daff die

Basen {| o)} und {| k) } je eine Zerlegung der Identitdt im Hilbertraum (Vollstéindigkeitsrelation)
vermitteln. Es sei erinnert an den grundlegenden Unterschied zwischen den Gln. (1.12 / 1.6)
und der Formel fiir den Mittelwert der Observablen F' in einem reinen Zustand

oy =Y e, | (1.13a)
mit vollstindig bekanntem komplexem Koeffizientensatz {c,}, der die Normierungsbedingung
leal? =1 (1.13b)

erfiillt: hier gilt
(W|F|0) =3 ccala |Flay, (1.14)

d. h. es werden alle — nicht nur die diagonalen — Matrixelemente von F' in der Basis {|a)} mit
komplexen Koeffizienten, deren Phasenbeziehungen fiir das Resultat wesentlich sind, aufaddiert
(,kohirente“ Uberlagerung), withrend in (1.6) eine Aufaddition nur der Diagonalelemente mit
lauter positiven reellen Koeffizienten (,inkohirente“ Uberlagerung) stattfindet.

Natiirlich ist in der durch (1.7) vermittelten Beschreibung der Spezialfall des reinen Zu-
standes enthalten: z. B. wird fiir

Doy = 1 , alleanderen p, = 0 (1.154a)

der statistische Operator zu
W =1, = |lag{ag], (1.15D)

d. h. zum Projektor auf einen einzigen reinen Zustand. Wegen der Idempotenzeigenschaft von
Projektoren, I1? = II, 148t sich dieser Grenzfall in darstellungsunabhiingiger Weise durch

W? = W (reiner Zustand) (1.16)



oder durch den Zahlenwert von

Triv? = Y (a|W?|a) = 32 (1.17)

« «

kennzeichnen: wegen 0 < p, < 1ist po (1 — pa) > 0 V « und daher
Yovi =D P —pa(l —pa)] =1 =D pa(l = pa) <1; (1.18)

der Zahlenwert 1 wird offenbar nur erreicht, wenn jedes p, entweder 0 oder 1 ist, was wegen
der Normierung (1.5) auf den Fall (1.15 a) zuriickfiihrt. Die Beziehung

TrW? = TrW =1 (reiner Zustand) (1.19)

ist die darstellungsunabhéngige Charakterisierung des reinen Falles, also nicht nur fiir (1.15 b),
sondern iiberhaupt fiir jeden reinen Zustand

W= [U) (¥ (mit (¥]¥) = 1) (1.20)

giiltig.

Nicht immer ist die W definierende Meflinformation sogleich so formuliert, dafl die Diagonal-
form (1.7) sofort angeschrieben werden kann. Oftmals legt sie zunéchst nur die Matrixdar-
stellung von T in einer von der Eigenbasis {|a)} verschiedenen Orthonormalbasis fest,

W=73 K wy y (K] (1.21 a)
Kk

wobei die Matrix
wy, = (k| Wk) (1.21 b)

als Dichtematriz der gemischten Gesamtheit in der Darstellung {|k)} bezeichnet wird. Durch
Diagonalisierung dieser Matrix lassen sich die Eigenwerte p, ermitteln. — Insbesondere geben
in Verallgemeinerung von (1.4) die positiven Zahlen

(k) = Tr (W) = Tr (W - |k){k)

= (k|W|k) = wys (>0), (1.22)

d. h. die Diagonalelemente der Dichtematrix, die Besetzungswahrscheinlichkeiten der Mikro-
zustdnde |k) im Ensemble W an.

Die Zeitentwicklung reiner wie gemischter Zustédnde hatten wir in der Quantenmechanik
in mehreren dquivalenten Bildern beschrieben. Wir werden iiberwiegend das Schrédinger-Bild
benutzen, wo Observable wie A;, B, F ... — bis auf eventuell von auflen aufgeprigte, , explizi-
te“ Zeitabhéngigkeiten — als zeitlich konstant behandelt werden und die Zeitverédnderlichkeit
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des Systems in seinem Zustand lokalisiert wird, also W = W (t). Diese zeitliche Anderung
ist in differentieller Form durch die von Neumannsche Bewegungsgleichung des Statistischen

Operators

inaa—vf:[H,W(t)]:HW(t)—W(t)H (1.23)

oder in integraler Form durch deren formale Losung
W (t) = Ul(t, to) W (to) U (t, to) (1.24)
bestimmt, wobei U der Evolutions- oder Zeitentwicklungsoperator ist, der unitir sein muf,
U'U =UU =1 V(¢ t), (1.25)
um die Gesamtwahrscheinlichkeit, d. h. die Normierung von W, zu erhalten:

Trw () = TrlUW (t) U] = Tr[U U W (t)]

= TrW(t) =1. (1.26)

Dabei ist U (¢, tg) durch Losung der dynamischen Grundgleichung
Lt
7 ’ ' '
U(t,to):]l—ﬁ/dtH(t)U(t,to) (1.27)
to

zu bestimmen, die die Anfangsbedingung U (¢, ty) = 1l enthélt und sich fiir nicht explizit
zeitabhéngiges H formal durch

Ut tg) = e nt-H (0H /ot = 0) (1.28)

integrieren lift. Wegen H' = H ist hier die Unitaritiit von U manifest. Der Hamiltonoperator
H, der Operator der Gesamtenergie des Systems, ist also erzeugender Operator (Generator)
der Zeitentwicklung des Systems. In der mit Gl. (1.7) kombinierten Form

W(t) =3 palU(t to) [a)][{a| UT (t, t0)] (1.29)

besagt Gl. (1.24), da8 die nur der Eigendynamik des Systems (dem Hamiltonoperator H) iiber-
lassene, also nicht durch Meakte unterbrochene Zeitentwicklung einer gemischten Gesamtheit
so erfolgt, dafi die zum Anfangszeitpunkt to festgestellten Wahrscheinlichkeiten bzw. Hdufig-
keiten p, unverdndert bleiben und nur die Mikrozustéinde, auf deren Haufigkeit sich die p,
beziehen, sich geméf o) — U |a) entwickeln.

Im Falle von Gl. (1.28), den wir iiberwiegend betrachten werden, 148t sich die beim Ent-
wickeln der Exponentialfunktionen in

2

W (t) = e w0 H 7 (g)etnli—to)H (1.30 a)

6



entstehende Doppelreihe bekanntlich nach der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel

W) = W (k) = 36— tolHLW ()] + 57 (=70~ 1) [H[HW ()]

o (1.30 b)

zusammenfassen. Die dabei auftretenden wiederholten Kommutatoren legen es nahe, im Raum
der linearen Operatoren A (,Liouville-Raum*) des Systems die Abbildung

L: A — LA=[H A (1.31)

zu definieren. Derartige Vorschriften bilden nicht mehr Vektoren, sondern Operatoren aufein-
ander ab und werden daher auch als Superoperatoren bezeichnet; insbesondere heifit (1.31) der
Liouville-(Super-)Operator des Systems. Mit ihm kann man die von-Neumann-Gl. (1.23) kurz
als

ihoW /ot = LW (t) (1.32)

und ihr Integral (1.30) fiir zeitunabhéngiges H als
W (t) = e w0 LR (4) (1.33)
schreiben. Ist {|k)} das vollstdndige Orthonormalsystem der Eigenvektoren von H,

HIk) = Eclk) . (K k) =0y,

H=Y Bl = ¥ B[Rk . (1.34)

dann 1483t sich in dieser Basis die Darstellung

LA = [H:A] :;Ek“kﬂk‘:A]

= Y [(Be = B [Ak)] 1K) (k] (1.35)

Kk

anschreiben, die £ A als Entwicklung nach den sog. Dyaden |k')(k| darstellt. Definieren wir
daher ,Superprojektoren® P;; durch ihre Wirkung auf alle derartigen Dyaden geméi8

Pij (Ik)U) = i b5 1) (41 (1.36)

was die Projektoreigenschaft

PPQPTS - 61)7‘ 5qurs (137)

impliziert, so konnen wir fiir den Liouville-Super-Operator £ eine formale Spektraldarstellung

L=Y (B — E) Py (1.38)

kl



angeben; damit wird der in (1.33) auftretende Zeitentwicklungs-Superoperator zu

i

e w (- = § griwi-t)p (1.39)
ki

mit den ,, Ubergangsfrequenzen*
Ey — E

. (1.40)

W1 =

Die Zeitverdnderlichkeit von Erwartungswerten ist von besonderem Interesse, weil alle Mef3-
werte, wie schon betont, sich letztlich als Erwartungswerte (1.12) darstellen lassen. Hier gilt

(F), = Tr[W(t)F] =Tr[(e# "W (1)) F]

= S et ) ([P W (f)] - F} (1.41)

Nun ist aber nach der Definition (1.36) und der zu (1.21) analogen Matrixdarstellung von A in
der |k)-Basis

PriA = (k[ A[l)- ([k){]) (1.42)
und damit .
(F), = %j wy (to) (L] F | k) e twrt(t=to) (1.43)

Beachte, daf} die hier eingehende Kombination von Anfangsdichtematrix wy; (o) und Matrix-
elementen der Observablen sich nicht auf (F'),, zuriickfithren 148t. Dies ist zu erwarten, da (F'),,
die zur Vorhersage der Zeitentwicklung notwendige volle Information in W (¢y) nicht enthélt.

Besitzt der Anfangszustand einer Gesamtheit die Eigenschaft
[H, W (tg)] = LW (ty) = 0, (1.44)
dann bleibt nach (1.30) der Zustand immer derselbe,
W(t) = W(ty) Vt oder OW /0t = 0; (1.45)

es liegt ein stationdrer Zustand vor. Stationére Zustinde sind insbesondere als ,,Zusténde ther-
modynamischen Gleichgewichts®, in denen sich — zumindest beziiglich der makroskopisch kon-
trollierten oder kontrollierbaren Meflgrofien — zeitlich ,,nichts mehr dndert“, fiir die Statistische
Mechanik von besonderem Interesse. Fiir das Erfiilltsein von (1.44) ist offenbar hinreichend,
dal W (o) eine Operatorfunktion allein von H ist,

Wit) = f(H = 0W/dt=0. (1.46)

Eine schwiichere hinreichende Voraussetzung ist, dal W (¢y,) nur Funktion von H und von
gewissen Konstanten der Bewegung sei, also von Observablen ();, deren Operatoren

[H, Qi] =0 (1.47)
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erfiillen:
W (te) = f(H, Q, Qa, ...) = W (1) . (1.48)

Die in Kapitel 3 betrachteten , Gleichgewichtsgesamtheiten“ werden durchweg diese Struktur
aufweisen. Man muf§ sich jedoch schon hier klarmachen, dafl die stets hochgradig unvollstéindige
Préparation, die bei makroskopischen Systemen bestenfalls erreichbar ist, in der Regel auch die
Struktur (1.48) von W (to) nicht exakt sicherstellt, sondern nur bis auf , Defektterme* § W, die
mit H nicht kommutieren und sich darin &ufiern, dafi die Erwartungswerte (F');, Gl. (1.43),
nicht wie fiir (1.48) zeitlich streng konstant sind, sondern kleine, auf makroskopischer Ebene
vernachléssigbare Fluktuationen um ihre Mittelwerte herum ausfiihren.

Zum letzteren Punkt gibt die Struktur von GI. (1.43) gewisse Hinweise. Das Energiespek-
trum Ej, und damit die Ubergangsfrequenzen wy; sind nach unseren Voraussetzungen diskret,
liegen aber fiir reale Systeme extrem dicht. Wir wollen der Einfachheit halber uns vorstellen, dafl
alle wy; ganzzahlige Vielfache Ny, - wy einer hinreichend kleinen Grundfrequenz wy (,,kommen-
surable“ Frequenzen) seien; wegen der extrem groen Zahl und hohen Dichte dieser Frequenzen
ist klar, daf} dieses wy sehr klein sein mufl. Dann ist der Erwartungswert (1.43) genau genom-
men eine periodische Funktion von t, wenn auch ihr Periodizitétsintervall Ty = 27 / wy, die sog.
Wiederkehrzeit, sehr grof} ist. (In Wirklichkeit werden die weitaus meisten wy; sich irrational
zueinander verhalten; man erhélt dann aber in der Regel immer noch eine sog. fastperiodische
Funktion, die nach hinreichend langer Zeit jeden einmal angenommenen Wert zwar nicht ex-
akt, aber doch mit beliebig kleinem Fehler reproduziert). Man kann abschitzen (vgl. etwa [5],
p. 124/125), dafl Ty etwa exponentiell mit der Zahl f der Freiheitsgrade ansteigt, so daf bei
realen makroskopischen Systemen Tj rasch in Gréflenordnungen kommt, die das Alter unseres
Kosmos weit iibertreffen. Uber alle physikalisch sinnvollen Zeitriume hinweg merkt man dann
(F'); seinen periodischen Charakter nicht an. — Andererseits sicht man an Modellen, daf in der
Regel nach einer wesentlich kiirzeren, durchaus beobachtbaren Zeit 7, der sog. Relazations-
zeit, durch destruktive Interferenz der vielen verschiedenfrequenten Terme in (1.43) ein nahezu
stationiirer Wert (F) sich einstellt, um den herum fiir alle ¢ & T} nur noch sehr kleine Fluktua-
tionen stattfinden. Bereits ein extrem schematisiertes mathematisches Beispiel wie die endliche
Cosinus-Fouriersumme

1 X n i
zeigt diese qualitativen Ziige (vgl. Ubungsaufgaben). Obwohl wir sie hier nur andeuten, geben
sie bereits eine Vorstellung davon, welche besonderen Auswirkungen eine sehr grofie Zahl von
Freiheitsgraden haben kann. (Auf den Relaxationsvorgang wird Kap. 4 zuriickkommen).

1.3 Statistischer Operator eines Teilsystems. Das betrachtete physikalische System
zerfalle in zwei Teilsysteme 1 und 2, die nicht notwendig rdumlich getrennt sein miissen, son-
dern auch z. B. zwei verschiedene Sorten von Freiheitsgraden desselben Systems darstellen
konnen, etwa die Translations- und die inneren Anregungsfreiheitsgrade der Molekiile in ein



und derselben Gasmasse. Der Hilbertraum ist dann das tensorielle Produkt
H=HD o H? . (1.50)
Sind {|k1)} bzw. {|ms)} Orthonormalbasen in H") bzw. %2, dann bilden die Produktzustinde
kima) = [k1) ® |ma) (1.51)

in bekannter Weise eine Orthonormalbasis in . Lineare Operatoren, insbesondere Observable
in H konnen in dieser Basis geméaf

A = Z Z<k1m2‘A|l1n2> k

* (kL)) @ (Ima)(ns)) (1.52)

dargestellt werden, insbesondere auch der statistische Operator W, der (zu einem festen Zeit-
punkt ¢y) unsere Gesamtheit beschreibt.

Oft interessiert nun die Berechnung von MefSwerten bzw. Mittelwerten, die sich nur auf
das System 1 beziehen. Die zugehorigen Observablen A wirken nur in (), d. h. auf die
Freiheitsgrade des 1. Systems, in nichttrivialer Weise, in H(?) dagegen wie die Identitiit 1(¥):

A=AD g 1@ (1.53)
Der Erwartungswert einer solchen Grofie 1483t sich offenbar schreiben als

Ay = Tr(WA) = 3 (mg|W - AD 1O |k my)

= kEZJ <Z<k1m2Wl1m2>> (L] AN | ky)
= X Gl { S W | - A% (1.5

wobei die GréBe in geschweiften Klammern beziiglich H(?) ein Mittelwert, beziiglich H(") aber
noch ein Operator ist. Darstellungsunabhingig konnen wir dies als

(4) = (A" @ 1®) = Tr (WO . AD) (1.55)
mit dem sog. verkiirzten oder reduzierten statistischen Operator fiir das Teilsystem 1,
WO = Tr, W, (1.56)

schreiben, wobei T'r; eine Spurbildung nur in % bedeutet. Aus W) ist offenbar die Informa-
tion beziiglich der Haufigkeitsverteilung der H® -Mikrozustinde ,, weggemittelt® worden; nur
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diese reduzierte Information wird bendtigt, um nur auf System 1 bezogene Mefigrofien auszu-
rechnen.

Als Beispiel betrachten wir ein System von zwei Spin—%—Teilchen mit der Produktbasis

1 1 1
\ml, m2> = ‘—, m1> X |—, m2> (ml’g = :i:-) . (157)
2 2 2
Statt i% schreiben wir kurz +. Das System befinde sich in einem reinen Zustand, und zwar

im Eigenzustand des Gesamtspins mit S = 0 (Singulett-Zustand):

vy = %u, Sy - ) (158)

Nach (1.20) oder (1.15 b) ist dann der statistische Operator
1
W=+ ==+ -1-(=+D. (1.59)

Der zugehorige reduzierte statistische Operator fiir den Spin Nr. 1 ist nach Gl. (1.56)
W(l) = TTQW = Z 2<m2|W|m2)2

m2

1 1
5[\+><+\+|—><—|]()- (1.60)
Das Beispiel illustriert zunichst den allgemeinen Sachverhalt, da W) in H() alle nétigen
Eigenschaften eines statistischen Operators besitzt:

WOt = w0 e =1 (1.61)

Vor allem aber zeigt es die bemerkenswerte Tatsache, dafi auch fiir einen reinen Zustand eines
Gesamtsystems der Zustand eines Subsystems in der Regel ein gemischter ist — der Zustand

(1.60) hat

-1 1.62)
= 5 (1.

d. h. Teilchen 1 ist im Gesamtzustand (1.58/59) ,vollstéindig unpolarisiert* (seine beiden mogli-
chen Mikrozustinde mit m; = =+ % sind gleich wahrscheinlich). Natiirlich wiirde man in diesem
Beispiel fiir den reduzierten statistischen Operator des 2. Teilchens dasselbe Resultat — GI.
(1.60) mit @) statt () — erhalten, und der Vergleich mit (1.59) zeigt dann sehr klar, daf} im

allgemeinen

p(j) =

[

1
2

w4 whewd (1.63)
d. h. der Gesamtzustand nicht gleich dem direkten Produkt der Zusténde der Teilsysteme ist.

Der Hamiltonoperator des Gesamtsystems hat die allgemeine Form

H=HY.1® 410 . g& 4 y02) (1.64)
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wobei H® die Hamiltonoperatoren der isolierten Teilsysteme und V'('?) einen Wechselwirkungs-
term bezeichnet. Die Bewegungsgleichung (1.32) wird daher zu

ih oW /ot = (LD + £ + £0?) W (1), (1.65)

wobei die Bedeutung der 3 Terme offensichtlich ist. Interessiert man sich nur fiir die Zeitent-
wicklung im System 1, so kann man durch Spurbildung in #® die Bewegungsgleichung

ih oW /ot = LOWD () + Try (LW (1)) (1.66)

gewinnen, die aber nicht mehr die Form einer von-Neumann-Gl. fir W) allein hat, weil der
letzte Term noch immer den Gesamtzustand W () enthélt. Immerhin kénnen wir sie benutzen,
um die Anderung des Energieerwartungswertes von System 1 durch die Wechselwirkung (den
energetischen ,Kontakt“) mit dem System 2 zu berechnen:

£< My, %Tr1 [W(l) (t) H(l)]
= %Tn {[eDwO @] - HY + [Try W (1)] - HOY
1

— %Tr1 {{H(l), wo (t)] - HY 4+ Ty {V(”), W(t)] _ H(l)}

Wegen der zyklischen Invarianz der Spuren ist aber

Try {[HO, wO] - HO} =0, (1.67 a)

Tri Try {[V(u), W(t)] . H(l)} _

= Tr {W () - [HY, vO2]} (1.67 b)
und damit p .
%<H(1))t = = Tr (W) - [HO, vO2)) (1.68)

Die integrale Anderung iiber einen endlichen Zeitraum t ... ¢ stellt in thermodynamischer Spra-
che die Wairmezufuhr an das System 1 durch die Kopplung mit dem System 2 dar:

, oW (¢
QW (t, ty) = [ dt Tr <7 : H<1>> (1.69 a)
furmm (25
1 t
- = / at ([HO, vO2]), (1.69 b)

wobei in der letzteren Form der Mittelwert als Mittelwert iiber das Gesamtsystem, d. h. iiber
den Gesamtzustand W (t) auszufiihren ist. — Unsere Interpretation dieser Grofle riihrt daher,
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daB V(%) die Summe aller mikroskopischen Wechselwirkungen zwischen den atomaren Bestand-
teilen der beiden Systeme enthélt und die von ihm vermittelte Energieinderung des Teilsystems
1 in dessen mikroskopische Freiheitsgrade hineingeht. Ein derartiger Energietransfer in die vie-
len makroskopisch nicht kontrollierbaren Finzelfreiheitsgrade ist aber genau das, was wir in in
der Thermodynamik als Warmezufuhr bezeichnen.

1.4 Klassische Mechanik: die Phasenraumdichte. Diejenigen Freiheitsgrade eines Sy-
stems, die einen klassischen Limes besitzen, kénnen unter geeigneten Voraussetzungen in klas-
sischer Nitherung behandelt werden ?). Bei einem Molekiilgas z. B. trifft dies bei nicht zu tiefen
Temperaturen fiir die Translationsfreiheitsgrade der Molekiile zu, nicht aber fiir ihre inneren
Schwingungen und ihre Rotationen. (Spinfreiheitsgrade sind stets ,nichtklassisch®, da fiir Spin-
betragsquantenzahl s der Eigenwert einer Spinkomponente maximal + s A, also niemals > 5
ist).

In der klassischen Mechanik wird ein reiner oder Mikrozustand eines Systems von f Freiheits-
graden bekanntlich beschrieben durch Angabe der Werte der f generalisierten Koordinaten g
und der f zugehorigen kanonisch konjugierten Impulse py zum jeweiligen Zeitpunkt:

{g. p} ={a1 (t).coqp (1), 1 () ....pf (£)} . (1.70)

Er entspricht also der Angabe eines Punktes in einem 2 f-dimensionalen Raum mit den Koor-
dinaten ¢ ... py, dem sog. Phasenraum des Systems. Die Zeitentwicklung eines solchen Mikro-
zustandes besteht im ,Wandern®“ dieses Punktes durch den Phasenraum; sie geschieht geméfl
den Hamiltonschen kanonischen Bewegqungsgleichungen

qk = 8Hcl,/apk s (1.71 a)
pk: —chl_/aqk s (1.71 b)
in denen H. = H,. (p, q) die klassische Hamiltonfunktion bezeichnet. Ebenso wie H,; — das in

der Regel die Bedeutung der Gesamtenergie hat — sind auch die sonstigen Mefigrofien A; reelle
Funktionen auf dem Phasenraum,

Acl. — Acl. (Q1 -4y, P1---Df, t) . (172)

Ein unvollstéindig préparierter Zustand — eine gemischte Gesamtheit - ist demgegeniiber
dadurch charakterisiert, daf fiir jedes Volumenelement d?/ i (¢, p) des Phasenraumes lediglich

eine Wahrscheinlichkeit, insgesamt also eine Wahrscheinlichkeitsverteilung oder , Phasenraum-
dichte“

Pe. = pe. (q1 .. Df, 1) (1.73)

2)Ein grobes Kriterium dafiir ist, dal der Beitrag des betreffenden Freiheitsgrades zur Gesamtwirkungsfunk-

tion des Systems [ p; dg;, groB gegen T sein muS.
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angegeben werden kann derart, da8 p.. (¢, p) d*/ 11 (¢, p) die Wahrscheinlichkeit dafiir angibt,
ein System der Gesamtheit zum Zeitpunkt ¢ an diesem Ort zu finden. Da jedes System mit
Sicherheit irgendwo im Phasenraum anzutreffen ist, mufl die Gesamtwahrscheinlichkeit auf 1
normiert sein:

/de/L (q,p) - pa.(qg,p) =1 fiiralle ¢ . (1.74)

Den Mittelwert einer Mefigréfe (1.72) iiber das durch p,. charakterisierte Ensemble wird man
dann nach der Vorschrift

(Aa), = /dgfu(q, p) pe. (a. . t) Aa (g, . 1) (1.75)
berechnen, die das klassische Gegenstiick zu (1.12) darstellt.

Das Volumenelement d*/ i im Phasenraum hingt im Detail natiirlich von der Wahl der gene-
ralisierten Koordinaten {g,} ab. Man wiirde aber jedenfalls erwarten, daf es fiir den einfachsten
Fall eines Systems von N Massenpunkten mit cartesischen Koordinaten und Impulsen, also

sich einfach als das Produkt der Volumenelemente d® z; d® p; fiir alle N Teilchen ergibt. Es ist
eine hochst merkwiirdige Tatsache, die wir schon an dieser Stelle betonen, dafl dies nur fiir
unterscheidbare Teilchen zutrifft:

N N d3 id3 :
[u] (1.77)

d* 2mh)~? &’z dp; =
pla.p) — @rh)™" I da; d'pi = ] 2rh)

1=1 1=1

(N wunterscheidbare Teilchen) .

Die Wahl des Vorfaktors ist eine — durch das Resultat von Gl. (1.82) unten nahegelegte —
Konvention, die das Volumenelement und damit auch p. dimensionslos macht. Fiir Systeme
identischer Teilchen — die in der Quantenmechanik, wie wir dort betont haben, ununterscheidbar
sind —ist (1.77) dagegen noch durch einen Symmetriefaktor 1 / N! zu korrigieren, der nur durch
den Grenziibergang von der Quantenmechanik her sauber zu begriinden ist und insofern ein
bemerkenswertes ,, Uberbleibsel“ der Quantenmechanik auf klassischer Ebene darstellt. Dazu
gehen wir von Gl. (1.12) aus und betrachten zuniichst unterscheidbare, spinlose Teilchen, fiir
die der Operator F = W F sich im Prinzip stets als operatorwertige Funktion der Orts- und
Impulsoperatoren )?i, F_’; darstellen 148t. Wegen der Nichtvertauschbarkeit dieser Operatoren
(fiir i = j) ist in jedem Term ihre Reihenfolge wohl zu beachten. Wir bezeichnen mit R [F| den
Operator, der aus F entsteht, wenn man in jedem Term von F formal alle X-Faktoren rechts
von allen P-Faktoren anordnet; er unterscheidet sich von F selbst offenbar durch Defektterme,
die mindestens einen der Vertauschungsdefekte

h
[P Xp] = =63, 0F0 1 (1.78)

14



(k,1 =1,2,3 oder =z,vy, 2)
und somit mindestens eine Potenz von / enthalten. In der Darstellung
N N
rrF = [T @p [ T & o) Fladelp)
i=1 j=1

mit den uneigentlichen Orts- und Impulsvektoren

) = |Z1) @ |Xo) @ ++- - ® | Zn) , (1.79 a)

p) = [D1) ® [P2) @ ~--- - ® | Pv) (1.79 b)

konnen wir dann schreiben

(0| F ({P}. {X}) )
= (|RIF] ({P}. {X}) + 0(h) =)
= R[F1 {p}. {a}) - {plx) + (p[O(n)[x)

= Fa. ({0}, {7}) - (plx) + (p[0()[2) (1.80)

denn in R [F] kénnen wir alle X-Faktoren nach rechts auf |z), alle P-Faktoren durch Uberwil-
zen nach links auf |p) anwenden, und die entstehende c-Zahl-Funktion der Eigenwerte {p} , {7}
ist mit der klassischen Funktion F,, bei der ja die Reihenfolge der p und z gleichgiiltig ist,
identisch. Wir haben also

rrF = [ 1] @a dpi Fa (5} {7

i=1

« (pla)(z|p) + Tri0(h)]

Im klassischen Grenzfall 1483t man formal A — 0 gehen, da dort die Nichtvertauschbarkeit
(1.78) verschwindet, und mit

(| p)]2 = |21 )~ ef B Bkt PN -T)12 — (9 ) 3N (1.81)

erhalten wir

N
Tr (W F) — / I & & pi 27 h) Y «

i=1

« Wa. ({0}, {7}) - Fu. ({7} {7}) (1.82)

also tatséchlich Formel (1.75) mit dem Volumenelement (1.77), sofern wir
per. = Wa. (1.83)

identifizieren.
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Haben wir aber nun N identische Teilchen vorliegen, dann ist zu beachten, dafl die bisher
benutzten Zerlegungen

(1.84)

/Hd3pl Ip){p /Hdel z)(x

i=1 i=1

die Identitét im vollen, von den Zusténden (1.79) aufgespannten Produkthilbertraum darstellen
wihrend ein System identischer Teilchen nur den vollkommen symmetrischen Teilraum Hg
bzw. den vollkommen antisymmetrischen Teilraum H 4 als Hilbertraum besitzt. Die bisherige
Rechnung wiirde hier also viel zu viele physikalisch gar nicht vorhandene Beitrige zur Spur
(1.12) mitnehmen. Statt (1.84) diirfen wir also im Obigen nur die Identitéten in Hg bzw. H 4,
d. h. die Projektoren

1
S = N > Pp (Bosonen) (1.85 a)
PeSn
1 .
A= N PéN (=) Pp (Fermionen) (1.85 b)

einschieben. Das lduft, wie man sofort iibersieht, darauf hinaus, daf§ wir (1.81) durch

(z|p)(p|S bzw. Alzx)

= g+ X { e bl -

P#1

1
= N {|<x|,’0>|2 +  Terme mit mindestens einem
Faktor exp %(ﬁk — ) (@ —3), k# l} (1.86)

ersetzen. Die Zusatzterme oszillieren jedoch im Limes i — 0 beliebig schnell und liefern zum
6N-dimensionalen Integral keinen Beitrag mehr. Wir erhalten also (1.82) bzw. (1.75) mit der
angekiindigten Modifikation

Nl&%dpﬂ (1.87)

d*!
1 (g, p) ~ 11 PEAE

(N identische Teilchen) .

Sie bedeutet praktisch, dafl man Mikrozustidnde, die sich nur durch eine Permutation der Teil-
chenindizes unterscheiden, nur einmal zdhlen darf ( obwohl doch, wie wir in der Quantenmecha-
nik betonten, klassisch eine ,Markierung“ und damit Unterscheidung auch identischer Teilchen
prinzipiell méglich ist) und ist insofern tatséichlich nur als ein im klassischen Limes ,iiberle-
bender® Effekt der Quantentheorie verstéindlich. - Hat man im System zwei Sorten identischer
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Teilchen @ und b mit N, + N, = N, so lautet der Symmetriefaktor in (1.87) 1/ (N,! Ny!), usw.

Eine andere im klassischen Grenzfall ,iiberlebende® quantenmechanische Modifikation ent-
steht, wenn die N Teilchen einen Spin vom ,Betrag s“— genauer: vom Betragsquadrat s (s + 1)
— aufweisen. Die Spur in (1.12) enthélt dann eine Summe iiber die 2s + 1 Unterzustinde mit
ms = —s.... + s fiir jeden der N Spinfreiheitsgrade. Andererseits haben, wie schon gesagt, die
in F ({P}, {X}, {S}) auftretenden Spinoperatoren S keinen klassischen Limes; sie sind von
der Form A x dimensionslose endliche Matrix und verschwinden daher fiir A — 0 ebenso wie
die ,,0 (h)“ — Vertauschungsdefekte in (1.80). Die Spinsummen liefern daher fiir jedes Teilchen
lediglich einen Entartungsfaktor 2s + 1:

d* (g, p) —

(2s + DY X [d%i d?’Pz'] (1.88)

N! Il (27h)?

i=1

(N identische Teilchen mit Spinbetrags-Quantenzahl s) .

Die Zeitentwicklung des klassischen Ensembles wird durch die zeitliche Verdnderung der
Phasenraumdichte (1.73) beschrieben: der Mikrozustand — d. h. der Phasenraumpunkt (g, p) —
jedes einzelnen Systems unserer Gesamtheit ,wandert gemifi den Hamiltonschen Gln. (1.71),
und damit verdndert sich auch die Dichteverteilung dieser Phasenraumpunkte, d. h. die Funk-
tion p...Da die Normierung (1.74) dabei erhalten bleibt, muf} fiir p.. und die dazugehorige
, Wahrscheinlichkeits-Stromdichte* py. - 7%/ mit

v ={q .. qr , p1 .. ps} (1.89)

eine 2 f-dimensionale ,, Kontinuitdtsgleichung®

apcl. =9 f S2f\
5tV (pcz. - 0 ) =0 (1.90)
mit 0 0 0 0
v = { , } 1.91
dgn 0gqy dp;  Opy (1.91)

gelten. Wir kénnen sie umformen:

v (pcl. . UQf) => [aiqk (pcl_- qk) + aipk (Pcz.' pk)]
k

apcl. : apcl. : ]
= + +
; [aqk dk 3 pr Pk

0 . o .
+ Do, - + ) 1.92
Pel [Ek (aqk %ty pkﬂ (1.92)
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Nun ist aber der letzte Term auf Grund der kanonischen Bewegungsgln. (1.71) Null:
9, 0 0 O0Hg 0 0H,

5[ i+ pk] -¥ [ . _ =0, (1.93)

0 g dqr Opy Opr Oqx

Diese Beziehung hat eine anschauliche Bedeutung; sie besagt ndmlich, dafl das von einer gewis-
sen Menge von Systempunkten erfiillte Volumen im Phasenraum, wenn man es als mit diesen
Punkten ,mitwandernd“ verfolgt, immer gleich grof3 bleibt. Bei der infinitesimalen Wanderung

{ge, ooy — {q = @+ g dt , p, = pu+ pr dt}

der Systempunkte im Zeitintervall ¢ ...t + dt &dndert sich ndmlich ein von ihnen erfiilltes Vo-
lumenelement gem#f}
Py — Py =T d¥p (1.94)

mit der Jacobi-Determinante

go= W)l g Ly, (@900 (09 70p)
d(q, p) @p /dq) (@Pp /0p)
_ 1+Tr(wq/a@ - )ﬁ
: (0P /0p)
' (0 g 0 pe
= 1+ dt .
Z (3% 31%)
Beziehung (1.93) besagt also
dljdt=0 = J=1 = d¥  =d’u (1.95)

(, Konstanz des Phasenraumvolumens® oder Liouvillesches Theorem). - Im ersten Term von
(1.92) verwenden wir ebenfalls die Hamiltonschen Gln.; mit der Definition der Poisson-Klammer
zweier Meflgrofien A, B,

/ 9A 0B 0A 0B

A, B} = — 1.96
t4, B) k; dqr  Opk  Opk Ok (1.96)
erhalten wir dann die Liouvillesche Bewegungsgleichung
0 Pel
- = Hc y Met. S ]‘97
L~ (M, pa) (197

der Phasenraumdichte, die den klassischen Grenzfall der von-Neumann-Gl. (1.23) darstellt. Fiir
nicht explizit zeitabhingige Hamiltonfunktion H, konnen wir sie wiederum formal integrieren,
indem wir durch

['cl. : A — ‘CCZ.A = {Hcl.a A} (198)
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einen klassischen Liouville-Operator definieren und in Analogie zu Gl. (1.33) schreiben

pe.(t) = 75 py (1) . (1.99)

- Der Spezialfall des reinen Zustandes ist (wie im quantenmechanischen Fall) in der En-
semblebeschreibung durch p. mit enthalten; man mufl dazu p,; vollig scharf an einem Punkt
(¢, p) des Phasenraumes konzentrieren, d. h. auch d-distributionsartige Dichten zulassen. Fiir
das N-Teilchen-System mit cartesischem Phasenraum (1.76) etwa ist

N
pa (¢.p) = @nh)*N IT 6* (7, = 29) - &* (i — 5 (1.100 a)

i=1

ein geméf den Gln. (1.74 / 1.77) normierter reiner Zustand; fiir identische Teilchen muf8 man
ihn im Hinblick auf (1.87) zu dem symmetrisierten Ausdruck

po. = ¥ 27rh3N{H 5 (7 — 79 -5 (7 - ﬁgg))} (1100 b)
PeSn i=1
erweitern, um die richtige Normierung zu erhalten. Man beachte, dafl der letzte Ausdruck fir

Bosonen und Fermionen gleichermafen gilt; der Unterschied zwischen beiden verschwindet im
klassischen Grenzfall.

— Ebenso lassen sich, wenn man den Phasenraum in die direkte Summe zweier Unterrdume
mit h; bzw. he Dimensionen und h; + hy = 2f zerlegt und damit Untersysteme definiert,
reduzierte oder verkirzte Phasenraumdichten fiir Teilsysteme definieren, indem man analog zu
(1.56) die Variablen des anderen Teilsystems wegmittelt, d. h. iiber sie integriert. Zur Illustration
diene nochmals der ,cartesische® N-Teilchen-Fall (1.76), der Einfachheit halber mit identischen
Teilchen: durch Integration iiber alle Variablen aufier dem Paar (#;, 7)) erhélt man hier die
reduzierte Einteilchen-Phasenraumdichte oder ,Finteilchen- Verteilungsfunktion“

d*z; d®p;
im0 - o ] Bt

% pe. (T, Ty ... TN, Py Pa-. PN, 1) (1.101)

(beachte Gl. 1.87!) und durch Mittelung iiber N — 2 Variablenpaare die ,Zweiteilchen- Vertei-
lungsfunktion “

5 pa (T, &', Ty BNy Do Ty Dy Pvs ) (1.102)

usw. Diese reduzierten Dichten sind deshalb von besonderem Interesse, weil viele Mefigrofien
sich additiv zusammensetzen aus Beitrigen, die von den Koordinaten oder Impulsen nur je ei-
nes Teilchens bzw. zweier Teilchen abhédngen. Z. B. ist die Hamiltonfunktion fiir ein System N
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identischer Teilchen mit Masse m, Ladung ¢ und Zweikérperwechselwirkungen V5 in einem ge-
meinsamen Einteilchenpotential V7 und elektromagnetischem Vektorpotential A gegeben durch

N 1 - 2 .
Hy = Z; {ﬁ [pz‘ — q A7, t)] + Vi (5, t)}
N N g
+ > > 5 (1 =) Ve (|7 — 7)) - (1.103)
i=1j=1

Der Energiemittelwert, also die in der Thermodynamik als innere Energie U bezeichnete Grofle,
enthélt dann — da p,. fiir identische Teilchen symmetrisch unter allen Teilchenpermutationen
ist, vgl. etwa (1.100 b)! — N gleiche Einteilchenbeitrige von der 1. und N (N — 1) gleiche
Zweiteilchenbeitrige von der 2. Zeile von (1.103); beriicksichtigt man noch den Symmetriefaktor
% von (1.87), so erscheinen demnach gerade die Ein- und Zweiteilchen-Verteilungsfunktionen:

U(t) — /dGN l‘ ]7) Pel. (f ﬁ )Hcl. (faﬁ t)

= /Lx YNEY t){[ﬁ_ AP, v, t)}

(27 h)3 2m

Pards Ppdp o _‘ y
* 2// (27 h)S fo (8,250,005 1) Vo (|7 = T]) (1.104)

Auch fiir die reduzierten Dichten f, (n = 1, 2, ...) kann man, ausgehend von (1.97), Be-
wegungsgleichungen aufstellen, die jedoch aufler im Spezialfall nichtwechselwirkender Teilchen
(Vo = 0in 1.103) keine geschlossenen Gleichungen fiir die einzelnen f,, darstellen, analog zur
quantenmechanischen Gl. (1.66) fiir £ # 0. Als geeigneter heuristischer Ausgangspunkt fiir
Néaherungsverfahren sind sie dennoch fiir die Transporttheorie und Nichtgleichgewichts-Statistik
— auf die wir in dieser Vorlesung aus Zeitgriinden nicht eingehen kénnen — von erheblicher Be-
deutung.

Fiir nichtwechselwirkende Teilchen wird das Resultat sehr einfach; da das Problem hier in N
entkoppelte Einteilchenprobleme zerfillt, ist es plausibel, dal man einfach die (N = 1)-Version
von Gl. (1.97) mit f; statt py, erhilt. Fiir A = 0 hat man

9 fi o o
= = (VeHa Vo 1) = (Y, Ha - Vi hi)
= — [0 Vo+ F(@ 1) V,| i@ P 1) (1.105)
Diese Dgl. garantiert die Erhaltung der Normierung
d®z d o o y
/ (QTFL):? fi(@pit) =N fiiralle ¢, (1.106)

sofern f; in allen Variablen asymptotisch hinreichend abfillt.
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2. Statistische Definition der Entropie

2.1 Entropie als Maf} fiir Informationsmangel. Bevor wir die erste Hauptaufgabe der
Statistischen Mechanik — die Angabe des Ensemblezustandes W bzw. p.,. nach dem eingangs
erwidhnten Grundsatz geringster Voreingenommenheit — in Angriff nehmen konnen, ben6tigen
wir ein quantitatives Kriterium oder Maf§ fiir den Vergleich verschiedener, dieselben makrosko-
pischen Bedingungen erfiillender Zustandsangaben hinsichtlich ihres Informationsgehalts. Erst
dann kénnen wir entscheiden, ob eine Zustandsangabe W oder p.. uns etwa mehr Information
vorspiegelt, als wir auf Grund unserer wenigen makroskopischen Meflwerte tatséchlich besitzen.
Es ist klar, dal beim vollsténdig préparierten Zustand (Gl. 1.20 oder 1.100) unsere Kenntnis
des Systems die grofite iiberhaupt mogliche ist. Ein quantitatives Informationsmafl wird also so
beschaffen sein miissen, daf} es diesem Fall das Informationsdefizit Null zuordnet.

In weniger subjektiver Sprache kénnen wir den reinen Zustand, bei dem alle Systeme der
Gesamtheit sich in demselben Mikrozustand befinden, als den Zustand grofitmoglicher Ordnung
charakterisieren, demgegeniiber die gemischten Zusténde mehr oder minder ungeordnet sind. In
dieser Auffassung suchen wir dann ein quantitatives Maf fir die Unordnung in einem Ensemble.

In der Sprache der Wahrscheinlichkeitstheorie ist das Auffinden eines Mikrozustandes I1,, bei
einer gedachten vollstindigen Messung des durch (1.7) beschriebenen Systems ein , Ereignis®
mit der Wahrscheinlichkeit p,. (Der Satz {p,} mit den Eigenschaften (1.5) stellt eine ,, Wahr-
scheinlichkeitsverteilung® iiber dem in diesem Falle diskreten ,,Ereignisraum*® der Il,, d. h. der
Menge der eindimensionalen Teilriume des Hilbertraumes mit den Projektoren II, dar). In
der Informationstheorie wird jedem solchen Ereignis — bzw. der ,Botschaft (message), daf3
der Mikrozustand II, vorliegt — ein gewisser , Informationswert“ oder Informationsgehalt I,
zugeordnet. Wir betrachten zunichst einen endlichen Ereignisraum von Ereignissen 1, 2 ... M
mit Wahrscheinlichkeitsverteilung {p,, |m = 1... M} und

M
0<pn <1V pp , mezl (21)
=1

Der Informationswert I, der Nachricht ,, Ereignis m ist eingetreten* hiangt nur von der Wahr-
scheinlichkeit p,, dieses Ereignisses ab

I, = 1 (pm) . (2.2)

Ist ndmlich p,, = 1, d. h. war das Ereignis ohnehin gewifl, dann hat die Aussage, es sei
eingetreten, keinen Informationswert; sie ist trivial. Also

I(pm =1 =0. (2.3)

3)Er ist also weder von den Wahrscheinlichkeiten der iibrigen Ereignisse abhiingig noch — in der Sprache der
Informationstheorie — von der Codierung, in der die Nachricht {ibermittelt wird.
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Fiir geringere Wahrscheinlichkeiten muf} ein verniinftiges Informationsmafl stetig und zuneh-
mend — von 0 nach 1 hin also abnehmend - verlaufen; ein Ereignis mit sehr kleiner Wahrschein-
lichkeit hat, weil es so unerwartet war, einen sehr hohen Informationswert. Also

I(p) = stetige und monoton fallende
Funktionauf 0 < p < 1. (2.4)

Schliefllich — und diese Eigenschaft ist die entscheidende fiir die genaue Festlegung der ma-
thematischen Form des Informationsmafles — mufl der Informationsgewinn beim gleichzeiti-
gen Vorliegen zweier voneinander unabhdngiger Ereignisse sich additiv verhalten. Das heift
genauer: haben wir zwei getrennte Ereignismengen {1... M} und {1 ... N} mit Wahrscheinlich-
keitsverteilungen {p,,} und {g,} und Informationswerten {7 (p,,)}, {I (¢n)}, so konnen wir den
Informationswert des ,,zusammengesetzten Ereignisses® (m, n) betrachten. Die beiden Ereignis-
mengen sind statistisch unabhdingig, wenn die Wahrscheinlichkeiten P, ,) der Gesamtereignisse
faktorisieren:

Es ist fiir solche unabhéngigen Ereignisse offenbar verniinftig, zu postulieren, daf} die von ihnen
vermittelten Informationswerte sich einfach addieren:

I(pm - qn) = T (pm) + 1 (an) - (2.6)

Diese Funktionalgleichung hat nun unter den Zusatzbedingungen (2.4) und (2.3) die bis auf die
Wahl der positiv-reellen Konstanten C' eindeutige Losung

I(p)=—-C - -lnp (C >0). (2.7)

Man verifiziert sofort, dafl diese alle oben aufgestellten Bedingungen erfiillt.

Von [,,,, dem Informationsgehalt der Einzelereignisse ausgehend, wollen wir ein Maf} fiir
unser Informationsdefizit iiber die gesamte Ereignismenge aufstellen, wenn die Wahrscheinlich-
keitsverteilung {p,} gegeben ist. Wir iiberlegten bereits, dafi dieses Mafl Null werden muf,
wenn der Fall

p;i = 1 , alle p, = 0 fiir m # i (2.8)

vorliegt. (Das Informationsdefizit fiir die Gesamtheit wird also am kleinsten, wenn der Informa-
tionsgewinn fiir eines seiner Einzelereignisse seinen kleinsten Wert (2.3) annimmt). Andererseits
sollte es plausiblerweise seinen Maximalwert annehmen, wenn alle M Ereignisse gleich wahr-
scheinlich werden, d. h. wenn

Pm = 37 (m=1..M) (2.9)

wird, da wir dann offenbar iiber das System am wenigsten wissen. Diese Forderungen werden
erfiillt, wenn man als Maf S (p1, p2 ... par) des Informationsmangels fir die Wahrscheinlichkeits-
verteilung {p1 ... par} den mit den p,, selbst gewichteten Mittelwert der Informationsgrofien 7,
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fiir die Einzelereignisse definiert:

M
m=1
M
= O (210 b)
m=1

Diese zuerst von Shannon (1949) in die Informationstheorie eingefiihrte Grofie heifit die stati-
stische oder Informationsentropie der Verteilung {p; ... p,, }. Sie verschwindet in der Tat fiir den
,reinen Fall (die ,,vollkommene Ordnung®) von Gl. (2.8): zwar divergieren dort nach (2.7) die
I, fir m # 4, aber diese ,extrem informativen“ Ereignisse werden zugleich extrem unwahr-
scheinlich und in der Grenze p,, — 0 streng unmoglich, und wegen

plgl(] (—p Inp) =0 (2.11)
erhalten wir
S,0,..p;, =1,0..0) = =C(1-In1) =0. (2.12)

Andererseits nimmt S tatséchlich im Falle (2.9) lauter gleich wahrscheinlicher Ereignisse seinen
Maximalwert an, ndmlich

1 1 1
smax_zM_5<M,M,...M) —C - M. (2.13)
Da die p,, keine vollig unabhiingigen Variablen sind, sondern der Normierungsbedingung von
Gl (2.1) unterliegen, miissen wir, um dies zu beweisen, ein Maximumproblem mit Nebenbe-
dingung l6sen. Dies 148t sich bekanntlich durch die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren
bewerkstelligen: man maximiert nicht S, sondern S — A\ - F', wo F' der in der Nebenbedingung
auftretende Ausdruck in den p,, und ) eine zunichst unbekannte Zahl ist, und behandelt dabei
die p,, als uneingeschriankt; anschliefend wird der Lagrange-Multiplikator A so bestimmt, daf

die Nebenbedingung erfiillt ist. In unserem Falle ist also

M
0/ 0pm {S(pl,pz---pm) —A ) pn} =0  (m=1.M) (2.14)
n=1
zu losen, was auf
lnpm:—<1+%> vV m,

d. h. in der Tat den Fall lauter gleicher Wahrscheinlichkeiten fiihrt; diese miissen dann wegen
der Normierungsbedingung die Werte (2.9) haben. Da die Matrix

(GQS/apmapn)a”em:ﬁ = —CMbpn, (2.15)
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fiir diese Werte offensichtlich negativ definit ist, ist der gefundene Stationaritdtspunkt das
Maximum von S. — Gl. (2.13) zeigt zugleich, dafi die Definition von S eine weitere intuitiv
notwendige Eigenschaft beinhaltet, ndmlich

1 1 1

Yy =S <M’ U M) = monoton wachsende Funktion von M . (2.16)

In der Tat muf fiir lauter gleich wahrscheinliche Ereignisse das Informationsdefizit zunehmen,
wenn deren Anzahl anwichst. (Daf§ die Zunahme von X, gerade logarithmisch erfolgt, ist ein
spezifisch informationstheoretischer Zug und hat damit zu tun, dal die Anzahl der méglichen
und gleich wahrscheinlichen ,, Botschaften® exponentiell mit der Zahl ¢ der Zeichen in der Bot-
schaft ansteigt, wihrend die durch das Lesen der Botschaft vermittelte Information lediglich
zu ¢ proportional ist).

Die Informationsentropie (2.10) ist nach Definition eine in allen Variablen p,, stetige und
symmetrische Funktion. Sie besitzt auflerdem die folgende sehr wichtige, als Additivitit bezeich-
nete Eigenschaft: fait man die Ereignismengen {1...k} und {k + 1... M} (1 < k < M) je als
ein einziges Ereignis A bzw. B mit den Wahrscheinlichkeiten

qa =pi +Dpo+ ..+ 08, B = Pyt + o + D =1 — qa (2.17)

auf, so gilt wegen

oo £ ) e )]

m= m=1

M
+ qp - Z (,’D_m> . [ln g + In <p_m>]
m=k+1 dB dB

k
= (qa n g2 +qp In gg) + qa Y <p—’"> - In <p—’">

M
s 3 () ()
m=k+1 dB 4B

S(p1. P2k, Prs1--Pv) = S(qa. qn) +

~ ~
" AII " BN

can S (&, p_) - S (p_ p_M) | (2.18)

die Funktionalgleichung

qa qa 4qB qB

Sie besagt, dafl man sich das gesamte Informationsdefizit iiber die Ereignismenge in zwei Schrit-
ten entstanden denken kann: zuniichst besteht nach Mafigabe des Wahrscheinlichkeitspaares
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(g4, qg) UngewiBheit dariiber, ob ein Ereignis aus Gruppe A oder Gruppe B eintreten wird
(erster Term von 2.18). Hinzu kommt nun eine weitere Unsicherheit: wenn man annimmt,
daf} ein Ereignis aus A eintreten wird, ist nach Mafigabe der relativen Wahrscheinlichkeiten
(p1/qa) ... (b / qa) — wegen des ,wenn® sind dies im Sinne der Wahrscheinlichkeitstheorie sog.
bedingte Wahrscheinlichkeiten — noch ungewif}, welches der k£ Ereignisse von A eintreten wird.
Diese Unsicherheit ist freilich, da die Gesamtwahrscheinlichkeit fiir A nur ¢4 und nicht 1 ist,
mit dem Faktor ¢4 gewichtet. So entsteht der zweite und analog der dritte Term von (2.18). —
Fiir den Fall gleicher Einzelwahrscheinlichkeiten (2.9) entsteht aus (2.18)

kL M — k k M~k
M M M Mo Mok

Z:M:S<_ + —3, +

und daraus insbesondere fiir den Fall der Aufteilung in zwei gleich groe Ereignisgruppen (M =
2k)
Sor = 59 4+ O (2.19)

Man verallgemeinert (2.18) leicht auf den Fall der Einteilung in L > 2 statt 2 Ereignisgruppen;
insbesondere gilt fiir L gleich grofie Gruppen (M = L - K) in Verallgemeinerung von (2.19)
die Beziehung

Die obige Interpretation macht klar, dal die Additivititseigenschaft (2.18) eine wesentliche
FEigenschaft jedes verniinftigen Mafes fiir Informationsmangel bzw. Unordnung sein muf}. Tat-
sdchlich 148t sich, wie Shannon zeigte, aus dieser Figenschaft zusammen mit der Forderung des
Anwachsens von X7, Gl. (2.16), und der Stetigkeit in allen Variablen die Gestalt (2.10) von S
eindeutig erschlieflen.

Um die Definition von S in einfachster Weise auf den Fall einer kontinuierlichen Wahrschein-
lichkeitsverteilung p (x) — mit einem Intervall z, < x < x; der reellen Achse als Ereignismenge
— zu iibertragen, wird man das Intervall in hinreichend kleine, gleich grofie Teilintervalle der
Liange A x mit Aquidistanten Mittelpunkten x,, aufteilen; die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl ein
Ereignis in das Intervall A x um z,, herum fillt, ist dann p (z,,,) - A 2. Die Informationsentropie
(2.10) wird dann

Slp(x)] = =0 (p(m) - Az) - In (p(z) - Ax)
= —-C> Azp(y) Inp(zy,) —C-In Az (2.21)
(wegen Y- p(z,) Az = 1). Im Limes beliebig feiner Unterteilung, Az — 0, divergiert der
letzte Term, was einleuchtend ist, weil bei iiberabzidhlbar vielen Méglichkeiten fiir das Einzel-

ereignis unser Informationsdefizit , hoffnungslos“ wird. Man kann deshalb nur eine ,relative
Entropie“ fiir den Vergleich verschiedener Verteilungen p (z) angeben, wobei der divergente
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konstante Term herausfillt; sie ist gegeben durch
Tp
S (@) = =C - [ dap(a) In p() (2.22)

bis auf eine additive Konstante.

2.2 Eigenschaften der statistischen Entropie. Fiir die Statistische Mechanik ist, wie
betont, der Statistische Operator (1.7) mit seinen Wahrscheinlichkeiten {p,} das Objekt, des-
sen ,, Informationsmangel“ oder ,,Unordnung* beurteilt werden soll. Die Wahl der Konstanten C'
wird dabei durch den Gesichtspunkt diktiert, den Anschlufl an den Entropiebegriff der phino-
menologischen Thermodynamik (Kap. 6) zu gewéhrleisten. Wir nehmen vorweg, daf} dies bei
Wahl der Boltzmannschen Konstanten

C — kg = 1380 -107% J . K™! (2.23 a)

= 8614 -107° eV - K™! (2.23 b)

der Fall ist. Die physikalische statistische Entropie erhélt damit die Dimension Energie / Tem-
peratur und ist nach (2.10) definiert durch

S = —kg Z Do In Py (2.24 a)

oder in darstellungsunabhingiger Form durch

SW| =—kgTr (W - -In W) . (2.24 b)

Zum Beweis der letzteren Gl. braucht man lediglich die Spur in der Basis {|a)} der Eigen-
zustinde von W auszuwerten. Die statistische Entropie ist ein — nichtlineares, aber eindeutiges
— positiv-reelles Funktional auf dem Raum der mdglichen statistischen Operatoren des Systems.
Sie ist also — wie auch z. B. die Erwartungswerte (1.12) bzw. (1.43) von Observablen — durch
den Systemzustand im jeweiligen Zeitpunkt ¢ bereits eindeutig festgelegt (eine ,, Zustandsgrafse®
in der Sprache der Thermodynamik), im Gegensatz etwa zur Warmezufuhr (1.69) an ein Sub-
system, die von der gesamten , Vorgeschichte® {W ()|t = t;...t} des Systems abhingt und
daher nicht einem Zustand, sondern einem Prozef$ zugeordnet werden muf}, von dessen ,,Pro-
zeBfithrung®, d. h. detailliertem Zeitverlauf, ihr Wert bestimmt wird.

Wir zéhlen nun wesentliche Eigenschaften der durch (2.24) definierten physikalischen stati-
stischen Entropie auf:

(a) Zustand minimaler Entropie. Da sich die Gl. (2.12) sofort auf eine abzdhlbar-unendliche
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Ereignismenge — hier die der eindimensionalen Eigenrdume von W — iibertragen 148t, gilt offen-
bar:

S [W] hat den Minimalwert S = 0 und nimmt
diesen genau dann an, wenn W ein reiner
Zustand |U) (U] ist. (2.25)

In diesem Falle weist unser Zustand bzw. Ensemble die hdchstmdgliche Ordnung auf. Anderer-
seits wird man einer Gesamtheit mit S/ kg > 1 ,grofle Unordnung® attestieren.

(b) Zustand mazimaler Entropie bei dim H < oo. Das Resultat (2.13) andererseits ist
offenbar auf physikalische Systeme nur iibertragbar, wenn der Hilbertraum #H des Systems von
endlicher Dimension D ist oder — was hdufig in guter Ndherung zutrifft, z. B. bei Systemen mit
nach oben beschrinkter Gesamtenergie — wenn die Mikrozustinde auf einen D-dimensionalen
Unterraum Up von H beschrankt sind. Dann hat nach (2.13) die statistische Entropie den
Maximalwert

Smax = kg - In D, (2.26 a)

und zwar genau fiir den Zustand mit

1
Pr = P2 = ..... :pDZB,d.h
o LS e =L (2.26 b)
_DQZIQOL—D Up .

wobei 1l;; den Projektor auf (d. h. die Identitét in) U bezeichnet. In diesem Zustand ist unser
Informationsmangel iiber das Einzelsystem am grofiten, denn wir finden es mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit in allen ihm iiberhaupt zugéinglichen Mikrozustéinden; in objektiverer Sprache
hat das Ensemble den Zustand gréfitmdglicher Unordnung. —

Fiir die Diskussion weiterer Eigenschaften von S niitzlich ist

(¢) Bin Hilfssatz Fiir zwei beliebige statistische Operatoren W und W' (Tr W = TrW' =
1) auf demselben Hilbertraum H gilt stets

SW] < —kpTr (W -In W) (2.27 a)

und die Gleichheit gilt nur fiir W' = W . (2.27 b)

Zum Beweis schreibt man W und W' in ihren Eigenbasen {|a)} bzw. {|3)} und erhilt

(=TrW In W) = (=TrW In W)
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- Y {m P — Y (] f)In pgwa)}

@ B

= T lald (%)

, Pa
- e o))
+§B<a|ﬂ> (b5 = pa) (B0 (2.28)

Der letzte Term wird kraft der Vollsténdigkeitsrelationen fiir die beiden Basen zu

Zp:B_Zpa:T'FW’—TTW:l_lzo,
B «

wihrend wir im 1. Term von (2.28) die Ungleichung

Inz < 2 — 1

(und = nur firx = 1) (2.29)

anwenden koénnen: da die Faktoren |{a|[3)|? p, nicht negativ sind, erhalten wir nach Multi-
plikation mit kp
SW] = (ks Tr W In W) < 0,

wie behauptet. — Da in der 1. Zeile von (2.28) jeder Summand einzeln negativ — semidefinit
ist, kann die Summe ihren Maximalwert 0 nur dann annehmen, wenn fiir jedes Paar («, f3)
entweder (3 |a) - p, = 0 oder plﬂ / pa = 1 ist. Dann ist aber

> 19) [ (2 1)) @i =0

[0}

oder — wieder wegen der Vollstiandigkeitsrelationen — W' = W. Mit diesem Hilfssatz beweist
man z. B. die wichtige

(d) Subadditivitit der Entropie: besteht, wie in Abschnitt 1.3 diskutiert, das durch W be-
schriebene System aus zwei Teilsystemen 1 und 2 mit dem Tensorprodukt (1.50) als Gesamt-
hilbertraum und den reduzierten statistischen Operatoren

wh =Tr,w | w® = Tr, W, (2.30)
dann gilt die Ungleichung der Subadditivitét,

SWw] < SWW] 4+ S[w®7 . (2.31)
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Die Gleichheit gilt genau dann, wenn W gemif
w=wbg w? (2.32)

faktorisiert; die Teilsysteme heifilen dann (statistisch) unabhdingig voneinander. Im allgemeinen
Fall der Gl. (1.63), wo in (2.31) das <-Zeichen gilt, sagt man, daf} (statistische) Korrelationen
zwischen 1 und 2 bestehen.

Zum Beweis benutzen wir den statistischen Operator des ,unkorrelierten“ Spezialfalles
(2.32),
w o =wl g w® (2.33 a)

mit
In W = (In W) @ 1® + 1V @ (In W) (2.33 b)
als ,, Vergleichszustand“ im Hilfssatz (2.27). Aus (2.33 b) folgt in beliebiger Produktbasis (1.51)

Tr(W n W) = Tr [W- (In WO @ 1?)]

+ Tr (W (1Y @ n W)

= Try [(Try W) - In WO + Try [(Try W) - In W]
= Try (W - In W) + Try (WE - In W)

= SWwW] + SWw), (2.34)

und Anwendung von (2.27) ergibt die Behauptung. Subadditivitét driickt die merkwiirdige Tat-
sache aus, daf als Folge statistischer Korrelationen zwischen Subsystemen (die letztlich dem
Superpositionsprinzip der Quantentheorie entspringen) das Gesamtsystem in der Regel ,,geord-
neter ist als die Summe seiner Teile“, oder umgekehrt, dafl Unterdriickung von Korrelationen
zwischen Subsystemen die Unordnung und damit Entropie des Gesamtsystems erhéht. Nur
fiir statistisch unkorrelierte Subsysteme ist die Entropie einfach additiv. — Ein Beispiel haben
wir bereits kennengelernt: fiir die beiden Einzelspins im S = 0 -Kopplungszustand haben die
reduzierten Einzelzustinde die Form (1.60) und geben die Teilentropien (i = 1 oder 2)

) 1 1

wihrend der Gesamtzustand (1.59) ein reiner Zustand ist und somit nach (2.25) S = 0 hat.

(e) Konvezititseigenschaft: Vergleicht man andererseits verschiedene Zustinde W und W,
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desselben Systems oder Ensembles (die nun tiefgestellten Indizes beziehen sich also nicht mehr
auf Untersysteme) mit dem Zustand

)\1 W1 + )\2 W2 (0 S )\1’2 S 1 s )\1 + )\2 — 1) (236)

der die — gedankliche oder auch experimentell realisierte — ,Mischung®“ der beiden Zusténde im
Verhiltnis Ay : Ay zu einem neuen Zustand desselben Systems beschreibt, so findet man die
Ungleichung

SIA-Wp + (1 = NWa] > AS[W] 4+ (1 — ) - S[Ws], (2.37 a)

(Areell ;, 0<A<1),
und = nur fir W, = W, .

In mathematischer Terminologie ist S ein ,,konvexes Funktional “ des Zustandes W wegen der
geometrischen Analogie zu einer konvexen Kurve f (x) im Bereich z = Azy + (1 — ) 25 (0 <
A < 1), bei der jeder Punkt der Kurve oberhalb der Verbindungsgeraden der Kurvenpunkte
am Intervallende liegt.

(2.37 b)

Yy
A y=A f(xg) + (1-N)f(x2)

X1 X2

Figur 2.1: Konvexe Funktion

Zum Beweis wendet man auf beide Terme rechter Hand in (2.37 a) den Hilfssatz (2.27) an,
wobei man

W = X-W, + (1 =))W, (2.38)

als ,, Vergleichszustand“ verwendet:

A-SAL+ (1= A) - SV
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< —kp {)\ - Tr (W, - In W') + (1 =XA)-Tr(Wy In Wl)}

= kg -Tr{(AWi+ (1 =X\NW,)-In W} =S[W].

~ vl

WI
Gleichheit gilt nur fir Wy = W' und Wy, = W', also W; = Wh.

Diese sehr wichtige Eigenschaft besagt physikalisch, dal Mischung zweier Zustinde (Ensem-
bles) desselben Systems den Informationsmangel iiber den Mikrozustand bzw. die Unordnung
des Ensembles in der Regel vergrifiert. Sie 1483t sich natiirlich sofort auf allgemeinere Mischun-
gen vom Typ

W= xw , Y n=1 (2.39)

iibertragen. Ein Beispiel ist uns bereits geldufig: der statistische Operator in Spektraldarstel-
lung, Gl. (1.7), stellt selbst eine ,Mischung® reiner Zusténde |a)(a| dar und hat — aufler im
Falle (1.15) — S > 0, wihrend die Summe der Entropien der reinen Zustinde verschwindet.
Ein praktisch besonders wichtiger Fall ist die Vermischung zweier vollstindig in (+ z)- bzw.
(— 2z)-Richtung polarisierter Strahlen von Spin-3-Teilchen mit den Zustéinden

Wi = |5+ . We = [=)(-]

zu dem vollstéindig unpolarisierten Strahl von Gl. (1.60); hier ist A = 1 — X = 1.

(f) Zeitliche Entwicklung. Als Operatorspur ist S [W] definitionsgemif invariant gegen
Ahnlichkeits- und insbesondere also gegen unitéire Transformationen des Zustandes W:

S[UWU' = S[W] (U unitir) . (2.40)

Nun ist aber die (nicht durch MefBlakte unterbrochene) Zeitentwicklung des Zustandes nach
Gl. (1.24/25) gerade durch eine unitire Transformation von W (#;) mit dem Evolutionsopera-
tor U (t, ty) gegeben. Daraus folgt sofort, dal bei ,normaler* Zeitentwicklung die statistische
Entropie sich nicht &ndern kann:

SWEH)] =S[W(t)] VYV t>t. (2.41)

Aus diesem so einfachen Resultat erwéichst aber sofort eine fundamentale Schwierigkeit: aus der
Erfahrung wissen wir, daf$ z. B. fiir ein isoliertes System, dessen Hamiltonoperator keinerlei
Kopplung an andere Systeme enthilt, die Entropie im Laufe der Zeit in der Regel monoton
anwdchst und erst dann konstant bleibt, wenn ein ,,Gleichgewichtszustand“ erreicht ist; der 2.
Hauptsatz der phinomenologischen Thermodynamik formalisiert gerade diese Erfahrung. Das
kann nicht daran liegen, daf unser S von Gl. (2.24) das ,falsche“ Unordnungsmaf ist, denn an
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allen konkreten Modellsystemen bestétigt sich, da} es mit der empirisch-thermodynamischen
Entropie (Kap. 6) {ibereinstimmt.

(9) Die Auflisung dieses Widerspruchs kann nach heutiger Auffassung nur darin gesucht
werden, dafl unsere Beschreibung der Zeitentwicklung durch die Gl. (1.24/27/29/30) trotz des
hohen Grades von Informationsmangel bzw. Unordnung, den unser Begriff des statistischen
Operators von der Definition her zuléf3t, immer noch ein {iberidealisiertes, unrealistisch hohes
Maf} von Kenntnis iiber das System stillschweigend unterstellt. Von den beiden Ingredienzien
der Gl. (1.24) ist ndmlich in realen Situationen

— (g1) der Hamiltonoperator H und damit der Zeitentwicklungsoperator U nicht villig exakt
bekannt; z. B lassen sich kleine Restwechselwirkungen mit umgebenden Systemen und Unge-
nauigkeiten in der Messung duflerer Felder, die an das System koppeln, nie véllig eliminieren.
,Effektiv* ist deshalb eine ganze Schar von Hamiltonoperatoren H, und damit Evolutionsge-
setzen U, mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung pu (k) vorgegeben, denen etwas verschiedene

Zeitentwicklungen
Wy (t) = Us W (to) Ul (2.42)

entsprechen, und unsere tatsidchliche Kenntnis des Ensembles zur Zeit ¢ wire durch ein W ()
zu beschreiben, das durch nochmalige statistische Mittelung dieser Wy (¢) mit den p (k) als
Gewichten entsteht (,,zuféllige* Zeitentwicklung). — Vor allem aber ist

- (92) der Anfangszustand W (to) selbst im Sinne eines statistischen Operators niemals exakt
bekannt, wiederum wegen der Fehler der Messungen, aus denen er erschlossen werden muf, so
daf} effektiv wiederum eine Schar W) (¢5) von Anfangsdaten mit Wahrscheinlichkeitsverteilung
v (A) betrachtet und iiber die daraus resultierenden W) (¢) statistisch gemittelt werden muf}
(z. B. ist v(\) = const. innerhalb der Fehlerbreite der priparierenden Messung, v (\) = 0
auflerhalb). Dieses scheinbar rein mefitechnische Ungenauigkeitsproblem hat nun — in der klas-
sischen wie in der Quantenmechanik — deshalb enorme und ins Grundsétzliche reichende Aus-
wirkungen, weil die meisten realistischen Systeme hochgradig instabil gegen kleine Variationen
der Anfangsbedingungen sind: bei einer kleinen Anderung

W (tog) — W (to) + d W) (to) (2.43)

des Anfangszustandes bleibt der variierte Zustand W () + § W, (¢) fiir ¢ > ¢, nicht, wie bei
einem ,stabilen“ System, fiir alle Zeiten ,nahe bei“ dem urspriinglichen W (¢), d. h. 6 W, (¢)
nicht in einem geeigneten Sinne , klein“ fiir alle Zeiten, sondern die Abweichung wéchst u. U.
sehr schnell und zeitlich unbegrenzt an. Bei solchen instabilen Systemen , niitzt*“ uns die mathe-
matische Eindeutigkeit des Bewegungsgesetzes (1.24) bzw. der Determinismus der klassischen
Bewegungsgl. (1.71) praktisch iiberhaupt nichts, weil bei hdufiger Wiederholung der Zeitent-
wicklung desselben Systems mit ,denselben®, in Wahrheit aber eben nur innerhalb der Mef-
fehler gleichen Anfangsbedingungen sich nach kiirzester Zeit vollig verschiedene, im Einzelfall
praktisch wieder nicht vorhersagbare und effektiv wieder nur statistisch behandelbare Folge-
zustiande ergeben (sog. ,,deterministisches Chaos®).
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Insgesamt miissen wir also als effektive Zustandsbeschreibung W (¢) fiir ¢ > ¢, anstelle von
(1.24) die nochmalige statistische Mittelung

W) =35 gk, N U Wy (to) U} (2.44)

Wi a (t)

mit Wahrscheinlichkeiten

1) =) v Sl = (Sul) - (S r) <1

Ky A

ansetzen. Dies ist aber eine Mischung vom Typ (2.36) bzw. (2.39) und unterliegt damit dem
Konvexitétstheorem: obwohl S [W, 5 (t)] = S[W, (to)] = So bei geeigneter Einschrinkung der
W, gilt, ist

SW ()] > So. (2.45)

Die Entropie kann also, wie in der Natur beobachtet, anwachsen, aber beim isolierten System
nicht abnehmen. (Das tatsichliche Ausmafl und die Schnelligkeit ihres Anwachsens sind bei den
meisten realen Systemen vorwiegend durch die unter (¢2) diskutierte Instabilitidt bedingt). Sie
wird dies bei isoliertem System so lange tun, bis ein ,,Gleichgewichts“-Zustand erreicht ist, der
dann auch die maximale mit den vorgegebenen Bedingungen vertréigliche Entropie aufweist.

h) Klassischer Grenzfall. Als klassischen Limes des Erwartungswertes (1.12) hatten wir For-
mel (1.75) abgeleitet. Sie ld8t sich ohne weiteres auf die Entropiedefinition (2.24) iibertragen;
man muf sich lediglich daran erinnern, dafl man es nun mit einer Entropie iiber einer kontinu-
ierlichen Wahrscheinlichkeitsverteilung py. = pe. (¢, p, t) zu tun hat, die nur mehr als relative
Entropie im Sinne von Gl. (2.22) definiert werden kann:

Srel [pcl.] - - kB / de,U/ (qa p) Pel. (Q; p) - In Pel. (qa p) (246)

(Mit unserer Konvention (1.83) ist p.. dimensionslos). — Im Gegensatz zum quantenmechani-
schen Ausdruck (2.24) ist (2.46) rein mathematisch nicht notwendig positiv (p, > 1 ist moglich)
und auch nach unten nicht beschrinkt; physikalisch wird man jedoch ein sich als negativ erge-
bendes klassisches S als Hinweis darauf werten, daf§ die klassische Nidherung hier nicht mehr
gerechtfertigt ist.
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3. Statistische Gleichgewichts-Gesamtheiten

3.1 Prinzip der Wahl des Gleichgewichtszustandes. — Der grofite Teil dieser Vorlesung
wird aus Zeitgriinden nur Systeme im statistischen Gleichgewicht behandeln — jenem eigentiimli-
chen, stationdren Makrozustand, der erfahrungsgeméif sich stets einstellt, wenn man ein ent-
weder isoliertes oder mit anderen stationdren Systemen in bestimmten kontrollierten Formen
des Kontakts stehendes System hinreichend lange sich selbst iiberldfit. Die statistische Mecha-
nik des Gleichgewichtszustandes 148t sich deshalb befriedigend und relativ einfach aufbauen,
weil man dafiir die Frage, wie dieser Zustand denn sich zeitlich entwickelt hat, d. h. das dy-
namische Problem der ,Entwicklung ins Gleichgewicht”, weitgehend ignorieren kann. Ist die
,Praparation® dieses Zustandes — die lediglich darin besteht, nach Herstellung zeitlich konstan-
ter duflerer Bedingungen geniigend lange zu warten — einmal beendet, so kann dieser Zustand,
d. h. sein statistischer Operator W, aus rein statistischen Betrachtungen erschlossen werden.
Natiirlich m6échte man den so bestimmten Zustand letztlich auch dynamisch, d. h. als zeitlich
asymptotischen Wert einer aus den mikroskopischen Bewegungsgln. abgeleiteten Zeitentwick-
lung verstehen. Von einer derartigen Theorie und damit von einer allgemeineren Statistik der
Nichtgleichgewichtsprozesse besitzt man derzeit noch keine vollig allgemeingiiltige und befriedi-
gende Version, immerhin aber einige interessante Teilstiicke, von denen Kap. 4 eine Andeutung
zu geben versucht.

Bei der Wahl des Gleichgewichtszustandes (W bzw. p..) 18t man sich von folgenden Prin-
zipien leiten:

(a) Ist iiber das System aufler seiner blolen Existenz gar nichts bekannt, so wird man plau-
siblerweise alle seine moglichen Mikrozusténde als gleich wahrscheinlich ansehen, d. h. ihnen
gleiche ,a-priori- Wahrscheinlichkeiten“ zuweisen — es besteht kein durch Messungen erhérteter
Grund, irgendwelche von ihnen als ,von Natur aus bevorzugt“ gegeniiber anderen anzusehen.
— Dieses Prinzip haben wir in Kap. 2 bereits stillschweigend unterstellt, indem wir die Entro-
pie als Informationsdefizit so definiert haben, dafl der Zustand grofiten Informationsmangels
— siehe Gln. (2.13) und (2.26) — durch gleiche Wahrscheinlichkeiten p,, fiir alle Mikrozustinde
gekennzeichnet ist.

(b) Information, die iiber ein makroskopisches System vorliegt, kann praktisch von zweierlei
Art sein:

(b1) Ezakte Angaben, frei von statistischen Schwankungsbreiten, {iber das System. Dazu
gehoren zundchst Angaben iiber unverdnderliche definierende Systemparameter: Massen, La-
dungen und Spins der einzelnen Teilchen, Kopplungskonstanten und Reichweiten der zwischen
ihnen wirkenden Krifte, hdufig das Volumen V', in dem sie eingeschlossen sind. Diese Para-
meter gehen in die Beschreibung des Systemzustandes dadurch ein, dafl sie den Aufbau des
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Hamiltonoperators H und der iibrigen Observablen A; des Systems und damit die Natur seines
Hilbertraumes H festlegen. — Weiter kann am System - freilich nur idealerweise — ein Eigenwert
oy, einer makroskopischen Observablen A ezakt gemessen worden sein; dieses Datum schrankt
dann der Hilbertraum noch weiter ein, indem es den Systemzustand auf den Eigenraum von A
zu jenem Eigenwert, U,,, einengt.

(b2) Angaben statistischer Mittelwerte (A;) von geeigneten makroskopischen Observablen
A;, die auf Grund der dufleren Bedingungen, insbesondere der Kontakte mit umgebenden Sy-
stemen, keine vollig scharfen Werte haben kénnen. Steht unser System z. B. in thermischem
Kontakt mit einem ,,Wirmebad“ oder ,,Reservoir R, d. h. einem sehr groflen zweiten System,
das selbst durch den Kontakt nicht merklich beeinflufit wird und mit dem Energieaustausch
moglich ist, so ist die Energie sicherlich nicht scharf, sondern nur als Mittelwert

U = (H) = Tr (W H) (3.1)

festgelegt; diese Grofle wird als innere Energie des Systems bezeichnet. Bei gegebenem U stellt
(3.1) offenbar eine Nebenbedingung fiir die Wahl des statistischen Operators W dar. Im allge-
meinen Fall wird ein ganzer Satz derartiger statistischer Nebenbedingungen

Tr (W - A;) = (A) (i=1,2 ..1) (3.2)

gegeben sein, wobei wir meist A; = H wihlen. Der héiufigste Fall wird dabei sein, dafi die A;
untereinander und insbesondere mit Ay = H wvertauschbar (also auch Konstanten der Bewe-
gung) sind; da sie dann im Prinzip gleichzeitig beliebig genau gemessen werden kénnen, ist die
Schwankung ihrer Mittelwerte dann nur durch die &ufleren Kontakte, nicht aber durch zwischen
den A, bestehende Unschéarferelationen verursacht.

— Uber dem durch die Vorgaben (b1) definierten Hilbertraum ist nun ein statistischer Ope-
rator W anzugeben, der die Nebenbedingungen von (b2) erfiillt. Da in der Regel unendlich viele
W dies leisten, fehlt uns noch das entscheidende Auswahlprinzip: wir finden es in der statisti-
schen Entropie als Maf} fiir den Informationsmangel iiber die Mikrozustéinde. Die natiirliche
Verallgemeinerung unseres Prinzips (a) ist offenbar die, von zwei statistischen Operatoren W,
und Ws, die beide (b1, b2) geniigen, aber S; > S, haben, den Operator W, vorzuziehen, denn
Wy vermittelt wegen seiner kleineren Entropie (gréfieren Ordnung) offenbar nicht durch Mes-
sungen gesicherte zuséitzliche Information; wir ,,wiirden uns etwas vormachen®, was wir nicht
gesichert wissen, wenn wir W5 verwenden wollten. Dies formulieren wir als das schon eingangs
erwahnte

(¢) ,Postulat mazimaler Unvoreingenommenheit* (Grundpostulat der Gleichgewichtssta-
tistik): Unter den statistischen Operatoren W auf dem durch die Vorgaben (b1) definierten
Hilbertraum, die den Nebenbedingungen (b2) geniigen, ist derjenige als die korrekte Beschrei-
bung des Systemzustandes (Ensembles) auszuwihlen, der die statistische Entropie S [W| zu
einem Mazimum macht.

Obwohl nicht dynamisch abgeleitet, ist dieses Prinzip vertrdglich mit unserer Feststellung
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(2.45), daf} die Entropie zeitlich anwachsen, aber (beim isolierten System) nicht abnehmen kann.
Der Zustand grofitmoglicher Entropie (unter den gegebenen Bedingungen) hat offenbar auch dy-
namisch eine ausgezeichnete Stellung, er mufl zumindest asymptotisch nach hinreichend langer
Zeit angenommen werden — es sei denn, man habe einen Anfangszustand W (¢y) mit Sy < Shax
pripariert, der ,,metastabil®, d. h. kraft spezieller Eigenarten der Systemdynamik extrem lang-
lebig ist, was in der Praxis durchaus vorkommt.

3.2 Generalisierte kanonische Gesamtheiten (Boltzmann-Gibbs-Verteilung). Das
Aufsuchen des Gleichgewichtszustandes W fiihrt also auf die Aufgabe, durch geeignete Wahl
eines selbstadjungierten Operators W — bzw. seiner Dichtematrix (1.21 b) in einer speziellen
Basis — die Grofie

SW] =—kgTr(W In W)

zu maximieren unter den Nebenbedingungen, dafl W ein normierter statistischer Operator sei,
d. h.
Trw =1 (3-3)

erfiille, und dafl die Bedingungen (3.2) gelten sollen. Wir koénnen (3.3) formal unter diese letz-
teren einreihen, wenn wir

vereinbaren; dann ist also
Tr (W - A;) = (A;) (1=0,1,2,..1) (3.5)

zu fordern. Dies ist wieder ein Maximumproblem mit Nebenbedingungen, das wir wie bei GI.
(2.14) mit der Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren 16sen: notwendige Bedingung ist die
Stationarititsbedingung

unter W — W +8§W  ,  SWI=0W (3.6 b)

wobei wir die Lagrangeschen Parameter der Einfachheit halber als kg - \; bezeichnet haben.
Da die Variation § W von W um den gesuchten Gleichgewichtszustand herum im allgemeinen
nicht mit W selbst kommutiert, kann man nicht einfach § [f (W)] = f (W) - § W schreiben,
z. B. sind in

W3 =W -W?> + W - 6W - W + W?§W (3.7)

die 3 Terme im allgemeinen verschieden. Fiir die Spur, die gegen zyklische Vertauschung der
Operatorfaktoren invariant ist, ist die entsprechende Formel jedoch richtig:

SATrIfF (W)} = Tr {f (W) - W} + 0 (6W)?) , (3.8)
so daB (3.6) die Gestalt

Tr {[an+H+i)\1Ai]'6W}:O (3.9)
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annimmt. Da dies fiir jedes selbstadjungierte 6 W gelten muf}, folgt, daf
als Operatoridentitit gelten mufl. Also hat W die Form

I
W = ! exp l— > )\iAi] : (3.11)
Z i=1
wobei die zunédchst unbekannten Lagrange-Multiplikatoren Ay, Ao, ... A7 so zu bestimmen sind,
daf} die Nebenbedingungen (3.2) erfiillt werden, wihrend Ay bzw. die damit gebildete Nor-

mierungskonstante
7 = el (3.12)

aus der Normierungsbedingung (3.3) zu bestimmen ist. Der statistische Operator (3.11) heif}t
die zu den Bedingungen (3.2) gehérende generalisierte kanonische Gleichgewichts-Gesamtheit

oder die allgemeine Boltzmann-Gibbssche Verteilung. Die Konstante Z, die zur Erfiillung von
(3.3) als

I
Z =Tr {exp l— > )\iAi]} (3.13)
i=1
zu wéhlen ist, heifit die generalisierte kanonische Zustandssumme (engl. partition function). Die
zugehorige Entropie

SW] = —kgTr {W : [—(ln Z) -1 — Z; )\iAiH
= kg {m Z-TrWw + Z; N Tr (W - Ai)}
= kg - [ln 7 + Z; A <AZ~>] (3.14)

hat nach Konstruktion einen stationéiren Wert; um zu zeigen, daf} dies auch, wie gewiinscht, ein
Maximalwert ist, betrachten wir irgend einen anderen statistischen Operator W, der dieselben
Nebenbedingungen erfiillt:

wt=w, TrWw=1, Tr(WA) = (4) (3.15)

und wenden auf seine Entropie S [W] die Ungleichung (2.27) an, wobei wir als ,, Vergleichszu-
stand“ W' den in (3.11) gefundenen verwenden:

SW] < —kgTr [W - In W] =

I
= —kp —an-TrW—Zl)\iTr(WAi) . (3.16)
=1 1=
=(Ay)
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Vergleich mit (3.14) gibt .
Sw] < swi, (3.17)

und Gleichheit gilt nur fir W = W, d. h. die allgemeinkanonische Gesamtheit (3.11) hat in der
Tat unter allen die Nebenbedingungen (3.5) erfillenden Gesamtheiten die maximale Entropie.

Die Eigenschaft (3.17) in der Form

A[W]: S[W Z)\TT WAl <InZ (3.18)
i=1

kann, dhnlich wie die Minimaleigenschaft der Grundzustandsenergie in der Quantenmechanik,
als Grundlage eines Néiherungsverfahrens vom Variationstyp fiir die Berechnung der allgemein-
kanonischen Zustandssumme (3.13) dienen in den Fillen, wo (3.13) nicht exakt auswertbar ist:
man wiihlt sich eine Klasse von ,, Versuchszustinden® W, die von einer Reihe von Parametern
abhingen und noch hinreichend einfach sind, um die Berechnung des Funktionals A [IW] linker
Hand in (3.18) in geschlossener Form zu erlauben. Die beste Approximation des exakten In Z
innerhalb dieser Klasse erhilt man dann fiir den Zustand W, der A[W] zu einem Maximum
macht.

Die Bestimmung der Lagrange-Parameter ;... \; geméf den Bedingungen (3.2) fiihrt we-
gen

N

=3 M A
Tr (AW) = =Ty (Aeklkk)

- Z A A 1 a - Z Ak Ak
= —Tr }:—EaAiTr<e k )
= L A 0 In Z ({\ 3.19
=~ ) = — 51 I Z (W) (319
auf die Gleichungen
0 .
“an {e}) = (4 (1 =1..1), (3.20)

die nach den Unbekannten \; aufzulGsen sind. Wir werden im folgenden jedoch sehen, dafl
die hier zunéchst als rein mathematische Hilfsgroflen eingefiihrten )\; in jedem konkreten Fall
selbst wichtige physikalische Gréflen darstellen. Man betrachtet deshalb oft die A\; anstelle der
(A;) als die den Gleichgewichtszustand charakterisierenden physikalischen Parameter und faft
insbesondere 7, wie durch Gl. (3.13) nahegelegt, als Funktion der \; auf:

Z = Z()\la )\2, ..... )\[) . (321)

Man verzichtet dann vollig auf die Inversion der Gln. (3.20) und fafit diese umgekehrt als
Vorschriften dafiir auf, wie die Mittelwerte (A;), sofern interessierend, aus der Funktion (3.21)
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zu berechnen sind. In dieser Sicht enthélt die zahlenwertige Funktion Z ({\x}) selbst bereits
die wichtigsten physikalischen Daten; der volle operatorwertige Gleichgewichtszustand (3.11)
wird hochstens dann bendtigt, wenn Mittelwerte (B) von Observablen gefragt sind, die in den
Nebenbedingungen nicht vorkommen. Die Bedeutung der Funktion (3.21) wird noch deutlicher,
wenn man die zweiten Ableitungen beziiglich der \; betrachtet; in dem uns hauptséichlich
interessierenden Fall mit

[A;, Al =0 V(i k) (3.22)
erhalten wir aus (3.13)
I
0% 7 - > A Ap
=T AZA k=1
oNON { i e }
und damit
0? W 7 1 9*Z 1 07 1 07
nz = — - = —
ON 0N Z 0Ni0\j Z 0N ) \Z 0\
Oln Z O0ln Z
= (A;A) — | — —
(4 dy) ( 6/\i>< 8/\]-)
oder wegen (3.20)
0% In Z
—— = (A; A)) — (A)(A;) . 24
TR EN = ) — (A)4) (320
Diese Grofle gibt nach den Regeln der Statistik bekanntlich die statistische Korrelation der
beiden MefgroBen A; und A; im Zustand W an. Insbesondere berechnet man fiir i« = j die

mittleren Schwankungsquadrate der in den Nebenbedingungen auftretenden Mefigrofien als

0 In Z
(AA)? = (A®) = (A = 57— - (3.25)
Die Entropie (3.14) des Gleichgewichtszustandes kénnte mit (3.20) in der Form
! 0
i=1 i

ausgedriickt werden. Man sieht aber schnell, daf§ fiir S die A; in gewissem Sinne nicht die
»geeigneten“ Variablen sind. Nimmt man némlich durch Variation der in (3.2) vorgegebenen
Mittelwerte

(A;) — (A) + §(A) (t=1..1) (3.27)

eine kleine Anderung der dufseren Bedingungen des Gleichgewichts vor, so werden iiber die Gln.
(3.20) dadurch kleine Anderungen
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induziert derart, dafl In Z sich um
T
d(In 7) = — Z (A;) O\ (3.29)

i=1

éindert. Die Anderung der Entropie (3.14) dagegen,

I T
i=1 i=1
=0 nach (3.29)
148t sich am einfachsten durch die § (A;) ausdriicken:
T
dS = kg > Nid(4). (3.30)

Man sieht daran, dafl man S im Gegensatz zu 7 zweckmdfig als Funktion der (A;), nicht der ),
schreibt; es sind die ,natiirlichen Variablen® fiir S:

S =S ((A), (A49) , ... (A1) ; (3.31)
und aus (3.30) ersieht man dann die partiellen Ableitungen

05 (A0} _,

300 ; (i=1..1I). (3.32)

Sie stellen Vorschriften zur Berechnung der ); als Funktionen der (A;) dar, sofern man die
Entropie in der Form (3.31) kennt. Die in den (A;) ausgedriickte Gl. (3.26),

SH{(AN}) = kp In Z({A ({AiD)})

- 3 ) - ZEEEE (O (A (3.3 )

Jj=1

ist mathematisch gesehen eine Legendre-Transformation der Variablen und zugleich der von
ihnen abhingenden Funktion gemifl

{AM, Ao Ar s In Z({M))) —

— () (A1) 5 - S({A0D) (3.33b)

analog zur Transformation {qx, La.} — {px, Hy.} von der Lagrangeschen zur Hamiltonschen
Formulierung der Mechanik.
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3.3 Kanonische und groflkanonische Gesamtheit. — Die zwei wichtigsten Spezialfille
der generalisierten kanonischen Gesamtheit, die den experimentell am h&ufigsten realisierten
Nebenbedingungen entsprechen, sind:

(a) die kanonische Gesamtheit. Zu den ,exakten“ Vorgaben (b1) von S. 34 gehoren hier
insbesondere Volumen V und Teilchenzahl N, die als Parameter in den Hamiltonoperator H
und damit in die Konstruktion des Hilbertraumes eingehen. Die Gesamtenergie des Systems
(Innere Energie) und nur sie ist als Mittelwert (d. h. nicht schwankungsfrei) vorgeschrieben:

Tr(WH) =U, (3.34)

mit H = Hy, . Dies entspricht der schon erwéhnten Situation, dafl unser System in einem
Energieaustausch, aber keinen Austausch anderer Grofien (z. B. Teilchenzahl) ermdglichenden
Kontakt mit einem ,Reservoir® steht so, dafi die Gesamtanordnung (Reservoir + System) iso-
liert ist, d. h. keinerlei Kontakt mehr mit weiteren Systemen aufweist (,kanonischer Kontakt*).
Die Energie des Systems kann dann nur im Mittel vorgeschrieben werden.

Nach Gl. (3.11) (mit I = 1 und A; = H) stellt sich unter diesen Bedingungen der Gleich-

gewichtszustand

1
Wik = — e (3.35 a)
ZK

Zi = Tr (e PM) = Zx (B) (3.35 b)

ein, das sog. kanonische Ensemble. Fiir den Lagrange-Parameter \; haben wir 5 geschrieben;
er hat die Dimension (Energie)™!, so da kp - 3 die Dimension (Temperatur)~! aufweist. Der
Zustand (3.35 a) ist von der manifest stationdren Form der Gl. (1.46); kennt man also das
vollstindige Spektrum und die Eigenvektoren von H,

Hl|n,v) = E, - |n,v) (v = 1...d, Entartungsindex),
J (3.36)
H =Y E,II, mit I, = > |n,v)n, v
n v=1
dann ist in dieser Basis auch W diagonal,
WK = nz:upn‘n; V><n; V| = %:pnnn
’ (3.37)
Pn = 7= ¢ " (unabh.von v)
mit der Zustandssumme
Zr (B) =Y e P =>"d, e Pt (3.38)

in die aufler den Energieeigenwerten FE, auch deren Entartungsgrade d, als Gewichtsfakto-
ren eingehen. Obwohl wir streng genommen mit diskreten Spektren rechnen, kénnen bei den
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praktisch vorkommenden , quasikontinuierlichen®, d. h. extrem dicht liegenden Spektren die
Summen oft durch entsprechende Integrale ersetzt werden. Benutzen wir die inverse Energie [
als den Gleichgewichtszustand charakterisierenden Parameter (wir werden in Kap. 6 kg - (3 als
die inverse absolute Temperatur 7' des Gleichgewichtszustandes identifizieren), so ist die innere
Energie (3.34) als Funktion von 3 nach Gl. (3.20) zu berechnen:

0
U = ——InZ . 3.39
(3) = =55 In Zx (8) (3.39)
Umgekehrt kann durch Auflésen dieser Beziehung nach  zu vorgegebener innerer Energie das
zugehorige f = [ (U) ermittelt werden. Die Entropie des kanonischen Ensembles ist nach
(3.14)

sie wird nach (3.31) zweckméBig durch U statt durch  parametrisiert. Man schliefit oft in die
Angabe der Variablen die ,,exakten“ Vorgaben, meist V' und N, mit ein und hat dann z. B.

S[WK] = S(U;V;N) =

= kp [In ZZV () + VN ) - U] (3.40 b)

Die Schreibweise deutet an, dal Zx und damit auch die Auflssung 5 = S (U) von (3.39)
parametrisch von V, N (oder anderen exakten Systemparametern) abhingen. Aus S (U) kann
man den Gleichgewichtsparameter 5 gemifl (3.32) zuriickerschlieBen:

_0S(U;V,N)

kg B = i (3.41)
Aus (3.40) und (3.39) sieht man {ibrigens, da§ die Groe
1

FB;V,N) =U(B;V,N) = ——=S5(8; V., N), (3.42)

kg

die wie U die Dimension Energie besitzt, besonders einfach aus der kanonischen Zustandssumme

zu erhalten ist: .

F(B;V,N) = =5 In Zg" (8) . (3.43)
Die Entropie kann dann aus dieser Grofle, wiederum mit (3.40) und (3.39), berechnet werden:
0 ,OF
S[Wk] = kg (1_6%> (-BF) =kpp ﬁ (3.44 a)
oder kiirzer 5
2 (73)

Wir werden diese Grofle spéiter als die ,,freie Energie der Thermodynamik identifizieren.
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Die Energie des Systems liegt im kanonischen Gleichgewichtsensemble nur als Mittelwert
fest. Thre Varianz kann nach (3.25) berechnet werden:

82
(AE)? = (H-U-1)? = PN In Zg
= —iU(ﬁ'VN) (3.45 a)
- 8/8 I I ’ .
o _ (1) UBV,N)
(AE) = kg (kBﬁ 5T : (3.45 b)
———
T2
Beachtet man, dafl
oUu 0p .
ﬁ . ﬁ =1 (belfestem ‘/, N) (346)
ist, und berechnet 0 5 /90U aus (3.41), so kann man auch schreiben
k
2 _ B
(AE)” = S5 (0) 002 (3.47)

Das Resultat (3.45) ist deshalb von Bedeutung, weil die innere Energie, wie noch genauer
auszufiihren sein wird, eine ,extensive“ Grifie hinsichtlich der Teilchenzahl N ist,

U(B;V,N) x N fir N > 1. (3.48)

(vgl. z. B. in Kap. 11 die innere Energie U = %NkBT des klassischen, einatomigen idealen
Gases). Diese Eigenschaft iibertragt sich auf 0U /0 (ﬁ) — die spezifische Wirme C'y, der

Thermodynamik - , so daf$ wir aus (3.45 b) (AE)?/U? o« N/N? = 1/ N, d. h. die relative
Schwankung

1

fiir die Energie erhalten, die bei makroskopischen Systemen mit N ~ 10?3 extrem klein wird.
Dies ist der Grund dafiir, dal man den von uns gemachten begrifflichen Unterschied zwischen
exakt festliegenden und nur im Mittel festliegenden Groflen fiir die Zwecke der makroskopischen
Thermodynamik ignorieren kann.

Wir heben noch einen allgemeinen Zug der kanonischen Gesamtheit (3.35 a/b) hervor, der
ihre Auswertung oft wesentlich vereinfacht: besteht das System aus mehreren wechselwirkungs-
freien Teilsystemen mit Produkt-Hilbertraum

H=HYH? ® ..c HD (3.50 a)

und additiv zerfallendem Hamiltonoperator

L
H=Y HY | [H<k>, Hm] =0, (3.50 b)

=1
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dann gilt ja in (3.35)

LA L L IS (350 ¢)

und damit

I
Zi (B) = TriTry...Trp e P7 =] (TTZ ef,gy(l)) ,
1=1
d. h. Zi zerfillt in ein Produkt kanonischer Zustandssummen fiir die Einzelsysteme mit dem-
selben f:

Zx (8) = ZQ(B) - Z2(B) - . - 28 (B) . (3.51)

Dies ist der Faktorisierungssatz der kanonischen Zustandssumme fiir Systeme aus nichtwechsel-
wirkenden, unterscheidbaren Subsystemen.

(b) Die groflkanonische Gesamtheit. Hier steht das System in Kontakt mit einem Reser-
voir, mit dem es nicht nur Energie, sondern auch Teilchen austauschen kann, so dal neben
der Energie auch die Teilchenzahl nur im Mittel festliegt, wihrend andere Systemparameter,
insbesondere das Volumen, weiterhin exakt festliegen. Wir haben also nun zwei statistische
Nebenbedingungen vom Typ (3.2),

Tr(WH) = U , (3.52 a)

Tr(WN) =N . (3.52 b)

Die letztere Gl. deutet an, dafl wir, um diese Situation quantenmechanisch zu formulieren, die
Teilchenzahl als dynamische Variable auffassen und ihr einen selbstadjungierten Operator N
zuordnen miissen. Bisher ist uns die Teilchenzahl freilich nur als fester, im Hamiltonoperator
auftretender Systemparameter geldufig. Wir werden jedoch in Kap. 8 diese Liicke fiillen und
zeigen, wie man einen Operator N mit den physikalisch zu fordernden, namlich nichtnegativ-
ganzzahligen Eigenwerten definieren kann:

N|n,a) =n|n,a) ; n=012,.. (3.53)

Er wirkt in einem allgemeineren, Zustinde sdmtlicher Teilchenzahlen umfassenden Hilbert-
raum, dem sog. Fock-Raum des Systems. Dies vorwegnehmend, kénnen wir nach (3.11) den
unter obigen Bedingungen sich einstellenden Gleichgewichtszustand, die sog. grofflkanonische
Gesamtheit

1 A
Werk = e fH—alN (3.54 a)
Ze K

Zok (B. ) = Tr (e PH-oN) (3.54 b)

angeben, wobei Ay = «a der zur Teilchenzahlbedingung (3.52 b) gehorende Lagrange-Multipli-
kator ist; er ist im Gegensatz zu  dimensionslos. Setzen wir

[H,N] =0, (3.55)
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d. h. die Abwesenheit teilchenzahlindernder Terme im Hamiltonoperator voraus, so konnen wir
ein gemeinsames Eigenvektorsystem fiir beide Groéfien finden,

Hln k vy =E™ . |n, k v), (3.56 a)
Nin, k,v) = n-|n, kv, (3.56 b)
(v = 1...d" Entartungsindex) (3.56 ¢)

und die Spektraldarstellung des Zustandes (3.54 a) angeben:

War = Y o In, k, v)(n, k, v, (3.57 a)
n,k,v
o = L —eErran (357 b)
’ Zak ’

mit der grofkanonischen Zustandssumme

Zak (B, a) = Y e (B +om)

n,k,v

- e=on [Z eﬂEﬁ?’] . (3.58)
k,v

n=0,1,2,..
Die letztere Gl. kann nach (3.38) auch als

Zak (B,0; V) =S e " 2™ () (3.59)

geschrieben werden: Zg i erscheint hier, was seine Abhéngigkeit von « betrifft, als eine (dis-
krete) Laplace-Transformierte von Z&V’ ") beziiglich n. Die Lagrangemultiplikatoren lassen sich

nach (3.20) durch Auflésen von
9)

U(B, a) = ~ 95 In Zgk , (3.60 a)
N (8, a) = —% In Zox (3.60 b)

bestimmen, sofern man sie nicht wiederum selbst als charakteristische Variable des Gleich-
gewichtszustandes verwendet. Die Entropie ist nach (3.14) durch
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gegeben; sie wird zweckmiflig als Funktion von U, N (und den ,exakten* Grofien, wie V)

dargestellt, und die Lagrange-Parameter sind dann aus ihr gemé&f

k 5_8S(U,N;V) _0S(U, N;V)
e U ’ N

zuriickzuerhalten. Die zu (3.42) analoge Energiegrofie, die sich besonders einfach aus der Zu-

standssumme ermitteln 14t, wird ,,groflkanonisches Potential“ .J genannt und lautet

(3.62)

1 «

JB,a;V)=U—- —S + —N; 3.63
(oo V) = U - o5+ 5 (3.6
fiir sie gilt ndmlich nach (3.61)
. 1
J(B, o V) = — 3 In Zgg (B, a; V) . (3.64)

Die Entropie das grofikanonischen Ensembles kann daraus nach Gl. (3.26) berechnet werden:

SWarl = ko (1= 855 - age) (-47)

_ 2 (0 a9 s
= kB <6ﬁ+58a>J' (3.65)

Die letztere Beziehung fiihrt uns darauf, dafi es zweckméiBiger ist, die Grofle (3.63) nicht als
Funktion von § und «, sondern in den Variablen

1
— =T (Dimension Temperatur) (3.66 a)
kp
§w=— % (Dimension Energie) (3.66 b)
darzustellen: 5
J(B, V) =J(T, V). (3.67)

Wir werden kiinftig — dem Sprachgebrauch der phéinomenologischen Thermodynamik folgend
— unter ,,grofflkanonischem Potential®“ stets die Funktion .J, nicht J verstehen. Es gilt ndmlich

o3 0B  op dB 9B da dp| B2
el
-8
0 a d\ = 0J0J
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und damit nimmt die Entropieformel (3.65) eine wesentlich einfachere und zum kanonischen
Fall (3.44 b) vollig analoge Form an:

SWeak] = —aiTJ (T, ; V) (3.69)
1

J:U—(m>-5—u-N. (3.70)
T

Die Grofe p, Gl. (3.66 b), wird sich in der Thermodynamik als das ,chemische Potential®
erweisen.

SchlieBlich kann man aus (3.25) die Schwankungen

0? 0*
(AE)QZa—BQ In ZGK, (AN)sz In ZGK

entnehmen; mit (3.60) und (3.66 b) lauten sie

(AE)? = == U (B, o V), (3.71 a)

9
05
1

(AN)” = 5

0
@N(ﬁ, V). (3.71 b)

Der letztere Ausdruck wird sich relativ zu N? in konkreten Fillen wiederum als verschwindend
klein (fiir N > 1) erweisen, so daf} es fiir die Zwecke der makroskopischen Thermodynamik
praktisch gleichgiiltig — und somit nur eine Frage der bequemeren theoretischen Behandlung —
ist, ob man die Gleichgewichtssituation mit dem kanonischen (scharfes N) oder dem grofikano-
nischen (als Mittelwert festliegendes N) Ensemble beschreibt.

Die Gln. (3.71) zeigen, wie auch schon (3.45), einen interessanten Zusammenhang zwischen
Schwankungen (Varianzen) der Observablen im Gleichgewicht und dem ,Antwortverhalten® des
equilibrierten Systems: die beiden Gréfen stellen ja die Anderungen gewisser makroskopischer
MeBgroBen (hier U bzw. N) bei kleinen Anderungen der Gleichgewichtsbedingungen (hier aus-
gedriickt durch 8 bzw. ), d. h. sogenannte | Antwortkoeffizienten* dar.

3.4 Idealer Spin-%-Paramagnet. Als Beispiel zum quantentheoretischen kanonischen En-
semble (Abschnitt 3.3 (a)) betrachten wir ein System von N gleichartigen, aber (durch Lokali-
sierung an verschiedenen Gitterplitzen eines Kristalls) unterscheidbaren nichtwechselwirkenden
paramagnetischen Tonen mit Spin % in einem homogenen dufleren Magnetfeld mit der magne-
tischen Induktion

é - B _‘Z .
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Mit dem Spin jedes Ions ist ein magnetisches Moment mit dem Operator

Hi = gUB (ﬁ Si) = gUuB (5 0i> (3.72)
verkniipft; dabei bedeuten
g = gyromagnet. Verhiltnis (g — Faktor) der Tonen (hier > 0 angenommen)
eh —24 ~1
ne o= g = 9.27.10 =" J - T~ (Bohrsches Magneton)
Me
- ho . :
S, = 5 0; Spinoperatordes i — ten Ions .

Bei Vernachlissigung aller anderen Freiheitsgrade aufler diesen N Spins ist der Hamiltonopera-
tor des Systems gegeben durch die Summe der Einstellenergien der N magnetischen Momente
im dufleren Feld B:

H = i(—ﬁi'3>:—§guBZ(5¢'B)

1 N N
= _§Q,UBB > oi.= > h (3.73)
i=1 i=1
0i,» = Operator der z — Komponente des i — ten Spins

H ist wechselwirkungsfrei, d. h. Summe von nur auf je 1 Ton wirkenden Beitrdgen; somit sind
seine Eigenzustinde Produktzustinde aus Eigenvektoren der Einzelspins und seine Eigenwerte
Summen von Einzeleigenwerten:

{mi}) = |mq, ma, ....mp)
1 1 1
= ‘5, m1> & |§, m2> R ... ® ‘5, mN>
o5 1 1 /1 1
2 2
S % = a5 |\ 5 1 P %
Sit I3 mi) h2<2+>|2 i)
1 h 1 h 1
Si,z \5, mz> = 9 04,2 |§, mz> 9 my \5, mz>
(mzzil o1 =1 N)
gupB &
Him}) = (-25= 3 mi)|{mi}) (3.74)
i=1
E ({mi})



Damit konnen wir das kanonische Gleichgewichtsensemble aufstellen. Wir haben

- als exakte Vorgaben : N und B (sie definieren H)
- als Mittelwertvorgabe : (H) = U mit zugehdrigem Lagrange-Parameter 3 (=

Der Gleichgewichtszustand ist nach (3.35)

1
We = -BH
K = 7 €

M —BE({m;}) ]

1 +%MBBﬁ i m;
= > |7 =1 {mi})({mi}|

{my | 2K
1 +x m;
= Z 7 e i=1 {mi}) ({m;}
my =+ my =+ K
mit den Wahrscheinlichkeiten
5
1 +z . m;
p({mi}) = Z—K e =
Hier tritt die dimensionslose Grofle
g g UB B)
= — B =
v o BB ( kg T

= Verhiltnis der magnetischen Einstellenergie

zur Energie der Temperaturbewegung (hier > 0)
als wesentlicher Systemparameter auf, mit den Grenzfillen

x> 1 (upB > kgT): sehrstarkes Magnetfeld oder sehr tiefe Temperatur.

r <1 (upB < kgT) :sehrschwaches Magnetfeld oder sehr hohe Temperatur.

Die kanonische Zustandssumme ist

Zyg = Tr (e7P7) = 3 e #PUmd)
{m;}
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Da nichtwechselwirkende und unterscheidbare Subsysteme vorliegen, konnen wir den Faktori-
sierungssatz (3.51) anwenden, wobei hier alle Faktoren gleich sind:

Zx = [z(@)]"

Die Einzel-Zustandssumme 2 () hat, da sie iiber dem zweidimensionalen Hilbertraum des Ein-
zelspins gebildet wird, nur zwei Terme:

z(x) = tr e Bh — tr ¢~ B-$unBoz)

m==+1
= 2cosh z ;
N AN
Zx = (2coshz)" = (e“’ + e m) ; (3.80)

In Zry, = N In(2coshz) = N In (e + e77) .

Die Berechnung der thermodynamischen Gleichgewichtsgroflen beginnt zweckmiaflig mit der
Freien Energie (3.43) (mit B statt V) als dem kanonischen Ensemble angepafites thermodyna-
misches Potential:

F(3 N, B) = —%m Z
= —% In (2 coshz); z = g/LBBﬁ (3.81)

sie ist, wie zu erwarten, eine ,extensive* Grofle, d. h. proportional zu N. Im Grenzfall (3.78)
wird

z>1 : In(2coshz) — In (e") = x,

N
F—>—7x—>—N<guBB> , (3.82)
d. h. im Tieftemperaturgrenzfall geht F' gegen die Summe der magnet. Einstellenergien von
N in energetisch giinstigster Konfiguration, ndmlich in z-Richtung, eingestellten Spins. Im
entgegengesetzten Grenzfall (3.79) gilt

N In 2
B

r<<1: coshe — 1, F — —
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(= (Nkp In 2)T) (3.84)

unabhéngig von B, d. h. F' geht gegen die rein durch Temperaturbewegungen bedingte Energie
(der Term - TS in F = U — TS wird iiberwiegend). Das sieht man auch an der nach (3.44 b)
zu bildenden Statistischen Entropie:

9] 9]
S = ——+ - F =kgf* == F
I R T
L o (1 2sinha fdz) 1
= —Nkgp [5 3 cosh 7 \d 3 7 In (2cosh x)
de g oz
a5~ 2P =3
S = Nkpg[In (2 cosh z) — z tanh z| . (3.84)

Sie ist ebenfalls extensiv, d. h. o N; der Grenzfall (3.78) lautet

x> 1 : In(2coshz) = In [e‘”(l + 6_2‘”)]

— x4 e 2T 4

e? (1 — e 2%)

- — 7 s 1 -2 %" d.h.
e” (1 + e 27) ¢ ’

tanh z =
S — NKg (22e777) ; (3.85)

d. h. im Tieftemperaturgrenzfall geht die Entropie schnell gegen Null, da ein reiner Zustand
(hohe Ordnung) sich einstellt. Im entgegengesetzten Fall (3.79) gehen

r <1 : In(2coshz) — In 2, ztanhz — 27

S — Nkg In 2 (3.86)

Dies ist N x die maximale Entropie im 2-dimensionalen Zustandsraum, da sich bei hohen
Temperaturen alle Spins mit gleichen Wahrscheinlichkeiten in beiden Zustédnden aufhalten.
Weiter ergibt sich die innere Energie gemif} (3.42):

1
U=F+-—38
kp B
N
U = —E(a: tanh z) = — N <g,uBB> tanh z . (3.87)
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0 1 _ 9usB
2kgT

Figur 3.1: Entropie des idealen Paramagneten
mit den Grenzfillen
> 1 tanhx—)l,U—>—N(%u33> (3.88)
(entspricht wieder vollstdndiger Ausrichtung auf alle m; = +1)
2
r << 1: tanhx—>:1:—>0,U—>—N<g,uBB> B (3.89)

(verschwindet wie 1 /T, da beide Spinausrichtungen gleich wahrscheinlich)

Schliefflich berechnet sich das magnetische Gesamtmoment gemé&f

N
(M) = Tr (M WK) mit M = > fi; (Operator des magnet. Gesamtmoments)  (3.90)

i=1

Da M im Hamiltonoperator gemafl H = — M-B=—-MB vorkommt, kann es ebenfalls
durch Ableitungen, diesmal jedoch nach den exakten Vorgabedaten B, aus der Zustandssumme
bestimmt werden:

0 0 7B
L = Tr ¢fM:B

0 B; 0 B,

= BTr (M e ") = B 7 - (M) (3.91)

52



1 0 1 0

W) = 57 58,7% = 5a5, ™ %)

0 1
-2

3, = :

<Ml> = - 0 B, F(B: N, B) (Z =Y, '2) : (392)
N | d dz

(Mz) = 5 [% In (2 cosh :1:)] iB,

N (g uB> tanh z . (3.93)

Auch diese Grofle ist, wie zu erwarten, extensiv mit den Grenzfillen

r>1: tanho — 1, (Mz) — NZup

(vollstandige Ausrichtung aller Spins in é—Richtung, d. h. aufm; = +1

bei tiefen Temperaturen oder starkem Feld) ; (3.94)
g g \*_B
1: (Mz) — N (= =N [= .
r < (M) <2u3> x (QuB) T (3.95)

Die letzte Formel ist nichts anderes als das bekannte Curiesche Gesetz des Paramagnetismus,
das also fiir hohe Temperaturen oder schwaches Feld angenihert befolgt wird. In den Resultaten
fiir den Tieftemperaturfall z > 1, insbesondere S — O und (H) — — N (g LB B), spiegelt
sich die Herausbildung des reinen Zustandes

Wk — |+4++ o)+ + 4. +| (3.96)

fir ¥ — oo (oder T — 0), da dort alle Spins die energetisch giinstigste Stellung m; = + 1

einnehmen:
6+ Nz

pd+—+...+) = (e + )N

— 1,2 — oo. (3.97)

SchlieBlich kénnen wir die Gln. (3.45 a) und (3.45 b) fiir das relative Schwankungsquadrat der
Energie illustrieren durch

2 9 2 2
(AE> _ L (LU Lz BN (L ) (3.98)
U U2 0p U? cosh x V/N sinh z
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<Mz>/N

—uB- .......................................................

0 1 « = gusB
2kgT

Figur 3.2: Magnetisierung des idealen Paramagneten

3.5 Weitere Gleichgewichts-Ensembles. Die Ensembles K und G K sind die bei prakti-
schen Rechnungen bevorzugten. Andere Ensembles sind jedoch vom theoretischen Standpunkt
oder fiir Zwecke der physikalischen Chemie gelegentlich von Interesse. Wir erwihnen:

a) das mikrokanonische Ensemble. Wie im Ensemble K sind hier N, V und evtl. weitere
Systemparameter exakt vorgeschrieben; die Energie ist jedoch (idealisierte Version) nun eben-
falls vollig scharf auf einen einzigen Eigenwert E von H oder (realistische Version) auf die
Eigenwerte £’ in einem Intervall

1 , 1
AE: E-jA<E <E+ A (3.99)

eingeschrinkt. Wir wollen voraussetzen, dafl die Summe der Eigenrdume zu diesen Eigenwerten,
der Unterraum U g, von endlicher Dimension D = D (E, A) sei, was nach evtl. notwendiger
kiinstlicher Diskretisierung des Energiespektrums in der Praxis meist zutrifft. Hier kénnen
wir (3.11) nicht direkt anwenden, aber das zugehorige W 148t sich viel einfacher angeben: da
innerhalb von Ua g keine weitere Aussage iiber W vorliegt, ist nach unserem Prinzip a) von
Abschnitt 3.1 W als proportional zur Identitdt in Ua g, wegen der Normierungsbedingung und

Trlag = D = D(E, A) (3.100)
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also als )
Wyur = ) A um E (3.101)

anzusetzen. Dieses mikrokanonische Ensemble ist genau der in Gl. (2.26 b) schon friiher behan-
delte Fall; wir sahen schon, dafl die zugehorige Entropie (2.26 a),

die bei Beschrankung auf Ux g groffitmogliche ist, und haben insofern auch hier unseren Grund-
satz der Entropiemaximierung eingehalten. Die innere Energie ist
1 )
U=Tr Wyk - H) = ) > E. (3.103)
E' ¢eAE

Die Grofle % spielt die Rolle der Zustandssumme. Physikalisch entspricht das M K-Ensemble
der Situation eines streng isolierten Systems, das weder Energie- noch Teilchenzahlaustausch
mit anderen Systemen aufweist, so dal der Zustand, einmal in einem Eigenraum von H pripa-
riert, stets in diesem verbleibt. Wegen der extrem grofien Entartung (aufler beim Grundzu-
stand!) der Energieeigenwerte realer makroskopischer Systeme ist dies natiirlich immer eine
hochgradig gemischte Gesamtheit.

b) Das Gibbssche Ensemble. Wir haben das Volumen unseres Systems bisher stets still-
schweigend zu den exakt festliegenden Systemparametern gezihlt; es ist jedoch — insbesondere
fiir die Thermodynamik der Gase und Plasmen mit ihren experimentell leicht variierbaren Vo-
lumina — oft realistischer, auch das Volumen als dynamische Variable zu behandeln, die mit
umgebenden Systemen ,ausgetauscht“ werden und deshalb fiir das betrachtete System nur als
Mittelwert festliegen kann. Eine derartige Situation, der sog. Gibbssche Kontakt, besteht darin,
dafl N exakt, £ und V nur als Mittelwerte vorgeschrieben sind:

Tr(WH) =U, (3.104 a)

Tr(WV)=V. (3.104 b)

Wie man einen selbstadjungierten ,, Operator V' 2um Systemvolumen® zweckméflig definiert,
hingt vom Einzelsystem ab; als Beispiel sei etwa eine Gasmasse in einem Zylinder von Quer-
schnitt A betrachtet, deren Volumen durch einen verschiebbaren Kolben einstellbar ist. Ist
X der Operator der Ortskoordinate des Kolbens lings der Zylinderachse, so kann man hier
offenbar

V=4 X (3.105)

verwenden. Nach (3.11) erhalten wir als Gleichgewichtszustand fiir die Situation (3.104) die

Gibbssche Gesamtheit .
We = - e FH=1V (3.106 a)
G

Zg = Tr (e ?H-17) (3.106 b)
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Statt des Lagrange-Multiplikators v verwendet man analog zu (3.66 b) lieber die Grofe

p = J (Dimension

p

die sich in der Thermodynamik dementsprechend als der Druck erweist, der auf das System
auszuiiben ist, um es bei dem mittleren Volumen (3.104 b) zu halten. Die Entropie dieser
Gesamtheit ist nach (3.14)

SWel = kg In Zg + (kg B)[U + pV], (3.108)
wobei die Beziehung (U, V') < (8, p) durch

Energie
———— = Druck 1
Volumen ruck) , (3.107)

0 10
U =——1InZ5.,V =——=—1InZ7 3.109
(ﬁap) 8/8 n 4g, (ﬁap) Bap n zZag ( )
vermittelt wird mit der Gibbsschen Zustandssumme
Zg = Tr e PUH+PV) (3.110)
Die zur Freien Energie (3.42 / 43) analoge Grofe ist das Gibbssche Potential
1 1
Gl— pN| =U—- — S5 +pV 3.111
( il > e p ( )
mit ]
G=-5MZ. (3.112)

3.6 Klassische Gleichgewichts-Ensembles. An der grundlegenden Gleichgewichtsbedin-
gung (3.6 a) dndert sich wenig, wenn man die auftretenden Mittelwerte als die klassischen von
Gl. (1.75) und die Entropie als die klassische von Gl. (2.46) auffait, nur daf§ die resultierende
klassische allgemein-kanonische Gesamtheit

I
1 = > XA (q,p)
o (3.113)

p™ (a, p)
mit - > i A (g,p)
7% = /de,u (¢,p) e T (3.114)
nun eine klassische Phasenraumdichte statt eines Operators ist. Insbesondere erhalten wir das
klassisch-kanonische Ensemble

1

P (g, p) = oo ¢ PHet (@) (3.115)
Z%
mit der klassisch-kanonischen Zustandssumme
Z;(l — / de/l/ (q’ p) e_ﬁHcl. (Qap) . (3]_].6)

Die Verallgemeinerung etwa zum groflkanonischen oder Gibbsschen Ensemble ergibt sich vollig
analog zum quantenmechanischen Fall, und die Formeln fiir die Berechnung der Entropie und
anderer Mefigrofien aus Z¢ bleiben dieselben.
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4. Entwicklung ins Gleichgewicht

4.1 Relevanter und irrelevanter Teil von W (¢). — Wir wollen nun eine der heute bevor-
zugten Techniken zur Herleitung gendherter stochastischer Bewegungsgleichungen kennenler-
nen, die — freilich unter starken N&herungsannahmen — die Anndherung eines noch nicht im
Gleichgewicht befindlichen Systems an den stationidren Gleichgewichtszustand zu verfolgen ge-
statten. Wir betrachten dabei eine dem kanonischen Ensemble entsprechende Situation: ein
(quantenmechanisches) System mit Index (U, das vermdge einer schwachen Wechselwirkung
V12 im Gesamt-Hamiltonoperator (1.64) Wirme mit einem Reservoir oder Wirmebad (Index
(2)) austauschen kann. Der Hilbertraum ist der Produktraum (1.50).

Wir sahen bereits, dafl wir fiir die Berechnung der Erwartungswerte von Observablen, die
sich nur auf je eines der Teilsysteme beziehen, vom statistischen Operator W (t) des Gesamt-
systems nur ,reduzierte“ Formen vom Typ (1.56) zu kennen brauchen, die nur auf je einen
der beiden Faktorriume H(),H® wirken. Wir gehen nun einen Schritt weiter, indem wir —
realistischer weise — annehmen, daf§ wir auch die in diesen reduzierten statistischen Operatoren
enthaltene Information fiir die Berechnung der wenigen uns interessierenden makroskopischen
MeBgréBen — insbesondere der inneren Energien (H™®), (H®)) und i. a. einiger weiterer Erwar-
tungswerte (A1), (A®) — nicht vollstindig bendtigen, sondern daf diese Erwartungswerte bei
der begrenzten Genauigkeit unserer makroskopischen Messungen nicht zu unterscheiden sind
von solchen, bei denen die reduzierten statistischen Operatoren noch ,, grobkdrnig“ gemacht,
d. h. iiber hinreichend kleine Teilriume von H®) beziiglich der Eigenintervalle von H® und
A gemittelt wurden.

Wir fithren daher , Zelleinteilungen® der beiden Faktorrdume ein, geméf

S PW =W, (4.1 a)
C1
> P = 1 (41 b)
C2

wobei P{!) der Projektor auf den endlichdimensionalen Teilraum Nr. ¢; in H() ist, der die

Eigenriume von H") und evtl. einigen weiteren A()) zu einer Anzahl nahe beieinander liegender
Eigenwerte (quasikontinuierliche Spektren!) umfaft. Mit den Dimensionen
Tri PV = dy(c1), Try PP = dy (co) (4.2)

konnen wir fiir alle diese Zellen mittlere Energieeigenwerte

1
E1 (Cl) = m Z Ez(l) s (43 a)
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By () = Z E (4.3 b)

dQ CQ jees
und analog mittlere Eigenwerte der anderen Mefigrolen definieren, wobei etwa der Index i iiber
den (voraussetzungsgemif endlichen) Satz der Eigenzustinde von H) liuft, die die Zelle ¢,
von H(") aufspannen. Jedem Operator A auf H(V @ H? kénnen wir nun durch die linearen

Superoperatoren Dy und Dy geméif

1
_ L (1) (1)
D, A }qj { ey Tr (P A)} P (4.4 a)
1
- (2) (2)
D, A %: { o Tr (P2 A)} P (4.4 b)

reduzierte und ,,grobkérnig gemachte® Operatoren zuordnen. Insbesondere stellen die Gréflen

Wi(t) =DyW () =3 7 Ecl) Try [POWO @) PY (4.5 a)
W, (1) = Dy W (1) = Z 7 202) Try [POW® ()] PP (4.5 b)

die grobkérnigen reduzierten statistischen Operatoren der Teilsysteme dar. Sie sind, wie mit den
Gln. (4.2) und (1.61) leicht nachzurechnen ist, je fiir sich normiert im Sinne von

T’I“l W1 (t) =1 s TTQ WQ (t) =1 V¢t. (46)

Unsere Grundannahme besagt dann, daf Erwartungswerte wie etwa (H"), (H®) von den
entsprechenden grobkérnigen Erwartungswerten wie

~

U, = Tr, (H(l) W, (t)) = Z dlz N Tr, (H( )P(l)) *

C1

-~

=Ei(c1)

« Try [PO W (1)]

C1

- |(SAr) v (4.7)

im Rahmen unserer Messungen nicht zu unterscheiden sind. In diesem Rahmen ist es dann fiir
die statistisch-mechanische Beschreibung véllig ausreichend, statt W (¢) die Grofle

Wit (1) = Wi (t) @ Wa(?)

= DWW @) @ [P W (1)] (4.8)
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anzugeben, die daher als relevanter Teil des statistischen Operators bezeichnet wird. Er enthélt
wesentlich weniger Information als das volle W (¢), da in ihm sowohl Korrelationen zwischen den
beiden Teilsystemen als auch solche innerhalb der Einzelzellen unterdriickt sind. Da die Mit-
telungsoperationen (4.5 a/b) als Spezialfiille einer Mittelung vom Typ (2.44) aufgefafit werden
konnen, ist plausibel, dafl bei Zugrundelegung einer entsprechenden , grobkérnig gemachten®
Entropiedefinition die Zeitentwicklung von W (im Gegensatz zu der von W (t)) irreversible
Ziige im Sinne von Gl. (2.45) aufweisen kann.

Die in W (t) nichtlineare Bildung (4.8) kann man sich auch erzeugt denken durch Anwen-
dung des linearen Superoperators P (t) mit

P(t)A =Wi(t) @ (D A) + (D1 A) @ Wy (1)

—(TrA) Wy (t) ® Wy (t) (4.9)
auf W (). Dieser Superoperator hat die Eigenschaften eines (Super-) Projektors, denn es ist
P(t)?A =P(t) {W,(DyA) + (Da A) Wy — Wy Wy (Tr A)}

== W1 . {DQ (Wl DQ A) + DQ [(Dl A) WQ] — DQ (Wl WQ) Tr A}
+ {D, (W1 Dy A) + Dy (D1 A) Wy] — Dy (WL Wy) Tr A} Wy
— W1 WQ {T’I“ (W1 DQ A) + TT ((Dl A) Wg) - (T’I“ A) T’I“ (W1 Wg)} s

und da die Operationen (4.4 a/b) Eigenschaften wie

DQ (W1 (DQ A)) = DQ (DQ A) = DQ A s (410 a)
Dl (Wl (DQ A) = [TTQ (DQ A)] . W1 (410 b)

besitzen, erhilt man
P(t)*A=P(t)A (4.11)

fiir jedes A, fiir das die Anwendung von P (¢) sinnvoll ist. Der zu P (¢) komplementére Super-
projektor
Q) =1-"P(t), (4.12)

wobei 1l hier die Identitéit auf dem Liouvilleraum der linearen Operatoren bezeichnet, hat analog
zu gewohnlichen Projektoren die Eigenschaften

P(t) Q(t) = Q(t)P(t) =0. (4.13)
Mit seiner Hilfe 148t sich aus jedem W (t) der ,irrelevante® Anteil
Wi (1) = Q(1) W (2) (4.14)
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herausprojizieren, so daf} gilt

W(t) = Wrel (t) + I/Virlf (t) : (415)

4.2 Bewegungsgleichung fiir den ,relevanten* Teil des statistischen Operators.
— Der volle statistische Operator des gekoppelten Gesamtsystems entwickelt sich zeitlich unter
dem Einflufl des Hamiltonoperators (1.64) gemé&f der von-Neumann-Gl. (1.65),

0
iho W (1) = (Lo + L£92] W (2) (4.16)
mit £, = LY + £B&. Wir werden hier die dazu #quivalente Formulierung im Wechselwir-

kungsbild (Indexz W) benutzen, wo der Systemzustand durch den statistischen Operator

Wi (t) = er Tl (¢) ¢ ot

= en St (1) (4.17)

und jede Observable A dementsprechend durch

Ay (t) = enfol A (4.18)

repriasentiert wird. In diesem Bild gilt offenbar
ih % Wi (t) = LU (£) Wiy (2) (4.19 a)
mit E(Wlf) (t) = en Lot £(12) o= Lot (4.19 b)

Diese Bewegungsgl. spalten wir nun in zwei Teilgleichungen fiir die Anteile W,y w und
Wi, w von Gl (4.15) auf, indem wir von links einmal P (¢), einmal Q (¢) anwenden (Projek-
tortechnik von Nakajima und Zwanzig). Dabei benutzen wir die folgenden Eigenschaften von
P (t), die aus der Definition (4.9) folgen (Ubungsaufgabe!):

(a) P (ta) P(t1) = P (t2) (4.20 a)
(Verallgemeinerung von Gl. (4.11)!) |

v) Py - 2T = e w)
(d.h. 0P (1) /0t - W(t) = 0) , (4.20 b)



(= Pw(t) = er® P(t)e 5! = P (1)) (4.20 c)
(d) P(ty) LD P(t) =0 V (to, 1)
(mit £02 . = V02, ) (4.20 d)

Durch Anwendung dieser Relationen erhalten wir ein gekoppeltes, operatorwertiges lineares
Differentialgleichungssystem fiir die beiden Teile von W bzw. Wy :

0 1 (12)

5 [P (tV>V Wi ()] = =2 P (1) Lii” (1) [Q (1) Wiw (1)] . (4.21 a)
90 ww)] = {Q(t) LG (1) [Q (1) W (1)]
ot —— I w

+L57 () [P (t) W (1)]} . (4.21 b)

Ein wesentlicher Schritt des Verfahrens besteht nun darin, den (fiir die Berechnung von Erwar-
tungswerten an den Teilsystemen bei unserer gegebenen Mefigenauigkeit) ,irrelevanten Teil
Wi w = Q(t) Wi formal zu eliminieren. Dazu wird (4.21 b) — eine operatorwertige, lineare,
inhomogene Dgl. fiir Wi, w (t) von erster Ordnung — formal nach dem bekannten Losungs-
verfahren fiir derartige Differentialgleichungen integriert. Bei der Losung der homogenen GI.
sowohl als auch bei der Konstruktion einer Partikularlésung der vollen inhomogenen GI. ist
dabei zu beachten, daB wegen der Nichtvertauschbarkeit der Superoperatoren P (t) £ (t) zu
verschiedenen Zeiten — gleiches gilt natiirlich fiir Q (t) £ () — die Losung, wie bereits in der
Quantenmechanik fiir den Evolutionsoperator mit explizit zeitabhingigem H diskutiert, mit
dem Zeitordnungs-Superoperator 1" aufzubauen ist. Das Ergebnis lautet

Wi (1) = T {exp [—ﬁ [ i Q) £ <t’>]} Wie,w (0)

t

. .t
—%/dsT {exp {—%s/dt/ Q(t) E(VII/Q) (t)

0

} ‘CE/}?) (5) Wrel,W (5) . (4.22)

Der erste Term von (4.22) wird eliminiert durch die Annahme eines besonders einfachen An-
fangszustandes, namlich

Wi (t = 0) =0, d.h. W(0) = W (0) = W1 (0) @ W, (0) (4.23)
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d. h. es wird angenommen, dafl bei ¢ = 0 keine Korrelationen zwischen den beiden Teilsyste-
men bestehen, und dafl diese Teilsysteme sich zu Beginn in Zustédnden befinden, die von den
zugehorigen ,,grobkornigen® nicht zu unterscheiden sind.

Die durch diese Anfangsbedingungen vereinfachte Formallosung (4.22) wird nun rechter
Hand in (4.21 a) eingesetzt. Die entstehende Integro-Differentialgleichung fiir Wi w () gilt
ebenso auch fiir den Zustand im Schrodingerbild, denn da Wy = P W in der Eigenbasis von
H, diagonal ist, ist P (t) Wy (t) = P (t) W (t) = Wye (). Damit erhélt man

t
o _ 1 (12)
st Wea () = = O/ds{P(t) L3 (1) «

x* T

exp (- / a Q(F) L3 ()] £ (¢ - s>} Wi (t = 5) (4.24)

Der Integralkern in geschweiften Klammern enthilt alle von den formal eliminierten Korrela-
tionen herriihrenden Einfliisse auf die Zeitentwicklung des ,relevanten” Anteils. Wendet man
auf (4.24) beiderseits die Superoperatoren Dy, Dy von (4.4) an und beachtet

W () 0 o
DZT == 8tWZ (t) (Z == 1, 2) y (425 a)

D, P LYY ) =D, £8P () (i=1,2), (4.25 b)

so erhilt man zwei gekoppelte Integro-Differentialgleichungen fiir die grobkornig-reduzierten
Teilzustinde Wy, Ws von (4.5):

¢
0 1 12 12
Wi (1) = _?O/ds D LGP () T[] LGPt 5))
x Wi (t — s) Wo(t — s), (4.26 a)
) 1
12 12
=Wa(t) = — 0/ ds {Dy LG (1) T[] L4 (t — 5)} =
« Wi (t — s) Wal(t — s) . (4.26 b)
Der zeitgeordnete Exponentialoperator T'[....] ist derselbe wie in (4.24). Man beachte, daf} die

rechten Seiten beider Gleichungen — iiber die explizit geschriebenen Faktoren W; W; zur Zeit
t — s hinaus — duflerst komplizierte nichtlineare Funktionale von W; und W, sind, denn nicht
nur die Operatoren Dy, D, sondern auch der in T'[....] in beliebig hohen Potenzen auftreten-
de Superoperator Q (') nehmen explizit Bezug auf W, und W, (vgl. 4.9!). Diese hochgradige
Nichtlinearitdt ist der Preis fiir die elegante formale Elimination der nicht interessierenden Kor-
relationen.
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Durch Kombination von (4.26) mit den Darstellungen (4.5) von W 5 in der Form

W1 == Z w1 (Cl; t) p(l) s W2 = Z Wo (CQ; t) p(Q) (427)

c1 Cc2
C1 C2

mit den ,, Zellbesetzungswahrscheinlichkeiten

di (i) - wi(ci, t) = Tr; [PO WO (1)] (4.28 a)

= Tr [PO W (t)] (i=1,2) (4.28 b)

erhilt man aus den operatorwertigen Gln. (4.26) schlielich zahlenwertige Bewegungsgleichun-
gen fiir die Zellbesetzungswahrscheinlichkeiten (,,Ratengleichungen*):

t

0 it / /
dl(ﬁ)'%:_/ds Z K (c1, 5 015 5t 8 = 8)
0 CQ,C’I,C;
s wy (¢t — 8) wa (e t — 8) (4.29 a)
t
0 it ’ /
d2(02)‘%:_/d3 Z K (c1, 5 015 5t t — 8)
0 cl,cll,cl2
s wy (¢t — 8) wy (e t — 8) . (4.29 b)

Hier ist der komplizierte Einflufl der eliminierten Korrelationen in dem sog. Memory-Kern

! ! !
K (c1, o5 ¢y o5 t, ) =

1 ot ,
= Ty {Pc@ PO LD (1) T {exp -2 /t du Q (u) £ ()| 202 (/) PV P‘?)} (4.30)

C2 cy Cy

enthalten. Gleichungssysteme wie (4.29) gehoren zu einem Typus, der als verallgemeinerte
Master-Gleichungen bezeichnet wird. (Master-Gleichungen im gewdhnlichen Sinne sind Be-
wegungsgleichungen fiir Zellbesetzungen eines einzelnen, ungekoppelten Systems; sie entstehen
aus (4.29) z. B. dann, wenn der Zustand W5 des Teilsystems 2 (des Reservoirs) fest vorgegeben
ist und sich nicht zeitlich mitentwickelt).

Die Gleichungssysteme (4.26) oder (4.29) sind zwar vollig exakt, aber wegen der aufieror-
dentlichen Kompliziertheit des Memory-Kerns in aller Regel genau so wenig exakt 16sbar wie
das Ausgangsproblem (4.16). Thr Wert ist heuristischer Natur; durch ihre iibersichtliche Form
suggerieren sie Ndherungen, die die wesentlichen physikalischen Ziige der Zeitentwicklung sche-
matisierend herauszuarbeiten erlauben.

(12)

4.3 Storungsniherung und Markoffsche Ndherung. — Da wir die Wechselwirkung V1'% als
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schwach vorausgesetzt haben — was eine entsprechend langsame Entwicklung zum Gleichgewicht
bedingen wird — liegt es nun nahe, den Wechselwirkungs-Liouvilleoperator £(ml,2) (t) als ,klei-
ne* Grofle zu behandeln und eine Taylorentwicklung aller auftretenden Groflen nach Potenzen
dieser Wechselwirkung (Stérungsrechnung) vorzunehmen. Die niedrigste nichtverschwindende

Néherung fiir den Memory-Kern (4.30) ist dann offensichtlich zweiter Ordnung in E%,Q) und
entsteht dadurch, dafi T'[....] in nullter Ndherung durch 1 ersetzt wird:

KO (¢1, e3; cll, c;' t, t') =

J

!

1
= 5 Tr {P(l) PR Ly (1) £y? () PV P@} . (4.31)

Cc1 c2 1 C2

Der irrelevante Teil W, des Zustandes, gegeben durch die zweite Zeile von (4.22), enthélt
offensichtlich stets mindestens eine Potenz von E%,Z) mehr als W, und ist daher in dieser
niedrigsten Ndherung iiberhaupt zu vernachléssigen:

Q) w @ =o0. (4.32)

Bei der Ausrechnung von (4.31) mittels (4.19 b) erinnern wir uns daran, daf P auf eine
endliche Summe von Eigenriumen von (unter anderem) H(® projiziert. Deshalb ist z. B.

efi[:ot/ p([l) p(IZ) — c(’l) P(/2)
1

)
¢y Co Cy

und man erhalt

K (1, 2 Cl1a Cl2§ t, 75,) =

_ %Tr {P(l) p@ £02) o~ (t-t) Lo p(12) p() p@} (4.33 a)

C1 Cc2 01 02

- Lo {PO PP [vi2, k=i |y, p® po],

hQ cy Cy cy Cy
. i
. eﬁ(ttmo”

= < Tr {(P Q) P(,Q) e%(tft’)Ho P(l) P(2)> . V(12) e*%(t*t’)Ho V(12)
c1

!
c2
¢ Cy

<p<,1) PR o~ E—{)Hy p() p(2)> Y2 o (=t Ho 17(12)
C1

C2

_|_
- <e%(t_t’)Ho PO P<2>> 12 (6—%<t—t’>Ho P p@) y (2

€y Cy

B <P(1) p) 6%(tt’)Ho> (12) <P(,1) p® 6%(tt')Ho> V(12)} (4.33 b)

¢ Cy

Fiir die letzte Form wurde die zyklische Invarianz der Spur verwendet.

64



Im Hinblick auf die Ndherung (4.32), die nur den ,grobkornigen“ Teil des (reduzierten)
Zustandes iiberhaupt beibehilt, wire es nun aber offensichtlich inkonsistent, in den Ausdriicken

, M 4 g®
Lg i(——1 Vg . . . .
ei*fo pIUPE =3 3 O (@ )@ ()

1€C] JEC

M, g@
die detaillierten ungestorten Eigenfrequenzen ————— alle beizubehalten; wir werden sie viel-

mehr konsequenterweise durch ihre {iber ¢; und ¢y gemittelten Werte (4.3) ersetzen:
ersflo pl) p2) o ((FHEEEHE s p) pl2) (4.34)

Cc2 Cc1 C2

Damit erhalten wir aus (4.33 b), wenn wir in den ersten beiden Termen iiberdies eine Zerlegung
der Einheit 1) @ 1® gemiB (4.1) einschieben:

K (1, €2 C’1: Clg; t,t —s) =

= 601611 6620; Z 2 cos (El (Cl) + E2 (02) — El (Cl) — E2 (CQ) . S) *

h

non
€y €y

" "

x I (eq, 93 ¢y C)

9 cos <E1 (c1) + Es(c2) ; Ei(¢) = By (c)

wobei die Grofle I' das Betragsquadrat eines ,,grobkérnigen Matrixelements“ der Wechselwir-
kung V1?2 darstellt und daher positiv semidefinit ist:

: 5> T (c1, 23 €1y Gy) (4.35)

!

T (c1, €o; ¢, Cy) = 5 *
I {<P () p2) 02 ph P(12)> ' (PS” PR 112 p) Pf))}
1 . . (12) . . 2
= X X Iztiej[v®Plie )P >0. (4.36)

1€C i€ c’1

jeca  j ec,
Der Memory-Kern ist in dieser niedrigsten Stérungsndherung nicht mehr selbst von Wy, W,
(bzw. von den wy (¢, t) und wsy (co, t)) abhéngig; die Nichtlinearitéit der Besetzungsgleichun-
gen (4.29 a/b) riithrt nur noch vom bilinearen Charakter der jeweils zweiten Zeile her. Die
Zeitabhingigkeit der K-Elemente ist oszillierend; in den Frequenzen [E) (¢1) + Es (¢2) —

E, (¢;) — By (cy)] / h erkennen wir die wy von GI. (1.43) und der dort anschlieBenden Diskussion
wieder. —

Die zweite fiir das Studium der Gln. (4.29/30) wesentliche Ndherung lduft darauf hinaus,
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die in den Integralen rechter Hand von (4.29 a/b) sich manifestierenden ,Geddchtnis“ — oder
,Nachwirkungseffekte“ zu vernachlissigen, d. h. die Tatsache, dal die Anderungen von Wy, W,
nicht nur von diesem Zeitpunkt, sondern genau genommen von allen fritheren Zeitpunkten

t =t — smit 0 < t < t abhingen. Dabei hat man folgende qualitative Uberlegung vor
Augen. Die in (4.29 a/b) auftretenden Kerne

S K (e, ;¢ Copty t — ) (4.37)

co oder ¢

werden ungeachtet ihres streng genommenen periodischen Charakters (vgl. die Uberlegungen
von Abschnitt (1.2)) fiir iiberschaubare Zeiten t — t = s durch destruktive Interferenz ih-
rer vielen Oszillationen ein Abklingverhalten in s zeigen, das durch eine Nachwirkungs- oder
, Geddchtniszeit* 1)y charakterisiert werden kann. Sie wird vermutlich, aufler von der detail-
lierten Struktur der Wechselwirkungsgrofien T', insbesondere von der Dichte der ungestorten
Energieniveaus in den beiden Teilsystemen abhéngen. Die Zellbesetzungswahrscheinlichkeiten,
d; (¢;) + w; (¢;, t) mit i = 1 oder 2, werden sich ebenfalls — und zwar, wie wir von der Erfah-
rung her vermuten, im Sinne eines Wanderns in Richtung der Gleichgewichtsverteilung, eines
,Relaxierens® — zeitlich verdndern; die Verénderlichkeit wird durch eine andere Abklingzeit
Tgr, die sog. Relazationszeit, charakterisiert. Die sog. Markoffsche Niherung besteht nun in der
Annahme

™ <K TR . (438)

Dann sind die Kerne (4.37) auf der durch 75 charakterisierten Zeitskala nur in einem kleinen
Intervall um s = 0 herum (s &~ 0....7y) wesentlich von Null verschieden, so daf§ in guter
Niherung der Restintegrand, wy (c;;t — s) - wy (cy; t — s), an der Stelle s = 0 aus den
Integralen herausgezogen werden darf. Im verbleibenden Integral darf aufler fiir sehr kleine
Zeiten t < 1)y < Tg, die wir aus der Betrachtung ausscheiden — die s-Integration eben wegen
des raschen Abklingens von (4.37) bis s = oo statt bis s = ¢ erstreckt werden. An dieser Stelle
wird bewufit ignoriert, dafl nach einer extrem langen Wiederkehrzeit die Kerne sich streng
genommen als periodisch erweisen wiirden; die Naherung behandelt ihr Abklingverhalten — fiir
alle iberschaubaren Zeiten verniinftigerweise — als endgiiltig. Zusammenfassend ist also

t
/ ds {Z K (c1, ¢ Cl1: Clg; t,t — S)} C Wy (Cl1§ t — s)ws (CIQ; t —s)
0

Ci

~ wy (g 1) ws (cy; 1) / ds {Z K (c1, ¢9; ¢y, Cyi bt — s)} (4.39)
0 ci
der mathematische Ausdruck der Markoff-Naherung.

Kombiniert man dies mit der niedrigsten Storungsniherung (4.35) fiir K, so treten Zeitin-

tegrale vom Typ
7 E,+FE, - E — E,
/dSQCOS<1+2 L 2-3)
0

h
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= 21h §(E, + By — E, — E)) (4.40)
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auf (Fourier-Darstellung der ¢-Distribution). Damit und mit einer Umbenennung der Sum-
mationsindizes ¢|, ¢, im ersten Term von (4.35) nimmt das Gleichungssystem fiir die Zeitent-
wicklung der Zellbesetzungen (4.29 a/b) in Markoff-Niherung und niedrigster Stérungsnihe-
rung folgende Gestalt an:

0

o7 ldi(e) “wi(en D)) = =270 30 37 6B () + B () -

2 U U
01,02
!

—E1(¢,) = B2 (&) (1, a5 ¢y, ) [w (ex; 1) wa (ea5 1)

—wy (e 1) wy (e 1)] (4.41 a)

%[dQ (2) »wa(ea, )] = =2mh 3 3 O[Er (1) + Ea(ea) =

U U
€l ¢l,ey

— By (¢1) = By (cy)]T (cu, 25 €1, ) [wy (13 t) wa (c2; 1)

—wy (¢): 1) wy (cy: 1)] (4.41 b)

Die zeitliche Anderung der Zellbesetzungen ist nun — als Folge der Markoff-Niherung — nur
mehr durch die Werte der Zellbesetzungen zur selben Zeit t bestimmt; dementsprechend sind
die Ratengleichungen zu reinen Differentialgleichungen (erster Ordnung) geworden.

Das System (4.41) besitzt eine einleuchtende wahrscheinlichkeitstheoretische Interpretation.
Nach den Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung und im Hinblick auf (4.28) sind die Produkte

P (c1, ca;t) = [dy (¢1) - wy (¢q, t)][dg (c2) - wy (ea, t)] (4.42)

als Wahrscheinlichkeiten dafiir anzusprechen, dafl zur Zeit ¢ das System 1 sich in der Zelle ¢,
und zugleich das System 2 in der Zelle ¢; seines Hilbertraums befindet. Die richtige Normierung
folgt leicht aus (4.28):

S Ple,eoit) = Tri D PO WO @] - Tro [S PO WO (1)
c1 Cc2

C1,C2 .
1 1@
= Tr, WO @) - TroW® (1) = 1 (4.43)

Damit diese Normierung fiir alle ¢ bestehen bleiben kann, muf fiir die zeitliche Anderung eines

jeden P (cq, co; t) eine Bilanzgleichung von der allgemeinen Form

a ! ! ! !

%P(Cl, co; t) = > R (cy, ¢o; €1, €) di (c1) da(c2) P (cq, o5 t)
(0/1’612)#(01762)

— P (cy, 23 t) > R (c1, 35 €1, ¢3) di (¢7) da (cy) (4.44)
(0176{2)7&(61702)
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gelten: die zeitliche Anderung kann nur dadurch geschehen, daB entweder das Gesamtsystem
nach MafBgabe gewisser Ubergangsoperatoren R (c|, ¢y; ¢1, ¢3) aus den anderen Zellen (c;, ¢,)
in die betrachtete hineinwandert (Zuwachsterm oder ,gain“) oder dafl es nach Mafigabe ent-
sprechender Raten R (¢, ¢s; c’l, 0/2) aus der betrachteten Zelle in andere abwandert (Verlustterm
oder ,loss“). Jeder der beiden konkurrierenden Prozesse ist selbst proportional zur Besetzungs-
wahrscheinlichkeit der Ausgangs- und zur Dimension der Endzelle. Tatséchlich ergibt (4.44) bei
Summation iiber alle (c1, )

% {Z P (c1, e t)} -0 Vi. (4.45)

C1,C2

Da die mikroskopische Dynamik zeitumkehrvariant ist, werden wir die Symmetrierelation
R(¢), ¢y 1, ¢2) = Ry, ¢2; ¢, &) (4.46)

fiir alle Zellpaare erwarten. Die Einschriinkung (c;, ¢,) # (c1, ¢2) in den Summen von (4.44)
kann wegfallen, da die betreffenden Terme sich rechter Hand ohnehin wegheben. Damit erwarten
wir die Gleichungen

8 ! !

EP(CD co; t) = Z R (1, 95 ¢y, ¢y) *

U /
01562

« {dy (e1) dy(c2) P(cy, e3t) = i () dz (c5) P ey, 2 1)} (4.47)

Ein solches gekoppeltes System von ,gain and loss“-Bilanzgleichungen fiir einen vollstéindigen
Satz von Zellbesetzungen eines Systems wird allgemein als Mastergleichung bezeichnet. Wir
sehen nun unmittelbar, daf§ die von uns hergeleiteten geniherten Bewegungsgleichungen (4.41)
tatséchlich eine spezielle Form einer Mastergleichung (4.47) darstellen: summieren wir (4.47)
einerseits iiber ¢y, andererseits iiber c¢;, und identifizieren

R (¢, c3; cll, 0/2) =

5 (Ei(cr) + Fa(c) = Fi(c) = Fa(cy))
di (c1) da (c2) « di (c)) da (c3)

was wegen (4.36) und der Hermitezitit von V2 mit der Symmetrieforderung (4.46) vertriiglich

ist, so entstehen genau die Gln. (4.41 a) bzw. (4.41 b). Die 0-Distribution in (4.48) stellt sicher,

daf} Spriinge zwischen den Zellpaaren stets unter Beachtung des Energieerhaltungssatzes fiir
das Gesamtsystem erfolgen.

=27h T (c1, ¢a; €1y Cy) (4.48)

4.4 H-Theorem und stationire Losung. — Ohne die Losung der gekoppelten Raten-
gleichungen (4.41 a/b) im Detail zu verfolgen %, wollen wir das Verhalten dieser Losung

3)Eine solche Losung geht zweckmiBig von der Form (4.47) (der Mastergleichung) aus, die ein System linearer

Differentialgleichungen erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten darstellt. Ein solches System reduziert
sich durch Exponentialansatz o< e~ ** auf ein Matrix-Eigenwertproblem mit den inversen Abklingzeiten A als
Eigenwerten. Das kleinste X stellt dann die inverse Relaxationszeit 1 /g dar.
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pauschal charakterisieren durch den Aufweis der Existenz einer sog. Liapunov-Funktion, d. h.
einer aus den Losungen w; (¢;; t) gebildeten Funktion der Zeit, die sich zeitlich monoton dndert.
Dieses Verfahren geht auf Boltzmann zuriick, der es erstmals auf die von ihm aufgestellte
(begrifflich ganz anders geartete, aber mathematisch im wesentlichen strukturgleiche) klassische
Transportgleichung fiir Gase anwandte und das Resultat als ,, H-Theorem® bezeichnete. Die
von ihm aufgewiesene Liapunov-Funktion H (t) ist in moderner Sprechweise die Informations-
entropie des Gesamtsystems. Wir betrachten dementsprechend die grobkérnigen reduzierten
Entropien

Si(t) = —kg > (di(c1) wi(ea; b)) - In (dy (1) wi (ens t)) (4.49 a)
Sy (t) = —kp Z, (dy (c3) wy (e9; t) - In (dg (c2) we (co; t)) (4.49 b)

und berechnen die zeitliche Anderung der grobkérnigen Gesamtentropie,

d
% [Sl (t) + SQ (t)] = — kB S

anhand der Gln. (4.41). Die Terme mit 1 in den eckigen Klammern von (4.50) geben vermoge
der Symmetrierelation (4.46) keinen Beitrag, und es bleibt

d ! !
%[Sl(t) + Sg(t)] = 271'th Z Z 5(E1 + EQ — El — EQ) *

! !
€2 ¢, c,

« T (c1, 2 ¢, &) [In(dy (1) - wy (cq, 1)) + In(dy (c2) - wo (co; 1))] *
% [wy (e1; t) wy (eo5 t) — wy (cll; t) woy (cIQ; t)]

Symmetrisierung dieses Resultats in den Zellpaarindizes unter nochmaliger Benutzung von
(4.46) ergibt schlieflich

!

i [S1(t) + Sa(t)] = mhkp Z Z S(Ey (1) + ... — Ey (c;))l"(cl, Co; cll, )

dt
C1,C2 0’1’0’2

s {Inwy (ers 1) - wa (5 )] = Infwy (c5 1) wa (c5 1))} »

* {[wl (c1; t) ws (a5 )] = [wn (¢;; 1) ws (e t)]} (4.51)

Auf die beiden letzten Zeilen wenden wir die Ungleichung

(x—y)-(nz—Iny) >0 f (z >0,y >0)
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(und =0 nurf. z =y) (4.52)
an und beachten den positiven Charakter von I' (Gl. 4.36). Dann folgt

%[sl () + S (8] > 0. (4.53)

d. h. die Summe der grobkérnigen reduzierten Entropien wichst in der Tat zeitlich monoton
an (,, H-Theorem*).

Ein stationdrer Endzustand mit konstant bleibendem S; + Sy wird erst dann (und zwar,
wie die detaillierte Losung zeigt, fiir ¢ > 7p) erreicht, wenn alle Summenglieder in (4.51) ver-
schwinden. Nehmen wir der Kiirze halber an, dafi auler der in (4.51) bereits explizit gemachten
Gesamtenergieerhaltung die dynamische Matrix I" keine weiteren Auswahlregeln fiir zwischen
den Teilsystemen ausgetauschte, insgesamt aber erhaltene Gréflen enthélt, so bedeutet dies

wy (e1: 1) - wy (o3 t) = wy (¢); 1) - ws (cy; 1) (t — o)

X ! ! .
fiir alle (¢q, ¢9; ¢, ¢y) mit

Ei(c1) + Bay(c) = Fi(c) + By () . (4.54)

Diese Funktionalgleichung hat die eindeutige Lésung

1

wy (et — o0) — A e~ BE(e) (4.55 a)
1
L 58 ()

wy (e9; t — 00) — 7 ¢ 2162 (4.55 b)
2

mit Normierungskonstanten 1 /7;, die aus (4.43) zu bestimmen sind, und einem gemeinsamen
Parameter 3 der Dimension (Energie)~'. Der stationire End- oder Gleichgewichtszustand be-
steht also darin, daf beide Systeme kanonische Gleichgewichtsverteilungen (im ,grobkornigen*
Sinne, d. h. fiir Zellen statt einzelner Mikrozustéinde) mit derselben Temperatur T = 1/(kg )
ausbilden. — Sind in " und damit in der letzten Zeile von (4.54) noch weitere Erhaltungssétze
zu beriicksichtigen, so werden wir entsprechend auf allgemein-kanonische Verteilungen gefiihrt.

Bemerkenswert an dieser aus den approximativen Bewegungsgleichungen (4.41) erhaltenen
Gleichgewichtslosung ist, daB8 die detaillierte Gestalt der Wechselwirkung I' bzw. V2 iiber-
haupt nicht eingeht, sondern da8 jedes gendigend schwache V) stets die Ausbildung derselben
kanonischen Endverteilung bewirkt. (Fiir die hoheren Stérungsniherungen wiirde dieses Resul-
tat nicht mehr zutreffen).

Im Riickblick stellen wir fest, daf} die Herleitungen von Kap. 4 einen moglichen Weg aufzei-
gen, sich die Herausbildung einer irreversibel zum Gleichgewicht strebenden Dynamik klarzu-

machen. Ob dies der einzig mégliche und der dem physikalischen Problem angemessenste Weg
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ist, bleibt ebenso offen wie zahlreiche offene Fragen innerhalb dieses Weges selbst. Welche ge-
naue Rolle spielt die Grobkornigkeit fiir die Rechtfertigung der gemachten Nidherungen? Oder
ist hierfiir die in Abschnitt 2.2 (¢2) diskutierte Instabilitit wesentlich? Solche Fragen beginnen
gerade erst zum Gegenstand der Forschung zu werden.
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I1. Anschlufl an die Thermodynamik

5. Kontakte und Gleichgewichtsbedingungen

5.1 Thermischer Kontakt und relative Temperatur. Wir wollen nun aus den Re-
sultaten der statistischen Mechanik des Gleichgewichts in Kap. 3 die Aussagen der empirisch-
phinomenologischen Thermodynamik zuriickgewinnen und damit zugleich auch mikroskopisch
begriinden. Dabei wird sich auch die physikalische Bedeutung der in Kap. 3 formal eingefiihrten
Lagrange-Multiplikatoren 3, «, «v ... und Hilfsfunktionen F, J, G ... herausstellen.

Als erstes wollen wir der Bedeutung des in allen wichtigen Gleichgewichtsensembles auftre-
tenden Parameters (§ einen Schritt nidherkommen. Wir betrachten dazu wie in Abschnitt 1.3
zwei Teilsysteme (Indizes () und ), die zunichst voneinander strikt isoliert und jedes fiir
sich ins Gleichgewicht, etwa im Sinne des kanonischen Ensembles (3.35) gebracht worden seien.
Die Systeme sind dann zunichst statistisch unabhingig, der Wechselwirkungsterm V(% im
Hamiltonoperator (1.64) ist Null, und der Gesamtzustand ist nach (3.50/51) der unkorrelierte
Produktzustand

Wy = WY @ W
isolierte Systeme (i = 1, 2) (5.375)

(6 _ 1 — B; H®
W' = 206 ¢

mit zwei i. a. verschiedenen Gleichgewichtsparametern §; und [; und den zugehorigen kano-
nischen Zustandssummen (3.35 b). Darin spiegelt sich die Tatsache, dafl wir zwei Konstanten
der Bewegung — die kommutierenden Hamiltonoperatoren H") und H® in (1.64) — haben,
deren Mittelwerte, die inneren Energien

9,
0 B
(vgl. 3.39!) separat festgelegt werden kénnen.

Ul = m ZW(8)  (i=1,2) (5.376)

Wir bringen nun beide Systeme in , thermischen Kontakt“ miteinander, d. h. wir schalten
eine Wechselwirkung V('?) zwischen ihnen ein, die schwach genug ist, um etwa im Energieer-
wartungswert vernachléssigbar zu sein,

(H) = <H(1) + H® 4 V(12)> ~ <H(1) + H(2)>

bzw.

U~UY 4+ U® (5.377)
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aber ausreichend, um nach hinreichend langer Wartezeit das Gesamtsystem zu ,,aquilibrieren®,
d. h. in den Gleichgewichtszustand zu fiithren. Dabei halten wir die Gesamtanordnung nach
auflen isoliert, so dafl noch eine Konstante der Bewegung, ndmlich H, existiert. Demgeméaf
stellt sich der Zustand

W = ! e Pl (5.4 a)

Zx (B)

mit nur noch einem gemeinsamen Gleichgewichtsparameter 3 ein, oder, da V12 vernachlissig-
bar

1 .

~ ~B(HW +HE) (5.4 b)

~~ 6 .
7 (8) 2 (8)

Wegen der Kleinheit von V(12 hat dieser Zustand praktisch wieder die unkorrelierte Form
(5.1), aber nun mit einem fiir beide Teilsysteme gleichen (. Separiert man die Systeme wieder
thermisch durch Abschalten von V(!?) so #indert sich (5.4 b) nicht mehr. Der wesentliche Effekt
eines thermischen Kontakts besteht also darin, die Gleichgewichtsparameter der Teilsysteme
anzugleichen:

5'1 — 5; =f (therm. Gleichgewicht). (5.5)

Der ,,Gleichgewichtswert® [ ist dadurch festgelegt, dafl die Gesamtenergie, da keine Wechsel-
wirkung mit dritten Systemen stattfand, unveréndert geblieben sein muf:

U = —% In Zyx (8) = UV + U, (5.6)

und wenn man f3 hieraus bestimmt hat, kann man wegen (5.4 b) die Einzelenergien U(") und
U®), d. h. die Umverteilung der Energie bei Herstellung thermischen Kontakts, aus GI. (5.2),
aber nun an der Stelle 5’1 = ﬁ; = [3 berechnen.

Nach Gl. (3.45 b), wo die linke Seite positiv definit ist, gilt stets

aU /0 (@) >0 (5.7)

Der Parameter 1/ kg  kann also beim thermischen Kontakt nicht fiir beide Teilsysteme gleich-
zeitig zu- oder abnehmen, denn nach (5.6) mit (5.3) muf} die Summe der Einzelenergien gleich-

bleiben. Ist etwa UM > Uél), dann ist nach (5.7) ﬁ > k;ﬁ’ und zugleich muf} zwangslaufig
1 1

U® < UéQ) und somit Wi < Tnk sein. Der ,ausgeglichene” Wert ﬁ liegt also immer zwi-
schen den Ausgangswerten der Teilsysteme vor dem thermischen Kontakt, und zwar hat er sich
fiir das Teilsystem, das Energie aufgenommen hat, vergréflert, und fiir das Energie abgebende

System verkleinert.
Die beiden Eigenschaften des Parameters 1 /kg 3, a) monoton mit dem Energieinhalt des

Systems (insbesondere also bei seiner Erwidrmung) anzusteigen und b) beim thermischen Kon-
takt zwischen zwei Systemen sich auf einen gemeinsamen Gleichgewichtswert einzustellen, sind
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nun genau diejenigen, die wir von der Erfahrung her als charakteristisch fiir eine relative Tempe-
ratur 19 ansehen. Die Werte des inversen Gleichgewichtsparameters vermitteln also eine relative
Temperaturskala; sie erlauben uns in quantitativer Weise von , kélteren“ und ,, wirmeren“ Sy-

stemen zu sprechen:
1

ks B
Daf} diese Skala bei der von uns getroffenen Wahl der Konstanten kg tatsichlich sogar mit
der absoluten thermodynamischen Temperaturskala identisch ist, wird sich spéter zeigen.

¥ = eine relative Temperatur . (5.8)

Die obige Uberlegung ist im wesentlichen unabhiingig von der Verwendung des kanoni-
schen Ensembles. Betrachten wir dieselbe Situation etwa im mikrokanonischen Ensemble, wo
die Teilsysteme vor dem Kontakt nicht nur voneinander, sondern auch gegen die iibrige Welt
strikt isoliert waren, und nehmen wir der Einfachheit halber die ,idealisierte Version je ei-
nes einzigen scharfen Energieeigenwertes ) bzw. F, mit Entartungsgrad D; = D (E;, 0)
im Sinne von Gl (3.100) an; Gl. (3.103) vereinfacht sich dann zu U = E;, i = 1und 2.
Nach dem Kontakt habe, da die Wechselwirkung V) wieder hinreichend schwach sein soll,
das Gesamtsystem den im wesentlichen wiederum scharfen Energiewert

E~UY +U?® =E +E,. (5.9)

Die Entropie, gegeben durch (3.102), ist in derselben N#herung ebenfalls additiv, da die Teil-
systeme bei sehr schwachem V(12 praktisch unkorreliert sind,

S ~ SW(WwWy 4+ s@ WAy, (5.10)

auch wenn wir fiir sie nicht ohne weiteres Gleichheit mit S{" + S (vor dem Kontakt) er-
schliefen konnen. Betrachten wir S als Funktion von U™ und U® und variieren diese um die
tatséchlich sich einstellenden Gleichgewichtswerte herum unter Beachtung der Bedingung (5.3),
also mit

dUW +qU® =0, (5.11)
so haben wir wegen der Stationaritit der Entropie im Gleichgewicht
oSW 05®@
und durch Kombination beider Beziehungen
oS /oUW = pS? /oUu (5.13)

Die GroBe S /O U hat die Dimension einer inversen Temperatur 1 /4, und ' ist (wie wir in
Abschnitt 3.5 nicht im einzelnen nachgerechnet haben) wieder eine wachsende Funktion von
U. ¥ hat also dieselben qualitativen Eigenschaften wie ¥ von Gl. (5.8) und stellt ebenfalls eine
brauchbare relative Temperaturskala dar. Sie scheint zunéchst von ¢ verschieden zu sein, aber
wir erinnern uns, dafl der Unterschied zwischen kanonischem und mikrokanonischem Ensemble
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ja nur in der Unschérfe bzw. Schirfe des Eigenwerts U besteht, und daf§ dieser Unterschied,
gemessen durch die relative Energievarianz (3.49) im kanonischen Ensemble, fiir grofie Teil-
chenzahl N verschwindet. Damit wverschwindet auch der Unterschied zwischen den relativen
Temperaturen ¥ und ¥’ fiir groBe N. —

Durch Anwendung obiger Uberlegungen auf drei Subsysteme folgt sofort die gelegentlich als
» Nullter Hauptsatz der Thermodynamik” bezeichnete Transitivitétseigenschaft:

Zwei Systeme (1) und (2), die beide mit ein

und demselben dritten System (3) im thermischen

Gleichgewicht stehen, sind auch untereinander

im thermischen Gleichgewicht. (5.14)

Es gllt dann ﬁl = ﬁg = 53 bzw. ’191 = 192 = 193.

Auf diesem Sachverhalt beruht die Moglichkeit einer Messung der relativen Temperatur.
Dazu wihlt man als System (3) ein ,, Thermometer, d. h. ein System, welches a) , sehr klein®
im Vergleich zu allen anderen zu untersuchenden Systemen ist derart, dafl es bei thermischem
Kontakt mit ihnen ihre inneren Energien und Temperaturen praktisch nicht beeinfluit, b)
einen leicht beobachtbaren makroskopischen Parameter (Volumen, elektr. Widerstand usw.)
besitzt, der sich als Funktion seiner inneren Energie monoton dndert und daher als ,,Zeiger®
auf einer Skala der relativen Temperatur dienen kann. Mit einem solchen System kann man
nun die Temperaturen anderer Systeme quantitativ vergleichen; die Systeme (1) und (2) sind
nach (5.14) ,gleich warm®, wenn sie, jeweils einzeln mit dem Thermometer (3) in thermischen
Kontakt gebracht, bei diesem den gleichen Zeigerstand hervorrufen.

Ein ,, Thermostat“ oder ,, Wirmebad“ ist im Gegensatz dazu ein System, das ,,sehr grofl* gegen
alle sonstigen interessierenden Systeme ist derart, dal es jedem von ihnen bei thermischem
Kontakt praktisch exakt seine eigene Temperatur mitteilt, ohne diese (und damit seinen eigenen
Energieinhalt) dabei merklich zu &ndern.

5.2 Allgemeinere Gleichgewichtsbedingungen. Die zu (5.5) fiihrenden Uberlegungen
lassen sich geradewegs verallgemeinern auf den Fall, wo die beiden Teilsysteme — sowohl bei
der vorangegangenen Einstellung ihrer Einzelgleichgewichte als auch bei ihrer nachfolgenden
Zusammenfiithrung zum Gesamtsystem — allgemeinere Formen des Kontakts aufweisen, die auch
den Austausch anderer Gréflen als der Energie zulassen. Wir besprechen als Beispiele

(a) Systeme mit Energie- und Teilchenzahlaustausch. Wir sahen in Abschnitt 3.3, daf sich
hier zunéchst fiir jedes Einzelsystem ein groflkanonischer Zustand

; ]_ i (7
wo  — o o (Bi H +a; NO) (5.15)
Zak (Bis i)
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einstellt, wobei i. a. §; # [2, a1 # s ist. Bringt man beide sodann in einen Energie- und
Teilchenaustausch gestattenden Kontakt miteinander, z. B. durch eine sowohl wiarmeleitende als
auch porése Membran, wobei die energetische Kopplung V(12 wieder als hinreichend schwach
angenommen wird, so wird das Gesamtsystem den Zustand

Wek (B, @) = m e~ PH+em) (5.16 a)

mit je einem einheitlichen Wert fiir § und o annehmen. Wegen

H=~HY + g® (5.17)

~

N =NO 4 N® (5.18)
(die zweite Beziehung gilt im Gegensatz zur ersten exakt) bedeutet dies
Wak (5, 0) = Wk (8. 0) ® Wk (8. ) (5.19)

und wir schlieflen wie in Abschnitt (5.1), daB8 der erweiterte Kontakt zur Einstellung eines
Gesamtgleichgewichts gefiihrt hat, das durch

!

ﬁ1:5;:5, a;:%:a
oder mit den Bezeichnungen (5.8) und (3.66 b) durch
Iy =y =0, py = Hy = p (5.20)

gekennzeichnet ist: hier gleichen sich nicht nur die Temperaturen, sondern auch die mit der
Einhaltung vorgeschriebener Teilchenzahlmittelwerte verkniipften Gleichgewichtsparameter a
bzw. 1 der beiden Teilsysteme einander an. Aus Gl. (3.71 b) entnehmen wir, dal N mit u
monoton anwéchst, ¥

ON/Ou >0, (5.21)

und da andererseits
v=u"+ U0, N = N + NP (5.22)

bleiben muf}; schliefen wir wie in Abschnitt 5.1 fiir ¥ = 1/kp 5, daBl der Gleichgewichtswert
i zwischen iy und pg liegen mufl und dafl das System mit dem urspringlich kleineren u seine
Teilchenzahl durch den Kontakt vergréfiert, das mit dem urspriinglich gréfleren p Teilchen ab-
gegeben hat. Die Grofle p charakterisiert also quantitativ die Neigung eines Systems, Teilchen
der betrachteten Sorte beim Kontakt abzugeben. Eine Grofile mit diesen Eigenschaften und

Y Dabei mufl man voraussetzen, daf ¥ ~ 1/ bei geeigneter Festsetzung seines Nullpunktes stets positiv

ist. Dies ist aber moglich, denn 1 wéchst, wie wir sahen, monoton mit U, und die Energie U als Mittelwert
des Hamiltonoperators hat, wie schon in der Quantenmechanik betont, eine endliche untere Schranke Fjq, die
Grundzustandsenergie.
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der Dimension Energie wird in der Chemie traditionell als chemisches Potential des Systems
bezeichnet; diesen Terminus verwenden wir von nun an stets fiir p.

Wir weisen noch darauf hin, daf wegen der Beziehungen (3.62) im groflkanonischen En-
semble die Gleichgewichtsbedingungen (5.20) auch in der Form

0s 0S8 0s 08
oUM — oU®@ "’ ONDL — 9N

geschrieben werden konnen; fiir den rein thermischen Kontakt gilt die erste dieser Bedingungen
allein.

(5.23)

(b) Energie- und Volumenaustausch; Druck. Diese Situation liegt etwa vor, wenn zwei Gas-
massen in zwei Teilen eines Behilters durch einen in z-Richtung frei verschiebbaren Kolben
getrennt sind, der zugleich wirmedurchléssig ist, neben Energie kann dann auch Volumen,
charatkerisiert durch die Observable (3.78) bzw. ihre additiven Anteile

~

v — 4. X0 Ve — 4. xO® (5.24)
ausgetauscht werden, wobei offenbar
v=u"+U{, v =v" 4+ v? (5.25)

gilt, weil jede Kolbenverschiebung dem einen System genau so viel Volumen mehr gibt, wie sie
dem anderen wegnimmt. Nach demselben Schema wie friiher schlieffen wir, dal dieser Kontakt
zur Einstellung einer Gibbsschen Gleichgewichtsgesamtheit (3.79) mit

Bi=F=8 ud 7y =9p=7
oder mit dem Parameter p von Gl. (3.80) zu

0y =0, =0, pL=p =7, (5.26)
fiihrt. Aus Gl. (3.25), angewandt auf die Observable V im Gibbsschen Ensemble, und (3.82)

erhalten wir

0* oV

AV)Y? = —InZg = — (k) - —— 5.27
AV = 5 Za = = (knd) - 5 (5.27)

und hieraus (wieder mit 9 > 0 o. B. d. A.) schlieen wir
oV /op <0, (5.28)

d. h. wiederum muf} der Gleichgewichtswert des Parameters p zwischen p; und p, liegen, damit
die zweite Gl. (5.25) erfiillt sein kann, wobei das System, dessen urspriingliches p sich nach
Herstellung des Kontakts vergréflert hat, zugleich sein Volumen verkleinert haben mufi und
umgekehrt. Dieses Verhalten legt nahe, dafl p eng mit dem Druck in einem System verbunden
sein muf.
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Um dies genauer zu sehen, ersetzen wir etwa nach Einstellung des Gesamtgleichgewichts das
System 2 durch eine Kombination von Thermostat (zur Aufrechterhaltung der Temperatur )
und duferer konstanter Kraft F' auf den verschiebbaren Kolben, die auf System 1 ,,driickt“. Wir
konnen dann die Gibbssche Gesamtheit fiir System 1 offensichtlich durch eine kanonische mit
Temperaturparameter ¢ ersetzen, deren Hamiltonoperator jedoch um die potentielle Energie
— (= F) - X erweitert ist (beachte, da F in der zur Richtung anwachsenden z(!) entgegen-
gesetzten Richtung wirkt):

wH @, p) = wP® mit HY - HY 4 F. X0
—BHM —(gF). XM -
e /Tr(e” )
e—,B[H(l)+(F/A)~f/(1)} /TT (6_"")

M E) 2
Wi (0. 5) (529)

letzteres nach Gln. (3.79 / 3.80). Da aber F'/ A der auf den Kolben ausgeiibte Druck ist, ist in
der Tat der Parameter p genau mit dem Druck des Systems identisch.

Schlielich lassen sich unschwer die Gleichgewichtsbedingungen fiir noch allgemeinere Typen
von Kontakten zwischen zwei Systemen angeben; z. B. wird ein Kontakt, der Energie-, Teilchen-
und Volumenaustausch gleichzeitig gestattet, zu einem Gleichgewichtszustand mit

9y =1, =y = PL=Dy =D (5.30)
fithren, der durch eine Erweiterung des grolkanonischen Ensembles von der Form

W =Z""(9, u,p) - exp

s (H = aN V)] (5.31)

zu beschreiben ist.

5.3. Anwendung: Phasengleichgewichte. Wir betrachten speziell Paare (1, 2) bzw.
(7, j) von homogenen, d. h. aus nur je einer Teilchensorte bestehenden und rdumlich kon-
stante Dichte (sowie evtl. rdumlich konstante andere physikalische Parameter, wie Magnetisie-
rung oder elektrische Polarisation) aufweisenden Systemen. Wenn wir vorwegnehmen, dafl die
von uns bisher eingefiihrte , kanonische® relative Temperatur ¢ und die absolute thermodyna-
mische Temperatur 7" jedenfalls eindeutige Funktionen voneinander sind, konnen wir als Gleich-
gewichtsbedingungen
T, =1, i = pa P1 = D2 (5.32)

fiir jedes Paar ansetzen. Erfahrungsgeméf sind freilich fiir homogene Systeme im Gleichge-
wichtszustand drei Variable wie (5.32) nicht unabhéngig, sondern es bestehen zwischen ihnen
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Beziehungen, die sog. Zustandsgleichungen, die wir zunéchst als empirisch ermittelt ansehen,
spéter aber auch aus der Statistischen Mechanik berechnen lernen werden. Ein Beispiel ist die
bekannte Zustandsgleichung des idealen Gases

p-V =N kg -T bzw. p=kgTp=np(T,p, (5.33)

die eine Beziehung zwischen p, T und der Dichte p = % herstellt. (Dieses Beispiel zeigt auch,
daB die Homogenitit fiir unsere Uberlegung wesentlich ist, weil nur beim homogenen System
N und V durch eine einzige fiir das Gesamtsystem giiltige Variable p ersetzt werden kdnnen, so
daf die urspriinglichen drei unabhéngigen Variablen N, V., T sich auf zwei reduzieren). Analog
besteht zwischen den Variablen von (5.32) im homogenen Fall eine Beziehung

p=ppT), (5.34)

so daf} eine der drei Gleichgewichtsbedingungen aus den beiden anderen folgt.

Ein wichtiger Sonderfall sind Gleichgewichte zwischen zwei oder mehr Phasen derselben che-
misch reinen Substanz (Element oder Verbindung), z. B. je eine dampf- oder gasférmige, fliissige
und feste Phase desselben Stoffes, oder zwei feste Phasen desselben Elements mit verschiedener
Kristallstruktur, oder zwei fliissige Phasen desselben Elements mit normal- und suprafluiden
Eigenschaften, oder ferro- und paramagnetische Phase desselben Metallkristalls. Das System ist
dann insgesamt inhomogen, jede einzelne der rdumlich getrennten Phasen kann fiir sich genom-
men jedoch als homogen gelten. ,, Phasengleichgewicht” liegt vor, wenn mehrere solche Phasen
im Kontakt miteinander stehen und die Bedingungen (5.32) an jeder Phasengrenzfliache erfiillt
sind. Dann hat das Gesamtsystem ein und dieselbe Temperatur 7" und einen iiberall gleichen
Druck p.

Fiir ein Zweiphasensystem etwa gilt dann wegen Gl. (5.34)

i (p, T) = pa(p, T) . (5.35)

In einer T — p— Ebene definiert diese Bedingung eine Kurve p = p(T), die sog. Koezis-
tenzkurve, langs derer die beiden Phasen im Gleichgewicht nebeneinander bestehen konnen,
wihrend abseits dieser Kurve auf jeder Seite nur je eine Phase existieren kann. Die Gesamtheit
solcher Koexistenzkurven zwischen den verschiedenen Phasen einer Substanz bildet deren ,,Pha-
sendiagramm® (s. Figur 5.1).

Bei einem Dreiphasensystem lauten entsprechend die Gleichgewichtsbedingungen

pa (0, T) = pa(p, T) = s (p, T) (5.36)

Eine solche Beziehung — d. h. zwei Gleichungen fiir die zwei Variablen p, T' — ist im p —
T — Diagramm nur jeweils an einem Punkt, einem sog. Tripelpunkt ©, erfiillt, von denen unser
Beispiel zwei aufweist. Nur dort kénnen alle 3 Phasen im Gleichgewicht simultan existieren.
(Der sog. kritische Punkt C bezeichnet auf der Phasengrenze fliissig-gasformig einen Punkt,
jenseits dessen keine eindeutige Unterscheidung von Gas und Fliissigkeit mehr moglich ist.)
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fest 1

fest 11

gasformig

OB

Figur 5.1: Phasendiagramm

Die Uberlegung 18t sich verallgemeinern auf den Fall, daB n verschiedene Substanzen (und
damit auch n verschiedene Arten von Teilchen) im System enthalten sind. Sollen mehrere
Phasen koexistieren, etwa r Phasen, so miissen die chemischen Potentiale jeder Teilchensorte in
allen r Phasen gleich sein. Diese chemische Potentiale pf, (v = 1....n Substanz bzw. Teilchenart,
p = 1....r Phase), hingen auer von p und 7' nun noch von n — 1 relativen Konzentrationen
(etwa Molenbriichen) z .... z,, 1 in der betreffenden Phase ab:

Dies sind insgesamt 2 + r - (n — 1) Variable. Zwischen ihnen miissen in Verallgemeinerung von
(5.35 / 36) r — 1 Gleichgewichtsbedingungen fiir jede Substanz, also n - (r — 1) Bedingungen
erfiillt sein. Es bleiben also

f=n+2-7r (5.38)

,freie“ Variable iibrig, die man in der f-dimensionalen Gleichgewichtsmannigfaltigkeit noch be-
liebig variieren kann, ohne das Gleichgewicht zu zerstéren. Wird f = 0, also r = n + 2, so
ist diese Mannigfaltigkeit ein Punkt; alle Variablen sind durch die Bedingungen fixiert. Die
Mazimalzahl 4, der Phasen eines ,n-Komponenten“ — (d. h. Teilchensorten — ) Systems ist
also Tmaz = n + 2 (sog. Gibbssche Phasenregel).
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6. Die Hauptsitze der Thermodynamik

6.1 Erster Hauptsatz (Energiesatz). Wir betrachten ein System (1) und seine zu ei-
nem System (2) zusammengefaite Umgebung. Ist das System (1) streng isoliert, d. h. seine
in GL (1.64) als V(?) bezeichnete Wechselwirkung mit der Umgebung Null und sein eigener
Hamiltonoperator H() nicht explizit zeitabhingig (0 H") /0t # 0 wiirde ja bedeuten, daf
das System (1) von auBen manipuliert wird), so ist seine innere Energie U(") nach GI. (1.67 a)
zeitlich konstant.

Eine Anderung der inneren Energie, also
sUD = s1r (WO - HOY £ 0, (6.1)

ist grundséitzlich auf zweierlei Weisen denkbar. Einmal kann die schon in Abschnitt 1.3 be-
trachtete Wechselwirkung V% mit der Umgebung auf dem Niveau der mikroskopischen Ein-
zelfreiheitsgrade bestehen. Sie verursacht, wie wir sahen, i. a. eine Zu- oder Abfuhr von Warme,
ndmlich

sUM = QW = T, ((5 w

mikr.

- HO) (6.2)
nach GI. (1.69 a), wobei 6 W}

mikr.

durch den zweiten Term von (1.66), d. h. durch

6W?§11'i)kr. = %TTQ (5(12) Wtot) dt (6.3)
gegeben ist, wo Wy, den Zustand der Gesamtanordnung (System (1) plus Umgebung) be-
zeichnet. Die Wirmezu- oder Abfuhr 6 QU ist eine ,unkontrollierte Form des Energieaustau-
sches insofern, als wir keine Kontrolle dariiber besitzen, wie sich auf die sehr vielen mikrosko-
pischen Freiheitsgrade unseres Systems verteilt. Der Hamiltonoperator H(") des Systems fiir
sich — und damit seine Energieniveaus ET(ZU — bleiben dabet unverdndert, aber die Wahrschein-
lichkeitsverteilung auf die Eigenriume von H ") (die ,Besetzung“ der einzelnen Energieniveaus)
andert sich, nach Mafigabe von § W,S},W bzw. dessen Dichtematrix (7' | 6W7§lli)kr. | n) in Energie-

darstellung, durch den thermischen Kontakt mit der Umgebung.

Andererseits kann Energiezu- oder Abfuhr beim System (1) auch in einer ,kontrollierten“
Form erfolgen, ndmlich dann, wenn — in Abweichung vom bisher Diskutierten — der Hamilton-
operator H(1) explizit zeitabhingig ist und diese Zeitabhingigkeit durch eine Reihe von in H()
auftretenden zeitabhdngigen Parametern x,, (t) (m = 1,2, .... M) — z. B. zeitlich variierende
duflere Kraftfelder oder ein zeitlich verédnderliches Einschliefungsvolumen V' — vermittelt wird,
die an makroskopische (kollektive) und daher makroskopisch gezielt und einzeln manipulierbare
Freiheitsgrade des System ankoppeln. 7. B. enthilt der Hamiltonoperator eines Spinsystems
im dufleren Magnetfeld B (t), wie schon bei der Behandlung des idealen Paramagneten in Gl.
(3.73) festgestellt, einen Term

—

(1) = -MW - B, (6.4 a)

I
%=
=

Il

|
=
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der die Kopplung des extern kontrollierten Magnetfeldes B (t) an den kollektiven Freiheitsgrad

MY =3 [, (6.4 b)

das makroskopische magnetische Gesamtmoment des Systems, beschreibt. Die Energie des Spin-
systems dndert sich daher im Zeitintervall ¢....¢ + dt um den Betrag

§AD = —(MO®y . §B = — (M) . (ddf) dt (6.4 c)

der die vom Magnetfeld am Gesamtmoment MU ) geleistete Arbeit darstellt. In Verallgemeine-
rung dieses Beispiels haben wir

HY = HY (2, () ....2p (1)) = HY (1) | (6.5)
S0 daf sich bei einer Anderung Ty — Ty + dz, (mit dz,, = &, dt) dieser Parameter eine
Anderung
M . oHW
Z K dl‘m - 6Hmakr ) K7(nl) - 0 (66)
Tm,

ergibt. Die Operatoren K1) — im Beispiel (6.4 a) die Komponenten von — M® — stellen die
schon angesprochenen makroskopischen oder kollektiven Freiheitsgrade dar, die jeweils an x,, (%)
koppeln und kraft dieser Kopplung einzeln und kontrolliert beeinfluit werden kénnen. Dadurch
entsteht — im Gegensatz zum Fall (6.2) — eine Anderung der Energieniveaus des Systems. Die
dadurch verursachte Anderung der inneren Energie U(!) kénnen wir nach der Standardformel fiir
die zeitliche Anderung von Erwartungswerten bei expliziter Zeitabhiingigkeit der Observablen
ermitteln,

S Uy, = Try (WO - 6 HS) + 6 W, - HY)

makr.

= Try (WO - 6H),,) + %Tn ([#®, wO] . HO)

v

=0nach GI. (1.67a)
<6 Hmakr > : (67)

Diese Anderung stellt nichts anderes als die durch Verinderung der Parameter ,,, von aufien am
System geleistete Arbeit 6 A dar. In Verallgemeinerung von (6.4 ¢) konnen wir (6.7) schreiben

~

§AW = Z[Tn (WO KD

(K)

dr, = Z KW dz,, (6.8)

Dies sieht wie eine Verallgemeinerung der Formel K - d fiir die Arbeit einer Kraft K an einem
Massenpunkt in der Mechanik aus und erklirt, warum die z,, allgemein als (makroskopische
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oder thermodynamische) ,Koordinaten®, die KTS}) als die dazu konjugierten ,verallgemeinerten
Krdafte“ bezeichnet werden. (Diese Nomenklatur ist manchmal widersinnig, da sie z. B. im Falle
der Gln. (6.4) dazu fiihrt, B (t) als ,Koordinate* und M als dazu konjugierte , Kraft“ zu be-
zeichnen; sie ist jedoch in der Thermodynamik eingebiirgert).

Lassen wir nun beide Formen des Energieaustausches gleichzeitig zu, so haben wir die
statistisch-mechanische Formulierung der allgemeinen Energiebilanz

dU = Tr(W - 0 Hpakr) + Tr (6 Winikr, - H)

/

— §A + §Q : (6.9)

in der man den FErsten Hauptsatz der Thermodynamik wiedererkennt. Die Indizes ,,mikr.“ und
,makr.“ erinnern an den verschiedenen Charakter der beiden Beitrége hinsichtlich ihrer makro-
skopischen Kontrollierbarkeit. Die Bezeichnungen § A und 0 () erinnern daran, daf3 diese beiden
nicht Differentiale von Zustandsgréfien, sondern von der detaillierten Prozefifilhrung abhingig
sind.

6.2 Zweiter Hauptsatz. Absolute Temperatur. Wir betrachten nun fiir ein System im
thermischen Kontakt mit einem Reservoir, beschrieben durch das kanonische Ensemble (3.35),
eine Transformation, die beide soeben diskutierten Anderungen (6@ und & A) umfaBt, aber
speziell reversibel gefithrt wird, d. h. so, dal unser System sich zu jedem Zeitpunkt im stati-
stischen Gleichgewicht befindet. Praktisch bedeutet dies, daf alle Anderungen — némlich die
der Reservoirtemperatur 9 (t) = 1/kp B (t) und die der zeitabhéingigen Parameter z,, (t) —
quasistatisch durchgefiihrt werden, d. h. so langsam, dafl das System sich zu jedem Zeitpunkt
ins Gleichgewicht einstellen kann. Wir haben dann eine zeitliche Folge von kanonischen Gleich-
gewichtszustdnden

Wk (t) = e PO-H®O (6.10 a)

mit
Z (t) = Tr (e PO 70 (6.10 b)
die natiirlich aus dem bei Gl. (1.66) schon betonten Grunde nicht einer von-Neumann-Gl. folgt.
Die zeitliche Anderung des Zustandes im Intervall ¢....¢ + dt, § Wi, besteht aus einem Anteil
d Winikr. proportional zu § 8 = (d 5 (t) /dt) - dt und aus einem in § H bzw. den ,kontrollier-
ten Parameterinderungen dz,, (t) linearen Anteil § W,k Der letztere triagt, wie wir bei der
Herleitung von (6.7) sahen, zu § U in 1. Ordnung nicht bei, so dafl wir die Wdrmeaufnahme
(6.2) des Systems als
0Q =Tr(0W - H) (6.11)

schreiben konnen. Andererseits dndert sich die Entropie S = S [Wk (t)] bei diesem Prozef}
geméaf
dS = 6 {—kgTr (Win W)} = —kpTr (In W + 1) - W)
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(vgl. (3.8) und (3.9)!), d. h. in diesem Falle
dS = —kgTr(0W - In W), (6.12)

denn bei der Entwicklung (6.10) ist stets Tr W (¢) = 1 und daher TréW = 0. Mit (6.10 a)
bedeutet dies

dS = kp{ln Zx - (TréW) + B - Tr(§W - H)}

= (kgB) - Tr(0W - H) (6.13)

Vergleich mit (6.11) fiihrt zu der Aussage

§ _ 1
dS = TQ mit T = kg
bei quasistatischer Prozeffiihrung . (6.14)

D. h.: es existieren zu jedem Zeitpunkt der quasistatischen Transformation eine Zustandsgrofie
T, identisch mit dem Parameter 1 / kg 5 des momentan bestehenden Gleichgewichtszustandes,
und eine Zustandsgrofle S, die statistische Entropie, derart, dafl fiir die Warmezufuhr 6 Q) —
nicht Differential einer Zustandsgréfie — der Faktor % als ,integrierender Faktor“ wirkt und aus
ihr das Differential d S, die Entropiezunahme im Prozef} erzeugt. Dies ist aber exakt die Aussage
des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik, der damit ebenfalls aus der statistischen Mecha-
nik abgleitet ist. Diese (von Clausius herriithrende) Formulierung des 2. Hauptsatzes definiert
bekanntlich bis auf eine additive Konstante die thermodynamisch-makroskopische Entropie S,
die sich damit als identisch mit der statistischen FEntropie erweist, und zugleich bis auf eine
multiplikative Konstante die absolute thermodynamische Temperatur T, fiir die wir somit

1 1
R b= T

finden. Die Wahl der multiplikativen Konstanten, die man in kg einbeziehen kann, legt die Skala
der absoluten Temperatur fest; die Wahl (2.23) der Boltzmannschen Konstanten entspricht der
Kelvin-Skala fiir T.

T

(6.15)

Man beachte aber, daf} die Gl. (6.14) in der phinomenologischen Thermodynamik die Entro-
pie (auch abgesehen von der dort bestehenden additiven Unbestimmtheit) nur fiir Gleich-
gewichtszustéinde definiert, wihrend die statistische Definition (2.24) fiir beliebige Zusténde
W, auch fiir solche auflerhalb des Gleichgewichts gilt, und iiberdies S absolut festlegt.

Fiihrt man die Transformation nicht quasistatisch, so kann die gesamte Entropieinderung
des Systems zwischen Anfangs- und Endstadium, S (t2) — S (¢1), nicht durch Integration von
(6.14) erhalten werden. Wohl aber kann man die Gesamtanordnung von System und séimtlichen
Reservoiren r, mit denen es wihrend des Prozesses in Kontakt stand (r = 1... R), als nach
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auflen isoliertes Obersystem betrachten, fiir welches nach unserem Prinzip (2.45) die gesamte
Entropieinderung > 0 sein muf}. Die Entropieéinderung dieser Reservoire ist aber leicht anzu-
geben: da sie ,,sehr grofie“ Systeme sind, erfahren sie nur langsame, praktisch quasistatische
Zustandsénderungen, so da8 fiir sie (6.14) anwendbar bleibt. Erhélt also das r-te Reservoir die
Wirmemenge — § (), bei der Temperatur TT(”S), so ist die Summe der Entropieinderungen von
System plus Reservoiren

res

S() - S () - ifa@

und wir erhalten als Verallgemeinerung der Clausiusschen Gl. (6.14) auf irreversible (nicht
quasistatische) Prozesse die Aussage

S (ty) — S(t) > Z / ;g: , (6.16)

wo 0 Q, die int....t + dt vom System aus dem r-ten Reservoir aufgenommene Wirmemenge ist.
(Tatséchlich diirfen fiir den Endzustand bei t5, da bei den thermischen Kontakten Korrelationen
zwischen System und Reservoiren sich ausbilden, die Entropien von beiden nicht einfach addiert
werden; die Subadditivitit (2.31) zeigt aber, dafi die Ungleichung (6.16) bei Beriicksichtigung
dieses Umstandes erst recht gilt). — In (6.16) treten nur Reservoirtemperaturen 7,7**) auf, weil
das System selbst Nichtgleichgewichtszustéinde durchlduft und eine Temperatur — im Gegensatz
zur Entropie — auch in der Statistischen Mechanik nur fir Gleichgewichtszustinde definiert ist.

Wir koénnen die Formulierungen (6.9 / 6.8) und (6.14) der beiden Hauptsitze kombinieren
zu der Aussage
dU =T -dS +6A =T -dS + > K,dz, (6.17)

fiir quasistatische (reversible) Prozefifiihrung.

Sie wird oft als (differentielle) ,Grundrelation der Thermodynamik“ bezeichnet und zeigt ne-
benbei, dafl die innere Energie zweckméfig als Funktion der Variablen S und =z .... x5, an-
gegeben wird, weil in diesen Variablen der Ausdruck fiir ihre Anderung bei (quasistatischer!)
Abénderung der Gleichgewichtsbedingungen besonders einfach ist:

U=U(S;z, x2....7001) - (6.18)

Umgekehrt kann die differentielle Entropieinderung als
Qs = 150 —1dU+Z< 1K>d (6.19)
— T rev — T - T m Tm .

fiir quasistatische (reversible) ProzeBfiihrung
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geschrieben werden und zeigt, daf} die zweckméflige Variablenwahl bei S' fiir thermodynamische

Zwecke
S = S(U; 1, x3....xp1) (6.20)

sein wird. Was die erste Variable U = (H) betrifft, so stimmt dies mit unserer Wahl in GI.
(3.40 b) im kanonischen Ensemble iiberein; als ,Koordinaten“ x waren dort, wie der Vergleich
zeigt, speziell V und N verwendet worden. In der aus (6.19) ablesbaren Relation

1
08 [0V (1) —com. = 7 (6.21)

erkennen wir Gl. (3.41) wieder.

6.3 Dritter Hauptsatz (Nernstsches Theorem). In der phinomenologischen Thermo-
dynamik besteht die Rolle des 3. Hauptsatzes darin, die im 2. Hauptsatz noch verbliebene
additive Freiheit in der Entropie S festzulegen. Seine Aussage ist: die Entropie S, betrachtet
als Funktion von 7' und © = {zy...2xym} (also nicht von U und z wie in (6.20)) strebt fiir
T — 0 bei jedem ,,chemisch reinen“, d. h. nur eine Teilchensorte enthaltenden System gegen
Null, und zwar unabhéngig von den iibrigen Variablen x:

S(T = 0, {am}) — 0 Y {2} . (6.22)

(Fiir Systeme mit verschiedenen Teilchensorten bleibt auch fiir 7 — 0 eine endliche , Misch-
ungsentropie“ {ibrig).

Diese Aussage ist von der Statistischen Mechanik her leicht zu begriinden, etwa ausge-
hend von unseren Formeln (3.37) fiir das kanonische Ensemble. Der Hamiltonoperator H be-
sitzt (Stabilitdtspostulat) ein durch den Grundzustands-Eigenwert E, nach unten beschriinktes
Spektrum,

Ey < By < Ey < ... (623)

und die Wahrscheinlichkeiten, das System in einem Mikrozustand mit Figenwert FE,, vorzu-
finden, sind nach (3.37)

¢ En/kpT ¢ (Bn—Eo)/kpT
Pn = S e En/ksT - S e (Bn—FEo)/kpT (6.24)

Fiir T — 0 gehen sie alle gegen Null aufler fiir den Grundzustand n = 0. Dies ist einleuchtend,
da fir T — 0 dem System immer mehr Energie entzogen wird, so daf} es schliellich die zur
Besetzung angeregter Zustinde notwendige Energie nicht mehr aufbringen kann:

pn (T) = Ono (T — 0). (6.25)

Wenn nun der Grundzustand n = 0 nicht entartet ist (dy = 1 in der Sprache der Gl. (3.38)),
so bedeutet dies nach (2.12), daf} die statistische Entropie gegen Null geht, da das System dann
auf einen einzigen Mikrozustand eingeengt wird:

S(T) - kplndy =0  fiir dg = 1. (6.26)
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Dies ist der beim idealen Paramagneten zur Gl. (3.85) fiihrende Fall. Es ist klar, daf dieses
Resultat ein wesentlich quantentheoretisches ist. Die klassische Niherung verletzt daher in der
Regel den 3. Hauptsatz, indem sie fiir T — 0 formal negative Entropien ergibt, und wird daher
in der Regel bei hinreichend tiefen Temperaturen ungiiltig.

6.4 Extensivitit und Fundamentalgleichung. — Die phdnomenologische Thermodyna-
mik unterscheidet — als Erfahrungstatsache — sog. intensive und extensive Variable. Intensive
Groflen dndern sich nicht, wenn man ein ,sehr grofles®, makroskopisches System in kleinere,
aber noch immer makroskopische Teilsysteme unterteilt, z. B. Temperatur 7', Druck p, Dichte
p = N /V, Magnetfeld B oder H. Extensive Grifen verkleinern sich bei dieser Operation im
Verhiltnis der Volumina; zu ihnen zédhlen trivialerweise das Volumen V' selbst, sodann auch
Teilchenzahl N, Entropie S, innere Energie U und alle im nichsten Kapitel zu besprechenden
thermodynamischen Potentiale. Dabei ist die Klausel ,,sehr gro3“ wesentlich: die Eigenschaften
gelten streng genommen im Grenzfall

Vo0, N— mit g = p = const. , (6.27)
dem sog. thermodynamischen Limes; fiir ,kleine“ Systeme erwartet man Abweichungen von
dieser Regel. Wegen der thermodynamischen Relationen zwischen den verschiedenen Grofien
lassen im iibrigen diese Eigenschaften sich sdmtlich ableiten, wenn man fiir nur zwei in (6.27)
nicht auftretende Grofien, ndmlich die Entropie S und eine Energiegrofie wie etwa die innere
Energie U, die Extensivitéit bewiesen hat. So folgt z. B. aus der thermodynamischen Gl. (6.21)
in diesem Falle sofort die Intensivitit der Temperatur, und aus Gl. (6.19) folgt sofort weiter,
da in den Produkten K,, - x,, jeweils ein Faktor extensiv, der andere intensiv sein mufl. Man
hat sich also z. B. davon zu iiberzeugen, dafl im Limes (6.27)

Um-N,n-V)=n-U(N,V) (6.28)

gilt und fiir die Entropie etwa in den Variablen von (3.40 b)
Sn-U;n-Nyn-V)y=mn-S{U; N, V) (6.29)
In mathematischer Ausdrucksweise ist S in diesen Variablen eine homogene Funktion 1. Grades.

Diese Eigenschaften sind als Erfahrungstatsachen so vertraut, dafl man erst spét in der Ent-
wicklung der Statistischen Mechanik gewahr wurde, dafl sie vom mikroskopischen Standpunkt
nicht selbstverstandlich und ihre Beweise tatsiachlich nur bei ganz bestimmten Figenschaften der
mikroskopischen Zweiteilchenwechselwirkung V, (| Z; — #;|) moglich und mathematisch meist
auflerordentlich kompliziert sind! Wir gehen auf solche Beweise daher nicht quantitativ ein,
sondern betonen nur, daf eine vollstindige mikroskopische Begriindung der Thermodynamik
neben der Ableitung der Hauptsidtze auch eine solche Beweisfithrung umfassen miifite. Die-
se mikroskopische Demonstration der Extensivitit ist derzeit mdglich fiir Systeme mit kurz-
reichweitigen Zweiteilchenpotentialen — etwa schwere Atomkerne, sofern man die Coulombkréfte
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zwischen den Protonen ignoriert — oder fiir Systeme aus geladenen Teilchen — etwa Elektronen
und Atomkernen —, die der langreichweitigen Coulombkraft unterliegen, aber insgesamt elek-
trisch neutral sind. Dagegen sind Systeme, die der langreichweitigen und iiberall attraktiven
Gravitationswechselwirkung unterliegen, nicht extensiv, weil sie bei Vergrofierung der Teilchen-
zahl ihre Gesamtenergie absenken konnen; die damit zusammenhéngende Instabilitdt grofler
Materiemengen gegen gravitative Kontraktion ist insbesondere die eigentliche Triebkraft der
Sternentwicklung.

Bei dieser Demonstration geniigt es, wenn man an Stelle von (6.29) zeigt, da8 die Grofle
% - In Z in irgend einem — allgemeinkanonischen oder mikrokanonischen — Ensemble im Limes
V — 00, N — oo, U — oo mit endlich bleibenden Verhéltnissen N /V (Dichte) und U /V
(Energiedichte) einen endlichen Grenzwert besitzt, der von der Form des Systems unabhéingig
ist. Die Extensivitét fiir andere Variable folgt dann aus den Gesetzen der Gleichgewichtssta-
tistik, z. B. aus (3.75) im mikrokanonischen Ensemble, wo D = D (E, A) die Rolle von Z
iibernimmt. Die letztere Gl. zeigt auch, dafl die Dimension D der ,,Gleichgewichtszelle“ im Hil-
bertraum fiir ein makroskopisches System (im thermodynamischen Limes) exponentiell grof3
wird:

S(U, N,V
DU, nN,nV) = exp |n - % : (6.30)

Fiir den allgemeineren Fall von Gl. (6.20) mit den Variablen z,, bleibt die Relation bestehen,
wenn wir voraussetzen, daf8 alle Paare (x,,, K,,) so gewihlt werden, daf§ x,, extensiv und K,
intensiv ist. Die Homogenitét ersten Grades in den Variablen U, {z,,},

Sn-Umn-zy,..n-xy) =n-SU, z1....c5) (6.31)

fiithrt dann zu einer weitgehenden Einschrinkung der Form der Funktion S (,, Eulersches Theo-
rem* dber homogene Funktionen): aus der Identitét

i _ 0S5 . d(nU)
dn(nS) B (8(77U)>{Im} dn *

dS d(nzm) _
i 727; (3(nxm)>U,{zn¢m} dn o (6:32)

(die Indizes bezeichnen nach thermodynamischem Brauch die bei der partiellen Differentiation
jeweils festgehaltenen Variablen) und den aus (6.19) zu entnehmenden Beziehungen

oS 1 a5 1
Go). =7 ), o
x ) C'371;&771}

folgt die gelegentlich als ,, Fundamentalgleichung der Thermodynamik bezeichnete Aussage

S(U, z) = ﬁ {U - Y K (V. 3) - xm} | (6.34)
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Wie schon das Auftreten der Temperatur T zeigt, gilt sie (im Gegensatz zur allgemeinen Defi-
nition der statistischen Entropie, (2.24)) nur fiir die Gleichgewichts-Entropie. Bildet man ihre
differentielle Form

TdS + SdT = dU — ZKmdxm — Zde C T
und subtrahiert davon die Gl. (6.19), so erhiilt man die sog. Gibbs-Duhem-Relation
S-dT + > tp - dK, =0 (6.35)

fiir quasistatische Prozef}fiihrung.

Sie besagt, da§ der Satz {T', K ... Kj;} von rein intensiven Variablen nicht unabhéngig ist,
so daf zur Charakterisierung des Gleichgewichtszustandes durch unabhdangige Variable minde-
stens eine von diesen extensiv sein muf.
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7. Thermodynamische Potentiale

7.1 Definition der wichtigsten Potentiale. Wir sahen schon bei der Behandlung der
Gleichgewichtsensembles, dafl die meisten interessierenden thermodynamischen Angaben {iber
einen Gleichgewichtszustand aus einer geeigneten zahlenwertigen Funktion der Gleichgewichts-
parameter gewonnen werden konnen, etwa die Mittelwerte (A4;) gemif (3.20) aus der Zu-
standssumme Z oder die Gleichgewichtsparameter \; (also T, u, p usw.) aus der Entropie
gemif (3.22). Eine solche Zustandsfunktion, aus der die thermodynamischen Grofen im Gleich-
gewichtszustand durch partielle Ableitungen gewonnen werden konnen, heifit thermodynamisches
Potential in Analogie zum Potential etwa der Mechanik, aus dem die Kraftkomponenten durch
partielle Differentiationen folgen.

Fiir jeden Typ von Gleichgewichtsensemble, also fiir jede Kombination von Nebenbedin-
gungen, gibt es ein ,zugehoriges” thermodynamisches Potential, das besonders einfach mit der
betreffenden Zustandssumme verkniipft ist. Es wird zweckmiflig angegeben als Funktion eines
wiederum fiir diese Nebenbedingungen charakteristischen Satzes von natirlichen Variablen.
Dies sind einerseits, wie in (3.21) betont, die Lagrangeparameter \; des jeweiligen Ensembles
(also T, u, p, usw.), andererseits die dort nicht explizit angeschriebenen, weil indirekt in die
Definition des Hilbertraums und den Aufbau des Hamiltonoperators eingehenden ,exakten An-
gaben“. Die letzteren kinnen wir nun mit den Parametern x,, im Hamiltonoperator (Gl. 6.5 /
6.6) identifizieren. Die allgemeine Form eines thermodynamischen Potentials ist also

d = @(}\1, )\2, ...T1, Ta, ) . (71)

Beide Arten von Variablen kann man sich quasistatisch — d. h. so, da} das System eine Folge
dicht beieinander liegender Gleichgewichtszustinde durchlduft — variiert denken, und die parti-
ellen Ableitungen von ® nach ihnen enthalten dann die gesuchten thermodynamischen Gréfien.
Die Zahl der in verschiedenen Potentialen jeweils verwendeten Variablen ist natiirlich bei dem-
selben physikalischen System stets dieselbe.

Wir sahen bereits, dafy dieselbe physikalische Grofle in den verschiedenen Gleichgewichts-
Ensembles in begrifflich ganz verschiedener Form eingehen kann. So ist die Teilchenzahl N im
kanonischen Ensemble ein (prinzipiell) exakt bekannter Parameter vom z-Typ und damit eine
natiirliche Variable des zugehorigen Potentials, wihrend sie im groflkanonischen Ensemble nur
im Mittel festliegt und daher keine natiirliche Variable des zugehorigen Potentials sein wird.
Statt ihrer tritt hier der zu ihr konjugierte Lagrange-Parameter o bzw. p auf, und N = (N) ist
gemif (3.60 b) durch Differentiation zu berechnen. Wir sahen jedoch schon im Zusammenhang
mit (3.49) bzw. (3.71 b), dafl dieser begriffliche Unterschied zwischen ,exakten® und ,junschar-
fen“ Groflen fiir grole Teilchenzahlen, also im thermodynamischen Limes, verschwindet und
daher fiir die makroskopische Thermodynamik im Endresultat unwesentlich ist.

a) Entropie als Potential. Im mikrokanonischen Ensemble (3.101) ist, im Gegensatz zu den
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generalisierten kanonischen Ensembles, die Energie E exakt vorgegeben, wir bezeichnen sie
deshalb dort als zy. Haufigste Beispiele fiir die weiteren x-Parameter sind

{zg, 1, z2} = {E,V, N} (Gase) (7.2 a)

{zg, 21, 22} = {E, B, N} (magnet. System) (7.2 b)

Nebenbedingungen ,,im Mittel“ und damit A\-Parameter existieren nicht. Die Entropie ist nach
(3.102) als

S = S(l‘o = E, ZEllEM) = kB - In ZMK (73)
mit ZMK =D = D(IEO = E, ZEll‘M)

zu berechnen. Statt E schreiben wir im Hinblick auf die Ununterscheidbarkeit dieser Grofien
im makroskopischen Fall auch U und haben dann Gl. (6.20) und (6.33):

35) (35) 1
05 _ (92 S (7.4)
<8E {Tm 20} ou {Tm 20} T
0S8 1
(axm>{ = — me . (7.5)
J7n;rém}
Im Beispiel (7.2 a) sind

nach Gl. (6.8) beziehungsweise als (negativer) Druck und chemisches Potential des Systems
zu identifizieren, denn die am System geleistete Arbeit bei quasistatischen Anderungen V' —
V+dV, N - N + dN ist gerade durch —p - V bzw. durch p - N gegeben. Also

a8
ey =2 (7.8)
oV)yn T
0S5 ]
= - _C 7.9
(7)., =7 &
Das Differential (6.19) lautet fiir diesen Beispielfall
T-dS =dU +p-dV —pu-dN. (7.10)

Natiirlich sind die durch (7.6 / 7.7) definierten mikrokanonischen Grofen, weil als Erwartungs-
werte definiert und damit schwankungsbehaftet, im Prinzip von (3.107) bzw. (3.66 b) verschie-
den, aber der Unterschied verschwindet, wie betont, im Makroskopischen; daher die Weglassung
des Index p; g in (7.8 / 7.9).
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Die Ubertragung auf das Beispiel (7.2 b) des magnetischen Systems, wo das duflere Magnetfeld
B an die Stelle von V' tritt, ist offensichtlich.

Die Bedingung fiir das Gleichgewicht eines isolierten Systems (dU = 0) mit festgehaltenen
Parametern z (dzy = dzxy = ... = dxy = 0, im Beispiel (7.2 a) also dV = dN = 0) ist
offenbar nach (7.10)

dS =0, (7.11)

d. h. die Stationaritéit — und zwar, wie wir wissen, das Maximalwerden — der Entropie.

b) Die freie Energie F. Im kanonischen Ensemble (3.35) sind die natiirlichen Variablen von
(7.1)

T (bzw. \y = 8 =1/kgT),
(7.12)
T1, T2 ..... T M
bzw. im Beispiel des Gases und des magnet. Systems
{A\; 21, 20} ={T; V, N} (Gase) (7.13 a)
{A\1; 1, 2} = {T; B, N} (Magnet) (7.13 b)
Wir wissen bereits, daf§ die Groflie (3.42), also
F(T;2) =U(T;z2) =T -S(T; x), (7.14)

in diesem Falle besonders einfach aus der Zustandssumme zu berechnen ist, ndmlich gemé&f
(3.43):
F(T;z) = —kgT - In Zg (T; z) . (7.15)

F heifit die (Helmholtzsche) freie Energie des Systems und ist das den ,kanonischen® Neben-
bedingungen — also Energieaustausch, aber keinen sonstigen Austausch gestattender Kontakt —
angemessene thermodynamische Potential. In der Tat ist aus F' nach (3.44 b) durch partielle

Ableitung die Entropie

S(T; z) = — %F(T; x) (7.16)

berechenbar. Die partiellen Ableitungen nach den x fithren nach dem Muster von (3.19) zu

0 0 Ll H(zy..z
—F = —kgT In T'r {e FpT H (@ M)}

6xm al‘m

= Tr {(a—H> : WK} = <8—H> = (Kpn) , (7.17)



d. h. zur Berechnung der zu den z,, konjugierten , Kréfte“:

0

Kn (T; z) = 5.

F(T; x) (m=1..M). (7.18)

Im Beispiel (7.13 a) ist also

oF oF

or _ _ = 7.19
wobei wir analog zu (7.6 / 7.7) eigentlich px, px schreiben miifiten, den Index , aber im
Makroskopischen vergessen diirfen. Das Differential von F' ist demgem&fl

M
dF = =S -dT + Y Kydz, (7.20)
m=1

oder im Beispiel (7.13 a)
dF = —-S-dT —p-dV + pu-dN . (7.21)
Die Bedingung fiir das Gleichgewicht eines isothermen, d. h. durch Kontakt mit einem Ther-
mostaten auf konstanter Temperatur T gehaltenen Systems (d7 = 0) mit festgehaltenen
Systemparametern z (dzy = ...dxy = 0, im Beispiel (7.13 a) also dV = d N = 0) ist nach

(7.20) offenbar
dF =0, (7.22)

die Stationaritiit der freien Energie. Da In Zg, wie wir aus (3.18) wissen, im Gleichgewicht
maximal ist, ergibt sich dabei wegen des Minuszeichens in (7.15) eine Minimalititseigenschaft
von [

Will man die innere Energie U aus F' berechnen, so mufl man (7.14) umkehren und (7.16)
benutzen,

oF
U=F-T- o0, (7.23)

also wieder eine Legendretransformation aufiihren, diesmal von {7, x; F'} nach {S, x; U} .

¢) Das grofkanonische (grofie) Potential J. Fiir das ,isotherme offene®, d. h. dem Energie-
und Teilchenaustausch ermoglichenden grofikanonischen Kontakt unterliegende System (3.54)
sind die natiirlichen Variablen von Gl. (7.1)

T (bzw. B3) , p (bzw. «)
(7.24)
L1y, T2 ....Tp—1
Fiir unser Beispiel des (einkomponentigen) Gases etwa haben wir
{A, Ags @} = AT, 3 Vi (7.25)
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Wir sahen im Abschnitt 3.3b), dafl in diesem Falle die Grofie (3.63 / 3.67),

JTwx) = U ) =T S(T, psz) — p- N(T, p; @)

= F—pu-N, (7.26)

das sog. groflkanonische oder grofe Potential, wiederum sehr einfach, ndmlich nach Gl. (3.64),
mit der Zustandssumme zusammenhéngt:

J(T, p;2) = —kgT - In Zgg (T, u; x) . (7.27)

Nach Gl. (3.69) erhalten wie daraus némlich die Entropie vollig analog zu (7.16),

0
ST 2) = =57 I (T, s 7) (7.28)

und aus (3.60 b) mit (3.66 b) folgt weiter

N(T, pi; z) = — %J(T, 1 x) - (7.29)

Die x-Ableitungen fithren ebenso wie bei (7.17) auf

0
Kn (T, p; x) = WJ(T’ W ) (m=1..M—-1). (7.30)
Im Beispiel (7.25) ist also
aJ aJ
A 97—y 31

Das Differential von J ist demgeméf

M-1

dJ] =—-8-dT — N -du+ Y Kpdry (7.32)
m=1
oder im Beispiel (7.25)
dJ = -SdT —pdV — Ndu. (7.33)

Die Bedingung dafiir, daff ein isotherm-offenes System (dT = 0 und du = 0) bei festen
Systemparametern 1 .... xpr 1 im Gleichgewicht ist, daher die Stationaritét

dJ =0 (7.34)

des groBkanonischen Potentials; wiederum zeigt (7.27), daf§ es sich hierbei um ein Minimum
handelt.

Der in der Thermodynamik hiufige Fall von Systemen, die wie im Beispiel (7.25) nur eine
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extensive Koordinate x; aufweisen — also das nach der Gibbs-Duhem-Relation (6.35) unver-
meidliche Minimum an extensiven Variablen, denn 7" und g sind ja intensiv — hat zusétzliche
besonders einfache Eigenschaften. Das Potential J ist, wie z. B. (7.28) zeigt, extensiv:

J(T, ;n-x1) =n- J(T, u; z1) (7.35)

Der Eulersche Satz iiber homogene Funktionen fiihrt dann auf demselben Wege wie bei (6.32 -
34) zu der Aussage

0.J
J(T, pyx1) = 17— =21 - Ky, (7.36)
61:1
im Beispiel (7.25) also
J(Tow V) = =p(To V) - V. (7.37)

Die Beziehung p = p (T, N, V) oder p = p (T, pu, V) fiir den Gleichgewichtsfall wird bekannt-
lich als Zustandsgleichung bezeichnet; Gl. (7.37) zeigt, da8 die Berechnung des grokanonischen
Potentials einen raschen Weg zur mikroskopischen Begriindung der Zustandsgleichung darstellt.
Im kanonischen Ensemble kann sie natiirlich ebenfalls berechnet werden, und zwar anhand der

ersten Gl. (7.19).

d) Das Gibbssche Potential G.") Dem Gibbsschen oder , isotherm-isobaren Ensemble (3.106)
schlieBlich ist das in (3.111) schon eingefiihrte Gibbssche Potential

G(T,pyz) = U-TS +pV

= F+pV (7.38)
zugeordnet mit den natiirlichen Variablen
{A, Ags 22} ={T, p; N} (7.40)
Dieses Potential ist nach (3.112) zu berechnen aus
G(T,p;x) = —kgT - In Zg (7.41)

und besitzt die partiellen Ableitungen

0G 0G
oG _ oG _ 42
0G
=K =2.M A4
96 K (m ), (1.43
im Beispiel (7.40) also
0G/ON = pu. (7.44)

DIn der angelsichsischen Literatur auch als “Gibbs Free Energy” bezeichnet im Gegensatz zur “Helmholtz
Free Energy” F.
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Das Differential (sogleich im Beispiel (7.40) angeschrieben)
dG = —=SdT +Vdp+ pdN (7.45)

fafit diese zusammen und zeigt, dafi die Gleichgewichtsbedingung fiir das isotherm-isobare Sy-
stem mit fester Teilchenzahl
dG =0 (7.46)

lautet.

7.2 Tabelle der Potentiale. Maxwell-Relationen. Die Tabelle auf S. 98 fait die be-
sprochenen thermodynamischen Potentiale, ihre Beziehungen zu den Ensembles der statisti-
schen Mechanik und ihre partiellen Ableitungen zusammen.

Eine wichtige Folgerung aus der Existenz der Potentiale als Zustandsfunktionen ergibt sich
daraus, dafl die zweiten partiellen Ableitungen einer derartigen Funktion unabhingig von der
Reihenfolge der Differentiationen sind. Da die ersten partiellen Ableitungen die oben behan-
delten thermodynamischen Groflien ergeben, findet man auf diese Weise eine Reihe wichtiger
Relationen zwischen den Differentialquotienten der thermodynamischen Gréflen nach verschie-
denen Variablen. Wir geben im folgenden fiir M K und fiir die beiden praktisch wichtigsten
Ensembles, K und G K, speziellen Fall des Gases ((7.13 a) bzw. (7.25)) Beispiele an.

Fiir die Entropie zunéchst folgen mit (7.4/8/9) die Beziehungen

6.l @, o
7)., = lr C7). o

5 3, - [ )., o
) und (

U, N
Fiir die freie Energie F' ergibt sich aus (7.16) und (7.19)
(05/0V)rny = (0p/0T)vn , (7.50)
(85/8N)T,V = —(8”/8T)V’N, (751)
(ap/GN)T,V = —(6@/6V)T,N (752)
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Potential Freie Energie F' Grofles Potential .J Gibbssches Potential G Entropie S
Natiirliche
Variable F(T;V,N) J(T,w; V) G(T,p;N) S(U,V,N)
Zugehoriges Kanonisches Groflkanonisches Gibbssches Mikrokanonisches
Ensemble (Wk) (Wak) (Wa) Wnk)
Berechnung aus F = —kgTx J = —kBT?< G= —kBTAx
Zustandssumme || x InTr (e=H/#8T) | xIn Tr(e=(F-#N)/ksT) | x1n Tr(e=(H+PV)/knT) S=kplnD
Beziehung zur
Entropie F=U-T-S J=U—-u-N-T-85 G=U+p-V-T-8
Quasistatisches dF = —Sdt— dJ = —Sdt— dG = - Sdt+ T-dS =dU+
Differential pdV + pdN Ndu—pdV Vdp + pdN =pdV — udN
Partielle OF/0T = —-S 0G/oT = -8 0G/oT = -8 8S/0U = 1T
Ableitungen OF [0V = —p 0J/0u=—-N 0G/op=V 0S/0V =p/T
OF/ON = u 0J/0V = —p 0G/ON = pu 0S/ON = —u/T
und schliefilich fiir dies groflkanonische Potential aus (7.28 / 7.31)
(05 /0pny = (ON /9T,y , (7.53)
08/0V)ru = (0p/0T)uv (7.54)
(ON/0V)r, = (@p/ Oy - (7.55)

Diese allgemein als Mazwell-Relationen bezeichneten Beziehungen, die allein aus der Existenz
der Potentiale als Zustandsfunktionen und damit letztlich aus der Ezxistenz der beiden grund-
legenden Zustandsfunktionen U und S folgen, sind im einzelnen oft unerwartet und von der
Anschauung her keineswegs zu erraten. Oft verkniipfen sie experimentell schwer direkt mefiba-
re mit leicht realisierbaren Anderungen — vgl. etwa GI. (7.50)! — und sind insofern auch von
praktischem Nutzen.
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8. Antwortfunktionen und ihre Zusammenhinge

8.1 Wirmekapazititen (thermische Antwortfunktionen). Antwortfunktionen (response
functions) sind die experimentell am leichtesten zugénglichen thermodynamischen Grofien. Sie
geben an, wie eine bestimmte Zustandsvariable sich bei kontrollierter Abédnderung einer an-
deren — bei festgehaltenen {ibrigen Variablen — dndert. Die Existenz der thermodynamischen
Zustandsfunktionen bewirkt, daB zwischen diesen Anderungen mannigfache Beziehungen be-
stehen.

Die Wirmekapazititen eines Systems geben bekanntlich an, welche Warmemenge benétigt
wird, um die Temperatur des Systems unter verschiedenen Bedingungen um eine Einheit (1°K)
zu erhohen. Sie sind also allgemein definiert als

C=6Q/dT (8.1)

bei Festhaltung der sonstigen unabhéngigen Zustandsvariablen. Es gibt also im Prinzip so viele
spezifische Wirmen, wie es Kombinationen von unabhingigen Zustandsvariablen (ohne T) fir
das System gibt.

Wir betrachten im Folgenden der Einfachheit halber ein System, das aufler T nur ein
Paar (z, K) konjugierter Zustandsvariabler (z extensiv, K intensiv) benétigt, also z. B.

(V, —p) (Gas) (8.2a)
(x, K) =
(M, B) (Magnet) . (8.2b)

Die interessierenden Warmekapazitéiten sind hier einmal

C, = <6d—§%>m (= Cy  beim Gas) , (8.3)
Ck = (3—?)}( (= C, beimGas) . (8.4)

Erstere wird bei dz = 0, nach (6.8) also bei d A = 0 gemessen; nach dem 1. Hauptsatz ist
daher

c- () e (%) o o5

Um Ck zu berechnen, erinnern wir uns daran, dafl im Gleichgewicht eine Zustandsgleichung
zwischen den Variablen besteht, hier etwa K = K (T, x), berechenbar aus Gl. (7.18). Wir
denken sie uns geméf © = z (T, K) aufgelost und bilden das Differential

ox ox
= [ == - dT — - dK . .
dx <8T>K dT + <6K>T d (8.6)
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Dies verwenden wir im 1. Hauptsatz (6.9):

oU oU
0Q =dU — K - dx = (6—T>I dT + K%)T—K] dx (8.7)
7).+ |(5), - ] (57), )
= — | + — - K| | =— dT +
{(GT . ox - oT K
oU ox
|(5), -] (%), 4 (&)
und erhalten fiir d K = 0 durch Division mit dT
oU 0x
= — — K| [=— ) )
Cr Gt [(ax>T ] <8T>K (89)

Dieser Zusammenhang beniitzt nur den 1. Hauptsatz. Nehmen wir nun den 2. Hauptsatz hinzu,
so haben wir fiir quasistatische Anderungen

0S 0S
und daher fiir dz = 0 nach Division mit dT
oS
_ 7 (ZF (8.1 b)
a oT?), '

Die letztere Gl. folgt aus (7.16).

Fiir Cx andererseits rechnen wir zunéichst (8.10) mittels (8.6) auf d 7 und d K um,

o= ([ (), B}
r(62),30)) o

vergleichen mit

0S 0S

0Q =TdS =T l(a—T>K-dT—i— <8—K>T-dl(] (8.13)
und finden fird K = 0
Cw =T (22 (8.14 a)
K = oT) . 14 a
0’ G
S () e
0S ox

e () (2) . e

100



wobei die zweite Zeile aus (7.42) folgt. Die Maxwell-Relation (7.50) besagt
(05/05)r = — (0K /0T),

und wir erhalten daher den Zusammenhang

0K o0x
Co-G=1 (‘a—Tl (a—T>K ’

speziell fiir den Fall (8.2 a) das Gases also

B dp A%
o-cr=7(57), (5r),

(8.16)

(8.17)

(8.18)

Die beiden Antwortfunktionen rechter Hand (vgl. unten) sind experimentell mebar bzw. aus
der empirischen Zustandsgleichung entnehmbar, so dal man eine direkt experimentell iiber-

priifbare Konsequenz der beiden Hauptsétze vor sich hat.

8.2 Mechanische und magnetische Antwortfunktionen. Als Antwortkoeffizienten fiir

Volumen- und Druckénderungen definieren wir etwa im Beispiel (8.2 a)
1 (8 V) 1 (8 p)
K = — — _— = — .
! Vi\ap)r  p\9p)y
(isotherme Kompressibilitét) ,
o - (VN _ _1(9p
Pov\or » ~ p \OT ) ’

(isobarer thermischer Ausdehnungskoeffizient) .

Im Beispiel des magnetischen Systems, (8.2 b), treten an ihre Stelle die Gréfien

1 (OM
XT = 1 <8—B>T (isotherme Suszeptibilitét) |
1 (oM (Temperaturabhéngigkeit der
BB = v \aT B Magnetisierung bei konst. Feld) .

Weitere Koeffizienten, wie etwa im Beispiel des Gases

1 (0dp
BV—IS(a—TX

(relative Drucksteigerung pro Einheit der Temperaturerhthung)
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oder im Beispiel des magnetischen Systems

0B
oy = <_> (8.24)
oT ),
sind mit diesen durch die Zustandsgleichung verkniipft. Im Beispiel (8.23) etwa folgt aus V' =
Vip, T)
oV ov
qv = <_> Cdp + (_> 4T (8.25)
op ), oT )
und somit fiir V' = const., d. h. dV = 0
oV ov
— | = dp = — -dT dV =0 8.26
(55 (M,)p @v =0, (5.26)
= VK,T = Vap
nach (8.19) nach (8.20)
also o
p- By = . (8.27)
Kt

Ganz analog folgt fiir (8.24) aus der Existenz der magnetischen Zustandsgleichung M =

M (B, T) firdM = 0

_ kB
Xr

Verwenden wir die Beziehung (8.27) in der C, — Cy-Relation (8.18), die mit den Bezeichnungen

(8.20) und (8.23)

Cp,—Cy =T (pByv) - (Vay)
lautet, so erhalten wir
KT * (Cp - Cv) = T‘/vOé2

D

(8.29)

eine experimentell nachpriifbare Relation zwischen den thermischen und mechanischen Ant-
wortfunktionen.

Unabhéngig von (8.19/8.20) ist z. B. die fiir ,adiabatische®, d. h. ohne Wirmezufuhr
(0@ = 0) und daher isentrop (d.S = 0) ablaufende Prozesse definierte Grofie

1 (oV

(adiabatische Kompressibilitit) .

[hr magnetisches Gegestiick ist
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1 [OM
Xs = v (8—B>S (8.31)

(adiabatische Suszeptibilitét) .
Fiir (8.30) kann man mit dhnlichen Methoden wie den bei (8.29) vorgefiihrten die Relation
(kr — ks) - Cp = TV a (8.32)
herleiten; kombiniert man sie mit (8.29), so hat man

CV Ks
—_— = —. 8.33
= (8.33)

Auch diese Relation ist direkt experimentell priifbar.
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ITI. Anwendungen der Statistischen Mechanik

9. Klassische ideale und reale Gase

9.1 Einatomiges ideales Gas. Wir betrachten ein Gas aus N gleichartigen Atomen oder
Molekiilen der Masse m, eingeschlossen in ein Volumen V' mit starren Winden. Der Hamilton-
operator

HZ{

i=1

(@) + (a)} (9.1 a)
S VE - &) (9.1 b)

i<j
umfaflt die kinetischen Energien der Translationsbewegung der Atome oder Molekiile, ein dufe-
res Einteilchenpotential, das aus dem Wandpotential
0

i = { 2, EED o

und eventuell weiteren dufleren Kraftfeldern V1' besteht, die ,,inneren“ Hamiltonoperatoren hz(mt)

der einzelnen Atome oder Molekiile, wirkend auf die Koordinaten und Impulse & der inneren
Freiheitsgrade (der Elektronenhiille und des Kerngeriists) und schlieBlich die Summe der Wech-
selwirkungspotentiale V, zwischen je zwei Atomen oder Molekiilen.

Die kinetischen, Vi- und V,-Terme konnen bei den meisten realen Gasen und sogar den mei-
sten Fliissigkeiten in sehr guter Niherung als klassisch behandelt werden. (Man sieht dies z. B.
beim Studium des klassischen Grenzfalls fiir die in Kap. 11/12 behandelten Quantengase). Die
bekannteste Ausnahme bildet das fliissige Helium, das ausgepréigte Quanteneffekte zeigt. — Die
inneren Freiheitsgrade, d. h. die h(")-Terme, miissen dagegen quantenmechanisch behandelt
werden, da sie ein diskretes Spektrum aufweisen, dessen typische Termabstéinde bei Laborbe-
dingungen nicht vernachléssigbar gegeniiber der mittleren thermischen Energie pro Teilchen
sind.

Wir wollen zundchst die inneren Freiheitsgrade ganz ignorieren, d. h. hz(mt) in (9.1) durch
eine Konstante ersetzen, die o. B. d. A. auf Null normiert werden kann. Dies ist moglich bei
einatomigen Gasen, deren innerer Grundzustand nichtentartet ist und deren niedrigster ato-
marer Anregungszustand energetisch so hoch liegt, dafl er bei Laborbedingungen nur eine ver-
nachléssigbare Besetzung aufweist. Wir haben dann ein Gas aus klassischen Massenpunkten,
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das wir zunéchst im klassischen kanonischen Gleichgewichtsensemble (3.88) — mit dem fiir iden-
tische Teilchen mafigeblichen Volumenelement (1.87) — beschreiben wollen:

— — — — 1 — cl.
Pel. (T1 . TN, D1 o PN) = 7 € A kBT (9.3)
K

Die klassisch-kanonische Zustandssumme ist gegeben durch

d3p
cl. 7
Ze(T; V, N) N'/

N

N i
AN i@+ 3 X ve(d - @}
* e i=1 k#i . (9.4)
mit h = 2 k. Der Faktor exp (— 3 VY4 (7,;) / kg T') beschréinkt alle N Ortsraumintegratio-
nen auf das Innere des Volumens V', und wir erhalten

N

ZE(TVN) = oo o ()Y % 72

N' pot (T: Va N) ) (95)

wobei zg die Zustandssumme des kraftefreien Einzelteilchens

d*p 5%
20 (T) = ﬁ e kT (96 a)

1 + oo 2 3
:{E_/ dpe 2kaT}

2mm kB T %
= () (9.6 b)
1
= )\37(7_1) s (96 C)
und Z;f)t die nur noch potentielle Energien enthaltende ,, Konfigurations-Zustandssumme*

el Vl (#;)
Z X

1 N v
TV, N :—/d3 ..../d3 { "5 T
oo ( ) T J 1 ; TN il;ll e Fm

“mr s 2 Ve (T - )

X e k] , (9.7)

bezeichnet. Die in (9.6 ¢) eingefithrte Grole der Dimension Lénge,

= (L> — \(T) (9.8)

27m kgT
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heiflt die thermische de-Broglie- Wellenlinge des Gases. Die Formel

ch

pot

N
73 (T V.N) = 51 [

NI [)\3 (T T3V ) 59

ist unter der Voraussetzung der Vernachléssigbarkeit innerer Anregungen der Teilchen noch
exakt, aber das 3 N-fache Ortsraumintegral (9.7) ist fiir nichtverschwindende Zweiteilchenkrifte
V5 nicht mehr geschlossen auswertbar.

Bei kurzreichweitigen Zweiteilchenpotentialen V5 und geringer Dichte p = N /V — oder bei
hinreichend hohen Temperaturen, so dal V, / kg T < 1 — kdnnen wir die Wechselwirkungen
Vo vernachlissigen: ideales” klassisches Gas. Dann wird

Z%(T; V, N) { /d } (9.10)

und wir erhalten als kanonische Zustandssumme des klassischen idealen Gases im dufleren
FEinteilchen-Kraftfeld mit der potentiellen Energie V;:
Vi@ (T)
L[ e i

Sie stellt einen klassischen Spezialfall des Faktorisierungssatzes (3.51) fiir die kanonische Zu-
standssumme dar, wiederum jedoch mit der von uns schon hervorgehobenen Modifikation durch
den statistischen Faktor % fiir identische Teilchen.

. 1
ZE V.M = w1 e

} . (9.11)

Der Faktor (9.10) gestattet die Beriicksichtigung eines dufieren Kraftfeldes, z. B. eines homo-

genen Schwerefeldes (,,barometrische Hohenformel“); wir wollen jedoch nur den Fall V; = 0
betrachten: v ,
Vv 27mm kg N
Z¢(T; V, N = — <7 : T) . 9.12
RNy (T (912
Vll =0

Die zugehorige Phasenraumdichte (9.3) hat, wie fiir unkorrelierte Subsysteme zu erwarten,
Produktform bis auf den statistischen Faktor:

h3 N
V.(2mm kBT)%}

pei. (Z1....0n) = N! { X

52

< T {@V (#) e W} (9.13)

i=1

mit den die Einschliefung im Volumen V' ausdriickenden Stufenfunktionen

Oy (7) = { : E‘g, (9.14)



Interessanter ist die Einteilchen-Verteilungsfunktion f; von Gl. (1.101), die die Wahrschein-
lichkeit angibt, irgendein Teilchen im Phasenraumelement d* d®p bei (Z, p) zu finden: durch
erneute Anwendung der Integration (9.6) auf ps.... Py erhélt man

3 T 72
A é ) oy (7) e T di dp (9.15)

Insbesondere ergibt sich durch weitere Integration iiber den Ortsraum (5= [ Oy (Z) d% = 1)
die Wahrscheinlichkeitsverteilung im Impulsraum,

9@ dp = {[ f@ D}

f1(Z, p) & d’p = N

")

= NX(T)e T%7 @ . (9.16)

Meist interessiert man sich nur fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Impulsbetrige |p/| = p,
die durch Integration von (9.16) iiber alle Impulsrichtungen p entsteht. Wegen

&Pp = pldp &2p / A2p = dr (9.17)

ergibt sich die bekannte Mazwell-Boltzmann-Verteilung

w(p)dp = /d2ﬁ9(15) p*dp

p2
= 47 NN (T)p*e ™ T dp (9.18)

die auch oft mit p?dp = m3v%dv als Geschwindigkeitsverteilung geschrieben wird.

Die Berechnung der thermodynamischen Gréflen des idealen klassischen Gases beginnt —
geméf der ersten Spalte der Tabelle S. 98 — im kanonischen Ensemble mit dem zugehorigen
Potential, der freien Energie

F—le{l {V}N} (9.19)
- TN e () '
Fiir makroskopische Teilchenzahlen ist die bekannte Stirlingsche Ndherungsformel fiir die Fakul-
tiit,

N!:F(N+1)=NN6—N\/W{1+O<i>} (9.20 a)

N
bzw.
InN!'~ N:[InN — 1] (9.20 b)
praktisch exakt, d. h. wir haben
v
F(I'yV,N) = —NkgT |l +In —————
(T; V, N) B {+HN-)\3(T)}
2 T2
_ —NkBT{l—lnN—i—ln(V- (%))} (9.21)
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Dies hat die erwartete extensive Form N - f (p) mit p = N /V. Daraus ergibt sich nach S. 98
zunéchst die Entropie des idealen Gases als —0 F /0T, also

S(T;V, N) = Nkpg O i —

5 N WD (9.22)

(Formel von Sackur und Tetrode). Beachte, dafl S hier noch nicht in seinen natiirlichen Variablen
U, V, N, sondern in T, V, N dargestellt ist. — Weiter erhalten wir durch —9 F / 9V den Druck
p als Funktion von T', V, N, d. h. die sog. thermische Zustandsgleichung des idealen Gases,

N kg (T
p(T; V, N) = Nk (T)
V
oder
p-V =NkgT, (9.23)

die ja zu den empirischen Ausgangspunkten der klassischen Thermodynamik z&hlt. Schliefilich
ergibt  F'/ O N das chemische Potential,

L} (9.24)

= —kgT -1
a BE N (@)

Ein Gefiihl fiir die GroBenordnungen erhiilt man durch die Uberlegung, da fiir 1 Mol ato-
maren Wasserstoff bei Normalbedingungen (V' /N) =~ (3nm)? ist, wihrend die thermische
Wellenléinge (9.8) bei T~ 300 K sich zu A &~ 0.02nm ergibt (1nm = 10 ?m). Das Argument
des Logarithmus in (9.22 / 9.24) ist hier von der Gréfienordnung 10°.

Die innere Energie ist durch F' + T S gegeben, also

3
U= NkgT (9.25)

Diese sog. kalorische Zustandsgleichung des idealen Gases besagt insbesondere, dal U hier
unabhéngig von V' ist. Die Wdarmekapazitit (8.5) bei konstantem Volumen,

ou 3 3

mit v = Zahl der Mole im Gas und der bekannten Gaskonstanten
R=1kp- L =rkpg- (602 10%) =832JK Mol ', (9.27)

ist unabhéngig von 7 und V. — Mit (9.25) kann nun S auch in seinen natiirlichen Variablen
angegeben werden:

5 Vi /dnm 3
S(U;V, N) = NkB{5 +n {W<W - U) H (9.28)
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Damit sind alle aus der empirisch-phinomenologischen Thermodynamik bekannten Gesetzmé-
Bigkeiten des idealen Gases aus der Statistik abgeleitet.

Die Entropie (9.22 / 9.28) und die innere Energie (9.25) wachsen im thermodynamischen
Limes (6.27) proportional zu N und bestitigen damit die Extensivititsaussage (6.28 / 29). —
Andererseits sicht man, dal S aus (9.22) im Limes tiefer Temperaturen proportional zu In T3/2,
d. h. nach — oo geht. Dieses Verhalten widerspricht dem 3. Hauptsatz (6.22) und ist somit ein
klares Anzeichen dafiir, dafl die Naherung des klassischen idealen Gases bei tiefen Temperaturen
unbrauchbar werden wiirde — wenn nicht, wie bei fast allen realen Gasen, in Wirklichkeit lsingst
vorher schon Kondensation in die fliissige Phase erfolgt wire.

Natiirlich 148t sich die Thermodynamik der idealen Gase ebenso gut in anderen Ensem-
bles diskutieren. Als Beispiel — und zur Erleichterung des spéteren Vergleichs mit den idealen
Quantengasen — betrachten wir das groflkanonische Ensemble. Wir haben hierfiir in Abschnitt
3.5 noch keine klassischen Formeln angegeben; diese lassen sich jedoch durch Ubertragung von
Gln. (3.57 - 3.59) unschwer gewinnen. Die klassische Version der Laplacetransformation (3.59)

gibt fiir die groflkanonische Zustandssumme (mit o = — 3 p):
Zd (T, V) = S et ZgH (T3 V, n)
n=20
>* 1 V u "
5 Al
Z ol o)
1% u
- oty ). o
und damit nach S. 98 fiir das groflkanonische Potential
| u_
JT, ;) V) = —kgT - kFpT
( » K5 ) B )\3 (T) €"B
27mm\ 2 5 -
= — ( 12 ) (l{;BT)ZV e B+t (930)
Die partiellen Ableitungen hiervon ergeben nach S. 98 die thermodynamischen Gréfien
V 5 I _n_
S(T, 1 V) = k (5 - 255 em 9.31
(T V) = ko (5 - 7o) o (9.31)
1% u_
N(T. u — . ¢FRT .32
(T, 11 V) wa (9.32)
kBT K
T, ;) V) = FpT 9.33
p( Y lui ) )\3 (T) €e"B ( )



Durch Auflésen von (9.32) nach p — was genau die schon bekannte Gl. (9.24) ergibt — kann
man, falls gewiinscht, das chemische Potential p zugunsten der mittleren Teilchenzahl N eli-
minieren und erhilt dann fiir (9.31) die GI. (9.22) und aus (9.33) die Zustandsgleichung (9.23)
zuriick. Vergleich von (9.33) und (9.30) illustriert iiberdies die aus der Extensivitit folgende
Eigenschaft (7.37) von J. Natiirlich ist an den in unserer Notation nicht hervorgehobenen be-
grifflichen Unterschied zu erinnern, dafl N in den Gln. (9.22 - 9.24) des kanonischen Ensembles
ein exakt festliegender Systemparameter, in (9.32) ein mit Schwankung behafteter Mittelwert
ist. Wir konnen dies prézisieren, indem wir die klassische Version der Wahrscheinlichkeits-
verteilung (3.57 b) betrachten: die Wahrscheinlichkeit dafiir, in unserem Ensemble gerade n
Teilchen und diese im Volumenelement (1.87) um den Phasenraumpunkt (% ....Z,, pi .... bn)
herum vorzufinden, ist

— kpT =1 -
ZGK “r e n! j];ll h3
1 Vv b LS 7
= o exp{_v (1) ekBT} 8 {111 [ekBT 8
N 52/ (2m d*p;
x Oy (7) e P/ EmEsT)] g, 3 } (9.34)

Durch Integration iiber die Positionen 7 .... ¥, und Impulse p .... p,, entsteht daraus die Wahr-
scheinlichkeit, im klassischen G K-Ensemble n Teilchen anzutreffen:

p = L exp{— v ek_;_T} X {L ek_g_Tr
n! X3 (T) X3 (T)
= p"(T, i V) (935 a)

Beachten wir hier den bereits bekannten Mittelwert N = (n) dieser Verteilung gemifi Gl.

(9.32), so haben wir
1
p" = = N"e N, N = (n), (9.36)
n!
also die bekannte Poisson-Verteilung. Diese Verteilung wiirde man in der Wahrscheinlichkeits-
rechnung ableiten aus der Forderung, dafl sich jedes von k Teilchen (mit & > 1) statistisch
unabhéngig von den anderen mit einer Wahrscheinlichkeit p < 1 in einem Volumen V' aufhélt,

wobei die mittlere Zahl p - £k = N vorgegeben ist.

Von Interesse sind schlieBlich die Schwankungsquadrate (3.71):

oU (T, 3 V)

2 _ 2
(AE)® = kT L

(9.37)
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ON(T, u; V)

AN)*> = kgT 9.38
(AN) = kpT S (939
Fiir das erstere benotigen wir die innere Energie U, die hier nach S. 98 aus
U=J+T-S+u-N (9.39)
zu berechnen ist, was in Ubereinstimmung mit (9.25) auf
3 Vv _u_ 3
U=—-k BT = = NkgT 9.40
2 "B () ° g B (9.40)
fiihrt. Damit erhalten wir die relativen Schwankungen
AFE 2 1
Y e 9.41
z 3 N (9.41)
AN 1
— = (9.42)

N VN’

die fir N — oo, in Bestiitigung unserer allgemeinen Uberlegung, wie 1 / VN verschwinden.

9.2 Innere Freiheitsgrade. Rotation und Vibration. Wir vernachlissigen weiterhin
die Zweiteilchenwechselwirkung V3 von GI. (9.1 b) und duBere Kraftfelder V; in (9.1 a), behan-
deln also die Translationsbewegung noch immer als ,,ideal“, beziehen aber nun, um zu einer
realistischeren Behandlung zu kommen, die in (9.1 a) durch h{™ reprisentierten inneren Frei-
heitsgrade der Einzelatome oder -Molekiile mit ein.

Zunichst sei ein zweiatomiges Molekiil mit Kernmassen M4, Mp und Kernspins Sy, Sg be-
trachtet, das klassisch die Form einer Hantel hat. Es kann als Ganzes rotieren; der Kernabstand
|]§A — EB\ kann um seine Gleichgewichtslage vibrieren; schliellich sind Anregungszusténde der
Elektronenhiille méglich, wihrend die Kerne natiirlich stets als im Grundzustand betrachtet
werden diirfen, der insgesamt den Entartungsgrad

dpwe = (284 + 1) (285 + 1) (9.43)

besitzt. Auch die niedrigste elektronische Anregungsenergie, die von der Gréflenordnung 10 eV
ist, ist noch so hoch, daf} nicht nur bei Laborbedingungen, sondern sogar an der Sonnenober-
fliche (T ~ 6103 K) die meisten Gasmolekiile noch so gut wie ausschlie§lich im elektronischen
Grundzustand sind: kg T ~ 10eV entspriche T' ~ 10° K. Die kanonische Zustandssumme fiir
das FElektron-Kern-System allein ist also durch

Ztsmue = do - (284 + 1) (2S5 + 1) (9.44)

gegeben, wenn d,; der Entartungsgrad des elektronischen Grundzustandes und dessen Energie
EY, zu Null normiert ist.
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Die Rotations- und Vibrationsbewegungen kénnen in guter Ndherung als entkoppelt sowohl
von der Kernbewegung als auch voneinander behandelt werden, da typische Anregungsenergien
A E und damit klassische Perioden w = A E / h sich fiir die 3 Freiheitsgrade grofienordnungs-
miflig wie

AE, : AEy : AE.,; ~10: 10 : 10 (9.45)
verhalten, so daf} die Vibration der Kerne gegeneinander sehr langsam gegeniiber der Elektro-
nenbewegung, die Rotation wiederum sehr langsam gegeniiber den Schwingungen erfolgt. Der
sinnere“ Hamiltonoperator A Jes Einzelmolekiils zerfillt daher in guter Ndherung geméf

[

h(mt) _ h(el—l—nuc) + h(vib) + h(rot) (946)

[ [ [ i

in drei miteinander kommutierende Summanden. Nach dem Faktorisierungssatz fiir das kano-
nische Ensemble erhalten wir daher in Erweiterung von (9.12) die Zustandssumme

Z¢ (T; V, N) [y o = i, [ML(T)}N
% |zet s mue (T) - 203 (T) - 200t (T)}N (9.47 a)
_ % d - (254 + 1) (285 + 1) ML(T) ooy (T) - 2ror (T)}N | (9.47 1)

wobei Z,;, Zyo die entsprechenden Funktionen fiir das Einzelmolekiil bezeichnen, die wir nun
getrennt diskutieren.

a) Vibrationen. Diese werden fiir das zweiatomige Molekiil durch den Hamiltonoperator

Wiy _ L o L5 o g

h —2Mp +2qu (9.48)
des eindimensionalen harmonischen Oszillators beschrieben, wenn ¢ die Abweichung des Kern-
abstandes von seinem Gleichgewichtswert und p die reduzierte Masse der Kerne ist. Fiir mehr-
atomige Molekiile erhélt man nach Transformation auf geeignete Normalkoordinaten ¢, eine
Summe von Hamiltonoperatoren des Typs (9.48), wobei jeder Normalschwingung eigene Para-
meter jig, wp zukommen. Dabei haben wir die potentielle Energie der Kernbewegung (in der
elektronischen Grundzustandskonfiguration) in der N#he ihres Minimums ¢, = 0 (alle k) qua-
dratisch angendhert. Wir beschrianken uns auf den zweiatomigen Fall.

Die Eigenwerte des Hamiltonoperators (9.48),

1
en = hw(n + 5) : (n=0,1,2,..) (9.49)
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sind aus der Quantenmechanik wohlbekannt. Damit berechnen wir sofort

> hw 1
2 (T) = Y e FpT(1+3)
n=0

1 hw 0 hw 1M

- e_E(kBT) . Z [6_ IcBT:|
n=0
e—%(hw/kBT)

1 i e—(hLU/kBT)

1
2 - sinh(hw/2kpT)

Hierzu gehoren eine freie Energie

f’U’ib (T) = _kBT - In Zvib (T)

. 1 hw
2 sinh <§ kBTﬂ

1 e
- Ehw—i—kBT-ln(l—e k'};T>,

:kBT-ln

eine Entropie

_ hw h 1
Svib(T):—kBIII(l—e kclE}T>+_w.ﬁw7
T e*sT — 1
und eine mittlere Energie
uyip (T) = k TQilIlZ‘ (T)
vib B 8T vib
1 1
2 e*sT — 1
1 1 hw
S . h(= _
2hw cot (2 kBT>

(9.50)

(9.51 a)

(9.51 b)

(9.52)

(9.53 a)

(9.53 b)

Diese Ausdriicke gelten fiir eine Normalschwingung, hier also ein einzelnes zweiatomiges Mole-
kiil. Fiir das Gas insgesamt ergibt sich nach (9.47) ein Faktor [z, (T)]" in der kanonischen
Zustandssumme, d. h. die Groflen (9.51 - 9.53) sind mit der Molekiilzahl N malzunehmen:

Fyiv = N - fuib » Svib = N+ Syip Uviv = N+ Uy

(9.54)

Diese Beitrige treten additiv zu den in (9.21 / 9.22 / 9.25) berechneten fiir das ,, Massenpunkt-

gas® hinzu.
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Im Grenzfall hoher Temperaturen, d. h. fiir

hw hw Tvib
T> Ty =— = = <1, 9.55
T kg kgT ~— T (9.55)

konnen obige Ausdriicke durch ihre fiihrenden Terme in der Entwicklung nach der kleinen Grofie
hw /kpT ersetzt werden:

hw hw \2
Fon = NkBT{l“ <kBT> +0 KkBT) ” ’

ks T !
—>—NkBT-1n<hw>+O<T>, (9.56)
ks T !
1
Usp — NkpT + O <T> | (9.58)

Aus letzterem ergibt sich fiir den Hochtemperaturgrenzfall ein Beitrag der Molekiilvibration
zur Wirmekapazitit des Gases von

0 Uvib
vib — Nk = .
o a7 Nks=vR (9.59)
zur Wirmekapazitit des Gases. Im Tieftemperatur- Grenzfall andererseits,
hhw Toiv
T Tvi = 1 .
<L Ty — T " > (9.60)
erhalten wir
hw _ he
Sy — Nkp - ( >e T 1 4+ O(T)] (9.61 a)
kT
-0 fiir T =0 (9.61 b)
in Ubereinstimmung mit dem 3. Hauptsatz, und
1 _ _hw
Ui — th{§ +e "FJLBT} (9.62 a)
1 .
S N(ihw> fir T -0, (9.62 b)

wobei letzteres Resultat, wie zu erwarten, einfach die Summe der Nullpunktsenergien der N
Molekiilschwingungen darstellt. Bemerkenswert ist, daf beide Grofien sich fiir T/ T,;, < 1 sehr
schnell, nimlich wie exp (—hw /kpT) , ihren Nullpunktswerten annihern, und daf insbeson-
dere der Beitrag zur Warmekapazitét,

: (9.63)

h 2 w
Cm'b—>NkB< w) ;

T kpT
inT) ¢ 7
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ganz verschwindet. Dieses sog. Einfrieren der Vibrationsfreiheitsgrade ist, wie aus (9.62 a) klar
zu erkennen, eine Folge der endlichen Mindest-Anregungsenergie 7w und damit des diskreten
Energiespektrums des Einzeloszillators — also ein echter Quanteneffekt, der in der klassisch-
mechanischen Behandlung nicht zu verstehen wire.

b) Rotationen. Hier bewegt sich das Molekiil (wegen der Vernachléssigung aller Kopplungen
an die anderen Freiheitsgrade) bei festem elektronischem und Vibrationszustand als starrer
Rotator. Dessen Hamiltonoperator lautet

plrot) — —
2

1 L% L? L3
L, L, I o6
I I I3

wobei I, I, I3 die drei Haupttrigheitsmomente und L/, L, Ly die Komponenten des Dreh-
impulses des Rotators in seinem korperfesten Hauptachsensystem (nicht im Laborsystem) sind.
Fiir den symmetrischen Rotator mit [; = I, = [ ist

1 - 1

oY = 2 4 (- - —> L% . 9.65

21 + 2 ( )

Von dem Operator Ly bendtigen wir hier nur die plausible Aussage, dafl er — ebenso wie Lz im

Laborsystem — die Eigenwerte i K mit |K| < [ besitzt, wobei | die Eigenwerte
R2I(1+1) mit [1=0,1,2 .. (9.66)
(jeweils (21 + 1)-fach entartet)

des Operators L? abzihlt. Fiir ein Hantelmolekiil ist nun I; < I, d. h. die zum zweiten Term
von (9.65) gehorenden Anregungsenergien sind sehr grof8 gegen die des ersten Terms und daher
praktisch als eingefroren zu betrachten, so dafli man effektiv nur den 1. Term von (9.65) mit

Eigenwerten
2

h
g = ﬁl(l + 1), Entartungsgrad d, = 21 + 1 (9.67)

iibrighehélt. Die kanonische Zustandssumme fiir den Rotationsfreiheitsgrad eines Hantelmo-
lekiils wird daher

o 2
ot (T) = S (21 + 1) ¢ om0 (9.68)
[=0

Sie ist nicht wie (9.50) fiir alle Temperaturen geschlossen auswertbar. Man kann jedoch im
Hochtemperatur-Grenzfall )
h? h? Tot
= =
21kgp 21kgT T

T >> Trot — << 1 3 (969)

UNatiirlich mu 7' dabei noch in einem Bereich bleiben, wo (K # 0) — sowie hohere Vibrations- und
elektronische Anregungszustinde noch nicht wesentlich bevélkert werden.
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wo die Absténde der Eigenwerte (9.67) klein gegen kp T werden, also praktisch ein quasikon-
tinuierliches Spektrum entsteht, die Summe in (9.68) in guter Niherung durch ein Integral
ersetzen,

G (1) = [ i1+ 1) e (510D

0

- _< r ) -/dli o= (Fpt) i+
0

Tr ot

T 21
= 7 = F(kBT) . (9.70)

(Dieses Resultat kann als erster Ndherungsschritt bei der Anwendung der Eulerschen Summen-
formel

10 = [F@ir s 310 - 50+ 0.7

aufgefait werden, deren Anwendung auf (9.68) eine systematische Entwicklung nach Potenzen
der kleinen Grofie Zret erzeugen wiirde). Das ergibt die thermodynamischen Grofien

Foa (T N) = = NhpT - In (427

St (T N) = NpT{ (322) 41}, ¢ 7> Do (9.72)

Ut (T; N) = NkpT

/

und die letzte Zeile insbesondere gibt als Rotationsbeitrag zur Wiarmekapazitét
Crot =& Nkg (T > Tror) - (9.73)
Im Grenzfall tiefer Temperaturen andererseits,

h2
21kgT

T < Ty = > 1, (9.74)

enthalten die Terme [ > 0 in der Reihe (9.68) wachsende Potenzen der exponentiell kleinen
GroBe exp [~ h? /21 kg T}, so daB man sich auf die niedrigsten Reihenglieder beschriinken kann:

Trot

s (T) — 1+ 3¢ 205%) (T < Tor) - (9.75)
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Dies fiihrt zu den Rotationsbeitrigen

RZ/21)
ot (T; N) = Nk - 6<h2/21> o2 7)

kT

9 52/21)

Upet (T N) = N (3-,) e 2T T < Tt (9.76)

2 R2/21
Crot (T; N) — 12N kp <’i;2TI> o2 U7

fiir Entropie, innere Energie und Warmekapazitit Cy des Gases, die wiederum mit dem 3.
Hauptsatz im Einklang sind und als Folge davon wieder fiir 77 — 0 das Ph&nomen des Einfrie-
rens zeigen.

Bei dieser Diskussion der Rotationen haben wir bisher stillschweigend vorausgesetzt, dafl
die Atomkerne verschieden sind oder doch als unterscheidbar behandelt werden koénnen. Das
Experiment zeigt jedoch sehr klar, was wir auch von der Quantenmechanik her erwarten: im
Falle zweier identischer Kerne (A = B, insbesondere also S, = Sp = S) gelten zusétzliche
Symmetriebedingungen, die fiir solche ,homonuklearen“ Molekiile im Effekt zu einer

¢) Symmetriekopplung zwischen Rotation und Kernspins fithren. Sind die beiden Kerne
ndmlich Boseteilchen (d. h. ist S4 = Sp = S ganzzahlig), so muf} ihr Gesamtzustand symme-
trisch gegen Vertauschung A < B sein; sind sie Fermionen (S halbzahlig), so besteht Antisym-
metrie fiir den Gesamt-Kernzustand. Die Symmetrie der Bahnbewegung ist durch den Rotati-
onszustand bestimmt: als Eigenfunktion von L2 ist dieser in ﬁ—Darstellung (mit R=R,— ﬁB)
jedenfalls durch eine Linearkombination von Kugelfunktionen Y;,, (R) gegeben, wobei I den zu
(9.67) gehorenden festen Wert hat, und besitzt daher bei A < B, d. h. E — —R, die
Paritit (—)!. Der Spinzustand, der zuniichst im Produktraum der |S, M), ® |S, M), mit

-85 < My, < S liegt, muf daher je nach Gesamtsymmetrie

— entweder im symmetrischen Teilraum, aufgespannt von den Zustédnden

1
7 1S, My), ® |S, My), + |S, M), ® |S, M), (9.77)

mit der Dimension

4) :%(2s+1)(2s+2):(5+1)(2s+1), (9.78)

nuc

— oder im antisymmetrischen Teilraum, aufgespannt von den Zustidnden
1

\/5 |S’ M1>1 ® ‘Sa M2>2 - ‘Sa M2>1 ® |S’ M1>2 (979)

mit der Dimension

d=) = 1(25 +1)(28) = S(2S + 1) (9.80)

nuc 2
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liegen. Wir kénnen daher die Rotation nicht einfach geméf (9.68) unabhiingig von Kernspin
behandeln, sondern miissen auf (9.47 b) zuriickgehen und dort

2S4+1)(2Ss+ 1) 200t (T) = zZnwesrot(T) (9.81)
fiir identische Kerne

ersetzen; wobel znyue 1 r0 bel ganzzahligem S (Bosekerne) dadurch entsteht, dafi die geraden
[-Werte mit den geraden Spinzustinden (9.77) kombiniert werden und umgekehrt, bei halb-
zahligem S (Fermikerne) entsprechend:

[znuc+T0t(T)]SA=SB = S ganzzahlig = (25 + 1) X

o

- EO{(S F1 S 8- ey e 980

[Znuc + rot (T)]SA:SB:Shalbzahlig = (25 +1) x

X Ii {(S + 1) - %[1 — (=) + S - %[1 + (—)l]}(2l +1) o= LI+ (9.82 b)

Damit ergeben sich charakteristische Abweichungen von der Statistik fiir ,,heteronukleare* Mo-
lekiile, z. B. wird im Grenzfall hoher Temperaturen

oo Dy — 225 () 059

fiir halbzahliges und ganzzahliges S,

was sich von unserem friiheren Ausdruck (254 + 1) (2S5g + 1) 2,0 durch einen Faktor § unter-
scheidet. Bei tiefen Temperaturen ergeben sich dariiber hinaus deutliche Unterschiede zwischen
.homonuklearen* Molekiilen mit verschiedenen Isotopen desselben FElements, die unterschied-
lichen Kernspin aufweisen, als Kerngeriist; am besten nachgepriift sind die beim Fall des Hy-
Molekiils (S = 5, Fermikerne) und des Dy-Molekiils (S = 1, Bosekerne). Die symmetrischen
und antisymmetrischen Spinzustinde, (9.77) bzw. (9.79), entsprechen hier den Molekiilen mit
parallelen Kernspins (,,Orthowasserstoff“) bzw. antiparallelen Kernspins ( ,, Parawasserstoff<). —
Die tatsédchliche Einstellung der Gleichgewichtsmischung zwischen diesen beiden Spinzustéinden
gemif etwa der Zustandssumme (9.82 b) fiir Hy erfolgt hier iibrigens mit sehr langer Relaxati-
onszeit, da die das ,,Umklappen* der Kernspins hervorrufenden Wechselwirkungen sehr schwach
sind. Bei schnellen Temperaturdnderungen verhilt sich H, — etwa hinsichtlich seiner spezifischen
Wirme — daher eher wie ein metastabiles Gemisch zweier verschiedener Molekiilsorten mit den
Zustandssummen Zoino (T) = 3 - > (....)und 2pere (T) = 1+ 3 (....), mit Summanden

[ ungerade | gerade

wie in (9.68).
Abschliefilend bemerken wir, dafi weder der Vibrationsfaktor [z, (T)]"V gem#f GIl. (9.50) noch
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der Rotationsfaktor [2,,; (T')]Y gem#B Gl. (9.68) in der Gesamt-Zustandssumme des idealen Ga-
ses von V' abhéngen; nach der ersten Gl. (7.18) liefern diese Faktoren daher auch keine Beitriige
zur Zustandsgleichung. Die einfache Zustandsgleichung (9.23) fiir das ideale Gas aus Massen-
punkten gilt daher unverédndert auch bei Beriicksichtigung von innermolekularen Anregungen.

9.3 Reale Gase: Virialentwicklung. Bei hoheren Dichten oder geringeren Temperaturen
kénnen die Zweiteilchenwechselwirkungen nicht mehr vernachlissigt werden. Dies bedeutet,
daf} in der kanonischen Zustandssumme (9.9) bzw. in jedem Term der groflkanonischen Zu-
standssumme (9.29) nun der Faktor von GIl. (9.7),

1
Z;f).t (T; V, N) = W/d3$1/d3x2 ..../d3xN
1% 1% 1%

1
kT

< ep{~ T LVl - B} (9.84)
i<j

zu beriicksichtigen ist. Dies ist fiir realistische intermolekulare Krifte nur ndherungsweise

moglich. Wir betrachten hier ein Ndherungsverfahren, das die einfachste Version der sog. Mayer-

Ursellschen Clustermethode darstellt und zu einer Entwicklung nach Potenzen der Dichte fiir

die thermodynamischen Grofien fithrt, die bei nicht zu hohen Dichten p = N /V, aber einiger-

maflen unabhingig von der Temperatur brauchbar ist.

Wir nehmen an, da§ die Zweiteilchenwechselwirkung V5 (r; ;) mit r;; = |#; — &;| kurzreich-
weitig ist, d. h. fiir r;; groBer als eine gewisse ,Reichweite” ry rasch auf Null abféllt. (Damit
ist der Fall eines Plasmas ausgeschlossen, wo ,langreichweitige* Krifte oc 1 /r;;, ndmlich Cou-
lombkrifte herrschen, fiir die ein derartiges o nicht existiert). Realistische intermolekulare
Potentiale werden {ibrigens fiir kleine r;; unterhalb eines gewissen Radius 7. meist stark re-
pulsiv, wihrend im Bereich ,mittlerer” r;; eine anziehende Wechselwirkung mittlerer Stirke
vorherrscht (siehe Skizze).

Fiir ein derartiges Potential geht die Funktion

V(i
gij = g(rij) = e rpT V2( J)_]_:gji (9.85)

fir r;; — oo rasch gegen Null und bleibt fiir r;; — 0 durch — 1 nach unten beschrénkt (siehe
Skizze). Wir schreiben nun in (9.84)

- ]“B;T Z Va (rij)

e i<j — H e*ﬁ‘@(rij)
1<J
= H (1 + gij) , (9.86)
1< j

multiplizieren dies aus und erhalten Terme mit steigender Anzahl von g; ;-Faktoren. Der wesent-
liche Schritt des Verfahrens besteht nun darin, diese Produkte zu klassifizieren und zusammen-
zufassen nach ,, m-Teilchen-Clustern®. Dabei umfafit ein m-Teilchen-Cluster alle g; ;-Produkte,
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Figur 9.1: Typisches interatomares Potential

in denen dieselben m Einteilchenkoordinaten sdmtlich durch g; ;-Funktionen einfach oder mehr-
fach miteinander verbunden sind. Wir definieren

B, (T) = Vlijnm{%% /d3a:1 /d3:1:m @123,,,,m} (9.87)
v v
mit
®i95 . ,» = Summe aller die Variablen 7, .... Z,,
samtlich miteinander verbindenden g, ; —Produkte . (9.88)

Die Klausel ,,séimtlich“ soll sicherstellen, dafi ®55 . ,, keine Terme enthélt, die in zwei oder
mehr je nur in sich verbundene Produkte (kleinere Cluster) zerfallen. Z. B. zihlen Produkte wie
J12 * G345 913 * G24 Und gy4 - gog nicht zu ®y534 bzw. By, sondern geben Terme proportional zu
[V - By (T)]?. Die Bedeutung der so definierten Gréfien liegt darin, daf} sie, wie die Bezeichnung
andeutet, im Limes V. — oo unabhingig von V werden. Die Integration iiber die in den g; ;-
Funktionen nicht auftretende Schwerpunktskoordinate des Clusters liefert ndmlich einen Faktor
V', wihrend die verbleibenden Integrationen iiber Relativkoordinaten, da fiir jede von diesen
definitionsgem&f mindestens ein asymptotisch schnell abfallender g, ;-Faktor vorhanden ist, im
Limes V' — oo von der detaillierten Volumenbegrenzung unabhéngig werden und nur durch die
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Figur 9.2: Qualitativer Verlauf der Funktion g, ;
Form von g;; und damit von V; (7;,;) determiniert sind. Es ist klar, daf fiir diese Beweisfiihrung
der ,vollstindig verbundene® Charakter der Clusterintegrale (9.87) wesentlich ist.

In den niedrigsten Ordnungen m = 2 und 3 z. B. erhalten wir (der Limes V' — oo sei
unterdriickt)

1
By, (T) = TV /d3x1 /d?’ﬂiz 912 (1125 T)
v v

1
3 /d?’rg(r; T)

Def. by (T) (9.89)

g12 923 + G23 931 +

B = gty [ [ o

+ 31 gi2 + 912 go3 931]

_ é//m%' [3g<r> (') +
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Def. 2 [by (T)]> + bs (T) . (9.90)

Wir betrachten nun zunéchst den Beitrag der Terme mit je einem g;;-Faktor in (9.86),
Y g(ri;), zur Zustandssumme (9.84). Er besteht aus

(2) - omm

gleichen Termen der Form
1
W //d?)l'l dS.IQ g(T12) : /d3$3..../d3x]\7 = V72 : [Q'VBQ (T)] s
% 1% v
gibt also insgesamt einen Beitrag

7(]\[]\1! ol VB, (T), (9.91)

also eine Potenz von V' weniger als der fiihrende Term 1 in (9.86), der einfach den Beitrag 1
liefert. — Die Terme mit zwei g; ;-Faktoren gliedern sich in

(3) - oo

Dreiergruppen von ,vollstindig verbundenen“ Produkten in je 3 Teilchenkoordinaten, wie sie
im ersten Term von (9.90) auftreten, und

<]Z>%<;l> - (N—4])V!!2!(2!)2

Produkte vom Typ g;; * gki, in denen (4, j) mit (k, /) unverbunden ist. Insgesamt erhalten wir

NI
(N — 3)131

NI
(N — 4)121(2))

LV [3!1/(33 - bg)} + S VTRV By)?

- N!V‘Q{ﬁ(ﬂ; — b3) + mBg} (9.92)

Die Terme mit drei g; ;-Faktoren gliedern sich nach derselben Uberlegung in die Typen V=3 .
(Vb3), V7> - [V (B3 — b3)] - (V By) und V=5 - (V By)3, von denen der erste mit (9.92) zusam-
mengeht und dort (B3 — bs) in B3 umwandelt, wihrend die beiden anderen die néichstniedere
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Potenz V2 des Volumens enthalten. Wir erhalten somit

NI
(N — 2)1
1 1

Vo 2O+ o

ch.

@ (T V,N) =1+ V= By (T) +

+N!v—2{ B, (T)]Q} LoV

)
N>+(N—1)(N—2) )

:1+(N—1)BQ(T)<V .

5 ) () o)) o

Damit erhalten wir den Wechselwirkungsanteil der Zustandssumme (9.9) dargestellt als 1 plus
eine Summe von Korrekturen zunehmender Ordnung in der Teilchenzahldichte p = N /V. Die
freie Energie (7.15) wird nach der Entwicklungsformel

In(l42) =2 — %1,2 + 0@ (9.94)

zu

N
F(T:V,N) = Fuput — kT - {(N _1)B, (V) n

N S (e R CETTOR (O

:—NkBT-{1+ln

p)\31(T)} + (1 — —) By p +

N YAV YA ORE LR R (L) 1% P

N N 2 N

v

Im thermodynamischen Limes konnen Terme 1/ N gegen 1 vernachlissigt werden, und wir
erhalten

1
pA*(T)

F(T;V, N) = —NkBT{l +In

| +

+By(T) - p + [f%, (T) — 2(B, (T))j P’ + } : (9.95)

Dieser Ausdruck hat explizit die Struktur N - f (7T, p) und ist damit ein einfaches Beispiel
fiir die Extensivitdtsaussage von Abschnitt 6.4. Man sieht an diesem Beispiel zugleich, dafl die
Voraussetzung kurzreichweitiger Zweiteilchenkréfte fiir dieses Resultat wesentlich war, denn fiir
eine wie 1 /r;; abnehmende Wechselwirkung verhélt sich auch die Funktion g;; asymptotisch
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wie 1/7;;, so dafl bereits das Integral (9.89) und damit die gesamte Entwicklung keinen Sinn
mehr besitzt.

Uns interessieren hier vor allem die aus (9.95) entstehenden Korrekturen zur Zustandsg].
(9.23) des Gases. Sie folgen aus der ersten Gl. (7.19), die wegen der Struktur von (9.95)

hier als

OF ,OF
p=—oo =

1
av ~ nN° 8—/) = p(T, p) (9.96)

geschrieben werden kann:
L, 1 2
Damit erhalten wir die Zustandsgleichung des realen Gases in Form der Entwicklung

p(T, p) = kBTp{l by (T)p — 205 (T) 9 + } , (9.97)

die aus historischen Griinden als ,,Virialentwicklung“ bezeichnet wird; die Gréfien by, 2 b3 usw.
werden ,, Virialkoeffizienten“ genannt.

Um eine grobe Vorstellung vom Temperaturverlauf zumindest der niedrigsten Korrekturen
in (9.97) zu bekommen, berechnen wir das Clusterintegral (9.89),

T, o)
by (T) = 27r/7“ dr[e FBT — 1} :

0

fiir eine grobe Schematisierung des in der ersten Skizze S. 119 dargestellten intermolekularen
Potentials: bei 7 = 7, sei eine unendlich steile Potentialwand (,repulsive core®), bei r > r.
eine rasch abnehmende Anziehung (V5 < 0) vorhanden, die niherungsweise durch Entwicklung
der Exponentialfunktion behandelt werden kann. Dann wird

re oo

by (T) ~ 27 /TQdT(—l) + 27 /err {_VQ(T)}
0 r kBT
oder a
be (T) ~ —b .
2 (T) + T (9.98 a)
mit den Konstanten
T 2 21 4
a:27r/[—V2(r)]r dr, b:?rc. (9.98 b)

Damit wird (9.97) ohne bs-Term zu der schematischen Zustandsgleichung fiir geringe Dichten,

p+ap® ~kgTp(l+bp), (9.99)
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welche die fithrenden Korrekturen zur idealen Gasgleichung grob qualitativ beschreibt.

Der wichtigste der bei grofien Dichten zur Gl. (9.99) hinzutretenden Effekte 148t sich aus
dem schematisierten Bild erraten: hier mufl der Druck unendlich werden, wenn die Dichte so
grofl wird, dafl die abstoflenden ,,cores® der Molekiile sich zu beriihren beginnen, d. h. nach
(9.98 b), wenn

1
VaN-b = pry = pb ~ 1 (9.100)

wird. In der Entwicklung (9.97) entsteht diese Divergenz dadurch, daf§ die b3- und hoheren
Terme Beitréige des abstoflenden ,,core” enthalten, die sich aus Dimensionsgriinden wie

b-p?>,  (b-p*,  (-p)t ..

verhalten. Nehmen wir an, daf} diese alle mit ungefiihr demselben Koeffizienten 1 auftreten, so
enthélt die rechte Seite von (9.99) niherungsweise den Faktor

L+bp+ (bp)?+ (bp)? + ... = ey (9.101)
und aus (9.99) entsteht die bekannte Form
1
(p + ap?) (5 =0 ~ksT (9.102)

der Zustandsgleichung, die schon 1873 von van der Waals auf rein empirischer Grundlage fiir
das Verhalten realer Gase angegeben wurde. Diese Form der Zustandsgleichung leistet inso-
fern mehr als (9.99), als ihre Isothermen mit gewissen Einschrinkungen bekanntlich sogar den
Phaseniibergang zur Flissigkeit (Kondensation) zeigen und zu diskutieren gestatten, worauf wir
hier nicht eingehen konnen. Eine derartige Zustandsgl. — d. h. eine Teilsummation der Cluster-
entwicklung in allen Ordnungen vom Typ (9.101) — iiber unser Plausibilititsargument hinaus
zu begriinden, erfordert natiirlich gréoflere Anstregungen.

Fiir Untersuchungen dieser Art wird es u. a. notwendig, die Struktur der Clusterentwicklung
in allen Ordnungen zu iibersehen. Die dazu nétigen kombinatorischen Uberlegungen sind grad-
linige Verallgemeinerungen der zu den GIL. (9.91 / 92 / 93) fiihrenden Argumente [sie werden
erleichtert durch die Benutzung einer graphischen Darstellung der Clusterintegrale durch ,, ver-
bundene Diagramme*, vgl. etwa [4], ch. 14!]. Wir geben sogleich die Ergebnisse an. Ergéinzen
wir (9.87) durch die Definition B; = 1, so besteht der allgemeine Term in der Entwicklung von
(9.84) aus einem Produkt von n ,Einerclustern By - V' (d. h. unverbundenen Integrationen),
no ,Zweierclustern 2!V By, ns ,Dreierclustern 3!V Bs, usw., d. h. er ist von der Form

[1{vm! B, (T}, (9.103)

wobei die ,, Partition {n}n = {ni, ng, nz... } offenbar die Bedingung

> m-n, =N (9.104)
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erfiilllen muf}. Die Multiplizitit ¢ = g (N, {n}y), mit der das Produkt (9.103) in der Summe
aller Terme auftritt, ist in Verallgemeinerung der zu Gl. (9.92) ausgefiihrten Abzéhlungen durch

N!

N = 9.105
gegeben. Damit nimmt die kanonische Zustandssumme Z¢ fiir N Teilchen die Form
nt (T) TV V- Bn ()"
Z8(T; V, N) = {Z”’t( : { m } 1
K (T VN) = 55 PRI o (9.106)

{n}y =M

an, wobei wir der Vollsténdigkeit halber die Zustandssumme 2z;,; = 2Ze; 4 nues ro¢ fiir die inneren
Freiheitsgrade wieder eingefiithrt haben.

Die Summe ist iiber alle Partitionen {n}y zu erstrecken, die der Nebenbedingung (9.104)
geniigen. Von dieser Komplikation kann man sich befreien, indem man zur grofikanonischen
Zustandssumme (3.59) iibergeht und dort

() = ()T

beachtet: die Summation > ) ist gleichwertig zur uneingeschrinkten Summation tuber alle
N {n}n
n,, von 0 bis oo, d. h. man erhélt

74 (T, V) = ln:[{i i [VBm (T) (6’“_13%)\?; (ijjz)t (T)>m}n}

= Mewp [V Ba ()¢l 1)
— eXp{V- > Bu(T)¢ (1, T)m}. (9.107)
mit der Hilfsfunktion
6#/kBT

Mit dieser ,,Exponentiation der Summe der verbundenen Cluster” ist die Extensivitit des grof3-
kanonischen Potentials (7.27) in allen Ordnungen manifest:

J(T, 1 V) = —{kBT- i By (T) C™ (1, T)} V. (9.109)

Aus den nach (7.37) bzw. (7.31) folgenden Ausdriicken fiir Druck und mittlere Teilchenzahl,

o

p(T. V) =ksT 3 Bn(T)[C (. T)", (9.110)

m=1



N@ V)= VoS mBu()C( T)" (9.111)

m=1

kann man, falls erwiinscht, p zugunsten von N bzw. N /V = p eliminieren, indem man
(= pleo +cip+eap*+ ....]

ansetzt und die Koeffizienten ¢;, aus (9.111) in der Form
i m B, (T)p™ ' (co +c1p+ ..)" =1
m=1
durch Koeffizientenvergleich bestimmt. Man erhélt
¢ = p{l — 2By(T)] - p — [3Bs — 8 B3] p* — } : (9.112)

Durch Einsetzen in (9.110) reproduziert man die in (9.97) bereits gefundenen niedrigsten Terme
der Virialentwicklung.

10. Fock-Raum-Darstellung fiir identische Teilchen
(Ergidnzung zur Quantenmechanik)

Als Vorbereitung fiir die Diskussion der idealen Quantengase wollen wir zunéchst eine
zweckméiflige Neuformulierung der Quantenmechanik von Systemen identischer Teilchen ken-
nenlernen, die sog. Besetzungszahldarstellung (oft auch ,Zweite Quantisierung® genannt, eine
irrefithrende, aber eingebiirgerte Bezeichnung). Sie gestattet es

— die Symmetrieforderungen fiir identische Teilchen ,,automatisch“ zu erfiillen und

— die Teilchenzahl N als dynamische Variable (d. h. selbstadjungierten Operator) in einem
entsprechend erweiterten Hilbertraum zu behandeln.

10.1 Symmetrisierte und antisymmetrisierte Produktbasis. Die Identitit der Teil-
chen hat in der Quantenmechanik bekanntlich die Konsequenz, dafl

a) reine Zustinde |¥) des Gesamtsystems nur in dem gegen alle Teilchenvertauschungen
(Transpositionen) T, 3 (o, f = Indizes der Teilchen beziiglich einer willkiirlich vorgenomme-

nen Durchnumerierung o = 1, 2, ... N) symmetrischen Teilraum ’Hg«N) oder in dem vollsténdig
antisymmetrischen Teilraum ’H(AM des Produkthilbertraumes

HN = U, @ Hy @ ... @ Hy (10.1)

liegen konnen;
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b) das Gesamtsystem nur solche Observable besitzen kann, die in den Variablen aller N
Teilchen symmetrisch aufgebaut sind. Unter ihnen sind die sog. additiven Ein- und Zwei-
teilchenoperatoren von der Form

- Y @ mit fi= 1, (102)
a=1
1 Y mit ¢f = ¢
=3 2 kg ) und g (B, 0) = g(0, §) (103)

die wichtigsten, wobei f («) nur auf den Hilbertraum #, des Teilchens Nr. a, g(a, ) =
g (B, @) nur auf den Zweiteilchenraum H, ® Hz wirkt. Insbesondere wird der Hamiltonoperator
in der Regel den Aufbau

O i [ﬁ(aV +ou } % % 1 — 6a5)vs (e, B) (10.4)
a=1 B=1

2m N
=h(a)

mit einem Einteilchenpotential v; und einer Zweiteilchenwechselwirkung v, besitzen.

Fiir identische Bosonen, d.h. Teilchen mit ganzzahligem Spin s = 0, 1, 2, ..., zeigt be-
kanntlich die Erfahrung, daf§ die erste Alternative von a) zutrifft, d. h. reine Zustinde gegen
alle Teilchenvertauschungen symmetrisch sind:

Top|¥) = +|T) VvV (a, B) (Bosonen) . (10.5)

Bedingung (10.5) 148t sich dadurch erfiillen, dal man sich zuerst einen vollstindigen, orthonor-
mierten Satz von Finteilchenzustinden |pr) (k = 0, 1, 2, ...) verschafft, der in jedem Einteil-
chenraum H, gemif

oo

> ek (@) en (@) = 1, (@ = 1...N) (10.6)

k=0

eine Basis bildet. Die symmetrisierten Produktzustinde

@iy i) = Cn Y P{|80z'1 (1)) ® lgi, (2)) ® ... ® [y (N)>} : (10.7)
PeSn
in denen P alle N'! moglichen Permutationen der Teilchenindizes (1, 2, .... N) durchlduft, bilden
bei geeigneter Wahl der Normlerungsfaktoren Cp dann eine Orthonormalbas1s im vollstindig
symmetrischen Teilraum ’HS M. alle moglichen Zustinde des N-Bosonen-Systems kénnen durch
Entwicklung nach einer solchen Basis dargestellt werden. Fiir N = 2 z. B. hat man

(

7 |lei (1)) @i, (2)) + |03, (2)) ® lgi, (1)) (10.82)
[Pirin) = fiir iy # iy,
(e (1) @iy (2))  fiir 4 = 45 (10.8b)
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Die |¢r) wird man zweckm#Big als gemeinsame Eigenzusténde eines Maximalsatzes vertausch-
barer selbstadjungierter Einteilchenoperatoren f der in (10.2) auftretenden Art wihlen. Prak-
tisch wird durchweg einer von ihnen als Einteilchen-Hamiltonoperator h wie in (10.4) gewé&hlt,
d. h.

h‘(pk> = &g ‘@k) (k = 0, 1, 2, ) (109 a)

mit gg < €1 < g9 < €3...., (109 b)

so daf} |pg) der energetisch tiefste Einteilchenzustand ist.

Fiir identische Fermionen, d. h. Teilchen mit halbzahligem Spin s = %, %, g, trifft da-

gegen die zweite Alternative von a) zu, d. h. reine Zusténde sind antisymmetrisch gegen Teil-
chenvertauschungen (Pauli- Prinzip):

Top|¥) = —|T) V (a, B) (Fermionen) . (10.10)

Diese Bedingung erfiillt man dadurch, dafl man die interessierenden Zustéinde als Linearkom-
bination der antisymmetrisierten Produktzustinde

[Burkein) = Cr 3 ()7 P{lon () ® o0 ® lgin (V)] (10.11)

darstellt, die bei geeigneter Festsetzung von C'r eine Orthonormalbasis im vollstéindig antisym-
metrischen Teilraum ’H(AN) bilden. Dabei bezeichnet (—)F die ,Paritit* der Permutation P,

d. h.
(—)F = { 1 } , wenn P aus einer { geraden }
-1 ungeraden

Anzahl von Transpositionen besteht . (10.12)

Da (10.11) formal identisch ist mit der Definition einer Determinante — mit Zusténden |gy)
statt Zahlen als Elementen —, kann es auch in Form der ,, Slaterdeterminante

k1 (1) |@ry (2)) o lopr, (V)

(0ky (1)) |9ry (2)) oo lipry (V)
[Py ey ooky) = Cr - (10.13)

Ok (1)) |y (2)) o [ry (V)

geschrieben werden. Diese Form zeigt besonders klar, dafl im Fermionenfall nicht zwei oder
mehr Teilchen denselben Einteilchenzustand besetzen kénnen, denn fiir k; = k; werden zwei
Zeilen der Determinante (10.13) identisch, so daf} sie identisch verschwindet, d. h. den Null-
vektor darstellt. Im Falle N = 2 ist also

L o () ® [0k ) = 0 @) ® lers (1) (10.14)

‘@k1k2> = \/5
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das Gegenstiick zu (10.8); der Fall (10.8 b) ist unmdoglich, d. h. fiihrt auf den Nullvektor.

In beiden Féllen wesentlich ist nun die Beobachtung, dafl es zur eindeutigen Charakte-
risierung sowohl eines Bosonzustandes (10.7) als auch eines Fermionzustandes (10.11) — und
zwar eben wegen dessen in allen N Teilchen vollkommen symmetrischem bzw. antisymmetri-
schem Aufbau — offenbar geniigt, fiir jeden Zustand |¢;) der gewiihlten Einteilchenbasis die
Zahl ny der Teilchen, die sich darin befinden (Besetzungszahl), anzugeben und sich damit auf
die willkiirlich gewdhlte Numerierung der Teilchen {iberhaupt nicht mehr zu beziehen. Dabei
konnen die Besetzungszahlen ny offenbar die Werte

n, =0,1,2,3, ... (Bosonen) (10.15)

ng nur = 0 oder = 1 (Fermionen) (10.16)

annehmen. Damit schreiben sich sowohl (10.7) als auch (10.11) einheitlich in der Form

{n}) = [no, n1, nay g .il) (10.17)

(,, Besetzungszahldarstellung®), wobei die Nebenbedingung
> g =N (10.18)
k=0

bewirkt, daf stets nur eine endliche Anzahl von n;’s von Null verschieden sein kann. (Man kann
sich dann in (10.17) darauf beschrinken, nur diese nichtverschwindenden ny anzugeben).

Die Normierungsfaktoren C'g bzw. C'r sind in dieser Schreibweise leicht anzugeben: von den
(N1)? Termen, die bei der Bildung des Normquadrats sowohl von (10.7) als auch von (10.11)
entstehen, sind infolge der Orthonormierung der Einteilchenzustinde im Bosonenfalle (10.7)

genau N ! ng! ny! ... ng! ... Terme gleich 1, die iibrigen Null. Also
Cp = Cp({n}) = [N!ng!ni! ...yl ..]72 (10.19)
Wegen (10.18) hat das Produkt nur endlich viele von 0! = 1 verschiedene Faktoren. — Im

Fermionenfall (10.11) dagegen tragen nur N ! von jenen Termen bei, ndmlich die, bei denen im
rechten und linken Faktor des Skalarprodukts dieselbe Permutation P steht, und diese haben
alle das Vorzeichen |(—)7? = 1. Also

Cp = Cr({n}) = (N!)3 . (10.20)

Zur Ilustration vgl. die Normierungsfaktoren in (10.8) und (10.14)! Mit dieser Wahl sind die
Zusténde (10.17) in beiden Fillen eine Orthonormalbasis, d. h. es gilt

! !

(N My oo My, oo | MMy oty ) =806 (10.21)

! ! ces 5/ ten
nyng Ny mni n, ng
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und

in HY
> Inony ... ng ) (ngny .. g .| =1 by %&SN) (10.22)
{n}mit Y np=N - THA

Man kann nun auch die Beschrinkung auf eine bestimmte Gesamtteilchenzahl N fallen

lassen und einen erweiterten Hilbertraum Hg bzw. H 4 betrachten, indem man zu 7—[(51’),4, 7—[(52’),4,

’H(SN/)‘ ... noch den eindimensionalen Hilbertraum zur Teilchenzahl Null
HO = {j0) | (0]0) =1, N = 0} (10.23)

hinzunimmt, der nur aus dem physikalischen Vakuumzustand |0) besteht (nicht zu verwechseln
mit dem Nullvektor 0), und alle diese Rdume orthogonal aufeinandersetzt: die direkten Summen

He =HO o HO @ HY @ ... @ HYV ... (10.24)
Hi=HO @ HD @ HY @ ... @ H ... (10.25)

mit der Festlegung, dafl das Skalarprodukt zweier Zustinde aus wverschiedenen Unterrdumen
verschwinden soll, heiflen die Fock-Rdume des Bosonen- bzw. des Fermionensystems. In diesen

Fock-Ridumen gilt nun
S {nh{{n} = s bzw. 14 (10.26)
{n}

bei Bosonen ohne jede Einschrinkung der Besetzungszahlenkonfiguration {n}, bei Fermionen
lediglich noch mit der Einschrinkung (10.16), d. h. es bedeutet

S Y Y .Y ..inHs, (10.27)
no=0 n1=0 ny=0 nE=0

% T 1 1 1 1 .
oYY LY L inHa. (10.28)
no=0 n1=0 ny=0 nE=0

10.2 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren. - Wir betrachten nun zunéchst den

Bosonenfall und definieren dafiir Operatoren bL (k =0, 1,2, ..) auf dem Fock-Raum Hg, die

1)

linear sind und die [{n})-Basis des Teilraums ’H(SM auf diejenige von ’HgNJr abbilden geméi8

bl lng ny oo ) = Vg + 1 |mgng g + 1.0 (10.29)

Sie wirken offenbar als ,Erzeugungsoperatoren® fir ein Teilchen im FEinteilchenzustand |py).
Insbesondere gilt nach dieser Definition fiir den Vakuumzustand:

bEIOY = 10,0, coomp = 1,0,0....) = |o) . (10.30)
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Fiir die dazu adjungierten Operatoren by finden wir mit (10.26)

be [no npcong ) = Y {n' 1) ({n'} | br | ng ny ooyl
{n'}
_ ¥ |{n’}>[<n0 My | B | nlnkﬂ
{n'}

= Z |n0 nq nk> : {6% no 671'1 ny e <(Sn/k’nk1 \/nlk + 1> } s
{n'}

also
b |mo Moo ) = /ni [ ng na oy — 1) (10.31)

Diese wirken also jeweils als ,, Vernichtungsoperatoren® fiir ein Teilchen im Einteilchenzustand
|ok). Insbesondere gilt
bp|0) =0 firalle & , (10.32)

was man als abstrakte Definition des Vakuumzustandes auffassen kann. — Wir betrachten nun
die aus (10.31) und (10.29) folgende Beziehung

bibg | ng iy o) = g - | g Ny g (10.33)
Sie zeigt, daf} der selbstadjungierte Operator
iy = bl b = n) (10.34)

als Operator der Besetzungszahl des Einteilchenzustandes |py) anzusprechen ist; seine Eigen-
werte sind ny = 0, 1, 2.... Unsere Basiszustinde |{n}) bilden das gemeinsame Eigenvekto-
rensystem aller dieser — nach (10.33) offensichtlich vertauschbaren — Operatoren. Daraus folgt,
daf}
o o<
Ng =Y i =3 bio, = N (10.35)
k=0 k=0
der Operator der Gesamitteilchenzahl des Bosonensystems ist; seine Eigenwerte 2 sind N =
0, 1, 2..., die zugehorigen Eigenrdume sind gerade die Teilrdume HgN). — Damit ist nun, wie bei
der Einfithrung des groflkanonischen Ensembles schon angekiindigt, die Teilchenzahl tatsdichlich

zu einer dynamischen Variablen mit zugehdrigem selbstadjungierten Operator (10.35) im Fock-
Raum erhoben. Durch Vergleich von (10.33) mit

bbb [no ny coong o) = (ng + 1) [ng ny ooy ) (10.36)

folgt, da unsere Basisvektoren ein vollstéindiges System bilden, die Vertauschungsrelation by b}; —
b,i b, = 1. Fiir zwei Operatoren — gleich ob vom b'- oder vom b-Typ — zu wverschiedenen
Einteilchenzusténden [ # k ist dagegen nach (10.29 / 10.31) die Reihenfolge der Anwendung

2)Daf} diese Eigenwerte in Kap. 3, GL. (3.53) - im Zusammenhang mit dem grofkanonischen Ensemble — mit

n bezeichnet wurden, sollte keine Verwirrung stiften.
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gleichgiiltig, d. h. sie kommutieren. Damit haben wir die grundlegenden Boson- Vertauschungs-
relationen

e, bj] = Ops - 11, (10.37 a)
b, b = [b}, 0] = 0, (10.37 b)

die eine abstrakte Fassung der Symmetrieforderung fiir Bosonensysteme darstellen.
Mit Hilfe der bj-Operatoren kénnen wir nun die Basis (10.17) in neuer Weise konstruieren:
aus dem Vakuumzustand |0) erhalten wir zunschst nach (10.30) durch Anwendung der b} die

Basis {|ox)} im Einteilchenraum, sodann durch Anwendung zweier b'-Operatoren, wobei wir
die Konvention k < [ einhalten wollen, die Zweiteilchenzustéinde

bibL[0) = b/10,0, ...np = 1,0,0,...)

‘0, 0, ..np =1, ...my = 1, > (IC < l)

_ (10.38)
V210,00 =2,0,0,...) (k =1)
= 1+ 0k - [Pri) (= b b [0)
von Gl. (10.8), und schliefilich allgemein die N-Teilchen-Zusténde
e (B0 (0™ (1) |0) ‘
Z n; =N
= [ng! ny! nk']% - ng g nk)‘ , (10.39)

Zni:N

ebenfalls mit der Konvention, dafS die nacheinander wirkenden FErzeugungsoperatoren stets in
der Reihenfolge aufsteigender Finteilchen-Basisindizes k anzuwenden sind. Wegen der zweiten
Gl. (10.37 b) sind némlich die insgesamt m Zustiinde mit demselben bf-Operatoren,
aber in allen moglichen Reihenfolgen neben der konventionellen, offenbar identisch mit (10.39);
dies ist gerade die geforderte Symmetrie gegen Vertauschung der Einteilchenquantenzahlen fiir

Bosonenzustédnde. Betrachtet man deshalb bei gegebenem N alle Zustdnde der Form

bi, bl - DL L |0) (10.40)
ohne die Konvention k; < ky < .... < kp, so bilden diese ein ,iibervollstindiges* System, da

jeder Zustand mehrfach vorkommt. Dementsprechend haben ihre Skalarprodukte 3

(0]by, byy - biy | b, e DL, B [0)

3)Man berechnet z. B. fir N = 2 nach (10.37)
(o} b, 0[] bF 0) = (0] by by b B | 0)
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— Z 5]61’113(1) 6k2,lp(2) ..... 5kN:lP(N) s (1041 b)

PeSn

wo P wieder alle N'! Permutationen von (1, 2.... N) durchlduft, nicht die Form einer gewthn-
lichen Orthonormierungsrelation. Schrinkt man dies aber durch die Konventionen k; < ky <

< ky, i <1y < ... < Iy ein und faBt Gruppen gleicher k; und /; zu Potenzen wie
in (10.39) zusammen, so stimmt das Resultat mit dem fiir die Skalarprodukte von Zusténden
(10.39),

{(nﬂl el 0 5n;n1.”.5n;nk} , (10.42)
iiberein. —

Wir wenden uns dem Fermionenfall zu und definieren zunéchst wieder Erzeugungsoperato-

ren a), analog zu (10.29). Die Definition muf diesmal so gewihlt werden, da$ durch Nacheinan-

deranwendung mehrerer a'-Operatoren auf den Vakuumzustand Zustinde entstehen, die gegen
Austausch je zweier Einteilchen-Quantenzahlséiitze k, [ antisymmetrisch sind. Dies erreicht man
durch die Definition

al |ng my coomp ) = mevV/ng + 1 mgny cong + 1..0) (10.43)
mit den Phasenfaktoren
k—1
)
m = (— 1)<i=0 ) (10.44)

Wie im Bosonfall zeigt man sofort, dafy die Adjungierten a; dann Vernichtungsoperatoren sind
im Sinne von

Qg [ Mg Ny e Moo ) = M /N | Mo My ey — 1) (10.45)

Insbesondere gilt wieder die Vakuumseigenschaft
ap |0) =0 fiiralle k . (10.46)
Wegen 77 = 1 sind wiederum die Operatoren
Ay = al ap = N (10.47)
Besetzungszahloperatoren fiir die Einteilchenzustinde k£ im Sinne der Eigenwertgleichungen

T | 1o My e Mg v ) = Mg = | Mg My e Mg ) (10.48)

= {0|bm (01 - 1+ b ) b} |0)
=0
1 1 17 N
81 {0 b 0110) + (0] by bf (8,5 - 1 + bL By,) |0)
5mk 5nl . 5ml 5nk y usw. (10.41 a)
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[Wegen der im Fermionfall geltenden Einschrénkung (10.16) der Besetzungszahlen, die man
auch als
2 _ _ .
ny = ny oder nk (1 — ng) = vk (Fermionen) (10.49)

schreiben kann, besitzen sie hier iiberdies die Eigenschaft
g =ny Yk (Fermionen) (10.50)

und sind daher Projektoren — namlich jeweils auf den Unterraum aller derjenigen Zustédnde in
H 4, in denen der Einteilchenzustand |¢y) besetzt ist.] Thre Summe

Ne =Y iy =Y af ax = N} (10.51)
k k

ist wieder der Operator der Gesamtteilchenzahl im Sinne von

Nelngni cmg....) = (Z nl> Mg M e Mg ) (10.52)
HZ,_/
=N

Vergleicht man aber nun (0. B. d. A. mit £ < [)

a] (nk V1 + nk|n0 ny ..nxy + 1.y >)

Cl;r a,t|n0 ny ....Ng .... Ny >

mit
a,t a”no MY eee Mg e MY ) = a,t (V1 + nglngng cong.oony + 1)),

so erhalt der erstere Ausdruck gegeniiber dem letzteren ein zuséitzliches Minuszeichen, weil dort

die Anwendung von a] nach (10.43) einen Phasenfaktor 7, ergibt, in dessen Exponenten nach
(10.44) der um 1 erhéhte Summand ny, + 1 statt ny, eingeht, also n; = — 1, und daher allgemein
af ai [{n}) = —af o] l{n}) (k #1). (10.53)

Die obige Definition fiihrt also in der Tat zu der gewiinschten Antisymmetrie der Zustinde in
den Quantenzahlsitzen je zweier Teilchen. Fiir k = [ bleibt (10.53) trivialerweise richtig, weil
ein Zustand mit ny + 2 > 2 der Nullvektor ist, d. h. es gilt

al af + af af =0 (10.54 a)

und speziell
(@)?=0 Vk. (10.54 b)

Dieselbe Uberlegung gilt auch fiir ay a} und a} ar, mit k& # [. Um hier den Fall £ = [ zu
erfassen, beachten wir, da8 in (10.43) fiir n, = 1 rechter Hand der Nullvektor steht, so daf}
auch die Gleichung

G,L‘ng Ny e N o) = M1 — ng - Mg ng comy + 1.00) (10.55)
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richtig ist. Wegen (10.16) bzw. (10.49) ist nun

()2 Ve + IVT = ng = /(1 — )2 + 2me (1= me) = (1 — my) |
und der Vergleich von
ag al |ng ny onp ) = (1 — ng) - |ng ny oong...) (10.56)

mit Gl. (10.48) ergibt
ap al + al ap = 1. (10.57)

Die Antisymmetrieforderung fiir Fermionen fiihrt also zu algebraischen Eigenschaften der af-
und a-Operatoren, die sich in Antikommutatoren wie (10.54 / 10.57) statt in Kommutatoren
ausdriicken. Mit der Schreibweise

{A,B} = AB + BA (10.58)

fiir Antikommutatoren konnen wir die Resultate zusammenfassen in den Fermion-Antiver-
tauschungsrelationen

{ak, al} = 6 - 1, (10.59 a)
{ar, i} = {a}, a]} = 0, (10.59 b)
die eine abstrakte Fassung des Pauliprinzips darstellen.
Der Aufbau des Zustandsraumes kann nun analog zum Bosonenfall vonstatten gehen und
fiihrt zu N-Fermionen-Zustinden
abal . ..al, al |0), (10.60)

deren Ubervollstindigkeit wieder durch die Konvention beseitigt werden kann, sich etwa auf
die Anordnungen
ki < ko < ... < kn (10.61)

zu beschriinken; in diesem Falle ist dann (10.60), da die Faktoren (n;!)/? von (10.39) hier alle
1 sind, identisch mit dem normierten Zustand

| gy = npy = o = mg,y = 1, iibrige n; = 0) , (10.62)

d. h. mit der normierten Slaterdeterminante (10.13 / 10.20).

10.3 Observable in Besetzungszahldarstellung. — Es stellt sich uns nun die Aufgabe,
die additiven Observablen wie (10.2 / 10.3) durch die Operatoren bf, b bzw. af, a auszudriicken.

Wir beginnen mit dem Einteilchenoperator (10.2). Stellt man zunéchst mittels (10.6) jeweils
f () in der Basis der |¢ (o)) dar und beachtet, da} das Einteilchen-Matrixelement

(e (@) [ f(a) @) = (e | flen = fri (10.63)
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in allen Einteilchenrdumen #, dasselbe ist, so hat man

FY = Y (ol ) | 3 [on (@) ()] (10.64)

k,l a=1

Wir studieren nun die Wirkung der in eckigen Klammern stehenden Operation zunéchst auf den
allgemeinen Basiszustand (10.7) fiir Bosonen. Sind — bei der vereinbarten willkiirlichen Durch-
numerierung — (i, s .... Bp, die Nummern der n; Teilchen, die in (10.7) den Einteilchenzustand
|¢1) besetzen, so erhalten wir

N

> ler@ar @ {Csttnh) ¥ P o a(a)

a=1 PeSy

D101 (B2)) ® . ® |1 (Bay)) @ H
s({n}) D P{ Joe (81)) @ |91 (Ba)) e @ |01 (Bay)) -

PeSyn

+o @ (B) ® [9k (B2) o @ [o1 (Buy)) oo

Fo @ (B)) ® |0 (Ba)) o @ | n (,Bm)>....} . (10.65)

Nach der Symmetrisierung durch Summation iiber alle P geben alle n; Terme in der geschweif-
ten Klammer denselben Beitrag, ndmlich einen Zustand proportional zu |...ng + 1..n; — 1...)
fiir £ # [ und zum urspriinglichen | ...ny ...) fiir £ = [. Unter Beriicksichtigung der Normie-
rungsfaktoren (10.19) wird also aus (10.65)

[ Gl | ny 4 Tmy — 1) fiir k # 1,
n; -
| e MU e, ) fir k =1,
(g + )ny - |oeong + 1oomp — 1..0) fir £ # 1,
= (10.66)
\ (Y B VAR ) fir £ = 1.

Vergleich mit (10.29 / 10.31) und (10.33) zeigt, daf} dies identisch ist mit der Wirkung des Ope-
rators b,t b;. Da wir dies fiir einen beliebigen (Bosonen-)Basiszustand gezeigt haben, schlieflen

wir auf
N

Zl ok (@) (i (@) | = B) by - (Bosonen) . (10.67)
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Die Schreibweise meint eine Restriktion des auf dem ganzen Fock-Raum definierten Operators
bl b auf den N-Teilchen-Unterraum ’H(SN).

Fiir Fermionen wenden wir entsprechend die eckige Klammer von (10.64) auf den Basiszu-
stand (10.11) an. Da in letzterem der Einteilchenzustand |p;) hichstens von einem Teilchen,
etwa dem Teilchen Nr. 3, besetzt sein kann, erhalten wir

N

> @@l {Cr () ¥ () Pl o lai(B) @ .}
a=1 PeSyn
=n - Cr(N) Y (9)FPl..®|p(8) ® ....] (10.68)
PeSyn
Fiir £ = [ hat sich bis auf den Vorfaktor n; = n; am Ausgangszustand nichts geédndert. Fiir

k # | kann es sein, dafl der Einteilchenzustand |¢x) im Ausgangszustand ebenfalls bereits
besetzt war. Dann steht rechter Hand in (10.68) der Nullvektor, was wir durch einen Faktor
(1 — ny) beriicksichtigen. Ist dies nicht der Fall, dann steht in (10.68) rechts im wesentlichen
der Zustand |...ng + 1...m; — 1...) bis auf den Umstand, da§ der |py (/3))-Faktor noch nicht
an der ,richtigen“ Stelle — ndmlich an der Stelle von |¢;) statt an der von |¢g) — eingebaut ist.
Um ihn an die richtige Stelle zu versetzen, mufl man ihn an den zwischen den Indizes k£ und [
liegenden besetzten Zustédnden vorbeitauschen. Dazu sind offenbar

-1

k—1
Zm— Z”j

i=0 j=0
Transpositionen notwendig, die nach (10.44) fiir den antisymmetrisierten Gesamtzustand einen

Vorfaktor 7, - n erzeugen. Insgesamt wird also aus (10.68)

(I —ng)nymem - | + 1oong — 1.0) fir k # 1,
(10.69)
TR U +eeeeneeeaiee e ) fir k =1.

Wegen (1 — ng)n; = /(1 — ng)ny fiir Fermionen ist dies nach (10.45) und (10.55) identisch

mit der Wirkung des Operators a,t a:

(Fermionen) (10.70)

> lek (@)@ (@) = af

a=1

1M
Anhand von (10.64 / 10.67 / 10.70) erkennen wir nun den Einteilchenoperator F™) als Re-
striktion des allgemeinen Finteilchenoperators im Fock-Raum,

o0

F = (ol flen) bl by (Bosonen) (10.71 a)

k=0
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bzw. N
Z oul 1o al a (Fermionen) (10.71 b)

auf den N-Teilchen-Unterraum ’HS bzw. ’HA . Der Gesamtteilchenzahloperator (10.35) bzw.
(10.51) ist offenbar ein Spezialfall hiervon mit

Andere wichtige Beispiele sind etwa Gesamtimpuls und Gesamtdrehimpuls des Systems, fiir
Bosonen namlich

—

P = (o |Ple)b} by, (10.73)
Kl

T = (x|l + 3lo) b} by (10.74)

3

k.l
oder ein Einteilchen-Hamiltonoperator (fiir Fermionen etwa)

=2
Hy =) (¢l ;—m + o @) al ar (10.75)
k,l —

h

der ein System nichtwechselwirkender Teilchen im dufleren Einteilchenpotential v; beschreibt.
Er wird am einfachsten, wenn man als Einteilchenbasis, auf die sich die Erzeugungs- und Ver-

nichtungsoperatoren aL, a; beziehen, die Eigenbasis (10.9) von h wéhlt, dann wird

HU = Z Ek QL ap = Z Ek TAlk . (1076)
k k
Die letztere Form gilt fiir Bosonen wie Fermionen.

Um fiir den Zweiteilchenoperator (10.3) die entsprechende Ubersetzung zu finden, stellen
wir zunéchst ¢ als

= D> ()@@ (2)]g(1,2) |en(l) ® ga(2)) X

k,l m,n ~-
9kl, mn

% (161 (3en 3)]) (I (@)epm (@) (10.77)

dar und nehmen voriibergehend an, daB das in (10.3) durch den Faktor (1 — d,p5) ausge-
schlossene ¢ (o, 3) zumindest formal existiert %, so dal der Term mit 1 und der mit — dq g sich
separat behandeln lassen. Im letzteren ist

Oa g (pn (B) [k (@) = dap Onr - (10.78)

“Dies ist z. B. nicht der Fall beim Coulomb-Potential v, (o, ) = (¢*/4meo) - |#a — T5|~" zwischen
geladenen Teilchen der Ladung ¢. Hier betrachten wir etwa hilfsweise das ,regularisierte“ Potential (¢° /4 7 &) -
(|Za — ®5| + a)~! und nehmen im Gesamtresultat, in dem die v. (@, ) ja herausfallen, den Grenzwert a — 0.
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Wir kénnen nun auf den Operator

N

> (1= ) (Jar D ten D) (Ion @ om (@)

«,

= (3 It ) (32 ter D @01) = b (3 ot @) )]

a=1 a=1

die Ubersetzungsvorschriften (10.67) fiir Bosonen und (10.78) fiir Fermionen anwenden und
finden etwa im ersteren Falle

= b (by b — Bnpp - 1) by

bl (bl bn) b = b} b} by by (10.79 a)
im Fermionenfall wird die letzte Zeile ersetzt durch
al (—al ay)am = al af a, ap . (10.79 b)

Dabei wurden die Vertauschungs- bzw. Antivertauschungsrelationen (10.37) bzw. (10.59) be-

nutzt. Wir erkennen damit das G) von (10.3) als den auf ’H(SN) bzw. ’H(AN) restringierten
allgemeinen Zweiteilchenoperator im Fock-Raum,

1

G = 5 > (e (1) @i (2) 191, 2) [ @m (1) n (2)) B, b by b (Bosonen) (10.80 a)
bzw
6 =5 3 o)Al 902 o) ookl 6 0, (Formionen)  (10504)

Beachte in beiden Féllen die Indexstellung der Vernichtungsoperatoren! Damit kann man nun
etwa den Hamiltonoperator (10.4) in den Fock-Raum Operator

H = Hy + Vy (10.81 a)

mit Hy geméf (10.75) und der Zweiteilchenwechselwirkung

MI»—A

Z (2) |va (1, 2) [ om (1) @0 (2)) af a] an am (10.81 b)

(hier fiir Fermionen) iibersetzen. Ein anderes, fiir endliches N wichtiges Beispiel ist die kine-
tische Energie des Schwerpunktes, d. h. der Gesamttranslation des Systems, die nach GI. (10.73)
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fiir Bosonen

1 . 1
Ty = — P2 =
oM 2Nm 2Nm %
x 30X AerlBlen) - (er B es) bl bu L by
k1 TS —

=6, 1+bl b,

1 1, ;
= 7 o s b bs
N{%Wkap | ¢s) by, bs +

1 1 - —
+5 ) e @] - 7@ ) @ @D B b b} (10.82)
klrs
lautet, also Ein- und Zweiteilchenanteile enthélt. Der Faktor 1/ N kann, da (10.82) nur auf
Teilriumen mit N > 1 interessiert, auch durch den dort existierenden Operator N~! ersetzt
werden. Fiir Fermionen gilt (10.82) mit a’s statt b’s.

Die Gln. (10.71), (10.80) sind unschwer auf Drei- und Mehrteilchenoperatoren zu verall-
gemeinern. Die zeigen, dafi die Operatoren aLl a,t2 ...a,tn a, ai, , a;, (Fermifall) einen Satz
von ,, Basisoperatoren® darstellen, nach denen der allgemeine additive n-Teilchen-Operator ent-
wickelt werden kann. — Im iibrigen erhalten alle hier betrachteten Operatoren die Gesamitteil-
chenzahl, da sie gleich viele Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren enthalten; formal driickt

sich dies in der Vertauschbarkeit
[Ng, bl b] = [Ne,al a] =0V (k1) (10.83)

aus.

10.4 Reduzierte Dichtematrizen eines Zustandes. — Die meisten in der Statistischen
Mechanik interessierenden Mefigréfien lassen sich als Erwartungswerte von Einteilchenoperato-
ren (10.71) oder Zweiteilchenoperatoren (10.80) schreiben. Aus den Gleichungen

(FY = Tr(WF)

= > {er|fle) Tr (Wb by (10.84)
k,l

(GY = Tr(WG)

> (on- @il glom - on) Tr (Wb b by b) (10.85)

kimn

DN | —
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sieht man, daf} es daher fiir die meisten Zwecke geniigt, von einem Zustand W des Vielteilchen-
systems lediglich den Satz von Matrixelementen

p1(l; k) = Tr (Wbl b)), (10.86)

ps (m, n; k, 1) = Tr (Wbl b by bn) (10.87)

die sog. reduzierte Finteilchen- und Zweiteilchen-Dichtematriz des Zustandes, zu kennen. Fiir
Fermionen gelten durchweg dieselben Gleichungen mit a’s statt b’s. Bei sehr tiefen Tempera-
turen , wo das Ensemble sich iiberwiegend im Grundzustand W = |U,)(¥o| aufhilt, spielen
insbesondere die reduzierten Grundzustands-Dichtematrizen

AV (1 k) = (g | B by | ) (10.88)

p (my n; k1) = (o | bl b by by | ) (10.89)

eine ausgezeichnete Rolle. Mit diesen Gréflen und den Matrixnotationen fi; von (10.63) und
Gki,mn von (10.77) nehmen die Erwartungswerte (10.84 / 10.85) die Form

Tr(WFE)=> fupml k) =tr(f-m), (10.90)
k.l
1 1
Tr (WG) = 5 Z Gki,mn P2 (M, n; k1) = 5” (g - p2) (10.91)
kl,mn

an. Die Normierung der reduzierten Dichtematrizen ist gegeben durch

A

tror = Y pi (ki k) = ZTT(WbL by) = Tr (W N)

= (N, (10.92)

tros = S po(k, ik, 1) =S Tr (Wb bl b by)
ki k1

= Tr {W >3 {(blT b)) (b} be) — Og (b] bk)}}

= Tr{W . [N? - N}

~

= (N(N = 1)), (10.93)

wobei in der letzten Rechnung die Umformung von Gl. (10.79) riickwérts angewandt wurde.
Beide Formeln gelten, wie jene Umformung, sowohl im Bose- als auch im Fermifall. Hat der
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Zustand W scharfe Teilchenzahl N, dann ist offenbar

trpp = N, trpp = N(N — 1)
(10.94)
(W ganzin ’Hg«N) bzw. HY) .

Insbesondere sehen wir, dal das Diagonalelement

o1 (k: k) = Tr (W . { bl} Ok }) — () (10.95)

die mittlere Besetzungszahl des Einteilchenzustandes |¢r) im Vielteilchenzustand W angibt.

Die reduzierten Dichtematrizen enthalten offensichtlich viel weniger Information — und sind
daher rechnerisch viel einfacher zu handhaben — als der volle Zustand W; in ihnen ist iiber alle
Freiheitsgrade aufler denen eines Teilchens bzw. zweier Teilchen hinweggemittelt, und zwar in
einer die Ununterscheidbarkeit der Teilchen, d. h. die Symmetrie- bzw. Antisymmetrieforde-
rung, exakt beriicksichtigenden Weise. Insofern sind sie die quantenmechanischen Gegenstiicke
zu den reduzierten Ein- und Zweiteilchen-Verteilungsfunktionen (1.101 / 1.102) der klassischen
Theorie.

Wir wollen die Matrizen p; und p, fiir die symmetrisierten bzw. antisymmetrisierten Pro-
duktzusténde (10.17) — im Hinblick auf (10.76) also fiir die Hy-Eigenzustinde eines Systems
nichtwechselwirkender Teilchen — berechnen. Fiir Fermionen etwa gilt nach (10.45)

pin} (L k) = (ngng oo oeamy ... | a,t ap | mo ny e Mg My )
= (ag(ngny ...ng....) | ag(ng ny ....ny....))

= MM /Mg \/n_z Ok

wegen (n;,)? = 1, d. h. fiir jeden derartigen Zustand ist p; einfach eine Diagonalmatrix mit den
Besetzungszahlen als Eigenwerten. Mit Y n, = N ist die erste Gl. (10.94) erfiillt. Weiter gilt

P (m, s kD) = (g ag (ng ny o) | an am (1o 0y -..))

= D M /Tom VT (@ (ng conge — 1) [an (ng oo — 1..00))

Sei zunichst n > m, dann ist dies (mit , = —n,)

. 77;1 M V/om V1 Ve (a (ng ooy — 1) [ ngeeecng, — 1oon, — 1.00)
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Das verbleibende Skalarprodukt ist # 0 nur, wenn entweder £ = m ist, dann mufl auch [ = n
sein und man erhélt 772 /ng -+ 1 mit 772 = —n;, oder wenn k = n ist, dann ist auch [ = m und
das Resultat n; - \/n; - 1. Insgesamt ist also

pi (m, n; ky l) = — N M Mk /T, o, e Ty X

X [5km 6ln (—77[) + 6kn 6lm 771]

= Ng Ny (6mk 6nl — 6nk 6ml) (Fermionen) (1097 a)
= p{™ (my k) - pi™ (i 1) = 1™ (mi 1) - p{™ (s ) (10.97 b)
Fiir n < m braucht man wegen der Antivertauschbarkeit der a-Operatoren nur die Vertau-
schungen £ < [ und m < n vorzunehmen und findet dasselbe Resultat; fiir m = n ver-

schwindet (10.97 a) und bleibt damit giiltig ((a,)> = 0). Man nennt den 1. Term von (10.97)
den direkten, den 2. den Austauschterm von py. Beide faktorisieren in je ein Produkt zweier
p1-Matrizen, und diese Fuoktorisierung der hoheren reduzierten Dichtematrizen in p;-Faktoren
ist charakteristisch fiir ,, unkorrelierte”, d. h. wechselwirkungsfreie Zustinde. Wegen (10.49) ist

o (k. 15 k1) = g mp — Gy (10.98)

und durch Summation iiber £ und [ priift man mit > ny = N die zweite Gl. (10.94) nach.

Fiir Bosonen bleibt, wie man mit (10.31) sofort sieht, (10.96) fiir p; giiltig. Fiir py gilt hier

pim (m, n; k, 1) = /g ng (b (ng.ooom — 1.2) by (ng ooy, — 1.000))

Sei zunédchst n # m, dann ist das verbleibende Skalarprodukt # 0, und zwar gleich \/n, n;,
nur wenn entweder £ = m und! = noder k = n undl = m ist. Ist m = n, so ist es # 0 nur,

wenn auch k& = [ und zudem k = m ist, und hat nach (10.31) den Wert \/(nk -1, —1) =
(nk — 1)

pgn} (ma n, k, l) = (1 - 6nm){\/nm Np NE Ny (6mk 6nl + 6nl 6nk)}

+ Omn {6mk 01k \/nm (N, — 1) ng (g, — 1)}

= g W (Omk Ont + Omi Onk) — Omn Okt Omk X

X (2%% — Ng (nk — 1))

= Ni Ny (6mk 5nl + 5ml 5nk) - 5mn 6kl 5mk ng (nk + 1) (1099 a)
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= p" (m; k) - o (n, 1)+ pl™ (ms 1) p{™ (n; k) -

— G G | (s k) + o™ (m; k)| (Bosonen) . (10.99 b)

Hier haben wir wieder direkten und Austauschterm, beide in p;-Matrizen faktorisierend und
diesmal mit gleichem Vorzeichen; der Zusatzterm fiir m = n und £ = [ wird, wie man leicht
nachpriift, bendtigt, um die zweite Gl. von (10.94) zu erfiillen. — Mit diesen Gln. erhalten wir
fiir die Erwartungswerte (10.90)

{n} | F | {n}) = > ny fur (Bosonen und Fermionen) (10.100)
k

und fiir die Erwartungswerte (10.91)

1 .
({n}|G|{n}) = 3 > gy (ki — Griik) (Fermionen) , (10.101)
ol

({n} G |{n}) = % Z{nk n (Gkikt + Gki,ik)

k,l
_(5kl Nk (nk + 1) gkk’kk} (BOSODGH) . (10102)

Der Zusatzterm in der letzten Zeile tragt nur bei, wenn das vollstindig diagonale Zweiteil-
chenmatrixelement gy xr # 0 ist. Physikalisch spielt er die (in (10.101) vom Minuszeichen
mitiibernommene) Rolle des Faktors (1 — d,5) in (10.3), d. h. er sorgt fiir den Ausschlufi von
Selbstwechselwirkungen. Man sieht das z. B. sehr klar fiir den nach (10.9 b) energetisch tiefsten
derartigen Zustand

‘n[] == N, ny = N9 = ... = 0> s d.h. ne = N(Sk,O s (10103)

wo alle Teilchen den Einteilchenzustand |pg) besetzen: hier wird als Folge des Zusatzterms
1
<N, 0, 0, ‘ G | N, 0, 0, > = §N(N — 1) Joo,00 (10104)

was auch anschaulich einleuchtet, da # N (N — 1) die Anzahl der Paare (o, 8) mit o # f bei
N Teilchen ist.

Fiir Fermionen ist (10.103) natiirlich nicht mdglich; der energetisch tiefste unkorrelierte
Zustand |®g) ist hier die Slaterdeterminante, in der die N Einteilchenzustinde |¢o) .... [y —1)
besetzt, die {ibrigen unbesetzt sind:

1 (k=0...N—1) (unkorrelierter
ng = (10.105)
0 (k > N) Fermion — Grundzustand)
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Fiir ihn gilt nach (10.100) und (10.101)

N=1
(@ [ F Do) = D frk (10.106)
k=0
1 N-1
(@0 |G| Pg) = 5 (Gki, k1 — Gk1ik) - (10.107)
k=0

Es versteht sich von selbst, daf man die einfachen Resultate (10.96) - (10.107) nur dann
erhdlt, wenn man die reduzierten Dichtematrizen beziiglich derselben Einteilchenbasis {|px)}
betrachtet, die man auch beim Aufbau der Zustinde [{n}) zugrunde gelegt hat. Sind beide
Basen verschieden, so miissen die Methoden des folgenden Abschnitts angewandt werden.

10.5 Basistransformationen und Feldoperatoren. - Wir untersuchen nun die Wirkung
unitdrer Transformationen

U=¢e 'l U'v =UU =1 (10.108)

im Fock-Raum, wo F' = FT ein selbstadjungierter allgemeiner Einteilchenoperator (10.71) ist.
Nach der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel ist

U{ii}U*:{Z’; } —Z[F{ZZ} +;—2'{F [F{SZHJF (10.109)
Wir berechnen fiir den Bosonfall
[F by = ; (or | [ 1s) [B] s, bi]
durch Anwendung der Kommutatoridentitét
[AB,C] =A-[B,C]+[A,C]-B (10.110)
als
Fobd = X o o) {8 (oo 1] + B b s
0 —0p
= - Zs:<¢r|f\sos>bs (10.111)
und fiir den Fermionfall analog
[F, ai] = Z (or | fles) lal as, ar]
mittels der Kommutator-Antikommutator-Identitét
[AB,C] =A-{B,C} - {A,C}-B (10.112)

146



als

ol = Yool f o) {af {on a) - (o). 0} a.)

rs
0 Ok

= = (el fles)as. (10.113)

In beiden Fillen fiihrt die Kommutierung mit F' also nur zu einer linearen Transformation der
Vernichtungsoperatoren untereinander. Die hheren Kommutatoren sind damit leicht anzuge-

ben: _— { b }” _ Zsj«oklf\sm [F, { 2 }]

Qg

T
aT’

— +52;<s0k\f|90s><905|f|90r> { ; }

-+ Sl |} (10.14)

Qs
usw. Damit entsteht aus (10.109)

{bk}ﬁ{dk}zeiF{bk}eiF
ak cr ak

=Sl > Sl e {0

n=0 n Qg

= §<¢k|e”ws> : { b } (10.115 a)

Qs

=2 Gule) { 2 } (10.115 b)

mit den transformierten Einteilchenzustidnden
xk) = e ) (k=01,2,..). (10.116)

Fiir die adjungierten Operatoren folgt

b dl bl
AR AR D DR I R NP R (10.117)
ak Ck S as
Dies ist eine unitire Transformation der b' bzw. af untereinander mit der unitiren Matrix
(s |xk) = (e [ on) (10.118)
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die bekanntlich in (" den Ubergang von {|¢x)} zu der ebenfalls orthonormalen Basis {|xx)}

vermittelt. Die d} bzw. ¢, und die dj bzw. ¢; sind nichts weiter als die Erzeugungs- und Ver-

nichtungsoperatoren beziiglich dieser neuen Einteilchenbasis, wie man aus den Beziehungen

d10) = 32 BL10) s D) = [xe) (10.119 a)
|©s)
A1) = 3 @ 100 en i) = i) (10.119 b)

direkt sieht. Der allgemeine selbstadjungierte Einteilchenoperator F' im Fock-Raum ist also

zugleich der Generator der allgemeinen unitiren Transformation der Einteilchenbasis, U =
e ',

Ein besonders wichtiger Spezialfall von Gln. (10.115 / 10.117) entsteht, wenn man fiir die
|xx) die (uneigentlichen) Eigenzusténde |Z) des Teilchenortes bzw. fiir Teilchen mit Spin s die

Zustande |Z, mg) (ms = —s... + s) wihlt. Die dann entstehenden Operatoren
S . " by (Bosonen)
77/} (l‘; ms) = ; <l‘7 mg | (;Ok> { ax (Fermionen) (10120 a)
bl (Bosonen)
T (7 — k . v 10.12
Y@, ms) ; { al (Fermionen) } (x| 7, ms) (10.120'b)

heiflen die Feldoperatoren am Ort ¥ (mit Spinstellung my) fiir das System identischer Bosonen
bzw. Fermionen. Da eine unitére Transformation die Vertauschungsrelationen erhilt, sind ihre
Kommutatoren bzw. Antikommutatoren die genauen Analoga von (10.37) bzw. (10.59):

[0 (&, my), T (& m,)] = 6 (& — B) 6,0, - 1, (10.121)
alle anderen Kommutatoren = 0 (Bosonen),
{e @ my), v (@ m)} =6 (@ = D)oy, - 1, (10.122)

alle anderen Antikommutatoren = 0 (Fermionen).

Lassen wir im folgenden der Einfachheit halber die Spinindizes weg, so konnen wir in Analogie
zu (10.34) und (10.47)

p(@) = N (@) ¥ () (10.123)
als Operator der Teilchenzahldichte am Ort & interpretieren; analog zu (10.35) und (10.51) ist
dann

/d%ﬁ(f) — /d%w (@) (@) = N (10.124)

wieder der Operator der Gesamtteilchenzahl. Fiir Teilchen der Masse m und Ladung ¢ wird
man dementsprechend

pm (@) = myN (@) © (@), py (@) = qv' (@) ¥ (2) (10.125)
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als Operatoren der Massen- bzw. Ladungsdichte identifizieren. Der Fock-Raum-Hamiltonopera-
tor (10.81) schreibt sich, wenn man speziell ein lokales Ein- und Zweiteilchenpotential

!

(@ v | d) = & (& — &) u (), (10.126)

(Z) Ty | g | Ty o) = 03 (8, — 1) 0% (Zy — Do) v (| — To|) (10.127)
betrachtet und wiederum der Einfachheit halber Spinindizes unterdriickt, als H = Hy + V5
mit

¥ (7) (10.128 a)

+ u () ﬁ(f)} , (10.128 b)

= [ { [w*()

wobei die 2. Form durch eine partielle Integration im kinetischen Term erhalten wurde, und

Vo @)

= [ [ @ @0 (7 = B @) 61 (@) x (@) ¢ (@3) (10.129)

Die Gln. (10.128 / 10.129) stellen nun, wenn man fiir einen Augenblick den Operatorcharak-
ter der T und 1 vergifit und sich 1" ¢ durch ¢* 1y = [1)|? ersetzt denkt, gerade das Energiein-
tegral einer klassischen Feldtheorie mit der (2 s + 1)-komponentigen klassischen Feldamplitude
Y (Z) — etwa einer Dichteschwankung, Feldstirke oder lokalen elastischen Deformation — dar.
Man kann daher den gesamten Formalismus der Besetzungsdarstellung alternativ zu unserem
bisherigen Vorgehen auch dadurch erhalten, dal man dem System identischer Teilchen (mit
allen maoglichen Teilchenzahlen) zundchst formal eine klassische Feldtheorie mit der Feldampli-
tude v (Z) und dem Energieausdruck (10.128 / 10.129) zuordnet und sodann diese klassische
Feldtheorie durch Uminterpretation von 1, 1/* als zueinander adjungierte Operatoren v, 1! und
Postulierung der Vertauschungsrelationen (10.121) oder der Antikommutatorrelationen (10.122)
— je nachdem, ob 2 s + 1 ungerade oder gerade ist — ,,quantisiert®. Die Fock-Raum-Darstellung
der Quantenmechanik identischer Teilchen ist also einer ,, Feldquantisierung® dquivalent.

Dieses Vorgehen wird offenbar dort besonders interessant, wo man eine Quantentheorie fiir
Systeme aufstellen will, fiir die kein klassisches Teilchenbild, wohl aber eine klassische Feld-
theorie existiert, wie insbesondere fiir das elektromagnetische Feld.

10.6 Quantisierung des Strahlungsfeldes. Das klassische elektromagnetische Feld im
Vakuum — d. h. insbesondere ohne Kopplung an Ladungen und Strome - wird durch die
Feldstéirkevektoren £ = £ (7, t), B = B(Z, t) an allen Raumpunkten # des vom Feld erfiill-
ten Volumens V' beschrieben. Eine kompaktere, wenn auch nichteindeutige Charakterisierung
vermitteln das skalare und Vektorpotential

d = (7 1), A=Az 1), (10.130)
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aus denen man die mefibaren Feldstirken geméf
A
ot
zuriickgewinnen kann. Die Nichteindeutigkeit erwéchst bekanntlich aus der Eichfreiheit in den

Potentialen (10.130) und wird durch Wahl einer speziellen Eichbedingung beseitigt. Wir benut-
zen ausschliefllich die bekannte Coulomb-Fichung

£=-Vd - B=VxA (10.131)

V-A@F ) =0. (10.132)

Fiir das wechselwirkungsfreie, d. h. nicht an Quellen gekoppelte Feld kann die Eichung iiberdies
noch weiter spezialisiert und vereinfacht werden durch

d(Z,t) =0. (10.133)

Die elektrische Feldstiirke ist dann nach (10.131) einfach & = — 8 A/ dt. Die Beschreibung
des Strahlungsfeldes geschieht dann durch ein einziges Vektorfeld A oder genauer — da von
dessen 3 Komponenten auf Grund der Nebenbedingung (10.132) nur zwei unabhéngig sind —
durch zwei unabhdngige Feldkomponenten an jedem Raumpunkt ¥ als Funktionen von ¢. Diese
Komponentenwerte kann man als die ,,generalisierten Koordinaten®“ des Feldes betrachten; das
Strahlungsfeld ist — wie jedes klassische Feldsystem — ein System mit diberzdhlbar unendlich
vielen Freiheitsgraden, hier abgeziahlt durch den kontinuierlichen ,, Index® .

Die Zeitentwicklung des Feldes wird durch die Maxwellschen Gleichungen beschrieben. Aus
ihnen folgt fiir das Vektorpotential in der Eichung (10.132 / 10.133) bekanntlich die Wellen-
gleichung

A= {62 la—Q} A=0 (10.134)
- 2 Ot2 B '
mit der Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢ = (&g /,Lg)_%. Thre allgemeine Losung ist eine Uberla-

gerung ebener Wellen mit dem Dispersionsgesetz elektromagnetischer Wellen im Vakuum,
w=uw(k) =c-k (k = |k]) . (10.135)

Wir schreiben sie sogleich in der reellen Form

T(w %k he o 3o ik —w(k)-

- N R TR KN O Or NS YRS U P/ BT 10.136
= [ Gy lapy o] {AB e A (RO e (10.136)

Die Abspaltung des Faktors [....]'/? aus der Fourieramplitude ist hier zuniichst Konvention;
sie ist so gew#hlt, dafl bei der spiteren Quantisierung sich Vertauschungsrelationen der Form
(10.37) ohne weitere Zusatzfaktoren ergeben. — Die Bedingung (10.132) erfordert

E-A(k)=0 VEk (10.137)
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d. h. die einzelnen das A-Feld aufbauenden ebenen Wellen miissen simtlich senkrecht zu ihrer
Ausbreitungsrichtung k polarisiert sein: ,transversales® Vektorfeld. Wir kénnen diese Bedin-
gung dadurch erfiillen, daf§ wir fiir jedes k zwei zu k und zueinander senkrechte Einheitsvekto-
ren & (k) und & (k) wiihlen, die zusammen mit & (k) = k selbst ein rechtshiindig orientiertes
cartesisches System bilden:

€ € = (51']' , é; X é} = é}c (Z, j, k Zyk].) i E (10138)
Dann hat nach (10.137) A (k) nur Komponenten in Richtung von & (k) und & (k). Statt dieser
beiden Komponenten, die die beiden mdoglichen unabhéingigen Linearpolarisationen der Welle
beschreiben, kénnen wir auch die komplexen Kombinationen

&, (k) = —% ) + 08 (B)] (10.139 a)

. 1 . . .

e_(k) =+—le1 (k) —iey (k)] = —éL (k)* 10.139 b

(k) \/5[ 1 () > (k)] (k) ( )

zusammen mit €, = €3 (,,sphérisehe Basis“) verwenden, die den beiden mdglichen Zirkularpo-
larisationen transversal zu k entsprechen. Setzen wir nun

AR) = Y na(k)en(k) Yk, (10.140)

so ist (10.137) und damit (10.132) automatisch erfiillt. Wir meinen kiinftig mit . immer nur

)
die Summe iiber die beiden ,physikalischen®, d. h. transversalen Werte A = 4. Der Satz aller

Fourierkoeffizienten . .
{bx (k)| A = + oder —, alle k} (10.141)

vermittelt eine vollstindige und von Nebenbedingungen freie Aufzihlung der Freiheitsgrade des
freien elektromagnetischen Feldes. Da (10.139) und die zweite Bedingung (10.138) die Eigen-
schaften . ) ) )

ex(—k) = —é_x(k), (e (—k))" = éx(k) (10.142)

zur Folge haben, erhalten wir die Darstellung

D=

€0

, @ 1h [
- 5 [ Bl B
(& 1) )\gi (271')3/2 2k
x & (k) etF T | (10.143)

Thre beiden zueinander komplex konjugierten Bestandteile werden als ,,positiver Frequenzanteil
A) (Term mit e~ ") und ,negativer Frequenzanteil“ A~ = (A))* bezeichnet.
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Von den aus A‘(f, t) berechenbaren Mefigrofien interessieren neben den in A linearen Feld-
stiarken (10.131) die in A bilinearen Bildungen der Gesamtenergie

]_ — ]_ —
_ 5.1 2 (= 2 (=
H = /d 2{505 (7, t)+MoB (Z, t)}

_ %\/% / d%{% (— %—‘f)Q + ¢ (V x /Y)2} (10.144)
und des Gesamtimpulses (Integral des Poynting-Vektors)
P = /d% (0@ 1) x B(@ 1)} . (10.145)
Beniitzt man die aus der zweiten Gl. (10.138) folgenden Relationen
ik x & = k\é (A =+4,0,-) (10.146)
und die bekannte Darstellung der d-Funktion
(27) / A ¢ F BT = R (10.147)

so nehmen diese die folgende Form an:

H = % 3 [ o (B) {83 (F) b (B) + b (B 55, (B} (10.148)
P = %z; [ BE (B () by () + 0 (F) 85 ()} (10.149)

Die beiden Terme in geschweiften Klammern geben natiirlich klassisch denselben Beitrag; wir
belassen sie vorlaufig in dieser Form. Beide Groflen setzen sich additiv aus den Beitrdgen der
unabhdingigen ,Normalschwingungen“ (Fourierkomponenten) mit Indizes l;, A zusammen: zur
Energie triagt jeder ,mode* hw (k), zum Impuls hk bei. Jedoch besitzen diese klassischen
Normalschwingungen noch keinerlei Teilcheninterpretation.

Die Quantisierung des freien Strahlungsfeldes konnen wir nun — ausgehend vom Vergleich
der Darstellung (10.143) der Feldfunktion A mit den Feldoperatoren (10.120) - so vornehmen,
daB} wir die Fourieramplituden by (/;) als Vernichtungsoperatoren und ihre Komplez-konjugierten
by als zugehirige Erzeugungsoperatoren bi\ (IZ) auffassen und fiir sie in Analogie zu (10.37) die
Vertauschungsrelationen

)

by (), b (k)] = 6y, 8* (K" — k) - 1, (10.150 a)

!

[by ('), by (B)] = [bl, (K'), BL(R)] =0 (10.150 b)
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postulieren. Das Vektorpotential (10.143) erhélt damit Operatorcharakter; es ist der grundle-
gende Feldoperator des Strahlungsfeldes, und zwar derjenige im Heisenberg-Bild, da es zeitab-
héngig ist. Das Analogon zum im Schrédinger-Bild definierten Feldoperator (10.120) ist der
Operator bei t = 0:

x ex (k) [bx (B) + b (— )] 7. (10.151)

Der Unterschied zu (10.120) liegt darin, daf8 hier der Feldoperator offensichtlich hermitisch,
d. h. eher zu der Kombination —= (w + W) analog ist:

Al (@, t) = A (7, 1) V(7 t) . (10.152)

Diese Eigenschaft ist notwendig, weil aus ihm nach (10.131) durch einfache Differentiationen
nach ¢t bzw. T direkt die Heisenberg-Operatoren der Feldstirken,

> 0 kN3
En (7,1) = _%A Z/ 27r3/2<26 ) X

-

xz’[bA (Fye-i=®t _ pt (—/Z)eiw“c)t} & (b) elF 7 | (10.153)

. .. &k (he- ko \3
= — A—» —
Bu(#t) = ¥ x @0 =3 / (%)3/2( ) %

x A [bx (k) em @t 4 bl (=k) e B] & (k) ek T (10.154)
folgen, die als Operatoren mefibarer Groflen selbstadjungiert sein miissen:
Et=¢, B'=B. (10.155)

Bei den bilinearen Groflen (10.148 / 10.149) entsteht zuniichst eine geringfiigige Komplikation:
je nachdem, welche der klassisch nicht unterscheidbaren Reihenfolgen der Fourieramplituden b*
und b man als Ausgangspunkt der Ubersetzung in Operatoren wihlt, erhilt man verschiedene
und in der Regel divergente, d. h. mathematisch undefinierte Ausdriicke fiir diese Mefigréfien.
Wihrend die Operatoren im jeweils ersten Term,

in (k) = b} (k) by (k) = ] (F) (10.156)

analog zu (10.34) die Operatoren der Besetzungszahl, d. h. der Anzahl der Strahlungsquanten,
im Modus (k, \) darstellen und damit das nach unten beschrinkte diskrete Spektrum 0, 1, 2
.. aufweisen, geben nach (10.150 a) die Operatoren im 2. Term,

=

%/d% B (k) by (F) bl (F) = %/d?’k hw (k) Ay (F) + %/d% ho (k) 6° (F — B) 1,
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neben einer Verdopplung des ,verniinftigen® 1. Terms einen Zusatzterm mit einer divergen-
ten Konstanten. Das Auftreten der sinnlosen d-Funktion d* (0) kann man noch relativ einfach
vermeiden, indem man — was insbhesondere fiir die statistische Mechanik des Strahlungsfeldes
zweckmifig ist — das Feld als nicht iiber den gesamten unendlichen Raum ausgedehnt, sondern
auf ein endliches, aber grofies kubisches VolumenV = L3 eingeschrdnkt betrachtet und auf den
Randflichen z. B. periodische Randbedingungen fordert; die klassischen Normalschwingungen
erhalten dann ein diskretes Wellenzahlspektrum

n
k:kn:%”x Ny ., n = {ny, ng, n3}
3 (10.157)

nl,ng,ngzo, :i:l,:l:Q,....,

die Fourierintegrale in (10.151 / 10.153 / 10.154) und in (10.148 / 10.149) werden durch Summen

iiber die diskreten k, ersetzt, und statt (10.150) hat man die dimensionslose Vertauschungsre-
lation i i
[bx( ) b (kn)] = 0y ) Oy 1 (10.158)

mit by (k) = /&L - by (k) .

Dann erhilt jener Zusatzterm statt der undefinierten §-Funktion ein diskretes Kronecker-Delta
Onn = 1, aber die verbleibende Summe %hwn mit den zu (10.157) gehérenden Energien

- 2
en = huw (|kn]) = hc%\/n% +nd+ nd, (10.159)

die man wegen der Isomorphie des Formalismus zu dem eines Systems unabhéngiger quantenme-
chanischer Oszillatoren als ,,Summe der Nullpunktsenergien“ bezeichnen kann, ist noch immer
divergent. Die Losung des Problems besteht offensichtlich darin, daf§ die von der klassischen
Theorie her nicht festgelegte Operatorreihenfolge hier — anders als beim einzelnen quanten-
mechanischen Oszillator — immer nur im Sinne des 1., nie in dem des 2. Terms, d. h. immer
mit den b- rechts von den b'-Operatoren, gewihlt werden darf. Die Vorschrift, Produkte von
Feldoperatoren am gleichen Raum-Zeit-Punkt (Z, t), wie sie in (10.144) und (10.145) auftreten,
so in die Quantenmechanik zu iibersetzen, dafi alle Vernichtungsoperatoren rechts von allen
Erzeugungsoperatoren zu stehen kommen, bezeichnet man als Normalordnung : .... : dieser
Operatorprodukte; diese Normalordnungsvorschrift mufl hier zum Bestandteil des Quantisie-
rungsprozesses erhoben werden. Die damit entstehenden Ausdriicke

1 - 1 -
H = —/d3${60:52:+—:82:}
2 Ho

= 2 / % hw (k) - i (F) (10.160)
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—

50/d3a::5><8:

e/l
[l

S / &% B E - iy () (10.161)

machen in ihrer Analogie zu (10.76) vollends die Teilcheninterpretation deutlich, die das elek-
tromagnetische Feld durch den Quantisierungsprozef aufgeprigt erhalten hat: das quantisierte
Feldsystem erscheint nun als Kollektion nichtwechselwirkender Strahlungsteilchen oder Photo-
nen mit Quantenzahlen (k, \) (A = =), deren jedes zur Gesamtenergie seine Ein-Photon-
Energiee = (k) = hw (k) = hck und zum Gesamtimpuls des Feldes seinen Impuls p = hk
additiv beitragt. Der Aufbau des Fock-Raumes des Strahlungsfeldes erfolgt nun nach dem uns
geldufigen Muster: aus dem Photonen-Vakuum, das durch

by (k) |0) = 0 v (K, \) (10.162)
definiert ist, werden analog zu (10.30) Ein-Photon-Zusténde
Ik, A) = bl (k)|0) (10.163)

und sodann analog zu (10.39) normierte N-Photonen-Zustinde

{n)) =TI = [} (&))" 10) (10.164)

mit Y n; = N (10.165)

aufgebaut, die geméafl der Beziehung

i (k) [{n}) = na (k) [ {n}) , (10.166)

-

gemeinsame Figenvektoren aller Besetzungszahloperatoren mit Eigenwerten ny (k) = 0, 1, 2, ...
darstellen, letztere sind # 0 nur dann, wenn (E, A) einer der in (10.164) ,besetzten“ Zustinde
(l;i, A;) ist, und dann gleich n;. Die Besetzungszahloperatoren bilden einen Maximalsatz ver-
tauschbarer Observabler fiir das Feldsystem.

Einige Bemerkungen zum Abschluf:

a) Da} wir Boson-Kommutatoren (10.150) und nicht Fermion-Antikommutatoren postuliert
haben, war zunéchst nur durch die rein heuristische Beobachtung motiviert, daf} wir ein Vek-
torfeld mit der Komponentenzahl 2s + 1 = 3, also formal s = 1, zu quantisieren hatten.
Um dies zu rechtfertigen, miifite man genauer zeigen, dafl Photonen im quantenmechanischen
Sinne Spin-1-Teilchen sind. Dazu wird man vom Operator des Gesamtdrehimpulses des Feldes
ausgehen, der im Hinblick auf (10.145) als

J= /d% [T x (20€(@ t) x B(# 1)) (10.167)
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zu definieren ist, und fiir den Ein-Photonen-Zustand (10.163) die Wirkung der Komponente
J - k, der sog. Helizitét, betrachten, aus der ein evtl. Bahndrehimpulsanteil, der ja senkrecht
zu k wére, herausfillt. Dann kann man in der Tat

(J - k) |k, A = (hA) - |k, N (A= +1) (10.168)

beweisen und damit A\h = +h als Komponente des Photonenspins in Impulsrichtung (der
Helizitdt) identifizieren. Damit mufl das Photon s = 1 haben. Daf} die in der Quantenmechanik
sonst noch mogliche Komponente A = 0 hier ,,ausfillt“ — d. h. im vorliegenden Falle das Feld
rein transversal wird — stellt sich in einer relativistischen Theorie als ein allgemeiner Zug von
Feldsystemen mit masselosen Quanten (d. h. € = ¢|p]) heraus.

b) Die Feldstérken (10.153 / 10.154) sind — im Gegensatz zum Energie- und Impulsausdruck
— linear in den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren. Wegen

[y (B') by (B)] = =0y, 6% (" — k) b (F) (10.169 a)

[y (K'Y 0§ ()] = +0y, 8° (K" — k) bf (k) (10.169 b)

sind sie also mit den Besetzungszahloperatoren nicht vertauschbar. Ein Zustand (10.164) mit
scharfer Photonenzahl kann daher keine scharfen Werte der Feldstirken besitzen (und natiirlich
auch umgekehrt), sondern nur Erwartungswerte ({n} | E (Z, t) [{n}) , ({n}| B (&, t)|{n}), die
mit nichtverschwindenden Schwankungen behaftet sind. Dies ist der prizise Inhalt der Re-
deweise von der ,Komplementaritit des Wellen- und Teilchenbildes“ fiir das Strahlungsfeld.
Eigenzusténde der Feldstirkenoperatoren (die wir hier nicht besprechen) sind daher besonders
geeignet fiir die Diskussion des klassischen Limes.

¢) Da uns in dieser Vorlesung nur das freie Strahlungsfeld interessiert, wollen wir das Pro-
blem der quantenmechanischen Behandlung das gekoppelten Gesamtsystems von geladenen
Teilchen und Strahlungsfeld nur erwidhnen. Ausgangspunkt ist der bekannte Hamiltonoperator
fiir N Teilchen mit Ladungen ¢, im elektromagnetischen Feld (®, /f),
- N 1 5 2
=3 - ad@ ]+t ), (10.170

a=1

in dem die Felder A und ® nun durch die entsprechenden Feldoperatoren zu ersetzen sind; dazu
kommt der Hamiltonoperator Hg s des freien Strahlungsfeldes geméf (10.160). Die Coulomb-
oder Strahlungseichung (10.132) kann beibehalten werden, wihrend (10.133) nicht mehr moglich
ist. Es existiert aber auch hier noch eine Eichung, in der ® (Z,, t) besonders einfach, ndmlich
eine Vielfaches des Einheitsoperators im Hilbertraum #.,, des Strahlungsfeldes, d. h. im we-
sentlichen ein klassisches Feld ist, und zwar kann es so gewdhlt werden, dafl im wesentlichen
die nichtretardierte Coulombwechselwirkung

— 1 o 48 1
a®(To) — 2 — — - 1,, = H. 10.171
gq (7o) {2 gﬂ 4eg |xa—x5|} ( )

[0}
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auftritt. Der Hamiltonoperator H = H + H.,, besteht dann aus dem reinen Teilchenanteil
> (p?/2m) + H., der vom Typ (10.4) ist, dem reinen Feldanteil H,,, und einem Kopplungs-

term

al Qo 7 Ga
H,, = _ e 2z p 4+ Lo g2z )b 10.172
= B e (10172)

Die Behandlung dieses Kopplungsterms mittels der goldenen Regel der zeitabhéingigen Sto-
rungsrechnung fiihrt dann zur quantitativen Beschreibung der Lichtemission bzw. -Absorption
durch Atome, Molekiile oder Atomkerne.
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11. Ideale Quantengase. Fermistatistik.

11.1 Fermiverteilung und Boseverteilung. Systeme wie die Leitungselektronen eines
Metalls oder die Photonen in einem Hohlraumstrahler lassen sich zwar in guter Ndherung
als wechselwirkungsfrei, d. h. als ideale Gase betrachten, verhalten sich aber schon bei Zim-
mertemperatur in einer Weise, die nur quantenmechanisch verstanden werden kann (ideale
Quantengase®). Der Hamiltonoperator ist hier — bei entsprechender Wahl der Einteilchenbasis
— durch den Einteilchenoperator (10.76),

. . bl by, (Bosonen)
Hy = = k 11.1
0 ; kT T { al ap (Fermionen) (11.1)

gegeben. Der Unterschied zwischen Bose- und Fermifall liegt in den unterschiedlichen Symme-
trieeigenschaften der Zusténde, die sich in der unterschiedlichen Algebra der Operatoren b und
a spiegeln. Die Figenzustinde sind die unkorrelierten Zustéinde (10.17)

Hy|{n}) = Eqpy - [{n}) . {n} = {no, n1, no, ... ... } (11.2)

mit den Eigenwerten
By =Y mk ek ; (11.3)
k

sie sind zugleich Eigenzustinde des Gesamtteilchenzahloperators N mit den Eigenwerten

N => n. (11.4)

Fiir die moglichen Besetzungszahlen ny gilt beim Bosonensystem Gl. (10.15), bei Fermionen
Gl. (10.16).

Fiir die statistische Behandlung ist das groffkanonische Ensemble besonders geeignet, fiir
das wir mit der Einfiihrung der Fock-Rdume und Teilchenzahloperatoren nun die begriffliche
Grundlage geliefert haben. Der Gleichgewichtszustand ist

1 i [Ho - p )
Wark = BT
“r ZGK(Ta /'L)e ’
1 By — uN]
_y L o {n}“}. n})({n}| . 115
>z ) ({n} (11.5)

mit der groBkanonischen Zustandssumme
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Zox = Tr{e‘#[HO‘“N1} (11.6 a)

_ Z 6—@%[E{n}—um

)
e Y o)
= Y TR (11.6 b)
)

Sie ist deshalb besonders einfach zu berechnen, weil die Summation iiber die Besetzungskon-
figurationen {n} im Gegensatz zum kanonischen Ensemble nicht durch eine Nebenbedingung
> ny = N eingeschrénkt ist und deshalb nach (10.27) bzw. (10.28) durch unabhéingige Sum-
mation {iber alle méglichen Werte aller Einzelbesetzungszahlen ausgefiihrt werden kann:

Zox = X (B ()"

ng ni

.......... 5 (6&_;)@ o (11.7)

Nk

Im Bosefall lduft jede einzelne ni-Summation von 0 bis oo und ergibt somit eine geometrische
Reihe mit dem Quotienten exp [— (4 — p) / kpT], die sich geschlossen aufsummieren 1a8t; im
Fermifall hat jede n,-Summe nur die Terme n, = 0 und n, = 1:

o0

—L (Bose) , (11.8a)
k=0 176_ kp T
ZGK (Ta M) =
00 cp 1
I (1 +e Js—kBT> (Fermi) . (11.81)
k=0

Die aus (11.5) abzulesenden Besetzungswahrscheinlichkeiten fiir die Mikrozustinde des Gesamt-
systems

P} = ZGK(Ta M)

faktorisieren deshalb vollstindig in Einzelwahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten einzelner Ein-
teilchenzusténde:

1 —e *s7 (Bose) (11.10a)

—L ——  (Fermi) , (11.10b)




d. h. die Einteilchenzustéinde verhalten sich, wie bei einem nichtwechselwirkenden System zu
erwarten, als statistisch unkorrelierte Normalmodi des Systems. Fiir jeden Modus ist die Ge-
samtwahrscheinlichkeit seines Auftretens mit irgendeiner Besetzung auf 1 normiert: die bei
(11.8) angewandte Uberlegung gibt fiir Bose- und Fermifall sofort

> wk(n) =1 V ok . (11.11)

n

Die muttlere Teilchenzahl im Einteilchenzustand k,

<ﬁk> = Tr (ﬁk WGK) = Z N Pin}

n)
= {% wWo (”0)} : {; wy (m)} G [%} ng Wy (nk)} -
= %} nye wy (1) (11.12)

148t sich aus (11.10) berechnen, indem man schreibt

_Ep— M +1 g\ Mk
(hg) = <1Z|Ze kBT> an<e kBT>

ng
0 =\ Tk
= kgT —1 kp T
oo (e %)

0 Cepmn\ Tl
= kBT—ln{liFe ’“BT> }
op

= FAFe ) (Fe ) (11.113)

Das ergibt die fiir die gesamte Statistik der idealen Quantengase zentralen Formeln fiir die
mittleren Teilchenzahlen in den FEinteilchenzustinden k im Gleichgewicht,

———  (Bose) , (11.14 a)
ekBT —1

(k) =
—L— (Fermi) , (11.14b)
ekBT 11

die auch kurz (wenngleich ungenau) als , Boseverteilung“ bzw. , Fermiverteilung“ bezeichnet
werden.

Die Gleichgewichtsthermodynamik der idealen Quantengase 1483t sich nach der Tabelle S.
98 aus dem grofkanonischen Potential

J(T, J¥R V) = —kBT In ZGK = :i:kBT : Zln
k

1 F e _5,53;} (11.15)
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ableiten, wobei hier und im folgenden stets das obere Vorzeichen fiir den Bose-, das untere fiir
den Fermifall gilt. So erhalten wir fiir die Entropie

_ knT e
= kB-Z{(g’“Ek’;f)/ P T mmllTe Jk‘ﬁ” (11.16 a)
k eksT F 1
Beniitzt man die nach g, — p aufgeloste Form von (11.14),
B (14 (Ag) — In (i) (11.17)
kpT
so kann man dies auch in der Form
S(T, 15 V) = —hp 3 {0n) - In () F (1% () In (1 + ()} (1116 b)
k
schreiben, wobei (1) = (ng) (T, 1) zu beachten ist. Die Groflen
" 0J 1
N=N) = -5/ =2 5 —
H kK e*sT F 1

= D (s, . (11.18)

U= (H) = J+TS—puN=Y —*

k ekBT :|:1

= > e (s, (11.19)

k

erhalten in den (f;) eine besonders plausible Form. — Der Druck des Quantengases kann nach
(7.37) aus

p(T, V) -V = FkgT Y In 1¢e‘1’}—ﬂ (11.20)
k

entnommen werden; diese Gl. vermittelt zusammen mit (11.18) eine Parameterdarstellung der
thermischen Zustandsgleichung mit ;1 als Parameter. Um deren explizite Form p = p (T, V, N)
aufzufinden, hat man GI. (11.18) in der Form

w = M(Ta <N>’V)

aufzuldsen und dies in (11.20) einzusetzen.

Da die mittleren Teilchenzahlen (11.14) alle positiv sein miissen (quantenmechanisch sind

sie Erwartungswerte positiver Operatoren bL br. bzw. a,t a), schliefen wir allgemein, dafl bei

einem mit g = 0 beginnenden und positiven Spektrum von Einteilchenenergien gelten muf§
p stets < 0 (Bose) (11.21 a)

p < 0 oder > 0 (Fermi) (11.21 b)
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Vom klassischen idealen Gas, wo fiir das chemische Potential Gl. (9.25) gilt, wissen wir,
daBl dort p/kpT negativ und betragsmifBiig so groff wird, dafl exp (u/kpT) < 1 gilt. Wir
vermuten daher, dafl der Grenzfall

@ _ Iy
k:T < -1 mit BT =¢ BT < 1 (11.22)
den klassischen Grenzfall darstellen wird. In der Tat kann in diesem Grenzfall in den Nennern
von (11.14) der Term +1 vernachlissigt, in (11.15) der Logarithmus in der kleinen Grofle
exp [(n — ex) / kp T] entwickelt werden, d. h. man erhilt

N(T, u; V) — eFsT [Z e_k;—kT} = M7 2 (T) , (11.23)
[
p V= —J — kpT T Zeé—kT} = NkpT, (11.24)
k

wobei z; offenbar eine (kanonische) Einteilchen-Zustandssumme darstellt. Insbesondere ergibt
sich also im Grenzfall (11.22) — und zwar sogar unabhéngig vom detaillierten Einteilchenspek-
trum und sowohl fiir den Bose- als auch fiir den Fermifall — die Zustandsgleichung des idealen
Gases.

Die detaillierte Auswertung der thermodynamischen Groflen ist natiirlich nur moglich, wenn
das Spektrum der Einteilchenenergien £, genauer spezifiziert wird. Man wird es nach Moglich-
keit so wihlen, dafy die Wechselwirkungen zwischen den Teilchen zumindest in gemittelter Form
durch ein geeignetes Einteilchenpotential (,, mittleres Feld“ oder ,selbstkonsistentes Potential®)
beriicksichtigt werden, doch ist dies in der Regel nur numerisch moglich. Wir betrachten hier
nur die einfachste Naherung der vollig krdftefreien Teilchen mit h = p?/2m, d. h. den Quan-
tenzahlen

ko — {k = (kg ky, k), my = —5.... + s} (11.25 a)
(fiir Spin s) und den Einteilchenenergien
S ik
e, — e (lk]) = T (11.25 b)

Dies ist z. B. fiir das Elektronengas in Metallen (s = 1) eine brauchbare erste Niherung.

Bei Einschlufl des Gases in ein kubisches Volumen V' = L? und Anwendung periodischer
Randbedingungen sind die moéglichen k-Werte

27 "o
F=ko=" | m | maye =0, £1 2.0 (11.26 a)
L

Sie liegen im k-Raum in den Abstinden A ky = Ak, = Ak, = 27 /L. Dann ist zu setzen

Yoo— > > > mis . (11.26 b)

k Nz Ny Nz
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Bei makroskopisch groflem Volumen V' liegen die k-Werte quastkontinuierlich, und man kann
(11.26 b) gemés

YOy = (%)32 S Ak, Aky Ak, —» % ;sj/d% (11.27)

Ng Ny Ny Mg Ms Ng Ny N2

durch eine Integration iiber den k-Raum ersetzen. Im Bose-Fall ist dabei freilich eine Kompli-
kation zu beachten: Im Grenzfall i (= —|u|) — 0 sind sowohl der Logarithmus in (11.15) als
auch die Nenner in (11.18 / 11.19) bei ¢ = 0 singuldr. Der vom energetisch tiefsten Einteil-
chenzustand k = 0 mit ¢g = 0 herrihrende Term in allen diesen Summen mufl deshalb im
Bose-Fall gesondert betrachtet werden. Das iibrige Einteilchenspektrum, das fiir das grofie V
ja quasikontinuierlich an ¢ = 0 anschliefit, kann dann mit der Vorschrift (11.27) behandelt
werden. Fiir Summen iiber Funktionen der Einteilchenenergien £, wie sie in den thermody-
namischen Grofien dann iiberall auftreten, gilt bei Verwendung der Variablen ¢ = = (|k[) von
(11.25 b)

kz_:l f (ex) (Bose)

(2‘;)3 ;/d% kadk (e (k)

—

kijo f(ex) (Fermi)

— (2‘;)3 (2s + 1)4dn <2h_72n>% % ?dﬁ\/gf(g)

= /de[(Zs + 1) do(e)] f (¢) - (11.28)

Der Entartungsfaktor
Vo o/2m\ 2
() Ve (11.29)

der die Zahl der Einteilchenzustinde mit Energien zwischen € und € + d ¢, d. h. die Dichte der
Einteilchenzusténde in der Energieskala angibt, heifit die Zustandsdichte des freien Quantenga-
ses. — Damit erhélt nun das grofikanonische Potential (11.15) die konkrete Form

(25 + 1) do(e) = (25 + 1){

J(T V) = £hpT (s +1) [dedo(e) n[1 7 e‘ié—ﬂ
0
T
+kpT (25 + 1) In(1 — e*s7) im Bosefall | . (11.30)
Durch eine partielle Integration unter Benutzung von
d [2
d = — |-¢e-d 11.31
0(6) = = |5edoe)] (11.31)
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) 1
kg T di In (1 Fe kBT) = = (i) (11.32)
9

e F 1
erhalten wir die Form
J(T, V) = (25 + 1){—/d5d0(5)5__37
0 eksT F 1

+kpT In(l — e™7) im Bosefall

} , (11.33)

aus der die gesamte Thermodynamik der idealen Quantengase (bei vollig kriftefreiem Einteil-
chenspektrum) abgeleitet werden kann. Insbesondere ergibt sich fiir die Entropie nach (11.16 a)
(wieder mit obiger partieller Integration) und fiir innere Energie und Teilchenzahl nach (11.19)
und (11.18)

38—/1)/]{31—’
k

s = kB(25+1){/d5d0(5)( .
0 etsT F 1

kg T
[— _(5//]@?,) . In <1 - ek_B!f_T> im Bosefall } : (11.34)
e J—
U=(2s+1) / de do (£) ———— , (11.35)
0 e*sT F 1

(N) = (25 + 1){7Od5d0(5)%

eksT :Fl’

1

+ ke T) — 1 im Bosefall

} | (11.36)

Die auftretenden Integrale (wobei das in .J vorkommende offenbar bis auf einen Faktor —%
dasselbe ist wie das fiir U) sind nur in Grenzféllen geschlossen auswertbar.

Zu diesen Grenzfillen gehort der klassische Limes (11.22) mit

z:z(k:T><<1,z:ek_B’f_T. (11.37)

In diesem Grenzfall sind die (¢ = 0)-Zusatzterme fiir den Bosefall in (11.33 - 11.36) ver-
nachléssigbar, und die Verteilungen (11.14) werden zu

(g) — ze T (Bose und Fermi) . (11.38)
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In den Ausdriicken fiir (N) und J tritt die Einteilchensumme

Ze_k;—kT — (2s + 1)/d5 do (¢) e FBT
k 0

3
kaT>2 v

27 h?

.
A (T)

= (23+1)(

= (2s+ 1)

(11.39)

auf, die uns bereits in (9.6) beim klassischen idealen Gas begegnete. In diesem Grenzfall nimmt
daher das groflkanonische Potential sowohl fiir die Bose- als auch fiir die Fermistatistik dieselbe
klassische Form

J(T, 15 V) — —kpT (25 + 1)eFsT (11.40)

A (T)
an, die bei Beriicksichtigung des Spinentartungsfaktors mit (9.31) iibereinstimmt. Im klas-
sischen Grenzfall verschwinden damit die Unterschiede zwischen Bose- und Fermistatistik, und
beide gehen in die Mazwell-Boltzmann-Statistik des klassischen idealen Gases iiber. Gl. (11.23)
in der Form

u_ 1 N3 (T)
= efBT = 11.41
T TS 1 V/N (11.41)
zeigt, was Bedingung (11.22) eigentlich bedeutet: der klassische Grenzfall wird fiir
MT)? = N 3 < v (klass. Limes) (11.42)
- \V2mmkpT N ' '

erreicht, insbesondere also fiir sehr hohe Temperaturen.

11.2 Das ,,entartete“ ideale Fermigas. — Der zu (11.22) extrem entgegengesetzte Grenz-

fall

1
k:T >1 0 mit = BT < 1 (11.43)

ist nach Gl. (11.21) nur beim Fermigas moglich. Er hat erhebliche praktische Bedeutung, da die
angendhert freien Elektronen in Metallen und Halbleitern sich nicht nur bei Zimmertemperatur,
sondern auch weit dariiber hinaus in diesem als ,,Entartung® bezeichneten Grenzfall befinden.
Wie zu erwarten, ist er extrem nichtklassisch, d. h. er wird weitgehend von Quanteneffekten
bestimmt.

Um eine Vorstellung zu erhalten, wo (11.43) zutrifft, kann man von GIl. (11.9 b) fiir die
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Teilchenzahl in der Form

Vo2 T VE
Ny = (@2s+1 = (kT [ e
S P RV L v
v
mit der Funktion
4 7 x? £
faj2 (2) = NG 0/ d«TW (37 = kBT> (11.45 a)
47 1
= — 7 — 11.4
ﬁ/dajx (ze ) T —— (11.45 b)
ausgehen und die Reihenentwicklung
fapo (2) = i [i ?dm z? (e_IQ)nJrl (=) 2t
n=20 ﬁ 0
o (=)t (N)A(T)?
— no_ 11.4
nz:: 2 5 T s+ )V (1145 ¢)

umkehren; man erhilt eine Reihe

" = () ()

(Y e

mit lauter positiven Koeffizienten. Fiir hohe Temperaturen (A3 o 7732 — 0) geht z — 0,
d. h. p mul negativ und betragsmiBiig grol werden. Fiir T — 0 dagegen geht A\ — oo
und damit z — + oo; hier muf also > 0, obwohl nicht notwendig grof sein. Dies ist der
Entartungsfall (11.43), der somit insbesondere bei tiefen Temperaturen erreicht werden wird.

Die Auswertung der thermodynamischen Grofien fiir den Entartungsfall geht von der Beob-
achtung aus, daf} die mittlere Teilchenzahl (1.14 b) im Einteilchenzustand, die ,,Fermifunktion*
. 1 >
(n,;’ms> = —— =n(), e = e(|k]) (11.47)

efsT + 1

fir T — 0 bei . > 0 die Stufenform

n(s)—>{(1) E€<“)}:®(u—5) (T — 0) (11.48)



e, _, -4kgT(dn/de)

1
T>0
11
2
0

&= Mg

Figur 11.1: Fermiverteilung bei 7' = O und 7" > 0

annimmt (siehe obige Skizze). Es sind dann also alle Einteilchenzustéinde |k, m,) mit Impuls-
betriigen innerhalb der ,Fermikugel®  (|k|) < p7_o mit je einem Teilchen besetzt, die mit
groferen Impulsbetrégen leer. Dies bedeutet nichts anderes, als dafi bei 7" = 0 der Zustand des
Gesamtsystems zu einer einzigen Slaterdeterminante

@) = [1,1,1...1,0,0,0.....0..... ), (11.49)

d. h. zu einem reinen Zustand wird. Die Energie e = pur—o des obersten bei 7' = 0 besetzten
Einteilchenzustandes (tatséchlich ist es wegen der k- und m,-Entartung ein ganzer Eigenraum
von h = p? /2m) heifit Fermienergie oder Fermikante.

Bei T > 0 (aber noch kg T < p wegen (11.43)) wird n (¢) ein wenig um die Fermikante
herum ,ausgeschmiert“, d. h. es werden Teilchen aus Zustdnden direkt unterhalb von ¢ = p
abgezogen und in Zusténde direkt oberhalb von ¢ = p verlagert, wie es die Skizze zeigt, wobei
stetsn (e = p) = % bleibt. Weiter unterhalb und oberhalb von ¢ = p bleibt die ,, Kastenform*“
des (T = 0)-Falles noch weitgehend erhalten. Die Funktion

dn et
[1 + ekBT}
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die bei T = 0 die Form einer J-Funktion bei ¢ = £p hatte, bleibt deshalb im Falle (11.43)
noch immer sehr scharf bei ¢ = pu konzentriert (Kurve .... in der Skizze). Dieses Verhalten
niitzt man aus, indem man in den thermodynamischen Funktionen von Gl. (11.33 - 11.36),

( 3/2
U(T, 5 V) =
2 1
(NY(T, V) % = V[ il ( ) } /dsn el/® (11.51)
472
S(T, i3 V) %@83/2 —M81/2>
und 5
p(TwV) - V==J=2UT mV), (11.52)
partielle Integrationen vornimmt:
: ~ 2 .5/2
UAT, V) 25 + 1 /2m\37 1 5 °
:V{42 <h2>}k T/dg“p(g)' (11.53)
(NY (T, p: V) " "0 26%/?
175
ST V) = 7 [SUT, i V) = w{N) (T, i V)] (11.54)
Wegen des scharfen Maximums von ¢ (¢) bei ¢ = p kann nun der jeweilige Restintegrand um
¢ = p herum entwickelt werden; auflerdem kann man die untere Integrationsgrenze ¢ = 0
durch ¢ = —oo ersetzen, da bei ¢ = 0 ¢ (¢) im Falle (11.43) bereits sehr klein geworden ist.

(Der Fehler hierbei ist von der Ordnung e™#/#57 in einer Reihenentwicklung nach Potenzen
von kg T / u). Mit

kg T — 3
= (1) ()
c a {+ 1% kBT

_ Mn/2{1 N g<k3T>x N n(n8— 2) (kBT>2x2 n } (11.55)

1 {

fir n = 5 und 3 und mit x = (¢ — p) / kT erhdlt man

U(T, 3 V) - 25+ 1 Q_m% -+oo LX
<N>(T,M;V)}V[ 4 72 <h2> } [odx(1+ex)2

x (11.56)



Die hier auftretenden Integrale

I, = ZO sy e (11.57)

sind dimensionslose, bekannte Zahlen, und zwar ist

I, = 0 fiirungerade n ,

I =1, (11.58)

Damit ergibt sich

2 1/2m\2] 2
U(T, i, V) = V{i<ﬂ>z}gﬂg

4 72

-{1 + 27r2 (kg T/ p)? + } : (11.59)

[N

25+ 1 /2m\s7 2
N (T. u: = - (2 .=
(T w V) V[M? (ff)} 3 1

2

-{1 + % (ks T/ 1) + } (11.60)

Fiir die Entropie ist die Kombination (11.54) zu bilden; dabei zeigt sich, da§ die fithrenden
Terme in den Reihenentwicklungen sich wegheben und

2 1/2 3 (kT
S(T, i; V) =V - kg 31_; (—h? u) ( B ) + 0(T?) (11.61)
i

entsteht, was fiir 7 — 0 im Einklang mit dem 3. Hauptsatz — und im Gegensatz zum klassischen
Gas! — verschwindet. Schliellich gibt (11.52)

2s + 1 /2m\2] 4
_ T . — . — - _ . 5
TTwV) =p-V V{ A7 <h2>}15“zx
Y kpT\?
X {1+—7r2< b ) +H (11.62)
8 p
D Allgemein ist I,, = 2n!(1 — 2' ") ¢ (n) fiir n gerade, wo ¢ (n) = i k~ ™ die Riemannsche Zetafunk-

k=1
tion bezeichnet.
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Um die thermodynamischen Gréflen als Funktionen von 7, N, V und damit insbesondere die
Zustandsgleichung zu erhalten, muff man (11.60) in der Form u = p (7, V/N) auflésen und

dies wiederum als Entwicklung um 7" = 0 herum darstellen. Im 1. Schritt erhalten wir aus
(11.61) fiir T = 0 die Fermienergieep = p(T = 0):
1% R 1 6n2 (N)13
°r “( O’N> zm{23+1 V} er (0) (11.63)

mit p = N /V; sie verhilt sich also wie p?/? und invers proportional zur Teilchenmasse. Die

Inversion von (11.60) geschieht nun durch Einsetzen des Ansatzes

1 (T, p) = 5F{1 + o (kBT>2 —— (kBT>4 + } (11.64)

EF EF

in die geméf

2 kn T 2 -2 3
L 1+7T—(B ) <ﬁ> ol =1 (11.65)
EF 8 EF EF
umgeschriebene Gl. (11.60) und Koeffizientenvergleich; man findet
7'('2 kBT 2
T = 1 - — 11.
p(T, p) = er 12<5F>+ } (11.66)
und damit aus 5 . L T2
U(T,N,V) = 2Nep 1+—7r2<B ) n (11.67)
5 12 EF

Fiir T = 0 erhilt man — anders als beim klassischen Maxwell-Boltzmann-Gas — den nichtver-
schwindenden Wert 5

U(T =0) =z Nep . (11.68)
Fiir T positiv, aber noch kg T < ef steigt die innere Energie, von (11.68) ausgehend, quadra-
tisch mit 7" an. Darin spiegelt sich der in der Skizze gezeigte ,,Abbau® der scharfen Fermikante,
der zwar in der e-Skala symmetrisch um y = ecp herum erfolgt, aber trotzdem insgesamt
zu Energiegewinn fiihrt, weil die Zustandsdichte dg (£) bei ¢ > p grofler als bei e < p ist.
In der Wirmekapazitit (8.5) fiihrt dies offenbar zu einem in 7' linearen Verhalten bei tiefen
Temperaturen:

oU
Cy = — = Nk
V= o7 B
Dieser lineare Beitrag zur spezifischen Wérme wird bei Elektronen in Festkorpern fiir tiefste
Temperaturen — wo der ansonsten dominierende Beitrag der Gitterschwingungen schneller als

linear verschwindet — tatséchlich mefibar. — Die Entropie des Fermigases wird nach (11.61)

71'2 kBT

2 EF

+ 0(T?)

. (11.69)

2 iy T
S(T,V,N):NkB[% 5

s 0(T3)} : (11.70)
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wie man auch aus (11.69) und dem 2. Hauptsatz gemaf
T T
) C
S(T) = S(0) + / 0@ _ / —Var (11.71)
— T / T
0

berechnen wiirde. Thr Verschwinden fiir T" — 0 spiegelt natiirlich nur die Herausbildung des
reinen Zustandes (11.49).

Aus (11.62) — oder einfacher aus (11.52) — lesen wir schlieBlich die Zustandsgleichung des
entarteten Fermigases ab:

kgT
EFR (P)

2 5 2
p(T.p)=2-p- 6F(p){ Y

= g } (11.72)

Selbst bei 7' = 0 hat also das Fermigas einen ,, Nullpunktsdruck®

wlout

2 h* [ 67 \3
0 _ =" ) 11.73
und zwar natiirlich aus demselben Grunde wie bei (11.68): das Pauliprinzip erlaubt den Elek-
tronen nicht, sich alle im Zustand mit ¢ = 0 und daher |k| = 0 anzusammeln; die Teilchen
miissen Zustinde mit hoheren Impulsen besetzen, und die Teilchenimpulse wirken als Druck
auf die das Gas einschlielenden Winde.

Die Fermienergie (11.63) ergibt sich fiir freie Elektronen in Festkorpern bei typischen Dich-
ten von p ~ 1 Elektronen / Atomvolumen als von der Gréflenordnung
€F 4
ep ~leV = TF:k—zlo K . (11.74)
B
Bei Zimmertemperatur — und noch weit dariiber — ist also das Elektronengas in Festkorpern
praktisch , vollkommen entartet“, d. h. Bedingung (11.43) ist sehr gut erfiillt. Wir kénnen diese
1

Bedingung in der Form (mit s = 3)

2m kp T2
kBTfSJefF - (%)2 'S-’37T2p

N 1 8 <
»(T) 3yr '
~1
nunmehr auch schreiben als 1
p R (11.75)

AT

womit sie als beziiglich der Dichte zu (11.42) entgegengesetzter, d. h. extrem nichtklassischer
Grenzfall erkennbar wird.

171



Die in T' quadratischen Korrekturen in Gln. (11.67) und (11.72) spiegeln die Tatsache wieder,
dafd bei kleinen 7" die thermische Energie kg T nur ausreicht, Teilchen aus einem Energieintervall
~ kg T unterhalb von £y in hohere Zusténde beie > ep anzuregen. Die weiter unten im ,,Fermi-
see“ sitzenden Teilchen konnten mit dieser Anregungsenergie nur in solche Einteilchenzustédnde
springen, die bereits besetzt und daher durch das Pauliprinzip verboten sind. Sie konnen des-
halb bei kg T < ep zu Anderungen in den thermodynamischen Eigenschaften nichts beitragen.

11.3 Gliithemission aus Metalloberfichen. — Stehen mehrere Fermigase, z. B. die Elek-
tronen zweier aneinander grenzender Metall- oder Halbleiterschichten, miteinander in einem
Teilchenaustausch erlaubenden Kontakt, so ist nach Gl. (5.20) die Bedingung fiir thermodyna-
misches Gleichgewicht

T, =T, =T : 1 = o = [ (11.76)

d. h. es muf} iiberall dieselbe Temperatur 7" und dasselbe chemische Potential x herrschen.

Als einfachstes Beispiel betrachten wir das der Glithemission von Elektronen aus Metall-
oberflichen zugrunde liegende Gleichgewicht zwischen freien Elektronen in einem Metallstiick
(Halbraum =z < 0) und dem Vakuum (Halbraum z > 0). Das Wandpotential — d. h. die
Hohe der Potentialstufe, die Elektronen am Grunde des metallischen Fermisees iiberwinden
miissen, um in den Auflenraum zu gelangen — sei V. Damit die Elektronen {iberhaupt im
Metall bleiben, mufl V; deutlich oberhalb des gemeinsamen chemischen Potentials y liegen (das
fiir {ibliche Glithtemperaturen noch weitgehend identisch mit dem ep des Metall ist). Also

Vo— 1

Vo —pn>0 mit efsT > 1. (11.77)

Auf Grund der endlichen Gliihtemperatur findet eine schwache ,,Verschmierung* der Fermikante
statt (in der Skizze weit iibertrieben dargestellt), so daf die mittlere Teilchenzahl pro Niveau
(11.47) einen sehr schwachen Ausliufer im Gebiet ¢ > Vi hat. Diese Elektronen kénnen dann,
sofern sie Impulse p, > 0 haben, in den Auflenraum entweichen; es wird angenommen, daf} sie
dem Metall standig nachgeliefert werden, so dafl es neutral bleibt und keine Anziehungskraft
auf die emittierten Elektronen ausiibt.

Die emittierte Stromdichte j, in dem Aufenraum wird getragen von den Elektronen mit
Geschwindigkeitskomponente v, = p, /m > 0 bei Einteilchenenergien p?/2m + Vo > V4,
und ist daher nach (11.27)

o 3. Pz,
o= w2 [ dpelinm)

26 > ® s 1
0 0 0 e kpT + 1
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***** 4

Metall ( 0 Vakuum (v)

=~V

Figur 11.2: Potentiale an Metall-Vakuum-Grenzflache

Wegen (11.77) ist aber in guter Ndherung
1 Vi 5’
= (11.79)

kBT e 2m kg T

@2/2m) + (Vo —1) e ;
e kpT + 1

d. h. die Teilchenzahlverteilung hat in jenem schwachen Ausldufer praktisch die klassische

Boltzmann-Form. Damit wird

) 2e¢ _Yo-»r Y
].’E — h3 kp T / dp]} px e 2m kBT {/ dpy e 2m kBT}
m

m kg T 2nm kg T

Vi —
4”hm€ (kpT)? ¢ 57 (11.80)

in Ubereinstimmung mit der nach Richardson benannten, zunschst empirisch aufgestellten For-

mel.
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12. Ideale Quantengase: Bose-Einstein-Statistik

12.1 Entartetes Bosegas. Einstein-Kondensation. Wir betonten bereits im Zusam-
menhang mit den Gln. (11.33 - 11.36) die Notwendigkeit, in der mittleren Teilchenzahlverteilung
des idealen Bosegases,

<ﬁ15,m5> = Te=u = Np (5) ) € = 5(‘k|) (12-1)
ekBT — 1
1 u_
= —— : z = efBT (12.2)
%e’“BT -1
den Einteilchengrundzustand ¢ = £(0) = 0 gesondert zu behandeln, weil fiir ihn im Falle
n(e)

n(0 ///////////////////////////if//////////,/,,,. |

Figur 12.1: Boseverteilung

z — 1,d h. g — 0 (nach (11.21 a) ist hier ja stets p < 0) die mittlere Teilchenzahl
tiber alle Grenzen anwéchst (vgl. Skizze). Darin spiegelt sich die Moglichkeit, dal — anders
als beim Fermigas — eine makroskopische Zahl von Teilchen sich im Einteilchen-Grundzustand
ansammeln kann.

Wir schreiben die Gesamtteilchenzahl (11.36) analog zu den Gln. (11.44 / 11.45) in der
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Form

(%) = (Vo) + (23 + 1) g7 92 2 (123
mit
(No) = e“/k:T — =7 f . (12.4)

und der Funktion

T T €

= i n§7;2 (z Zdizgg (z)) . (12.5 b)

n=1

Beide Funktionen sind nach (11.21 a) im Bereich
0<z<1 (12.6)

definiert. Dabei zeigt g3 ,2 (2) das in der Skizze angedeutete qualitative Verhalten: es wéchst
von g3,2(0) = 0 monoton — und mit zugleich monoton wachsender Steigung — bis zum Maxi-
malwert

=< 1 3
g3/2(1) = 577 = (=) ~ 2.612 (12.7)
N 2
bei z = 1 an. Das fiihrt zu der merkwiirdigen Folgerung, dafl der die Teilchenzahl in den
g;,(@)
() f———————— :
|
|
|
|
|
|
= Z |
|
|
i
0 1 zZ

Figur 12.2: Die Funktion g3/ (2)

Einteilchenniveaus mit ¢ > 0 beschreibende 2. Term in (12.3) eine obere Grenze besitzt: auch
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wenn 4 < 0 seinem Maximalwert 0 und damit z von Gl. (12.2) seinem Maximalwert 1 sehr
nahe kommt, konnen diese Niveaus insgesamt hochstens

L %gm(n} v (12.8)

Teilchen aufnehmen. Steigt daher bei gegebener Temperatur 7' die Teilchenzahldichte p =
N /V iiber den kritischen Wert

pe (T) = 2;(;)31 g(g) ~ 2.612 (25 + 1) - (

2 T2
M) ’ (12.9)

h?2

oder sinkt andererseits bei gegebener Dichte p die Temperatur unter die durch p.(T.) = p
bestimmte kritische Temperatur T, mit
27 h? P
kpT.(p) =
m L(2s + 1)¢(3)

3
r = const. - p? , (12.10)

so muf} die iiber (12.8) hinausgehende Teilchenzahl in den (Ny)-Term von (12.3) gehen, d. h.
es mufl die makroskopische Teilchenzahl

1 - %3
il

Neona, = N—N1{1 - [ )
s

p

in den Einteilchen-Grundzustand e, = 0 (hier also 7 = 0) ,,kondensieren®. Dieser als Einstein-
Kondensation bezeichnete Vorgang hat den Charakter eines Phaseniibergangs; es tritt dabei in
einem durch die Bedingung N > N; oder

p AT > (25 + 1)5(%) (12.12)

charakterisierten Gebiet des thermodynamischen Zustandsraumes eine neue makroskopische
GroBe Neona > 0 auf, die auBerhalb dieses Gebiets nicht vorhanden war und den sog. Ord-
nungsparameter des Phaseniibergangs darstellt. Der Verlauf von (12.11) mit T' geht qualitativ
aus der Skizze hervor. [Im Hinblick auf (12.4) bedeutet ein makroskopisches (Ny) = Niona, daBl
dann bei groflem, aber noch endlichem N bzw. V/

[e] ‘

T — 1 <1, z2~1, M <« 1.

=
@ =
S

(12.13)
<NU> - Ncond ~ %

wird].
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Ncond IN

Figur 12.3: Kondensat-Teilchenzahl bei der Einstein-Kondensation

Fir T — 0 geht nach (12.11) Negna — N, d. h. alle Teilchen gehen in den (§ = 0)-
Zustand. Es bildet sich dann wieder ein einziger reiner Zustand, und zwar in der Notation von

Gl (10.39)

1 N
‘<I>0> = m(bg) ‘U> ) (12'14)

so daf} wir wiederum erwarten, dafl die Entropie des Systems fiir 7" — 0 verschwinden sollte.

Um die Thermodynamik des Bosegases im ,, Kondensationsgebiet“ (12.12) wie im ,normalen*
Gebiet pA* < (25 + 1) (3/2) zu diskutieren, muff man zunichst (12.3 / 12.4 / 12.5) nach
i bzw. z auflésen, was nur numerisch oder graphisch moglich ist. Das Resultat fiir endliches,
aber grofles V' ist durch die gestrichelte, das Resultat im thermodynamischen Limes (V' — o0)
durch die ausgezogene Kurve in der Skizze dargestellt; wichtig ist insbesondere, daf} fir das
gesamte Kondensationsgebiet im thermodynamischen Limes z = 1 wird.

1 fiir 200 > C(3/2) (Kondensations — Gebiet) ,

2s+1
= 12.1
: Nullstelle z (T, p) von g3,2(2) = 2”5’}51 (12.15)
fiir 2”5’}51 < ((3/2) (normales Gebiet)

Von den thermodynamischen Grofien wird die innere Energie (11.35), die keinen Kondensat-
beitrag enthélt, am einfachsten:



Fal V — o
Fall Vv endlich

1 1
(32 H 5610

2S+ 1=
p-X(T)

Figur 12.4: Verlauf von z im Kondensat- und im Normalgebiet

3 V
= kst A(T)J (25 + 1) gs /2 () (12.16)
mit der zu (12.5) analogen Funktion
7 £
gs/2(2) = —\/_ 0/ % (:1: = kBT> (12.17 a)
> 2"
_ Z_:l — (12.17h)
Mit dem zu (12.7) analogen Zahlenwert
< 1 D
g52(1) = 3 = =C(2) ~ 1341 (12.18)
noq n 2
erhalten wir also nach
[ ¢(5/2) fiir 825 > ¢ (3) (12.19a)
Kondensationsgebiet)
2 1 (
U = ;N kBT %} X
g g5 /2 (2 (T, p)) fiir 222 < ¢(2) (12.19b)
\ (normales Gebiet)
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Daraus ergibt sich durch Ableitung nach T die Wéirmekapaztit

3/2
f 28@ <TZC> (Kondensatgebiet) (12.20 a)
15
CV:ZNkBX 3/2 ) )
1 T 3 9372 (2(T,
cG/2) <F> gs2 (2 (T, p)) — gm . (12.20D)
L (normales Gebiet)

Dabei wurde zusétzlich zu g5 5 und g3,o die Funktion gy /5 (2) = 2(d/dz) g3/2(2) =
§ (2™ / /n) verwendet. Im Kondensatgebiet (12.12) — d. h. insbesondere fiir ' < T, — verlduft
=1

also U wie T°/2 und daher Cy, wie T%/2. Insbesondere verschwindet Cy fir T — 0 — anders als
beim idealen Fermigas — wie T/2. Im Gebiet T > T, sind die hier zustindigen Beziehungen
(12.19 b / 12.20 b) wieder numerisch auflosbar. Man erhilt das in der Skizze dargestellte

Figur 12.5: Spezifische Wérme bei der Einstein-Kondensation

qualitative Verhalten; Cy hat bei T' = T, eine ,Spitze* und geht fiir T" > T, wie nach dem
bei (11.40) Gesagten zu erwarten, in den konstanten Wert % N kp des klassischen idealen Gases
iiber. Letzteres ist leicht nachzurechnen, denn es bedeutet nach (12.10)

pA(T)°

T T, —
> 2s +1

< ¢(3/2), (12.21 a)
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so dafl nach (12.15) und der Figur zu g3 /5 (2), S. 175, die 2-Bestimmung auf

2 (T, p) —

25 + 1 :C(i)

12.21 b
. (1221 b)

N(T)p 3 (TC>3/2

d. h. auf den schon bekannten Maxwell-Boltzmann-Fall (11.41) fiihrt: Dann geht aber in
(12.20 b)

1 <T>3/2 393/2(2) 3 2
- (= 2) = 2 s1-2-Z
c(3/2)\1.) B2 5 1/2(2) 5 5

und damit Cy, — %NkB.

Fiir die Groflen (11.33 / 11.34) hat man die dort auftretenden Kondensatterme zunéchst
bei grofiem, aber endlichem V' zu betrachten, wo (12.13) gilt. Dann erhilt man

_ _ 2 1]
J=p-V=2U=(@s+ 0kl In 750 (12.22)
b U 1Y |1
S = kp 2 —( )N 5 1(1-1—)} 12.23
B3t )N+ @+ ) S (12.23)
—_——

In 2z

Im thermodynamischen Limes ist aber U nach (12.19) extensiv, wihrend die Kondensat-
Zusatzterme nur logarithmisch mit N anwachsen. Wir diirfen letztere deshalb vernachlissigen
und erhalten zunéchst

D U
S =Nk ‘(7—1 12.24
BIs\NkzT) "7 ( a)

( 2

5 28@ (%) ’ (Kondensatgebiet) (12.24b)

— Nkg- X

[3 <TZ> i — I z(T, p)} (12.24¢)

\ (normales Gebiet)

Dies verschwindet unserer Erwartung geméfi — und im Einklang mit dem 3. Hauptsatz — fiir
T — 0 wie T3/2, wihrend es fiir den Hochtemperatur-, d. h. klassischen Grenzfall (12.21 a/b)
in die Sackur-Tetrode-Formel (9.23) {ibergeht, wenn man bedenkt, daf§ bei letzterer der spinlose
Fall s = 0 zugrunde gelegt worden war. Weiter hat man, wie bei allen idealen (klassischen und
Quanten-) Gasen,

2
—J:p-V:§U (12.25)
und damit im vorliegenden Fall die Zustandsgleichung
1 C(5/2) (Kond.)
9572 (2(T, p) (norm.)
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Im Kondensatbereich, d. h. bei p > p., wird p unabhéingig von p und damit V', da bei Erh6hung
der Dichte iiber p. hinaus die iiberschiissigen Teilchen alle in den Grundzustand mit p° = 0
kondensiert werden und daher zum Druck nicht beitragen.

‘\ T:T2>Tl

Ubergangskurve

k,TL(3) T=T,

(f. s=0)

Figur 12.6: p — V-Diagramm des idealen Bosegases

Die Isothermen im p - V-Diagramm (12.27) (siehe Skizze) verlaufen demgemé&8 bei p > p, hori-
zontal; bei p < p. geht das durch (12.26) beschriebene Verhalten im Limes p < p,, der wieder
dem klassischen Limes (12.21 b) entspricht, schlieflich in das (kg T - p = kg T - )-Verhalten
des klassischen idealen Gases iiber. Die Ubergangspunkte p = p (T, p. (T)) = p(T.(p), p)
liegen auf einer ,Ubergangslinie p o p°/3 o« V~=5/3 die im p — V-Diagramm die beiden
Phasen, , kondensierte” und ,normale®, voneinander trennt.

Das einzige System, das sich bei tiefen Temperaturen annihernd als ideales Bose-Gas ver-
hielt, war lange das *He. Seinen sog. A-Ubergang bei T = 2.18 K kann man als allerdings durch
Wechselwirkungen bereits stark modifizierte Einstein-Kondensation auffassen. In jiingster Zeit
ist die Einstein-Kondensation in wesentlich reinerer Form bei kalten Gasen aus Rb- und anderen
schweren Atomen nachgewiesen worden.

12.2 Photonen als Bosegas mit unbeschrinkter Teilchenzahlinderung. Das quel-
lenfreie Strahlungsfeld in einem Hohlraumstrahler kann nach der in Abschnitt 10.6 diskutierten
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Feldquantisierung als ein System unabhéngiger Bosonen mit Masse 0 und Dispersionsgesetz
e(Ipl) = clpl = helk] = hw (k) (12.28)

und mit dem Spin s = 1 betrachtet werden. Es weist jedoch — abgesehen vom ,ultrarela-
tivistischen“ Dispersionsgesetz (12.28) im Gegensatz zu (12.25 b) fiir massive nichtrelativistische
Teilchen — zwei Besonderheiten auf:

a) Die Spinmultiplizitit des Photons ist nicht, wie bisher gewohnt, 2s + 1 = 3, sondern
nur 2, da kraft der Transversalitit des A-Feldes die beziiglich des Impulses longitudinale Pho-
tonenpolarisation nicht existiert.

b) Photonen besitzen im Gegensatz zu Elektronen oder Atomkernen keine Erhaltung der
Teilchenzahl; sie konnen — unter Respektierung von Energie- und Impulssatz — grundsétzlich in
beliebiger Zahl erzeugt und vernichtet werden (Der Wechselwirkungsterm (10.172) mit gelade-
ner Materie enthilt Terme mit ungleicher Anzahl von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
fiir Photonen!). Wir kénnen deshalb die Gesamtphotonenzahl N weder als exakten System-
parameter im Hamiltonoperator noch als unabhéingig vom Energieerwartungswert U = (H)
festlegbaren Mittelwert (N) behandeln; N stellt sich im Gleichgewicht (in Abhiingigkeit von U
und damit von T') von selbst ein. Deshalb miissen wir hier eine andere Variante unserer Gleich-
gewichtsgesamtheiten von Abschnitt (3.3) benutzen: einerseits miissen wir wegen der variablen
Teilchenzahl — wie beim G K-Ensemble — im Fock-Raum g und nicht in einem Unterraum
HEN) rechnen, andererseits kénnen wir (N) nicht unabhéngig vorschreiben und damit — wie

beim kanonischen Ensemble — als Nebenbedingung fiir das Gleichgewicht nur (H) = U vor-
)

geben. Der sich ergebende statistische Operator ist also Z~!'e™?# aber nun nicht auf ’HgN ,
sondern auf Hg wirkend. Dies ist aber formal genau der groflkanonische Gleichgewichtszustand
(3.54 a), lediglich mit « = 0 und daher pp = 0:

Wehot (T) = War (T, p = 0) e BT (12.29)

" Zpwor (T)

Der Hamiltonoperator ist (10.160) mit den Eigenzusténden (10.164 - 10.166) zu den Eigenwer-
ten

Epy =Y nihw (k) . (12.30)

Zustandssumme, Boseverteilung usw. kénnen aus Abschnitt 11.1 mit der Abdnderung yu — 0
iibernommen werden:

= 1
Zenot (T) = 1l T—=c7mm (12.31)
1=0
. 1

Wegen des andersartigen Dispersionsgesetzes (12.28) ergibt sich hier jedoch eine andere Zu-
standsdichte der Einteilchenzustéinde. Wir charakterisieren die Ein-Photon-Zustinde durch

i — {k,MA=+1} (12.33)
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und nehmen analog zu (12.26 a) zunéchst diskretisierte Photonimpules (10.157) mit zugehdrigen
Energien (10.159) an. Fiir groe Volumina V' wird dann analog zu (11.27)

>y - 2 /d3 (12.34)

NgNynNz )\

und fiir Summen iiber Funktionen der ¢; gilt analog zu (11.28)

> ) - 2#/d3kf(s(k) — hek)

. / d
(27r e’ f(e
- /de dpner. () f (2) (12.35)
0
mit der Photonen-Zustandsdichte
V 2
dphot. (€) = T h o) £° . (e = hw) (12.36)

Damit haben wir statt (12.32) konkreter

1
chw(®) /kaT) _ [

(g 2) = (12.37)

Eine besondere Behandlung von ¢ = 0 ist unnétig, da Photonen verschwindender Energie zu
keiner physikalischen Grofle beitragen.

Die Thermodynamik des ,Photonengases* kann nun nach den Gln. (11.15 - 11.20) mit GL.
((12.35) berechnet werden: zunéchst ist wegen p = 0

J=F=-pV = kT [ dedpp (c)In 1—e‘kﬁ}
0
V 7 €
= T s [ dra®ln(l - e -
(k )W%hdgo U I

1 oo
_§7r2hc { /dx

Das verbleibende Integral ist eine reine Zahl

/ 1 _ i /dl‘l‘ -1 —(k+D)z
0 0

} (partielle Integration!)

k=0
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:liln / (y=(k+1) 2z =lx)

= (T =®m-1¢n), (12.38)
und zwar ist hier n = 4, also
7t mt
I,=3"C4) =6- — = —. 12.39
——
~1.082
Damit wird )
s
J(T;V)=F(T;V) = ———— (kg T)'V 12.40
( ) ) ( ) ) 45 (hC)3( B ) ) ( )
was manifest extensiv ist, und insbesondere ergibt sich der Strahlungsdruck als
(T) = ”2 (kpT)* (12.41)
pPhOt. - 45 (h C)3 B . .
Die Entropie —0J /0T des Photonengases ist
Spmor (T, V) = ks - — (o T (12.42)
Phot. 9 - B 45 (h C)3 B ) .

sie verschwindet fir 7 — 0 im Einklang mit dem 3. Hauptsatz. Die innere Energie (11.19)
wird

7 g
U(r; V) = / e dphot. (€) * —rmm (12.43)
0
1%

= kg T)' I
2 (hc)?’( s 1) Ly

= B (kg T)*V (12.44 a)

ks J

o TV mito = & < 4.10716 ) 12.44 b

o V mit o = Bhoy 7.56 0 g ( )

Das ist das bekannte Stefan-Boltzmannsche T*-Gesetz fiir die Gesamtenergie des schwarzen
Strahlers. Vom Experiment her bezieht es sich eigentlich auf die abgestrahlte Intensitét, d. h.
Energiestromdichte jg (T), die der strahlungserfiillte Hohlraum durch eine sehr kleine Offnung
an die Auflenwelt abgibt:

| 1 U 1 )
]E(T)—ZC-V—<ZC'O'>-T (12.45)
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Aus (12.44) folgt die Warmekapazitdt
Cy = 40TV (12.46)

des Strahlungsfeldes; sie wichst fiir ' — oo unbeschrinkt, weil dort unbeschrinkt neue, immer
hoherenergetische Photonen erzeugt werden kénnen.

Andererseits kann man (12.43) mit ¢ = hw in der Form
U(T: V) = /dw w(T, V; w) (12.47)
0

schreiben, wobei das Resultat fiir die spektrale Energiedichte u (w) des Photonengases,

A% w3

23 elhw/kpT) _ 1

uw(T, V;w) = (12.48)

das beriihmte Plancksche Strahlungsgesetz darstellt, dessen Aufstellung (1900) den historischen
Beginn der Quantentheorie markiert.

1013)sm3

klass.
(oc WP) '

1.5 +

T=6000K
1.0 +

0.5 ~ T=3000 K

1079

Figur 12.7: Spektrale Energiedichte des Photonengases
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Die Skizze zeigt diese Verteilung qualitativ fiir zwei verschiedene Temperaturen; eingezeichnet
ist auch (gestrichelt) das klassische Resultat (Rayleighsches Gesetz), das proportional zu w? bei
beliebig hohen Frequenzen bleibt und daher eine divergente Gesamtenergie ergibe.

Aus dem Planckschen Gesetz (12.48) folgen bekanntlich alle weiteren Gesetze der Hohlraum-
strahlung, so (12.44) bzw. (12.35) durch Integration. Auch das Wiensche Verschiebungsgesetz
fiir das Maximum der spektralen Energieverteilung folgt unschwer: es liegt nach (12.48) bei
I Wmar mit Ou /0w = 0 oder

hiw
maz \ [ _ o= (hwmas [k5T)| — 3
( kin T ) { ‘ ’

d. h. bei
Rwmas ~ 2.82kpT | (12.49)

wéchst also linear mit der Temperatur.

Vergleich von (12.40 / 12.41) mit (12.44) zeigt im iibrigen, daf} fiir Photonen
U=3pV (12.50)

gilt, im Gegensatz zur Beziehung (12.25) fiir die ,massiven“ Bosegase. Man kann nach (11.18)
auch die mittlere Gesamtphotonenzahl im thermischen Gleichgewicht,

t 7 dPhot )
() = )= [ des
0
- (kT>‘°‘7d - @ =)
 m2(he)3 V" ) Ter 1 $_kBT
v 2¢(3) (kpT\?
_ TV — < ) 12.51
72 (he)3 (ks T)"1; 2 hie v (12:51)
berechnen, wobei
¢(3) ~ 1.202 (12.52)

auftritt. (Dies ist {ibrigens ein Beispiel fiir die Berechnung eines nicht von aufien festgelegten
und daher nicht in den Nebenbedingungen auftretenden Mittelwerts einer Observablen). Die
innere Energie in der Form

U=3-[C4)/CB)] - N(T.V)kpT (12.53)

sieht dann der des massiven idealen Gases formal &hnlich; der wesentliche Unterschied liegt
jedoch darin, dafl N hier keine vorgegebene Konstante ist, sondern sich aus der Temperatur,
und zwar als mit 7% anwachsend ergibt.
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12.3 Phononen im Festkorper als Bosegas. — Der Hamiltonoperator der Gitteratome
bzw. -Ionen in einem idealen kristallinen Festkorper hat die Form

3N 2
Db;
H = E 2 m. + V(xl, T2, ....1'3]\]) y (1254)
i=1 i

wobei wir die cartesischen Orts- und Impulskomponenten von 1 bis 3 N durchgezihlt haben.
Das von den Ionen und Elektronen im Festkorper selbstkonsistent erzeugte Potential
V (21 ....x3x) ist hier — im Gegensatz zum Gas — so beschaffen, daf} es die Atome an Ruhelagen
%(0) gebunden hélt, die ein regelmdfiiges Kristallgitter bilden. Fiir diese hat V' ein Minimum,
d. h.

{0V ({x}) /) Oz} o, = 0 (k =1...3N) (12.55)

{ei} = {2;"}
Im festen Zustand — unterhalb der Schmelztemperatur — kénnen die Gitterbausteine lediglich
kleine Schwingungen um diese Gleichgewichtslagen ausfithren. Diese behandeln wir in har-
monischer Niherung, d. h. wir entwickeln V um {xl(o)} bis zu quadratischen Termen in den
Auslenkungen
g = 2; — 2V (i=1..3N), (12.56)

wobei die linearen Terme nach (12.55) verschwinden, und erhalten in der Normierung V' ({xEO)})
= 0 der potentiellen Energie

N 2
; 1
H ~ L - Dz i 4 12.57

i=1 ij

d. h. den Hamiltonoperator eines Systems gekoppelter harmonischer Oszillatoren mit der sym-
metrischen Kraftkonstanten-Matrix

Dij = [62 V' /0aq; 3%} = Dj; . (12.58)
g =0
Es ist — D;; ¢; die riicktreibende Kraft auf die Koordinate ¢;, die durch eine Auslenkung g,

hervorgerufen wird. Da die Ruhelage {g, = 0} ein Minimum von V darstellt, ist D;; eine
positiv-definite Matrix.

Ein derartiges System l&8t sich — klassisch wie quantenmechanisch — stets durch eine Trans-
formation auf entkoppelte Normalschwingungen 16sen: die klassischen Bewegungsgleichungen

oV X
— ~ — D; 12.59
9 g; k§1 L ( )

m; 4;=

sind in der harmonischen Niherung linear und konnen mit dem harmonischen Schwingungs-
ansatz .
q (1) = ape "? (12.60)
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gelost werden; dies fiihrt auf das lineare homogene Gleichungssystem

3N 1 1 ,
kz:jl K\/WD'“\/m_k) — Gipw’|ag =0 (12.61)

zur Bestimmung der 3 N Eigenfrequenzen
W = Wq (a =1,2,...3N). (12.62)

Aus den zugehorigen Eigenvektoren agca), a = 1...3 N, kann man die orthogonale Matrix A

mit Elementen

Aig =al® | ATA=AAT =1 (12.63)

bilden und damit die ,, Normalkoordinaten“ (), und zugehorigen konjugierten Impulse P, gemifl
1 3N

“ = a; Ao Qa (12.64 a)
3N

p; = m; Y, Aja Py (12.64 b)
a=1

definieren; in ihnen nimmt dann (12.57) die Form

3N

H = % > [P+ w2 (12.65)

a=1

eines Systems unabhdngiger harmonischer Oszillatoren, aber diesmal mit lauter verschiedenen
Frequenzen w, an. Diese Transformation iibertrégt sich ohne Anderung in die Quantenmechanik.
Durch Anwendung der bekannten Quantentheorie des harmonischen Oszillators erhalten wir

damit
3N

H:Zhwa

a=1

1
bl by + 5 (12.66)

mit den bekannten Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Oszillatorquanten der Nor-
malschwingung a. Diese Oszillatorquanten der verschiedenen Normalschwingungen des Gitters
werden bekanntlich Phononen genannt. Vergleich der zugehérigen Vertauschungsrelationen

[ba. b] = Gap - 11, [ba, bs] = 0 (12.67)

mit den Gln. (10.37) zeigt, dal das Phononensystem — wie jedes System ungekoppelter har-
monischer Oszillatoren — nach Quantisierung einem System nichtwechselwirkender Bosonen
mathematisch dquivalent ist; Phononen bilden ein ideales Bosegas. Man beachte, dafy die Anre-
gung eines Phonons, d. h. einer Normalschwingung, nicht eine Vibration eines einzelnen Gitter-
bausteins um seine Ruhelage bedeutet, sondern eine in bestimmter Weise koordinierte Anregung
des Gesamtgitters nach Art einer stehenden Welle.
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Das Spektrum der Eigenfrequenzen wére aus (12.61), d. h. durch Losung der Sikular-
gleichung
D;y,

D (w?) = det
m; myg

— dipw?| =0, (12.68)
zu bestimmen. (Diese 3 N-dimensionale Determinante 148t sich, wie in Lehrbiichern der Fest-
korpertheorie gezeigt wird, tatséichlich durch Ausnutzung der Translationsinvarianz des idealen
Kristallgitters auf eine wesentlich kleinere 3 Z-dimensionale reduzieren, wo Z die Anzahl der
Gitterbausteine in einer Elementarzelle des Gitters ist). Es hiingt von den detaillierten Kraftkon-
stanten D; ; und Massen m; in komplizierter Weise ab und ist daher fiir alle Kristalle verschieden.
Als einfache Néherung, die qualitativ fiir alle Kristalle gilt und sich fiir die Zwecke der Ther-
modynamik bewédhrt hat, machen wir daher die Debyesche Kontinuumsndherung: bei nicht zu
hohen Temperaturen werden hauptséichlich Normalschwingungen niedriger Frequenzen w, ther-
misch angeregt sein. Diese haben aber den Charakter von (gemessen an der Gitterkonstanten)
sehr langwelligen stehenden Wellen, makroskopisch gesehen also von Schallwellen (akustische
Phononen). Fiir solche Normalschwingungen sind die Details der Gitterstruktur unwesentlich,
und wir kénnen eine Kontinuumstheorie des Kristalls als homogen-isotropes elastisches Medium
benutzen. An die Stelle der einzelnen Auslenkungskomponenten ¢; von (12.56) tritt dann ein
Verschiebungsvektorfeld

{a} — =4 1) (12.69)

und an die Stelle der Massenverteilung {m;} eine homogene Massendichte pp,. In der Niherung
der linearen Elastizitidtstheorie, die der harmonischen Naherung des mikroskopischen Bildes
entspricht, gilt dann fiir das Verschiebungsfeld eine akustische Wellengleichung

82 = 3 — —
pmﬁq’(f,t):G-Vch’Jr<§K+G>V(V-q’), (12.70)

in der die beiden Elastizitdtskonstanten eines homogen-isotropen elastischen Kérpers, der Kom-
pressionsmodul K = 1/ k&, (vgl. (8.30)!) und der Scherungs- oder Schubmodul G, auftreten.
Durch Einsetzen des Wellenansatzes

§(@t) =d eFi-whk- (12.71)

erhélt man das Dispersionsgesetz
3 - —
(pmw? — Gk @ — <§K+G> (F-a)k=0. (12.72)

Der Polarisationsvektor @ kann zuniichst wie beim Photon in den beiden zu & senkrechten
Richtungen (@ - k= 0), aber — im Gegensatz zum Photon — auch in longitudinaler Richtung
(a = Ifs) stehen, entsprechend der transversalen und longitudinalen Schallwellen. Fiir diese
beiden Fille gibt (12.72)

¢ -k mit ¢ = p% (transversale Wellen) (12.73 a)
k) —
“ (k) . $K+2G .
a -k mit ¢ = /70— (longitud. Wellen) (12.73b)
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mit den Schallgeschwindigkeiten c;, ¢;, d. h. ein lineares Dispersionsgesetz wie beim Photon, aber
mit der zusétzlichen Md&glichkeit der longitudinalen Polarisation, die wir durch den Wert A = 0
eines Polarisationsindex A kennzeichnen. Die Normalmodi, d. h. die ,,Einteilchenzustéinde® der
Phononen, sind also in dieser Kontinuumsniherung durch die ,,Quantenzahlen*

a — {k,AX=+10} (12.74)
mit den zugehoérigen Ein-Phonon-Energien
Ea — €k, = hw,\ (k) = hk [(S)\g c + (1 — (S)\()) Ct] (12.75)

charakterisiert. Fiir die Summation von Funktionen der ¢ » kann man zunéchst die Rechnung
von (12.35 / 12.36) wiederholen mit dem Ergebnis

v
h weg A3k
;f( U)) — (271_)3; f(gk,)\)
— / de dppon. (2) f () (12.76)
wobei dppon. formal wie in (12.36), jedoch mit der Ersetzung
2 2 1 3
= Z —_ | = = 12.77
c3 - (ct3 + c?) ¢’ ( )

gebildet wird. Es tritt jedoch eine wesentlicher Unterschied auf: zwar kénnen, wie beim Strah-
lungsfeld, beliebig viele Phononen erzeugt werden, aber die Anzahl der Einteilchenzustéinde, die
sie besetzen konnen, ist nicht wie beim Strahlungsfeld echt unendlich, sondern auf dem mikro-
skopischen Niveau zu 3 N festgelegt. Die - bzw. Frequenzintegration in (12.76) mufi deshalb
bei einer oberen Grenze hwp abgeschnitten werden derart, dafl

hwp hwp

3V
de dphon = / 2de =3N 12.
0/ € Appon. (6) 27T2 (hE)g J € € 3 ( 78)

wird. Das ergibt die Debyesche Grenzfrequenz

1 N
wp =¢- (67°p)3 , p= Vo (12.79)
die wir in die Debyesche Phononen-Zustandsdichte
3V 9
dPhon. (8 = hW) = m&“ . @(th — 8) (1280)

mit einbauen konnen. In anderer Interpretation besagt (12.80), da8 bei Benutzung eines Kon-
tinuumsbildes nur die Betrachtung solcher Wellen sinnvoll ist, deren Wellenl&inge nicht kleiner
als die Gitterkonstante p=!/3 ist.

190



Anhand der Gln. (11.30) bis (11.36) 1a8t sich nun die Gleichgewichtsthermodynamik des
Phononengases sofort hinschreiben, wenn man dort wiederum die Bose-Kondensatterme weg-
1aBt, (2s + 1) dy durch dppe,. geméB (12.80) ersetzt und wieder p = 0 setzt, weil Phononen

keine erhaltene Teilchenzahl besitzen. Man findet

th

F(T;V) = J(T;V) = kgT /dgdp,wn,(g)

3(I€BT)4 th
- N. B2 7
272 p (he)? kpT

kBT ’ th
= N -9kgT - L
B (th> (kBT>

T\? Op
- N - 9kaT (—) .1 (22
Ihp (@D> (T)

mit dem Integral

L(xz) = /xdt t2In(1 — et

= % [x3 In(l —e *) — I(x)] :

I(z) = / dt
(=) / et — 1

und der Definition einer Debyetemperatur © p durch

kp©p = hwp = (he) (672 p)t/3 .

Fiir die Entropie benutzt man nicht (11.34), da dort partielle

In [1 ¢ BT

(12.81 a)

(12.81 b)

(12.82 a)

(12.82 b)

(12.82 ¢)

(12.83)

Integration mit an der oberen

Integrationsgrenze verschwindendem Randterm vorausgesetzt wurde, sondern geht auf (11.16a)

zuriick oder einfach auf die Vorschrift —0 F /0T

hwp

(hw/ksT)

S(T;V) = kg - /de [—ln (l—ef’cB—T)-i-e(hw
0

T T

<o (G L5 1 ()

©p

op T
= N - 3kp [—ln <1—6T> +4<—
©p
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Dies verschwindet fiir T — 0 in Einklang mit dem 3. Hauptsatz; die Extensivitét ist in (12.81/
12.84) manifest. Aus der inneren Energie

T\? )
U (T, V):F+TS:N-9kBT<—> I(—D> (12.85)

Op T

folgt die Warmekapazitit bei konstantem Volumen,
©p/T
oU T\* xte”
= — =9Nkg |—] - ——dr . 12.

Cv =757 = 9Nk (@D> (c — 1™ (12.86)

Die auftretenden Integrale miissen i. a. wieder numerisch ausgewertet werden. In den Grenz-
fiallen hoher und tiefer Temperaturen findet man unter Benutzung von

1‘3 1‘4 1‘5
I(x) = = — — + — + .. 1 12.
(z) 3 8+60+ (x < 1) (12.87 a)
Tw) =% 1o (@ > 1) (12.87 b)
ST T v '
die vereinfachten Formeln
2
U=3NkT - [1 + (%) + } (12.88)
T > Op
2
Cy = 3Nkg - [1 -+ (@TD) + } (12.89)

die dem klassischen Limes fiir ein Oszillatorensystem entsprechen und den Gleichverteilungssatz
illustrieren (vgl. auch Gln. (9.59), (9.60)!) sowie

U= N-2rikpT (&) (12.90)
T < Op
3
Cy —- N - %W4 kg (%) : (12.91)
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Die letztere Formel insbesondere enthilt das berithmte Debyesche T°-Gesetz fiir das Ver-
halten der spezifischen Wiarme von Festkérpern bei sehr tiefen Temperaturen. Das in der Skiz-
ze qualitativ dargestellte Verhalten ist — einschlieflich des T3-Gesetzes bei tiefsten T — ex-

Cvy
3 4 NKp _ _ _ Klass. Gremzwert . ___ ___
2 -
1 —
ocC T3
0} T ] T
0.5 1.0 1.5 T/6p

Figur 12.8: Spezifische Wéarme des Phononengases im Debye-Modell

perimentell bei vielen Kristallen sehr gut bestétigt. Die richtige Erkldrung des vom klassischen
Grenzwert so deutlich abweichenden Verhaltens der spezifischen Warmen von Festkérpern — hi-
storisch zuerst durch Einstein in einem vereinfachten Modell mit nur einer Oszillatorfrequenz,
das noch ein zu rasches (exponentielles) Verschwinden bei T — 0 ergab, spéter durch Debye
in dem hier besprochenen verfeinerten Modell — bildete einen der ersten wichtigen Priifsteine
der Quantentheorie.
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