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Vorbemerkungen

In dieser Vorlesung wird die Newtonsche Mechanik als bekannt vorausgesetzt (siehe Phy-
sik I): Trigheitsgesetz, inertiale Bezugssysteme; Bewegungsgleichung

mr = F (7,7, 1), (*)

woraus mit Hilfe der Anfangsbedingungen die Bahn 7 (¢) zu berechnen ist; Konstanten
der Bewegung: Energie, Impuls, Drehimpuls, ...; Actio = Reactio, N-Koérperproblem
und entsprechende Erhaltungssétze; Galilei-Invarianz, beschleunigte Bezugssysteme;
wichtige Modellsysteme: freies Teilchen, harmonischer Oszillator, Bewegung im Zentral-
potential, starrer Korper, gekoppelte Schwingungen kleiner Amplitude, ... (die beiden
letzten Systeme wenigstens in Ansétzen).

Isaac Newton, 1642 - 1727
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Die in diesem Sript gezeigten Bilder von Wissenschaftler(inne)n sind entnommen aus:
R. Abraham und J. E. Marsden, Foundations of Mechanics, Benjamin/Cummings Publ.
Co., Reading (Mass.) ... (1978). — Die Newtonsche Mechanik ist eine wvollstindige
dynamische Theorie zur Beschreibung der langsamen ! Bewegung makroskopischer 2
Korper unter dem Einflufl von Kréften — sofern man die Krifte kennt.

Oft kennt man aber die Kréfte nicht (nur teilweise), dafiir sind gewisse geometrisch-kine-
matische Einschrinkungen der Bewegung vorgegeben: ,,Zwangsbedingungen®, z. B. star-
rer Korper, Teilchen auf gekriimmter Flache ... Oder aber: Man kennt zwar die Kréfte,
kann aber die Bahn(en) nicht in geschlossener Form angeben. = Niherungsmethoden
(Storungstheorie, ... ), numerische Verfahren, ..., z. B. N-Korperproblem der Himmels-
mechanik (N > 3). In diesen Fillen wird die Analyse der Bewegung erheblich er-
leichtert durch Darstellungen der Mechanik, die vor allem auf Lagrange und Hamilton
zuriickgehen.

Joseph-Louis Lagrange, 1736 - 1813

Dy « ¢, sonst relativistische Mechanik (Einstein)
2 atomarer und subatomarer Bereich: Quantenmechanik
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b ;.

William Rowan Hamilton, 1805 - 1865

Ferner: Oft ist man weniger an den Details einer speziellen Bewegung eines bestimm-

ten Systems interessiert, als vielmehr an der Struktur der Gesamtheit aller Bewegungen

dieses Systems oder ganzer Familien von Systemen. Allgemeine Fragestellungen betr.

Konstanten der Bewegung und Symmetrien, Periodizitdt und Quasiperiodizitét, Stabi-

litdt von Bahnen, Attraktoren, reguldre und chaotische Bewegungen, ... Hierfiir ist die

Lagrange- bzw. die Hamilton-Mechanik unerléaflich.

Schliefllich ist die Lagrange-Hamilton-Mechanik unabdingbare Grundlage der Quanten-

theorie, Quantenfeldtheorie(n), ...

Literatur:

V.I. Arnold, Mathematical Methods of Classical Mechanics,
Springer-Verlag, New York, ... (1978)

A. Budé, Theoretische Mechanik (8. Auflage),

Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin (1976)

A. Goldstein, Classical Mechanics (2. ed.), Addison-Wesley Publ. Co.,
Reading (Mass.), ... (1980)

E. Saletan und A. Cromer, Theoretical Mechanics,

Wiley & Sons, New York, ... (1971)

J. José und E. Saletan, Classical Dynamics: A Contemporary Approach,
Cambridge University Press (1998)

Lagrange-Mechanik

Betrachte zunéchst nur ein Teilchen der Masse m unter dem Einflufl der Kraft F; die
resultierende Bahn 7(¢) ist aus der Bewegungsgleichung (*) zu berechnen. Das Teilchen
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werde zuséatzlich einer Zwangsbedingung
f(#t) =0 (1.1)

unterworfen; eine Zwangskraft G zwingt das Teilchen auf die durch (1.1) gegebene Fliche,
die sich i.a. zeitlich dndert. Bewegungsgleichung:

mr=F + G . (1.2)

G ist unbekannt; man weifl nur, dafl G (1.1) bewirkt. Diese Bedingung legt G aber
nicht eindeutig fest: Die vier Gleichungen (1.2, 1) gestatten keine Bestimmung der sechs
Funktionen z (t), y (t), 2 (t), Gz (t), Gy (t), G (t). Man macht die zusétzliche Annahme,
daB G wihrend der Bewegung stéindig auf der durch (1.1) definierten Flidche senkrecht
steht:

G=AV[f(7t), (1.3)
wo A eine (unbekannte) skalare Funktion von ¢ ist, die von der Bewegung abhéngt. Also:

mi =F + AV . (1.4)
Aus den vier Gleichungen (1.4,1) bestimmt man Elie vier FunkEionen x(t), y(t), z (t) und
A(t), d. i. die Bahn 7(¢) und die Zwangskraft G (t) = A (¢t) V f (7 (¢), t).

Anmerkungen: Evtl. é—Komponenten in der Fliche sind zu F zu addieren. f ist so zu
wihlen, dass V f # 0 auf der Fliche f = 0 gilt.

Oft interessiert man sich nicht fiir @, sondern nur fiir die eingeschréinkte Bewegung
(Interesse an G aus technischen Griinden, z. B. Halterungen, Achsen, ... ). Wie kann
man A eliminieren?

Vektorielle Multiplikation von (1.4) mit V f fithrt auf

—

(m%—F>xﬁf=6. (1.5)
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Klar! m7 — F = G steht senkrecht auf der Tangentialebene (TE) an die Fliche
f = 0 an der Stelle 7 zur Zeit t. Zu (1.5) &quivalent ist die Aussage: Fiir beliebige

Tangentialvektoren 7, d. h.
(1.6)

Vf-7=0

= 0. (1.7)

!l

gilt
(m%* —~ ﬁ) :

Hieraus folgen — fiir zwei linear unabhéngige 7 — zwei unabhingige Bewegungsgleichun-
Zusammen mit (1.1) hat man demnach drei Gleichungen zur Bestimmung der

gen.
Teilchenbahn z (t), y (¢), z (¢).

A~

Beispiel: sphirisches Pendel. Mit
—mgz

ﬁ:mg':

und (von ¢ unabhéngigem)
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folgt

d
dt
Das ist der Drehimpulssatz Die zeitliche Anderung des Drehimpulses ist gleich dem

Drehmoment (von F; G ohne Beitrag).

(m7 x 7) =7 x mg. (1.10)

Nach (1.6,7) ergeben sich fir 7 = U und 7 = ¢ die Bewegungsgleichungen (beachte
7F=I1rg=—gZ2):
F—g)  -d=0 = %-é:%smﬁ (1.11 a)
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bzw.

F—§ -$p=0 = 7+-¢$=0. (1.11 b)
Die Beschleunigung erfolgt in Richtung der Lingenkreise (a), nicht in Richtung der
Breitenkreise (b).

Darstellung der Bewegungsgleichungen (1.11 a, b) in Kugelkoordinaten. Dazu benétigt

man

7 =sinv cosp + sin¥ sinpy + cosv 2
U =cost cospd + cost singg — sind 2 (1.12)
®=—sinpd + cospy .

Damit folgt aus (1.11 b):

_ar LT
p - T=—sing g sind cosp + COSP g sind sin g

= ... etwas rechnen ...

=2cost¥ Vp + sind@ = 0. (1.13)
Multiplikation mit sin fiihrt auf

d
pr (sin? ¥¢p) = 0

= L, = m(lsin?)*$ = konstant , (1.14)

d. i. die Erhaltung der z-Komponente des Drehimpulses.

Aus (1.11 a) folgt:

2
¥ - 7 =cost COSP g sind cos ¢
2 d2
+ cos ¥ singpﬁ sind sing — sinﬁ@ cos v
= ... etwas rechnen ...
=19 — sind cos?® = % sind . (1.15)
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Multiplikation mit o fithrt mit (1.13) auf

d .
— (92 + sin?9¢9? + 29 cost) = 0
dt l
mi? o L2 g 52
= E = 5 (92 + sin®¥¢°) + mgl cos¥ = konstant , (1.16)

d. i. die Erhaltung der Energie.

Die Erhaltungssétze (1.14,16) sind zwei Differentialgleichungen 1. Ordnung zur Bestim-
mung von ¥ (t) und ¢ (t). Zur Integration dieser Gln. siehe Budé § 23 .

Der hier gewahlte Weg zur Aufstellung der Bewegungsgleichungen des sphérischen Pen-
dels war etwas mithsam. Man hétte natiirlich gleich die beiden Erhaltungssétze fiir L,
und F aufschreiben kénnen. Der Sinn der vorstehend skizzierten Methode (insbeson-
dere Gln. (1.6, 7) = GIn. (1.11)) liegt in ihrer Allgemeinheit und in der Méglichkeit
ihrer Verallgemeinerung auf viel kompliziertere Situationen (N Teilchen, K Zwangsbe-
dingungen, K < 3N): Erhaltungssidtze nicht bekannt oder nicht existent oder nicht
hinreichend zur Analyse der Bewegung.

Energiebetrachtung: Leistet die Zwangskraft Arbeit?

f <, -, 0f
= é-?:Wf-?:—A% (1.17)

Die Zwangskraft iibertragt Energie auf das Teilchen, sofern die Fléche sich bewegt. Bei
stationérer Fliache ist 7 immer tangential, so dafl die Zwangskraft dann keine Arbeit
leistet.

Statt auf eine Flidche kann man das Teilchen auch auf eine Linie zwingen. Zwei Zwangs-
bedingungen:

fl(":; t) =0, fQ(Fa t) =0. (118)
Linie als Schnitt zweier Flichen. Zwangskraft:

é = )\16]01 + )\26]02 . (1.19)

10
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Bewegungsgleichung:

mi—F =3 MNVfi. (1.20)

Tangentenvektor 7 tangential zu beiden Fliachen:
Vfi-F=Vf -7=0, (1.21)

somit tangential zur Linie bei 7, t. Mit (1.21) folgt aus (1.20)

o

(mi = F)-7=0, (1.22)

wie in Gl. (1.7). Der Unterschied besteht darin, da§ (1.22) — wegen der Eindimensio-
nalitdt des 7-Raumes — nur eine unabhéingige Bewegungsgleichung liefert. Zusammen
mit den beiden Bedingungen (1.18) hat man aber insgesamt wieder drei Gleichungen zur
Berechnung der Bahn.

Beispiel: Perle auf rotierendem Kreisring im Schwerefeld

fi =72 — R? (Kugel) , fo = ¢(t) - 7 (rot. Ebene) (1.23)

A

mit

P(t) = —sinwtd + coswty . (1.24)

11
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Wegen
Vi =2Ri, Vfr=¢
hat man als Tangentenvektor 7 = ¥ und folglich die Bewegungsgleichung;:
F—g -0=0 = i-0="2sny
R
= ¥ — w?sind cos? — % sind = 0 (1.25)

wie beim sphérischen Pendel (1.11 a,15). Unterschied: ¢ = w = konstant, keine L-

Erhaltung! Abweichend von (1.16) folgt

%(192 — w?sin?0 + 2% cosﬁ) =0
~ 2 . 2 2
= E = m2R 9? + mgR cost¥ — mbiw sin? ¥ = konstant ,

12

(1.26)
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d. i. die Erhaltung der Energie im rotierenden System; der sin®¥-Term ist das Zentrifu-
galpotential.

Die DGL 1. Ordnung (1.26) dient der Berechnung von 9 (¢): Trennung der Variablen usw.
Diskussion des 9, 9-Phasenportraits bei Arnold § 19 E. Fiir w = 0 erhiilt man aus (1.25,
26) die Bewegungsgleichung bzw. den Energieausdruck fiir das ebene mathematische
Pendel mit entsprechendem Phasenportrait.

Stabilititsbetrachtung: Fir 0 < w < 4/g/ R hat man eine stabile Gleichgewichtsposi-
tion bei ¢ = m; fiir w > /g / R bleibt ¥ = 7 zwar Gleichgewichtsposition, wird jedoch
instabil; stattdessen bilden sich zwei neue stabile Gleichgewichtslagen bei den Winkeln

¥ = 7 + arcos (g / Rw?)
aus. Beim Uberschreiten der kritischen Frequenz

w=+Vg/R

findet demnach eine sog. Pitchfork-Bifurkation statt; siehe José & Saletan, Example
2.2.1 °

Betrachte nun ein System von N Teilchen mit den Massen mi, mo, ... my unter
dem EinfluB der Krifte ﬁl, F’z, ... Fy. Ferner K Zwangsbedingungen:

fo(Fr, o v t) =0, k=1,...K <3N ; (1.27)

z.B. starrer Korper: f;; = |5 — 7| — d;j;, nicht alle unabhéingig voneinander. Be-
dingungen dieser Art bezeichnet man als holonom. Nichtholonome Bedingungen sind z.
B.

fk (Fl, --~7?N77%'17 ...?N, t) =0 (1_28 a)
oder
fo (P, oo PN, ) > 0. (1.28 b)

In dieser Vorlesung kommen nur holonome Bedingungen vor. Realisierung der Bedin-
gungen (1.27) durch Zwangskrdifte:

K
Gi=> MVifi, i=1,...N, (1.29)
k=1

13
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nideale“ Zwangskrifte. Somit hat man die Bewegungsgleichungen

m;7; = F; + Z e Vi fi s (1.30)
%

Bezeichnung als Lagrangesche Gleichungen 1. Art.

(1.30, 27) sind 3N + K Gleichungen zur Bestimmung der 3N + K Funktionen
x1 (t)a n (t)a 21 (t)a -+« N (t)a YN (t)a ZN (t)a A1 (t)7 e AK (t)

Elimination der A\; —in Verallgemeinerung der Prozedur fiir N = 1 — wie folgt: Betrachte
N generalisierte Tangentenvektoren 71, ... Tn, die fiir gegebene 7, t die K Gleichungen

N
> Vife H=0, k=1..K (1.31)

befriedigen, ansonsten beliebig sind. Folglich sind nur 3 N — K der insgesamt 3 N 7-
Komponenten unabhéngig. Skalare Multiplikation von (1.30) mit 7; und Summation
iiber i ergibt wegen (1.31):

Y (miv; — F) -7 =0. (1.32)
(2

Bezeichnung dieser Gleichung als d “Alembertsches Prinzip. Wiren die 7; keinerlei
Einschrinkungen unterworfen so erhielte man aus (1.32) die 3 N unabhéngigen Bewe-
gungsgleichungen m; P — F, = 0- entsprechend einer Bewegung ohne Zwénge. Wegen
der Einschrankungen (1.31) erhilt man aber nur 3 N — K unabhingige Bewegungs-
gleichungen. Zusammen mit (1.27) gestatten diese die Berechnung der Bewegung. An-
schlieflend kann man — bei Bedarf — mit (1.29, 30) die Zwangskréfte bestimmen. Wie
konstruiert man die 7;7 Wie kann man damit aus dem d”Alembertschen Prinzip die
unabhéngigen Bewegungsgleichungen gewinnen?

Bezeichnung der Zahl n = 3N — K als Anzahl der Freiheitsgrade des Systems.

FEinfithrung generalisierter Koordinaten ¢, « = 1,2, ... 3 N:
Qo = G (71, - TN, 1)
(1.33)
7 =7 (q1, .- @3N, t)

mit nichtverschwindender Jacobi-Determinante (= Invertierbarkeit); zweifach stetig dif-
ferenzierbare Funktionen — so, dass die K letzten g, nur iiber fi,... fx von 7, t

14
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abhéngen:

dn+k = 4dn+k (fla fK)

(1.34)
fe = fe (@ns1s - Gnrk)
k =1, ... K. Die Zwangsbedingungen (1.27) implizieren dann:

In+k = qn+k (0, ... 0) = konstant , (1.35)
und man verbleibt mit einem n-dimensionalen Problem in den Koordinaten ¢, ... ¢y.
= Konfigurationsraum, allgemeiner: Konfigurationsmannigfaltigkeit Q).

Der Ansatz
L
— A .
T = € , t=1,... N 1.36

€1, ... En beliebige Konstanten, befriedigt (1.31); denn fiir £ = 1, ... K gilt

Zv fo - 7= ZsaZv fe 5 3” Z gg’: = (1.37)

wegen der zweiten Gleichung in (1.34). Einsetzen von (1.36) in (1.32):

S o S mifi - By - 95— g
o i

0qa

. . OF
= m;7; — F) - =0, a=1,...n, 1.38
2;( iTi — Fi) p (1.38)
da g, beliebig. Das sind n Bewegungsgleichungen in den generalisierten Koordinaten
q1, - - - qn- Sie dienen der Bestimmung der n Funktionen ¢; (¢), ... ¢, (). Die Gln. (1.38)
lassen sich wie folgt vollstandig auf die ¢, umrechnen:

Produktregel:
. O d . OFy - d (07
Zi: m; Ty - 9qe ZZ: m; (dt (rl . 5qa) T (8%)) (1.39)
Mit
s _dn 0RO
l_l_dt_aaqaqa ot

15
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= 3 L= (1.40)

und

= 34 (1.41)

folgt aus (1.39):

i

= — — - — 1.42
7 9de  Da (142)

WO

T:%Zmil_f;

—Z m; (Z 87“Z 87",) (Z or; i 87“1)

[“)qg

—Zaaﬁ g, )QQQ,@“‘Zb ¢, t) Ga + (g, 1)
7/8

=T (g1, --- Gns Q1 - - - Gy 1) (1.43)

die kinetische Energie des Systems ist. T ist eine quadratische Funktion der ¢.; homogen
quadratische Funktion der ¢, genau dann, wenn 87 /8t = 0(= by = 0, ¢ = 0):

T = ap(q)dads - (1.44)

Bezeichnung der ¢, als generalisierte Geschwindigkeiten.

Mit (1.42) erhélt man aus (1.38):

L 0T . .
a% - @ = ZFz : PR = Qa(len'QrH q1, - - Qqn, t)a (1-45)

16
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wobei man die Q). als generalisierte Krdfte bezeichnet.

Falls es eine als generalisiertes Potential bezeichnete Funktion

U = U@s, - s s - s 1) (1.46)
gibt mit der Eigenschaft
oU d oU
o — T4 7. 9 . 147
@0 = 5 Tt o (1.47)

1483t sich (1.45) wie folgt darstellen:
daoT-U) 9T -0

=0. 1.48
i Oda 94 49

Bei Einfithrung der Lagrange-Funktion
L=T-U=0L(q,--Gn, G1s--- Gn, t) (1.49)

erhilt man schliellich als Bewegungsgleichungen des Systems die Lagrangeschen Glei-
chungen 2. Art; kurz die Lagrange-Gleichungen

d 0L 0L

— = =0 =1,...n. 1.50
it 04e  Oqu 0 T heom (1.50)

Das sind n Differentialgleichungen 2. Ordnung zur Bestimmung der generalisierten Ko-
ordinaten ¢ (t), ... qn (t):

> L L PL N oL 0L (1.50 a)
= \04500 " " 94593 ’) " 010da  Daa |

mit

0% L >
det | ———— 0; 1.50 b
(aqﬁaqa " (150 b)

Anfangsbedingungen ¢, (0) = aq, o (0) = b, erforderlich.

Wichtiger Spezialfall: Konservative Krifte

Fy = -V;V

ov. or, 0V
N Qo = _Z 57 da. = da (1.51)

17
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= U:V(ql,...qn,t)

= L=T-V, (1.52)
d. i. die Lagrange-Funktion als Differenz von kinetischer und potentieller Energie.
Beispiele:
1. Teilchen im Potential V () ohne Zwinge
a) kartesische Koordinaten: q = x,q2 = ¥y, q3 = 2

Die Lagrange-Funktion (1.52) ist gegeben durch

L= % @2+ 92 + 22) — V (2, y2) ; (1.53)
daraus berechnet man die Lagrange-Gleichungen (1.50) zu
oL _ oL v oV
gz " 9z~ gz mET 9z~
0L 0L ov ov
oL _ . 9L _ v _ . oV _
0% "0z 0z oz

das sind die kartesischen Komponenten der Newtonschen Bewegungsgleichung (*).

b) Kugelkoordinaten: q1 = r, g2 = 9, q3 = ¢

Mit x =7 sind cosy
y =1 sind sinp (1.55)
z=r cost

berechnet man gemifl (1.43) die kinetische Energie; Einsetzen in (1.52) ergibt die
Lagrange-Funktion

L= % (72 + r292 + 12 sin2092) — V (r, 9, ) . (1.56)

T ist homogen quadratisch in 7, J, ¢; vgl. (1.44). Die Lagrange-Gleichungen ergeben
sich nach (1.50) aus (1.56) zu:

d .

7 (m7) — mr (9 + sin?9¢?) = —88—‘7{

%(mr2 9) — mr? sind cos 9p? = —g—g (1.57)
7 (mr? sin? 9¢) = g:: ;

18
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das sind die r-, 9- bzw. @-Komponente der Newtonschen Bewegungsgleichung mr =
—V V. Die Herleitung ohne Lagrange-Formalismus ist viel komplizierter; benutze dazu
(1.12).

2. Sphiérisches Pendel (siehe oben): ¢ = ¥, g2 = ¢ . Als Spezialfall von (1.56)
(r=10,7=0,V = mgl cos?) hat man die Lagrange-Funktion

L:L(/§7 (P7 ,"97 Sb)
m 2

= (0% + sin?9¢?) — mgl cos . (1.58)

Bei Anwendung von (1.50) ergeben sich die Gln. (1.13,15) als Lagrange-Gleichungen des
Problems. Besonders leicht erhélt man die L,-Erhaltung (1.14):

do dt 0o  dt
= L. = m1?sin?9¢ = konstant . (1.59)

mi? sin?9¢p) = 0

3. Perle auf Kreisring (siche oben): ¢ = 9. Setze in (1.58) ¢ = wund !l = R:

m R?
2

L=LW7J) = (0% + w?sin®0) — mgR cos? . (1.60)

Mit (1.50) folgt daraus Gl. (1.25) als Bewegungsgleichung. So einfach ist das! T ist
iibrigens nicht homogen quadratisch in 9 wegen (87/dt)y # 0. Siehe auch José &
Saletan, Beispiel 2.2.1.

4. Massenpunkt auf Rotationsfliche, ansonsten frei (m = 1): ¢ = ¢, ¢2 = z.
Zwangsbedingung p = p(2).

19



Theoretische Mechanik P. Eckelt

7B

Kinetische Energie in Zylinderkoordinaten:

L. . .
T =50+ p%" + 27)

S+ 7@+ (R (1.61)

:L(‘“P7 ()b7 z’ é);

das ist zugleich die Lagrange-Funktion, da V' = 0. Lagrange-Gleichungen:

=000 : gL =0
Gr =01 +0%(2)% =00 ()2 +p((2) 0 (2) ¢

= L(?(z)¢) =0 (L,-Erhaltung)
(1.62)

"

L1+ p2=)2) =9 (2) (0 (2) 22 + p(2) 9?) = 0

zur Bestimmung der Funktionen ¢ (¢) und z (¢). Diskussion der Bewegung in Arnold §
19 D.

5. Ebenes Doppelpendel: qQ = Y1, @2 = P2 .

20
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Mit
1 =11 8inp; , x2 = I sinp] + lg sings
y1 =11 cospr, y2 = Iy cospy + Iz cospa
folgt
1 =11 cospy 91, E2 =l cosp1Pr + la cospa Pa
=l singy @1, Yo = —ly sinpy 1 — la singg P9 ; (1.64)
damit erhilt man die Lagrange-Funktion
L=T-V
= 21 (@ + 1) + %(i“% +93) + migyr + magye
= wl%w% + %@(ﬁ’% + malilp cos (1 — p2) P1 P2
+ (m1 + ma) gly cosp + ma gls cosps
= L (1, p2, ¢1, $2) - (1.65)

21
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Zur Aufstellung der Lagrange-Gleichungen und zu deren Lésung im Falle kleiner Aus-
schlége siche Budo § 41; siehe auch Kap. 3 dieser Vorlesung.

Das wichtigste Beispiel eines nichtkonservativen Kraftfeldes ist das geladene Teilchen
im elektromagnetischen Feld. Gibt es fiir dieses System ein generalisiertes Potential
U?

Lorentz-Kraft:

F =¢e(E + 7 x B) (1.66)
Potentiale ¢, A:
o v 04
E=-Vo - (1.67)
B=VxA
. _ 0A o
= F—e(—V(ﬁ—W—FUX(VX )) (1.68)
Mit
Tx (VxA)=V(@ A - (@ - V)A (1.69)
und
dA . o o, 0A
folgt aus (1.68):
. - o dA
F—e(—V(qb—v A)—ﬁ> (1.71)
Mit Hilfe der Identitét
ff—i(/f 7 — ) (1.72)
- ov '
erhiilt man aus (1.71) fiir die Lorentz-Kraft die Darstellung (V = 9 /9 7):
" 0 Lo d 0 I
F_e(—a—F(qb—zwA) + Ea—ﬁ(d)—v'A))
oU  d oU
=37 T @ 97 (1.73)
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mit
U=ce(p—7-4), (1.74)

vgl. (1.47). In kartesischen Koordinaten ohne Zwangsbedingungen ist Q, = F,, a =
1, 2, 3. Lagrange-Funktion geméf (1.49):

L7 0,t) = =32 —e(p(Ft)—7- A1) . (1.75)
Die Lagrange-Gleichung dieses Systems ist identisch mit Newtonschen Bewegungsglei-
chung fiir das geladene Teilchen und dem Einfluss der Lorentz-Kraft (1.66). Beweis
durch Umkehrung der vorstehenden Argumentation.

In der Lagrange-Mechanik tritt die Herleitung von L aus den Kréiften in den Hin-
tergrund. Die Existenz von L wird in dieser Theorie zur fundamentalen Voraussetzung;:
Fin mechanisches System von n Freiheitsgraden wird durch eine Funktion von 2n + 1
unabhiingigen Variablen beschrieben, die Lagrange-Funktion L (q1, ... qn, q1, - - - Gn, t)-
Die Bewegungsgleichungen des Systems, die Lagrangeschen Gleichungen, ergeben sich
daraus geméf (1.50).

Abkﬁrzung; L(le -+ Qn, QIa e Cjn7 t) = L(qOH QQv t) = L(CL (L t) . (176)

Die Lagrange-Funktion ist im ,autonomen* Fall L = (g, ¢) eine reellwertige Funktion
auf der 2 n-dimensionalen Tangentenmannigfaltigkeit, auch als Tangentenbiindel
TQ bezeichnet. Im ,nichtautonomen* Fall L = (g, ¢, t) ist die Lagrange-Funktion eine
reellwertige Funktion auf der Mannigfaltigkeit T'(Q x R. Siehe Arnold § 18 D.

Auf T'Q bilden die Lagrange-Gleichungen einen Satz von 2n Differentialgleichungen 1.

Ordnung zur Bestimmung der Funktionen g, (¢) und v, (t) = §q (¢) fir a = 1, ... n:
d —
dt Ga = Vq
(1.77)

d 0 0
(E do. %> L(g,v,t) =0

— im Unterschied zu @), wo es sich um n Differentialgleichungen 2. Ordnung fiir
q1 (1), ... gn (t) handelt; siche Gl. (1.50 a) sowie auch José & Saletan, chap. 2.4.

Invarianz. Die Lagrange-Gleichungen sind unabhéngig von der Wahl der generalisierten
Koordinaten im folgenden Sinne: Betrachte die Transformation

/

G = 00 (g5, 1), (1.78 a)
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fiir die Invertierbarkeit vorausgesetzt werde:

45 = a3 (qo, t) - (1.78 b)

Die neue Lagrange-Funktion sei wie folgt definiert:

!

L (4, dar t) = L (g8 (qar 1), 48 (da> da» t)s T) (1.79)

dann gelten unter der Voraussetzung (1.50) die neuen Lagrange-Gleichungen:

d oL oL
— — — — = =1,...n. 1.

Beweis fiir den Spezialfall

L=L(q.4),qd =4q(q) <= q¢=4q(q)

= L'=L(d,q)=1Lqald) iqld,q)) (1.81)
. r aq AN
t ) - 57 .
mi q(q,q) 94 (a)q

Aus der vorstehenden Identitit folgt einerseits

04 0q

= —= 1.82
aq-/ aq/ ) ( 8)
andererseits folgt daraus
04 2?q . d Jq
p— —_ —-— 1-
of — 072% = @og (1.83)
Mit (1.82, 83) berechnet man aus (1.81):
4oL _d0L0q _ 0L og
dt 0¢ dt 9¢ 0¢  dt 04 Oq
(4L 04 9L d 0
~\dt 9q) 0q dq dt ¢
d OL\ 0q OL 04
_ (4oL oL 9q 1.84
(dt aq> P ETET] (1.84)
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und

oq 0q 0q 0¢ 0q
Subtraktion von (1.84, 85):

4oL 9L _ (dOL 9L\ dq _
dto¢ o \atoq 09q) oqd

wegen (1.50). Das ist die Behauptung fiir den Spezialfall.

Beispiel: Inertialsystem — rotierendes Bezugssystem

Sei v = Ay
mit
€1 U1
T = X2 Yy = Y2
z3 Y3
aa :

A orthogonal (Drehung: ||A|| = 1):

AT A = AAT =1
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= b= Ay + Ay = A®y + Qy) (1.89)
(A zeitabhéingig) mit der momentanen Winkelgeschwindigkeit (ebenfalls im allgemeinen
zeitabhingig)
Q=ATA; (1.90)
diese ist antisymmetrisch, denn
%(ATA):ATA+ATA=0 = o' =-0. (1.91)
Lagrange-Funktion im Inertialsystem:
L(z, &) = %1}% V() (1.92)
Lagrange-Gleichung hierzu:
mi = _Z—Z : (1.93)

Lagrange-Funktion im rotierenden System gemifl (1.79, 87, 89):

L'y d) = S G+ G +0y -V (@) (1.94)

mit V' (y) = V (Ay); hierzu die Lagrange-Gleichung im rotierenden System geméf
(1.80):

oL
_ - - Y 9
93 m(y + Qy)
d oL :
d (64 ) 0
T m(j + Qy + Qy)
or ov’
= —mOT (g + Quy) - ——
ay " (v + Qy) 9y
V' :
= my_—%—y —2mQy — mQPy — mQy . (1.95)

Der Vergleich mit (1.93) zeigt, dass im rotierenden System aufler der ,eigentlichen Kraft*
(1. Term der rechten Seite von (1.95)) noch ,,Scheinkrifte“ auftreten. 2. Term: Corio-
liskraft. 3. Term: Zentrifugalkraft. Der 4. Term riihrt von einer evtl. Zeitabhéngigkeit
der Winkelgeschwindigkeit her.
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Vektornotation. Aus der Antisymmetrie von € folgt:

0 —ws wo w2 Y3 — W3 Y2
Q= w3 0 —wp = Qu=1| w3yr — w1y3 =dxy (1.96)
—w2 W 0 w1yY2 — w21
GL (1.89):
ATi =g+ Qy = (@), =0+3x7 (1.97)
Gl (1.95):
mﬁ':—ﬁyvl—Zmd)’x{j—mdﬁx(ﬁxg’)—md}xgj’. (1.98)

Die Lagrange-Funktion legt die Lagrange-Gleichungen eindeutig fest. Umgekehrt kann
ein bestimmter Satz von Lagrange-Gleichungen durch verschiedene Lagrange-Funktionen
erzeugt werden. Es gilt der

Satz: Wenn L (¢, ¢, t) und L' (¢, ¢, t) dieselben Lagrange-Gleichungen erzeugen, dann
unterscheiden sich L und L' um die totale Zeitableitung einer Funktion x (g, t).

Beweis: Sei

d oL oL
d B A6 g _
i 9q g (4,4, 9,t) =0
(1.99)
dorL oL ,
_—— = — = A 0 ) t = 0
Y 94 (4, 4, q, t)
mit
A=A, (1.100)

d. h. A und A" seien dieselbe Funktion ihrer Argumente ¢, ¢, ¢, t. Fiir die Differenz
¢ (q’ Qa t) =1L (Q7 47 t) - L, (q7 Qa t) f01gt

L%y . 0%y . 2y Y
=505t 329" 5v9¢ ~ ag =" (1.101)

A—A
fir alle ¢, ¢, ¢, t. Da @ nicht von § abhéingt, muss gelten:

2
g(;f =0. (1.102)
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Integration fiihrt auf

b= F(gt)q+ Glg); (1.103)
Einsetzen in (1.101) liefert
OF 0G
or 9t _ 1.104
was die Existenz einer Funktion x (¢, t) impliziert mit
Ix (g, t) 9x (g, t)
F =" G=-—->"—"-; 1.105
dq ot ( )

Einsetzen in (1.103) ergibt schliefllich

dx ox d

was zu beweisen war.

Umkehrung: Lagrange-Funktionen, die sich um die totale Zeitableitung einer Funktion
X (g, t) unterscheiden, erzeugen dieselben Lagrange-Gleichungen. Zeige das!

Anwendung auf die Lagrange-Funktion (1.75) des geladenen Teilchens im E, B-
Feld:

L:%W—e((ﬁ—a.ﬁ) (1.107)
Ubergang zur Lagrange-Funktion
=1+l (7, t)
- th 9
- L Ox
=L +e (VX v+ W)
= %52 —e(¢ —7-A) (1.108)
mit
! 8)( - - —
¢ =0- 37 A=A+Vy. (1.109)

Gegeniiber dieser Fichtransformation sind die Felder E, g, somit die Lagrange-
Gleichung m7 = e (E + @ x B) invariant.
*)
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Statt die Bewegung des betrachteten mechanischen Systems durch den Satz Lagran-
gescher Differentialgleichungen zu kennzeichnen, ist auch eine integrale Beschreibung
moglich: das Hamiltonsche Prinzip. Hierzu werden einige Aspekte der Variations-

rechnung benétigt.

Grundaufgabe: Betrachte das Funktional

Iz (t)] = /F(a:(t),:i:(t), t) dt (1.110)

XZ REET TR R
L

/ J
;
) e |
; i
frr i.2

I sei eine vorgegebene stetig differenzierbare Funktion ihrer drei Argumente. Zu jeder
(hinreichend oft) stetig differenzierbaren Funktion z () mit x (t1) = x1, x (t2) = x2
gibt es eine reelle Zahl I, den Wert des Integrals. Man bestimme dasjenige x (t), fiir das
I ein Extremum ist.

Achtung: t, x beliebige Groflen — nicht nur Zeit bzw. Lénge!

Beispiele:
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1. Kiirzeste Verbindung zwischen den Punkten P (t1, x1), P> (t2, x2):

Py t2
o= /ds = / V1 + #2dt = Minimum (1.111)
P1 t1

F héangt in diesem Fall nur von &, nicht von z und ¢ ab.

2. Brachystochronenproblem (J. Bernoulli 1696):

t, t

X9 Q | > T

" |

\ I

A\ I

i

NN !

\k\ '

: i

N I

o, S

R SO B ey ~0
v J
X {

P> d to 2
1 .
= [ % _ / \/ T dt = Minimum (1.112)
v 2gx
131

Py
F héngt in diesem Fall von z und &, aber nicht von ¢ ab.

3. Minimale Rotationsfliche. In diesem Beispiel héngt F' von & und ¢, jedoch nicht
von x ab:
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Py (2

a = /da =27 / tv1+ ?dt = Minimum (1.113)

P1 t1

Zuriickfiihrung der Variationsaufgabe auf Differentialgleichungen. n-dimensionale
Behandlung: Es werden diejenigen x; (t), x2 (t), ... x, (t) gesucht, fir die

to
I = / F(x1, ... @y, &1, ... &pn, t)dt = Extremum (1.114)

t1

und z; (t1) = @} , z; (t2) = 27 ist (i = 1, ... n). Funktion F und Werte t1, to, x}, 27

gegeben.

Variation der gesuchten xz; (¢):

T (1) = @i (t) + €& (t), (1.115)

31



Theoretische Mechanik P. Eckelt

& (t) beliebige (differenzierbare) Funktionen mit

i(t1) = & (ta) = 0. (1.116)
¢; reelle Parameter; fiir & — 0 gehen die 7; (¢) in die z; (t) iber. Variation des
Integrals:

to
1(81, En) = /F(:Ul 4+ e1&1, ..., 21 + 8151, ceey t)dt. (1.117)
t1
I(e1,...en) s0ll fir eg = ... = g, = 0 ein Extremum besitzen; notwendige und
hinreichende Bedingung:
<al> -0, i=1,...n, (1.118)
6€i e1=+=e,=0
das heifit
to
/(5181J gl ) =0, i=1,...n. (1.119)

t1

Partielle Integration des zweiten Terms:

oOF oF d 8F d 8F
/fz G ) /& 4o /51 Cond (20
— der Randterm verschwindet wegen (1.116) — fiihrt in (1.119) auf
f_(0F doF

t1

Hieraus folgen — mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung =) — die
Eulerschen Gleichungen:
d OF oF

=0, i=1..n. (1.122)

) Fundamentallemma:
ta

/ E(t)n (t)dt = 0 fiir beliebige & (t) mit £ (t1) = £(t2) = 0

ty

= n(t) =0
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Leonhard Euler, 1707 - 1783

Hier wurde bewiesen: I = Extremum = Eulersche Gleichungen. Die Umkehrung < ist
ebenfalls richtig. Siehe hierzu Arnold § 12. Also hat man Aquivalenz von integralem
Variationsprinzip und Eulerschen Differentialgleichungen.

Losung der obigen Beispiele mit Hilfe von (1.122). Ad. 1:
oF i OF

N — — =0
0t 1+ a2 Oz
d @ i
1122) = S Y o = X _.
( ) dt /1 + @2 V1 + @2
= G=-——o=aq = 2(t)=at+b, (1.123)

V1 — 2

d. i. eine Gerade (wie erwartet). Ad. 2: Die Brachystochrone ist eine Zykloide. Beweis?
Ad. 3: z (t) ist eine Kettenlinie. Siehe Goldstein, chap. 2.2.

Der Vergleich von (1.122) mit (1.50) fithrt auf das Hamiltonsche Prinzip:

to

/ L (g (£), da (£), 1) dt = Exctremum . (1.124)

Die Lagrange-Gleichungen sind die FEulerschen Gleichungen des Variationsprinzips
(1.124). Von allen denkbaren Bahnen g, (t), die von 1 nach 2 fithren, verleiht die
richtige Bahn (Losung der Lagrange-Gleichungen) dem Wirkungsintegral [ L dt einen
Extremwert.

Beispiel: freies Teilchen

(1.125)
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A

A rrarie Satin

Variierte Bahn: v = v (t) beliebig — mit der Einschréinkung < v (t) >= £/ 7; richtige

Bahn:
v=2E&/T =<v(t) >;
wegen
<) >><ov(t)>*= (/1)
folgt

(1.126)

(1.127)

(1.128)

d. h. das Wirkungsintegral hat fiir die gleichférmige (d. i. die richtige) Bewegung den

niedrigsten Wert.

Empfehlenswerte Lektire: Feynman Lectures on Physics 11, § 19, The Principle of Least

Action.

2 Symmetrien und Erhaltungssitze

Berechnung der Bahn ¢, (t), « = 1, ... n, aus den Lagrange-Gleichungen (1.50) zusam-

men mit Anfangsbedingungen qq (0) = Qa, 4o (0) = Qa:
qa = QCM(Qla an Qb QTM t)
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(QD q2, ... Qn) =!(Ga = ¢q
(Q17 QZ: cee Qn) = Qa =: Q UsSw. (22)

Oft interessieren weniger die Details der Bahn, als vielmehr Konstanten der Bewe-
gung. Das sind Funktionen F' (g, ¢, t), die ihren Wert léings der Bahn ¢ (¢) nicht &ndern:

Abkiirzung;:

F(q(t), ¢(t),t) = F(Q, Q, 0) = konstant . (2.3)
Bezeichnung derartiger Gleichungen als Erhaltungssétze.
Beispiel:

In dem wichtigen Spezialfall, dass L nicht explizit von ¢ abhéngt: L = L (q, ¢), lisst sich
eine Konstante der Bewegung leicht angeben. Wegen 0 L /9t = 0 hat man némlich

dL oL . oL .
E_Z (@% + 8—%%)

(1.50) . ia_L . a_L ..
— - Za: ((dt aq'a) Yt Fia qa)
_ Z 4 (oL,
~ Lot \9g.
=5 S g e (2.4

= H=H(qq) = —— Go — L = konstant (2.5)
qa
Sei noch spezieller L = T — V mit T homogen quadratisch in den ¢,; siehe (1.44). Mit

dem Eulerschen Satz iiber homogene Funktionen ™) folgt:

i = 27T . 2.
94, ¢ (2.6)

Sei F (z1, ... zn) homogen vom Grade m:
F(Azi, ... Xzy) = X" F (T1, ... Ty) ;

dann gilt (siche Budé § 34.5; vorstehende Gleichung nach A ableiten und dann A = 1 setzen):

ngx =mkF
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Sei ferner V' unabhéngig von den ¢,. Dann ist wegen (2.5, 6)
0
H = — (T —V)o —-T+V =T+V =F, 2.7
Za: 3a ) + + (2.7)

d. i. die Energie des Systems. (2.5) ist in diesem Fall der Energiesatz.

F Konstante der Bewegung = Funktion G (F') Konstante der Bewegung. G von F
abhingig (und umgekehrt). Konstanten der Bewegung F, F5 heilen unabhdingig, wenn
die eine nicht als Funktion der anderen darstellbar ist. Gibt es eine maximale Anzahl
von unabhéngigen Konstanten der Bewegung? Wenn ja, wie grof} ist diese?

Satz: Ein System mit n Freiheitsgraden besitzt genau 2n unabhingige Konstanten der
Bewegung.

Beweis: Die allgemeine Losung der Lagrange-Gleichungen hingt von 2n Integrations-
konstanten ¢; ab:

do = qa(c1; €2, ... C2p, 1) (2.8)

Zu jeder Wahl der ¢; gibt es eine bestimmte Bewegung; siehe z. B. (2.1), wo ¢y, ... cap
die Bedeutung der anfiinglichen ¢, ¢ haben. Betrachte eine beliebige (diffbare) Funktion
f (g, 4, t). Einsetzen von (2.8) fithrt auf

f (q (Ca t)> Q(C, t), t) =49 (C, t) (29)
Of 0ga . OFf 0da\ _ Oy o
- zo; <8Q¢)¢ dc + ({')(ja 8CZ> - dc; ’ i=1..2n. (210)

Nicht alle 0 g /0 ¢; verschwinden. Falls ja, d. h. ¢g unabhéngig von sdmtlichen ¢;, wére
(2.9) eine die g, verkniipfende Zwangsbedingung, die von vornherein ausgeschlossen
wird. Demnach ist (2.10) ein inhomogenes System von 2n linearen Gleichungen zur
Bestimmung der 2n Groflen 0 f /0qq, O f/0Go. Eine (eindeutige) Losung existiert
genau dann, wenn die Determinante der Koeffizientenmatrix nicht verschwindet:

d(q, 4)
oc

‘ £0. (2.11)

Eine (eindeutige) Losung existiert aber nach Konstruktion von (2.10), also gilt (2.11).
Aus (2.11) folgt Invertierbarkeit:

o = (qu (Ca t) v o = (a (07 t) (2-12)
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Das sind 2n Konstanten der Bewegung. Unabhingig; falls nicht, konnte (2.13) nicht
nach (2.12) aufgelost werden. Es gibt keine weiteren unabhéngigen Konstanten der
Bewegung. Denn: K (q, ¢, t) Konstante der Bewegung

= K(gd.t) = A1)
dK  dA _ 9A

= == =0 2.14
dt dt ot ( )

= K(g.q¢t) = A()
abhéngig von den ¢;. Damit ist der Beweis komplett °

Anmerkungen:

1. Die Konstanten ¢; sind durch die Anfangswerte Qq, Qa ausdriickbar und umgekehrt.
Daher kann man auch letztere als die Konstanten der Bewegung des Systems ansehen:

Qa = Qa (g, 4, t) = konstant
(2.15)
Qo = Qa (¢, ¢, t) = konstant .

2. Das Problem der Integration der Lagrange-Gleichungen ist dquivalent dem Problem,
2n unabhingige Konstanten der Bewegung zu finden. Siehe den Ubergang von (2.12)
nach (2.13) und umgekehrt.

Beispiel: Teilchen im homogenen Kraftfeld

L= %UQJrﬁw? L mi=F, F=4¢ (2.16)

L to= R R t =
= v=—F + 1 = o = U — — F = konstant
m m
(2.17)

2 - 2 -
r=—»>F+4+tig+7 = 7T9=7—1t0+ — F = konstant

2m 2m

Das sind (in drei Dimensionen) sechs unabhingige Konstanten der Bewegung. Dyna-
misch interessante Erhaltungsgrifien sind die Energie:

m
=2

5 — F . 7 = konstant (2.18)

E =
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und die zu F orthogonalen Impulskomponenten:
py = mU - 4 = konstant , (2.19)

wo @ ein zu F senkrechter, ansonsten beliebiger Einheitsvektor ist. FE, p, sind durch
70, Ug ausdriickbar. Wie?

Beispiel: eindimensionaler harmonischer Oszillator

L= M2k 2.2
5 & 5% (2.20)
(1.50) . 2 2
= T+wx=0, w =k/m (2.21)
vo .
= xr=—sinwt + xp coswt (x(0) = xo)
w
(2.22)
T =1 coswt — row sinwt (2 (0) = wp)
L. :
= xo = (coswt)r — — (sinwt) & = konstant
w
(2.23)

vo =w (sinwt)z + (coswt) i = konstant

Das sind zwei unabhiingige Konstanten der Bewegung. Die Energie (u. a.)

k
E = %1}2 + 5:1:2 = konstant (2.24)

. N m oo Kk o
ist von x¢, vo abhingig: £ = 5 Y0 + 5 %0 .

Im allgemeinen (abgesehen von einigen wenigen speziellen Systemen) ist die Losung der
Lagrange-Gleichungen nicht in geschlossener Form (2.8) (oder spezieller (2.1)) darstell-
bar. Wie gelangt man dann — abgesehen von (2.5) — zu Konstanten der Bewegung?

Zur weiteren Diskussion Umformulierung der Lagrange-Gleichungen. Einfithrung des
zur generalisierten Koordinate g, konjugierten generalisierten Impulses:

0L .
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Die Lagrange-Gleichungen nehmen dann die folgende Gestalt an:

) oL .
Pa = a—(]a (Qa q, t) (226)

Gln. (2.25, 26) sind Gln. (1.50) dquivalent. Es handelt sich hier jedoch um 2n Dgln.
1. Ordnung zur Bestimmung von ¢, (t), ps (t) — dort um n Dgln. 2. Ordnung zur
Bestimmung von ¢, (t). Vgl. (1.77).

Eine Koordinate g, heifit zyklisch, wenn L nicht davon abhéngt: 0L /0q, = 0. Aus
(2.26) folgt in diesem Fall:

Pa (g (t), G (t), t) = konstant . (2.27)
Der zu einer zyklischen Koordinate konjugierte Impuls ist demnach eine Konstante der
Bewegung.
Beispiele:

1. Freies Teilchen:

L= %172 . d. h. 7 zyklisch
oL
= p= 37 = m T = konstant ; (2.28)
v

das freie Teilchen bewegt sich mit konstantem Impuls (Trégheitsgesetz).

2. Sphirisches Pendel (siehe Gln. (1.58, 59)):
¢ zyklisch = p, = L, = konstant ; (2.29)

die Zylindersymmetrie des Systems beziiglich der z-Achse impliziert Konstanz der z-
Komponente des Drehimpulses.

Reduktion der Dimensionalitdt. qo zyklisch, p, konstant reduzieren das n-dimensionale
Problem auf ein (n — 1)-dimensionales Problem: Elimination von ¢, mit Hilfe von (2.27).

Was macht man, wenn kein g, zyklisch ist? Manchmal hilft der Ubergang zu einem
anderen Koordinatensystem, wenn dadurch eine Koordinate (evtl. mehrere) zyklisch
wird. Beispiel: Teilchen im Zentralpotential. Kartesische Koordinaten sdmtlich nicht
zyklisch, aber in Kugelkoordinaten wird ¢ zyklisch = L.-Erhaltung (siehe Gln. (1.56,
57)).

Die Konstanten der Bewegung sind eng mit den Symmetrien des Systems, d. h. der
Lagrange-Funktion L (g, ¢, t) verkniipft.
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Betrachte die einparametrige Schar (infinitesimaler) Transformationen

o = To (@, t56) = qa + €80 (g, t) + ... (2.30)
(vgl. (1.78)), wo ¢ ein (infinitesimaler) reeller Parameter ist. Fiir ¢ = 0 hat man die
identische Transformation: G, = ¢o. Die transformierte Lagrange-Funktion ist (vgl.
(1.79))

Le(q7 q‘? t) = L (67 67 t)
(2.31)

) 0 )
=L(q, 4, t) +¢ <8€Ls(q, q, t))s_o + ...

L heifit quasisymmetrisch gegeniiber (2.30), falls es eine Funktion x (g, t) gibt, so dass
gilt:

0 . d )
<& LE (Q> q, t)>€:0 - E X((L q, t) . (232)

Dann sind nach der Umkehrung des entsprechenden Satzes in Kap. 1 die Lagrange-
Gleichungen invariant gegeniiber (2.30) (in 1. Ordnung von ). Im speziellen Fall

(% L (g. 4. t)>szo -0, (2:33)

d. i. Invarianz der Lagrange-Funktion (in 1. Ordnung von ), nennt man L symmetrisch
gegeniiber (2.30); in diesem Falle sind die Lagrange-Gleichungen erst recht invariant
gegeniiber (2.30) (in 1. Ordnung von ¢).

Noether-Theorem: Sei L (quasi)symmetrisch gegeniiber (2.30) im Sinne von (2.32,
33). Dann ist

oL

F = —¢&, — ¥ = konstant 2.34
2 aqa&y X (2.34)

langs der Bahn ¢, (t), also Konstante der Bewegung gemé$ (2.3).
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Amalie Emmy Noether, 1882 - 1935

Beweis: Nach (2.30, 31) sowie unter der Voraussetzung (2.32) ist

(pee@an) = (grila+eci+etn)
oL oL
- (8—%§a n 8—%fa>

Iy (2R doLy, L d
s 0qe dt 04o) " dt

e=0

_4
T’
Léngs der Bahn kann man wegen (1.50)
oL _aor
0Go  dt 0da

setzen. Damit nimmt (2.35) die folgende Gestalt an:

d oL
i (S )

Das ist die Behauptung (2.34) in der Form F = 0
Anmerkungen:

1. Falls statt (2.32) sogar (2.33) gilt, fehlt der x-Term in (2.34).

(9.))

(2.35)

(2.36)

2. Statt (2.30) r-parametrige Liesche Transformationsgruppe; man erhélt insgesamt r
Konstanten der Bewegung. Siehe z. B. P. Mittelstaedt, Klassische Mechanik, BI Nr.

500/500a, Mannheim (1970) § 6.
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3. Die Umkehrung des Noether-Theorems, wonach es zu jeder Konstanten der Bewegung
eine e-Familie von Transformationen gibt, gegeniiber der sich die Lagrange-Funktion
(quasi) symmetrisch verhilt, wird in Saletan & Cromer, chap. III 5 (d) bewiesen.

In den folgenden Beispielen wird ein System mit der Lagrange-Funktion
L = L(x1, y1, 21, --- TN, YN, ZN; T1, U1, 21, - - TN, YN 2N T) (2.37)
zu Grunde gelegt: z. B. N-Ko6rperproblem in kartesischen Koordinaten.

1. Riumliche Translationsinvarianz. Die Lagrange-Funktion (2.37) sei symmetrisch
gegeniiber Translation in z-Richtung:

T; = x; + €

Yi = Yi (2.38)
Zi = Zi,
d. h. es sei
<%L<a¢1 +E&Y1,21,. . . TN T E, YN, ZN; L1, Y1, 21, - ..a?N,xN,yN,zN;t»E:O =0. (2.39)
Mit x = 0 sowie
§oy =1, & =&, =0 (2.40)
folgt aus (2.34):
Yoo &
P = ; P ; pzi = Py = konstant , (2.41)

d. h. Impulserhaltung. Genauer: Erhaltung der z-Komponente des Gesamtimpulses.
Falls auch beziiglich der y- und der z-Richtung rdumliche Translationsinvarianz vorliegt,
bleiben die entsprechenden Impulskomponenten P, bzw. P, ebenfalls erhalten.
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Spezialfille:

N
a) L= "5 v, .. i) (2.42)

mit

v =Y w(f - 7l (2.43)

wo v eine fiir alle Teilchenpaare gleiche innere Wechselwirkung beschreibt (z. B. Kepler-
Potential in der Himmelsmechanik). Es folgt:

N N
P = Z mi T = Z p; = konstant . (2.44)
i=1 i=1

Falls Translationsinvarianz nur in einer bestimmten Richtung vorliegt, bleibt nur die ent-
sprechende ﬁ—Komponente erhalten; siche Teilchen im homogenen Kraftfeld, Gl. (2.19).

b) Geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld (1.75):
m -2

L=7 —e(p(Ft) —7- A7 1) (2.45)

mit ¢, A translationsinvariant in Richtung 4; dann ist
pu = (m7 + eA(F, t)) - @ = konstant . (2.46)
c) Relativistisches Teilchen (Goldstein, chap. 7.8):
L=-mgP\1—-02/2—V(Ft); (2.47)

mo = Ruhmasse, ¢ = Lichtgeschwindigkeit. Lagrange-Gleichungen geméf (1.50):

d . oV
pr (m(v)v) = ~o7 (2.48)
mit
m) = ——0 (2.49)

\/1—112/627

siehe Einstein-Mechanik. Sei V' translationsinvariant in u-Richtung. Dann gilt:

pu = m(v) U - 4 = konstant . (2.50)
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2. Rotationsinvarianz. Die Lagrange-Funktion (2.38) sei symmetrisch gegeniiber Ro-
tation um die z-Achse:

T, =cosex; —siney; = x; — €y + ...

Yy, =sinex; + cosey; = y; + €x; + ... (2.51)
Zi =%,
d. h. es sei
0 . .o .
—— L% — eyi, yi +emi, 245 T — €9i, i + €34, Zis t) =0. (2.52)
Oe e=0
Mit x = 0 sowie
é.xi = —Yi, fyi = Ty, gzi =0 (253)
folgt aus (2.34):
N N
oL oL
F = lzzl (azz a—yz — i 8—%) = Zzzl l.,; = L, = konstant , (2.54)

d. i. Drehimpulserhaltung. Genauer: Erhaltung der z-Komponente des Gesamtdrehim-
pulses.

Wenn die Lagrange-Funktion z. B. von der Gestalt (2.42) ist mit rotationsinvariantem
V beziiglich beliebiger Richtungen (auf 7' trifft das zu; wieso?), dann ist

N N
L= Z miT X T = Z l; = konstant . (2.55)
i=1 i=1

Beispiel: V' geméf (2.43). Falls Rotationsinvarianz nur fiir eine bestimmte Richtung
gegeben ist, bleibt nur die entsprechende E—Komponente erhalten; z. B. zylindersymme-
trisches V.

3. Zeitliche Translationsinvarianz. Man kann das Noether-Theorem verallgemei-
nern, indem zusétzlich zu (2.30) auch Transformationen der Zeit beriicksichtigt werden:

t=t(q, t;e). (2.56)

Man erhilt dann statt (2.34) einen umfassenderen Ausdruck fiir die Erhaltungsgrofie F,
siehe z. B. E. A. Desloge & R. I. Koch, Noethers theorem in classical mechanics, Am. J.
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Phys. 45 (1977) 336. Das wichtigste Anwendungsbeispiel ist die Invarianz autonomer
Systeme, d. h. von Systemen mit L = L (q, ¢), unter zeitlicher Translation:

t=1t+c¢. (2.57)
Das erweiterte Noether-Theorem liefert in diesem Fall die Erhaltungsgrofie
F=H(q q), (2.58)

die bereits in Gl. (2.5) auf anderem Wege hergeleitet wurde. Also: Zeitliche Translati-
onsinvarianz impliziert Energieerhaltung.

In den bisherigen Beispielen wurde gezeigt, dass Symmetrien der Lagrange-Funktion
(des Systems) Erhaltungssétze implizieren: rdumliche Translations- und Rotationsinva-
rianz = Impuls- bzw. Drehimpulserhaltung; zeitliche Translationsinvarianz = Energie-
erhaltung. Die Umkehrung gilt ebenfalls: Umkehrung des Noether-Theorems. Daraus
ergeben sich Konsequenzen fiir die Konstruktion der Lagrange-Funktion eines Systems —
sofern diese zunéchst unbekannt ist. Sollen die obigen Erhaltungssitze fiir das System
gelten (z. B. abgeschlossenes System), so ist die Lagrange-Funktion mit den entspre-
chenden Invarianzeigenschaften auszustatten. Das legt die Lagrange-Funktion i. a. noch
nicht fest, aber man kann gezielter nach der ,richtigen“ Lagrange-Funktion suchen.

Die Symmetrien der Lagrange-Funktion spiegeln gewisse Strukturen von Raum und Zeit
wieder: die rdumliche Translations- und Rotationsinvarianz von L die Homogenitdit des
Raumes bzw. die Isotropie des Raumes, die zeitliche Translationsinvarianz von L die Ho-
mogenitit der Zeit. Daher kann man sagen: Die Erhaltungssétze fiir Impuls, Drehimpuls
und Energie sind Konsequenzen der Homogenitét und Isotropie der Raumzeit.

In den folgenden beiden Beispielen ist L nur quasisymmetrisch: x = x(q, ¢, t) # 0.

4. Galilei-Invarianz. Die Lagrange-Funktion

N

L = Z 72 (@7 + 97 + 2D — V(z1, y1, 21, - TN, YN, 285 1) (2.59)
i=1

mit V translationsinvariant in x-Richtung ist quasisymmetrisch gegeniiber Galilei-
Transformation in z-Richtung:

T; = x; + €t
Yy = Vi (2.60)
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Denn geméif (2.32) ist

0
<—L(JE1—i—Et,yl,Zl,...;j?l—i—E,yl,Zl,...;t))

oe e=0
- ST (2 R+ 2R — Ve, 2 f)

85 : 2 ) 7 1 ) 9 )ttty

7 e=0
d

—Zz:ma: dt;mlx, o MX (2.61)

Galileo Galilei, 1564 - 1642

wo M = Z m; die Gesamtmasse und X = Z m; x; / M die z-Komponente des Schwer-
punktes 1st Mit x = M X und

Ewi =t, gyi = fzi =0 (2.62)
folgt aus (2.34):
F = Z 8%25 —x =Pt — MX = —MX, = konstant . (2.63)
Das ist der Schwerpunktsatz:
X =(P,/M)t+ Xo. (2.64)

Dreidimensionale Verallgemeinerung maoglich, sofern V' in jeder Richtung translationsin-
variant ist:

R=(P/M)t+ Ry. (2.65)
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Der Schwerpunkt bewegt sich gradlinig-gleichférmig mit der konstanten Gewchwindigkeit
P/M.
Umkehrung: Zur Herleitung der Lagrange-Funktion des freien Teilchens aus der Forde-

rung nach Galilei-Invarianz der Lagrange-Gleichungen siehe Saletan & Cromer, chap.
11T 4.

Aus den vorstehenden Beispielen ergeben sich die zehn klassischen Konstanten der
Bewegung des abgeschlossenen N-Ko6rpersystems:

N
m; -2 = N
L = Zl 77” — V(... 7N) (2.66)
1=

mit V' gemiB (2.43). Erhaltungsgrofien dieses Systems sind

P = i T 2.67
— der Impuls: . EZ: mir . ( a)
L = iTi X TG 2.67 b
— der Drehimpuls: N ; miti X T ( )
my -2 = -
— die Energie: E = Z o T + V (7, ... TN) (2.67 ¢)
i=1 >oomy (75 — Tit)
— der (anfingliche) Schwerpunkt: Ry = - : . (2.67 d)

Fir N = 1 (sechs unabhéngige Konstanten der Bewegung) sind die Gréflen (2.67) nicht
unabhéngig; es lassen sich aber leicht sechs unabhéngige Konstanten der Bewegung dar-
aus gewinnen. Fir N = 2 (zwolf unabhiingige Konstanten der Bewegung) sind die
Groflen (2.67) unabhingig voneinander; zwei weitere Konstanten der Bewegung erge-
ben sich leicht aus der Relativbewegung. Fiir N > 3 (6N unabhingige Konstanten
der Bewegung) ist das Aufsuchen weiterer Konstanten der Bewegung eine sehr schwere
Aufgabe.

Die bisherigen Transformationen ¢, ¢ — G, t(q, t; €) waren ,anschaulich“: rdumliche
Translationen und Rotationen, zeitliche Translationen, Wechsel des Inertialsystems. Das
letzte Beispiel zum Noether-Theorem zeigt, dass die Transformation (2.30) auch ,,unan-
schaulich“ sein kann.

5. Runge-Lenz-Vektor, Kepler-Problem. Die Lagrange-Funktion

3
m k m -2 k
L:_ 5.2 - = _ 7 e 2
22 Ty + - 5 T +\:E’| (2.68)
" >
a=1

des Kepler-Problems ist quasisymmetrisch gegeniiber den drei Transformationen
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Johannes Kepler, 1571 - 1630

To = To —em(2&q 23 xa'g—f-fcsa[g) (2.69)
a, B =1, 2, 3: zu jedem [ gibt es eine Transformation der z,. Es folgt
Todp — T+ T0ap)
T Toup (2.70)

T = o — sm%(Qa'caxg —
.. 52
=1%o —em2iax3 + Tadp — Tadp — T 008 —

—em2iqrg + Tads — Talp — 7 5aﬁ — T xéag))

= L. =L (7, E)
_m
2
(0%
k
_|_
\/Z (o — em(2Tax8 — Tadp — T - Tag))
e
=L(x, &) —em? (2% - x5 — f Tipg — @ - Lig)
+ekm(Z - Fag — T2ap) /|7 + (2.71)
0L . . .
= €> :—mQ(Qf xl‘ﬁ—f'fig—f-fi‘ﬁ)
de e=0
+hm (T - Fag — Fip) /|77 = Xs (2.72)
xg = —m? (f’2xg — - Zig) — kmuag /|7 (2.73)
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Mit
fo = —m(2Ea 25 — Tais — T - 10ap) (2.74)
und (2.68, 73) folgt aus (2.34):

g — 7’ xg) + kmaxg/|Z] = —m Ag = konstant , (2.75)

8-

Fg = m? (% -
6 =1, 2, 3, also drei Konstanten der Bewegung. Vektorschreibweise:

A

I
3

I x (T x &) —kE/|7|

x L — ki = konstant , (2.76)

1

Il
S

das ist der Runge-Lenz-Vektor.

Bahnkurve. Im Zentralkraftfeld erfolgt die Bewegung in der zum Bahndrehimpuls senk-
rechten Ebene durch den Ursprung:

- L=0 %9 A1.L-o0. (2.77)
Also liegt A in der Bewegungsebene. Wiihle dort ebene Polarkoordinaten r = |Z] und

¢ so, dass ¢ = 0 der A-Richtung entspricht. Aus (2.76) folgt:

z- A

Il
8y

U x L —kZ -2
XxXU-L—kri- 3

T T

Il
8y

= rAcosp = L*/m — kr

" 1+ ecosp ( )
mit
L? A
— - = 2.79
P= e = o (2.79)

d. i. die Polardarstellung der Kegelschnitte (Kraftzentrum in Brennpunkt): ¢ = O0:
Kreis, 0 < ¢ < 1: Ellipse, ¢ = 1: Parabel, ¢ > 1: Hyperbel.
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3 Schwingende Systeme

Betrachte ein System von N Massenpunkten, die in der skizzierten Weise untereinander
und an ortsfeste Aufhingepunkte gekoppelt seien — d. i. ein System ohne Freiheitsgrade
der Translation und der Rotation. Dafiir soll die Vibrationsbewegung studiert werden.
Das System sei zunéchst keinerlei zusétzlichen Zwangsbedingungen unterworfen.

PRV
L "y

Die potentielle Energie des Systems sei

V= V(A ... TN (3.1)
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Gleichgewichtskonfiguration FI(O), FQ(O), e F](\?) gekennzeichnet durch die Bedingung
Vv (FI(O), 7:.2(0)’ F](\?)) = (relatives) Minimum ; (3.2)

evtl. mehrere Gleichgewichtskonfigurationen. Auslenkungen aus der Gleichgewichtsla-

ge:

g = — i j=1,2..N. (3.3)
Eine beliebige Konfiguration des Massenpunktsystems ist durch die 3 N Lagekoordinaten

71 = (21, x2, 3)

9 = (24, x5, Tp) (3.4)

IN = (T3N—2, T3N-1, L3N)

spezifizierbar. Zu jedem Gleichgewichtspunkt 7_‘;.(0) gibt es ein eigenes kartesisches Ko-

ordinatensystem x3;_2, x3;_1, x3;. Fiir die Gleichgewichtslage gilt x1 = 29 = ... =

T3IN — 0.

Die potentielle Energie ist eine Funktion der Lagekoordinaten:

V = V(acl, Ty « v ZCgN) . (3.5)
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Taylor- Entwicklung um die Gleichgewichtslage:
9%
Vi) =V(O0)+) 5—(0)z
; o0
1 o*v
0
2 Z 8wj8xk( )m]:vk
Jik
1 PV
0)xz; 3.6
gkl
Das (relative) Mininum (3.2) ist dadurch gekennzeichnet, dass gilt:
e Die ersten partiellen Ableitungen, damit die Krifte, verschwinden:
oV
(3.7)

20 =0, j=1,2,...3N.
aa;j() J

e Die Hesse-Matriz der zweiten partiellen Ableitungen, d. h. die (3N x 3N)-Matrix

mit den Elementen

0?v

Vik = Ox;0xy,

ist symmetrisch (und reell):
Vik = Vij
und positiv-definit:

Z ijxjxk > 0
Jik

(3.8)

(3.9)

(3.10)

fiir beliebige (nicht sémtlich verschwindende, reelle) z;, zy, d. h. V (z) > V (0) fiir

hinreichend kleine z # 0.

Harmonische Niherung: Bei hinreichend niedriger Energie E > V (0) fiihrt das

System um die Gleichgewichtslage ,, Schwingungen kleiner Amplitude“ aus. Die Auslen-

kungen sollen so klein sein, dass es gerechtfertigt ist, in (3.6) die Terme dritter (und

hoherer) Ordnung zu vernachlissigen. Mit V' (0) = 0 (bei geeigneter Wahl des Energie-

nullpunktes) sowie (3.7, 8) erhilt man fiir die potentielle Energie die Darstellung:

1
V = 3 z;ij%JUk
J’

02

(3.11)
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Die kinetische Energie des Systems ist
1 . 2
T = 5 E m;aj (3.12)

WO ms;_o = mg;—1 = mg; die Masse des i-ten Teilchens ist. Also folgt fiir die Lagrange-
Funktion in x;, x;:

1 .
L = 5 ijx?—zvjkxjxk . (313)
j j7 k
Die Lagrangeschen Gleichungen ergeben sich hieraus zu

mj:'éj—i—ZV}k:rk =0. (3.14)
k

Das ist ein System von 3N gekoppelten, homogenen, linearen Dgln 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten zur Bestimmung der 3N Funktionen x; (t), z2 (¢), ... x3n (f).
Die Linearitat ist eine Konsequenz der harmonischen Naherung; die Beriicksichtigung
von Termen O (z; zi ;) in der V-Entwicklung — d. h. Berticksichtigung anharmonischer
Anteile der Wechselwirkung — fithrt auf nichtlineare Bewegungsgleichungen.

Die Transformation auf massenreduzierte Koordinaten

fj:,/mjxj, j:l) 2,3]\7, (315)

beseitigt die m;-Faktoren in der Lagrange-Funktion:

1 .
L=5 |28 -2 %&& (3.16)
J Jik
und in den Lagrange-Gleichungen:
G+ Qp& =0, (3.17)
k
Hierbei sind
v
Qjp = —=— 3.18
Jk ™, Mk ( )

die Matrixelemente der dynamischen Matriz. Diese enthélt die gesamte Information
iiber das (linearisierte) System: die Massen und die Kréfte. Die Dgln. (3.17) haben
dieselben mathematischen Eigenschaften wie die Dgln. (3.14).
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Lésungsansatz — vgl. harmonischer Oszillator —
& = ajet. (3.19)

Das bedeutet: Alle Massenpunkte schwingen mit derselben Frequenz w; «; ist die Am-
plitude der j-ten (massenreduzierten) Lagekoordinate. Einsetzen von (3.19) in die Be-
wegungsgleichung (3.17) fiithrt auf das

Eigenwertproblem der dynamischen Matrix €2:

Z Qjk o = wa; (3.20)
k

zur Bestimmung der Eigenvektoren o; und der entsprechenden Eigenwerte w?.

Die Matrix €2 ist — wie die Matrix Vj; — reell-symmetrisch und positiv-definit. Daraus
ergeben sich fiir die Eigenwerte w? und fiir die Eigenvektoren a; die folgenden Eigen-
schaften (siehe Lineare Algebra):

2

v

1. Die Figenwerte w,, v = 1,2, ... 3N, sind positiv-reell; sie ergeben sich als die 3N

Wurzeln (Losungen) der charakteristischen Gleichung:
det (Qj — w?dj5) = 0. (3.21)

Hierbei handelt es sich um die Losbarkeitsbedingung des homogenen linearen Gleichungs-
systems (3.20), d. i. die Bedingung fiir die Existenz nichttrivialer (nichtverschwindender)
Loésungsvektoren o;.

®)

2. Die FEigenvektoren o, V= 1,2, ... 3N, sind reell; ferner orthogonal zueinander fiir
“’Z # wi:
() (V) _
d ol =0. (3.22)
J
Bei ,,Entartung* ""/21 = w2 (u # v) sind die entsprechenden Eigenvektoren im allge-

meinen nicht orthogonal; sie kbnnen aber — durch passende Linearkombinationen — so
gewihlt werden (Orthogonalisierung), dass (3.22) gilt. Wegen der Linearitét von (3.20)
konnen die Eigenvektoren aﬁy) auf 1 normiert werden:

S =1. (3.23)
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Die Gln. (3.22, 23) konnen zusammengefasst werden zu:

> o0y = b s (3:24)
J

derartige Vektoren bezeichnet man als orthonormiert.

3. Die 3N Eigenvektoren agu) bilden im 3N-dimensionalen Euklidischen Vektorraum
eine Basis: Es handelt sich ja um eine maximale Anzahl (3N) linear unabhingiger
Vektoren in diesem linearen Raum! Wegen (3.24) handelt es sich um eine ON-Basis.
Jeder 3N-komponentige reelle Vektor 3; kann danach entwickelt werden:

B =Y cal (3.25)
mit den Entwicklungskoeffizienten — wegen (3.24) —

= Bray) . (3.26)
k

Die Gln. (3.25, 26) kann man zusammenfassen zu:

B => By o
k v

= Y aa) =g, (3.27)

wegen der Beliebigkeit der S-Komponenten. Bezeichnung der Beziehung (3.27) als Voll-
standigkeitsrelation.

Eigenbewegungen — auch als Normalschwingungen bezeichnet:
() = o (4, et 4 Azeid 4, € C
(3.28)
= a§y) B, sin(w,t + ¢,), Bu,,¢, € R}

spezielle (reelle) Losungen von (3.17); dynamisch stabil, zeitlich periodisch mit den Fre-

quenzen wy,.

Die allgemeine Losung des Bewegungsproblems (3.17) erhélt man durch Superposition
der 3N Normalschwingungen (3.28):

&) = . (3.29)
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Die Auslenkungen x; (t) ergeben sich durch Multiplikation mit m}l/ ? gemif (3.15).
(3.29) enthilt insgesamt 6 N Integrationskonstanten Re Aj, Re As, ... Im Asn_1, Im A3y
bzw. By, Ba, ... 1, p2, ... ), die durch 6N Anfangsbedingungen festzulegen sind — bei
Bedarf. Bei der Superposition (3.29) geht die zeitliche Periodizitét der Bewegung im
allgemeinen verloren; sie bleibt genau dann erhalten, wenn die Frequenzen der super-
ponierten Eigenbewegungen in rationalen Verhéltnissen zueinander stehen; siehe z. B.
Lissajou-Figuren.

Die orthonormierten Eigenvektoren der dynamischen Matrix 2 definieren im 3NV-
dimensionalen Euklidischen Vektorraum eine orthogonale Transformation A mit den
Matrixelementen

Ay = ot (3.30)
d. h. Eigenvektoren von ) als Zeilenvektoren von A. Nach (3.24, 27) gilt ndmlich
AAT = ATA = 1. (3.31)

Statt (3.30) kann man auch A;, = agk) definieren, d. h. Eigenvektoren von  als
Spalten von A; dann gilt (3.31) unveréndert.
Die Normalkoordinaten 7; des Systems gehen aus den Koordinaten &, durch Anwen-

dung der orthogonalen Transformation (3.30) hervor:

n; = % o ¢, (n = A¢)
| (3.32)
2 g =Yaly (€= 4Tn).
J

Interpretation der 2. Gleichung: 7 als Koeffizienten der Entwicklung des Vektors { nach
den Eigenvektoren al(g), vgl. (3.25). Die 1. Gleichung (3.32) entspricht dann (3.26).

In Normalkoordinaten nimmt die Lagrange-Funktion (3.16) wegen (3.32) die folgende
Gestalt an:

L=Y@ré —erag

2
1. )

=3 (T AAT 7 — nT AQ AT p) (3.33)
1,.r.

=5 T =gy
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mit
QM) = A40AT . (3.34)

Der Vorteil der Normalkoordinaten liegt darin, dass die dynamische Matrix Q") in
diesen Koordinaten diagonal ist:

QN =3 ol g af™
k,l

k
= w2, 6jm - (3.35)

Auf der Diagonalen stehen die Quadrate der Normalfrequenzen w?, w?, ... w%N, d.
h. die Eigenwerte von . ) Das Eigenwertproblem von  ist somit fiquivalent dem
Problem der Diagonalisierung von . ) Fiir die Lagrange-Funktion (3.33) hat (3.35)
die Konsequenz:
1 .
L=3 > (f —win), (3.36)
J

d. i. eine vollstindige Entkopplung der Freiheitsgrade des Systems, wie man vor allem
an den Lagrange-Gleichungen sieht:

i +win =0, j=12..3N. (3.37)

Das sind 3NV entkoppelte harmonische Oszillatoren. In Normalkoordinaten ist demnach
die Losung des Bewegungsproblems trivial! Die allgemeine Losung von (3.37) ist einfach:

n;(t) = A elwit 4 A e Wit Aj e C
(3.38)
:Bjsin(wjtJrng), Bj,QOjER.
Das Problem ist aber nur verschoben! Die Normalkoordinaten 7; und die Normalfrequen-
zen wj sind ja zunédchst nicht bekannt. Ihre Berechnung erfordert die Diagonalisierung
von Q, d. h. die Losung des Eigenwertproblems der dynamischen Matrix — siehe oben.

Beispiel: Longitudinal schwingende Kette aus N Massenpunkten gleicher Masse
m, gleiche Kopplungs-(Feder-)konstanten k. Die potentielle Energie — im Geltungsbe-
reich harmonischer (Riickstell-) Kréfte — betrégt:

) und von QW); das Eigenwertspektrum ist gegeniiber der Transformation (3.34) invariant; fiir die
Eigenvektoren gilt: n](.m> = 0jm
) auch ,Hauptachsentransformation“ im 3N-dimensionalen Konfigurationsraum des betrachteten

schwingungsfihigen Systems genannt; vgl. starren Kérper: Tragheitstensor.
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AW W e-Ws
? 2 JV-A N
k N-—-1
Vi) =5 (2 + D0 (@ —2)" + 2} | (3.39)
]:
V (0) = 0 gesetzt. Daraus ergibt sich die dynamische Matrix (3.18) zu:
2 —1 0
-1 2 -1 0
0 -1 2
Qjr = Wi (3.40)
2 -1 0
0 —1 2 -1
0o -1 2

mit w3 = k/m. Die Analyse der Bewegung der obigen Anordnung erfordert die Lésung

des Eigenwertproblems der Matrix (3.40).

Betrachte zunéchst den Fall N = 2. Eigenwertgleichung (3.20):

s ()= (n):

Charakteristische Gleichung (3.21):

2w§ — w? —wg
det ( 9 9 =0

2
—wp 2w — w

= wt — 4wdw? + 3w =0
mit den Lésungen:

w] = wy , w§:3wg.

o8

(3.41)

(3.42)

(3.43)
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e w; = wy. Das Gleichungssystem (3.41) liefert hierfiir die Losung:
ol = oV (3.44)
Die entsprechende Eigenbewegung (3.28) ist (§ ~ z):
2V (1) = af) (1) = Ayelrt 4 Afetiant (3.45)

d. h. gleichphasige Oszillation der beiden Massenpunkte:

Die Kopplung zwischen den beiden Teilchen macht sich nicht bemerkbar.

e wy = V/3wp. Das Gleichungssystem (3.41) liefert hierfiir die Losung:
al? = —al? . (3.46)
Die entsprechende Eigenbewegung (3.28) ist (§ ~ z):
22 (1) = —alP () = Ayelrt 4 Ajeiwrt (3.47)

d. h. gegenphasige Oszillation der beiden Massenpunkte:

Die Kopplung der beiden Teilchen wirkt sich frequenzerhéhend aus.

Die allgemeine Bewegung ist eine Uberlagerung der beiden vorstehenden Normalschwin-

gungen.
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Anmerkungen: Die beiden (normiertern) Eigenvektoren

a(l):%G) ’ a(2>:%<_11) (3.48)

erfiillen die Orthogonalitéits- und Vollstéandigkeitsrelationen (3.24, 27). Die geméif} (3.30)
gebildete Transformationsmatrix

1 1 1
() "

ist orthogonal; verifiziere (3.31). Sie diagonalisiert die dynamische Matrix gemé&8 (3.35):

AQAT_(.U_% 11 2 -1 11
2 1 1 -1 2 1 -1
2
N B I (L Ry O (3.50)
0 3 0 w3

Die Normalkoordinaten sind nach (3.32) durch
1 1
n=7 (1 + 22), Y2 = 7 (1 — x2) (3.51)
gegeben °
Auch fiir beliebiges N ist die vorstehend beschriebene Methode realisierbar:

e Bestimmung der Eigenwerte w? der dynamischen Matrix (3.40) aus der charakteristi-
schen Gleichung.

e Berechnung der entsprechenden Eigenvektoren 045-”) aus dem linear-homogenen Eigen-

wertgleichungssystem; evtl. Orthogonalisierung und Normierung.

Dieser Weg wird in diversen Lehrbiichern eingeschlagen (z. B. W. Greiner & H. Diehl,
Theoretische Physik, Bd. 2: Mechanik II, Deutsch, Ziirich (1974), S. 71 ff.)

Man kann die Eigenvektoren auch erraten. Es ist nicht unplausibel, sich die Normal-
schwingungen der Kette als stehende Wellen vorzustellen:

) 2 . i
o —\/N+ISIH<N+1>. (3.52)

Der Vorfaktor dient der Normierung (auf 1). ag-y) ist (bis auf einen konstanten Faktor)

die Schwingungsamplitude des j-ten Massenpunktes in der v-ten stehenden Welle: v
Béauche, v + 1 Knoten (incl. Rand). j = 0 bedeutet die linke, j = N + 1 die rechte
Befestigung der Kette.
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=r

04 Z3

PIS ?= E.

Achtung: Der agy)—Graph suggeriert transversale Schwingungen; tatséchlich erfolgen die

Schwingungen jedoch longitudinal.

Der Spezialfall N = 2 ist in (3.52) enthalten:

2
o) = \/;sin (guj) ., wvj=12, (3.53)

ist — wegen sin 2 = sin 2 = 1./3, sowie sin ¥ = —1/3 - mit (3.48) identisch.
Graphische Darstellung:

) o
<

Z —/-\
i

12

Die Vektoren a§y), v = 1,2, ... N, bilden eine ON-Basis im N-dimensionalen Konfi-

gurationsraum. Zum Beweis (hier nicht) hat man die Giiltigkeit der Beziehungen (3.24,
27) zu verifizieren.

Dass es sich bei (3.52) tatséchlich um die Eigenvektoren der dynamischen Matrix (3.40)
handelt, weist man nach, indem man zeigt (hier nicht): Die orthogonale Transforma-
tion a( ) diagonalisiert die Matrix (3.40). Dabei erhilt man die Eigenwerte w2, d. h.
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die Quadrate der Normalfrequenzen, als Diagonalelemente der (auf Normalkoordinaten
transformierten) dynamischen Matrix. Siehe (3.35).

¥)

Wir beweisen hier die dquivalente Aussage: Die Transformation o entkoppelt die
Bewegungsgleichungen, d. h. die Koordinaten

N

m=Y o, v=12..N, (3.54)
j=1

sind die Normalkoordinaten des Systems. Siche (3.32, 37).

Die zur dynamischen Matrix (3.40) gehorigen Bewegungsgleichungen (3.17) sind:

& = —wt(2& — &1 — &), (3.55)

7 =1,2,... N, wobei man — entsprechend den Randbedingungen — &y = &ny1 = 0
()

setzt. Multiplikation mit ;" und Summation iiber j ergibt mit (3.52, 54):

N .
. 2 . mMUj
i = —wg 42 — 1;(5j+1 + &) sin
2 O v mv(j+1) mv(j—1)
= _w(Q] {27’],/ — N——H;[COSN—{—]_ <§j+1 SinN——H_ +fj_1 sin N4—|—1)
_|._

. TV ¢ Tv(j + 1) ¢ Tv(j — 1)
—sin ——— | &j41 cos ——> — &1 cO8 ———=
N+ 1 \PH N +1 - N +1
[ 2
:—w8{2ny—200sNL:1ny+ . TV <§1sin v n

S NT1 N +1
v N + sin TV ¢ 7TVN_€ TV
N +1 N I\ N TS N

} . (3.56)

Wegen [...] = &y sin mv = 0 folgt hieraus die Entkopplung der Bewegungsgleichungen,
d. i. die Behauptung:

iy = —w?n,, v=12..N, (3.57)
mit

w2 = 20k (1 — cos NW: 1) = 4w? sin? ﬁ . (3.58)

62



Theoretische Mechanik P. Eckelt

Das sind die Eigenwerte des Systems. Fir N = 2 ist in (3.58) das Resultat (3.43)

enthalten.

Frequenzspektrum geméif (3.58) fiir beliebiges, aber festes N:

A%

TV
2(N + 1)

(3.59)

wy = 2wp sin

Diskretes Spektrum. Je mehr Massenpunkte, desto mehr verschiedene Frequenzen.
Kleinste Frequenz (N groB):

T
Wi = W s (3.60)

alle Massenpunkte schwingen gleichphasig; vgl. Abb. 3.4a. Grifite Frequenz (N grof):
WN ~ 2w ; (3.61)

benachbarte Massenpunkte schwingen gegenphasig; vgl. Abb. 3.4b.

Die allgemeine Bewegung der Kette ist als Uberlagerung der vorstehend beschriebenen
stehenden Wellen darstellbar (geméfl (3.28, 29)).

Fiir zwei- und dreidimensionale Systeme wird das Eigenwertproblem der dyna-
mischen Matrix praktisch sehr schwierig. Ausnutzung von Symmetrien des Systems,
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Einfithrung passender Koordinaten, ... zur Vereinfachung der dynamischen Matrix. Ein-
fach heifit: ,Moglichst diagonal.“ Anwendung von Methoden der Gruppentheorie.

Betrachte nun ein durch zusitzliche Zwangsbedingungen auf n Freiheitsgrade (n <
3N) eingeschrinktes schwingungsfihiges System. Spezifizierung der Konfiguration durch
generalisierte Koordinaten ¢i, ¢o, ... ¢,. Die kinetische Energie T des Systems sei
homogen-quadratisch in den ¢, — geméB (1.44). Die generalisierten Kriifte Q, seien
geméB (1.51) als negative partielle Ableitungen der von den ¢, abhingigen potentiellen
Energie V' darstellbar. Lagrange-Funktion:

L= aag(d, - Gn)dads — V(i - dn) - (3.62)
a,f3

Stabile Gleichgewichtskonfiguration (V-Minimum) bei

do = (qo1s o2, - - - on) ; (3.63)

Abweichungen hiervon:

Ga = Ga — Qoa - (3.64)

Harmonische Niherung fiir kleine Auslenkungen aus dem Gleichgewicht (= Linea-
risierung der Bewegungsgleichungen):

L= Zﬂ(Taﬁ Gods — Vap Qo 45) (3.65)
«,

mit den reell-symmetrischen und positiv-definiten Koeffizientenmatrizen

1 . P2V
5 taeB = aop (Go) , Vap = m (Go) ; (3.66)

ferner werde V' (Gp) = 0 gesetzt. Lagrange-Gleichungen:

> (Topis + Vapgs) =0, a=1,...n. (3.67)
3

In dem Spezialfall T,3 = d4p3 geht dieses System (formal) in (3.17) tiber.

Losungsansatz in Analogie zu (3.19):

qp = cge't. (3.68)
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Einsetzen in (3.67) fihrt auf

> Vapes =AY Tapeg, A =w’. (3.69)
B B

Das ist ein wverallgemeinertes Eigenwertproblem zur Bestimmung der Eigenwerte A\ und
der Eigenvektoren cg: Eigenwertproblem von V', beziiglich® T'.

Bestimmung der FEigenwerte \,, v = 1,2, ... n, aus der Losbarkeitsbedingung des
linear-homogenen Gleichungssystems (3.69):

det (Vaﬁ — )\Ta/g) =0, (3.70)

d. h. als Wurzeln der verallgemeinerten charakteristischen Gleichung.

)

Zu jedem )\, berechnet man aus (3.69) den dazu gehorigen Eigenvektor ¢’ — bis auf

Normierung. Wenn mehrere Nullstellen A\,, = A,, = ... des charakterisitschen Po-

lynoms zusammenfallen (Entartung), findet man entsprechend viele linear unabhéngige

cgl), cé,m),

Die Eigenschaften ,reell-symmetrisch“ und ,,positiv-definit“ der Matrizen V und T" haben
— wie beim ,, gewthnlichen* FEigenwertproblem — Konsequenzen fiir die Eigenwerte und
Eigenvektoren:

e Die Eigenwerte sind positiv-reell, die Eigenvektoren konnen reell gewéhlt werden.

e Die Eigenvektoren sind in einem verallgemeinerten Sinne orthonormiert (bzw. konnen
im Falle der Entartung so gewihlt werden):

Z 2 Tag C(ﬂy) = uu - (3.71)
a?ﬁ

Im Spezialfall T,,3 = 043 folgt hieraus die ,,iibliche* Orthonormierung (3.24).

Zum Beweis der vorstehenden Aussage betrachte Gl. (3.69) fiir die v-te Eigenlosung:
S Vage =AY Tupc) (3.72)
B af

(w)*

Multiplikation mit ¢s’ , Summation {iber a:

STl Vagel) = A Y W gy (3.73)
a, 8 a,
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Betrachte sodann die zu (3.69) konjugiert-komplexe Gleichung fiir die p-te Eigenlosung,
und beriicksichtige V, T reell-symmetrisch:

S Vg = A0 W T,y (3.74)
Multiplikation mit c(ﬁl’), Summation iiber 3:
Z " Vg C(ﬂy) = A, Z " T c(ﬁy) . (3.75)
a?ﬁ a7ﬂ

Subtrahiere (3.73) von (3.75):

N = M) Dl Togely) =05 (3.76)
a?/B
fir 4 = v hat man
A = M) > e Ty = 0. (3.77)
o, p
Wegen T reell-symmetrisch und positiv-definit ist > ... positiv-reell. Zeige das!
a7ﬁ
Folglich:
A=\, (3.78)

also sind die Eigenwerte reell. Wegen V, T, A\, reell kénnen die Losungen von (3.69), d.

v)

h. die Eigenvektoren c;’ reell gewéhlt werden. Demnach berechnet man fiir y = v aus

(3.73):
O% cg) Vap cg)

= Zﬁ C(ay) Taﬁ C(ﬁy) .

Ay (3.79)

Wegen V' positiv-definit ist der Zahler positiv, wegen T positiv-definit ist der Nenner
positiv (s. o.), also sind die Eigenwerte positiv.

Da die Eigenwerte und die Eigenvektoren reell sind, schreibt sich (3.76) wie folgt:

M= M) D> W Tagel) = 0. (3.80)
o, B
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Sei nun p # v. Hierbei sind zwei Félle zu unterscheiden: A\, # A, und A\, = A,
(Entartung). Im ersten Fall folgt aus (3.80):
S W Tupey) =0, p#tvy (3.81)
a,p

v)

im zweiten Falle kénnen die cg, ¢y’ gleichwohl so gewihlt werden , dass (3.81) gilt

(Orthogonalisierung; siehe hierzu Goldstein, chap. 6.2). Schliefllich kann man die Ei-
genvektoren so normieren (wegen Linearitdt und Homogenitét von (3.69), dass gilt

S Ty = 1. (3.82)
a?/g

Gln. (3.81, 82) ergeben zusammen die Behauptung (3.71).
Normalschwingungen:
¢y (t) =¥ (A, el 4+ AzeTity 4, € C
=B, ¢y sin(w,t + @), By o €R (3.83)

wie in (3.28). w, = /A, positiv-reell = Oszillationen. Die allgemeine Bewegung des
Systems erhilt man durch Uberlagerung der vorstehenden speziellen Bewegungen — vgl.
(3.29).

Die Eigenvektoren von V' bzgl. T definieren im n-dimensionalen Konfiguarationsraum
eine lineare Transformation C mit den Matrixelementen (vgl. (3.30))

Cop = P . (3.84)

Diese Matrix diagonalisiert die Matrizen V und T simultan:

3 CoaVoo Cop = Mabas  (CTVC = A) (3.85)
p, o
bzw. Z Cpa Tpa Coﬁ = 5046 (CTTC = 1) 5 (386)
p, o

was unmittelbar aus (3.71, 73) abzulesen ist (und wegen C,g reell). Die transformierte
V-Matrix (mit A bezeichnet) enthilt auf der Diagonalen die Quadrate der Normalfre-
quenzen, die transformierte T-Matrix ist einfach die Einheitsmatrix.

Die Normalkoordinaten Q1, )2, ... @), werden eingefithrt durch

o =) CapQs (¢ =CQ); (3.87)
5
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sie entkoppeln wiederum die Bewegung. Aus der Lagrange-Funktion (3.65) wird:

1. .
L=-G"Tq—-q" Vg

2
(3.87): = %(QTCTTCQ - QTcTve)
(3.85, 56): = @70 - Q"AQ), (3.89)
ausgeschrieben:
_ 1 32 2
L=35> Q% 20, (3.:89)

«

und die Lagrange-Gleichungen (3.67) gehen iiber in
Qo +W2Qa=0, a=1,...n, (3.90)

mit trivialer Harmonischer-Oszillator-Losung.

Beispiel: Ebenes Doppelpendel. Siehe Abb. 1.6. Die Lagrange-Funktion (1.65)
geht in harmonischer Ndherung iiber in

mi1 +m . m ) ..
L:%l%ﬁ + 72@@% + malilo 1 ¢
mi + mo ma
_Tgll()p%_?gh@%- (3-91)

Hierbei wurde die additive Konstante (mj + ms2)gliy + mggls durch Verschiebung
des Energienullpunktes zum Verschwinden gebracht. Zur weiteren Vereinfachung Be-
schrankung auf den Spezialfall [y = lo = [, dafiir hat man

2

1 . .
L=3 Y (Tapap — Vap o ¥p) (3.92)
a,B=1
mit
Taﬁ=l2<m1+m2 m2>, Vaﬁ:gl<m1+m2 O) (3.93)
ma m2 0 mo

Eigenwertgleichung (3.69):
1 1
0 n 2 e C2
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mit
2 9 m2
= = = — . 3.95
WO l ’ Iu my + me ( )
Charakteristische Gleichung (3.70):
2 _ _
det [ ©0 ~ A 2‘” = (3.96)
—uA pwg = A)
mit den Lésungen
wg w?d
A o= — g = — 22—, 3.97
; v (3:97)

1 —p’
d. h. beide Eigenwerte sind positiv (wegen 0 < p < 1) und reell. Die entsprechenden
Frequenzen sind

2

T i N

Gl. (3.94) legt das Verhdltnis der Komponenten der beiden entsprechenden Eigenvekto-
ren fest:

1
2 _— bgw, 22— (3.99)
etV VH ERY/T

Also: Die Normalschwingung mit der hohen Frequenz (w; > wy) erfolgt gegenphasig,

die Normalschwingung mit der niedrigen Frequenz (wy < wyp) erfolgt gleichphasig. Die
Amplitude des unteren Pendels ist in jedem Fall grofler als die des oberen Pendels.

Beispiel:
c

mi=my = p=g > w = 185w wr = 0.76 .. wn, ’—2‘ — 141 ...
C1

Die Bewegung ist nicht periodisch wegen wy /ws irrational — jedoch quasiperiodisch.

4 Starre Korper (Kreisel)

Unter einem starren Korper versteht man ein System von N Massenpunkten mit festen
Absténden untereinander:
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d;; = dj; Konstanten. Modell eines ausgedehnten, nicht deformierbaren Kérpers.

Zur Beschreibung der Konfiguration (Lage) eines starren Korpers benétigt man genau
sechs (generalisierte) Koordinaten, z. B. drei kartesische Koordinaten zur Lokalisierung
eines beliebigen korperfesten Punktes S und drei Winkel zur Kennzeichnung der Orien-
tierung des Korpers beziiglich S. Formale Begriindung: Saletan & Cromer, chap. IV 5c.
Ein starrer Korper besitzt also sechs Freiheitsgrade der Bewegung: drei Freiheitsgrade
der Translation und drei Freiheitsgrade der Rotation.

Andere Z#hlweisen sind moglich: Betrachte z. B. drei beliebige nichtkollineare Mas-
senpunkte des starren Korpers. Das resultierende Dreieck hat sechs Freiheitsgrade der
Bewegung: 3 x 3 Koordinaten minus 3 Zwangsbedingungen vom Typ (4.1). Die anderen
Massenpunkte sind durch (4.1) fest an das Dreieck gekoppelt, liefern also keine weiteren
Freiheitsgrade.

Bei der Bewegung des starren Korpers sind im allgemeinen die Freiheitsgrade der Trans-
lation und der Rotation in komplizierter Weise miteinander verkoppelt. Beschréankung
der nachfolgenden Diskussion auf die Rotationsbewegung. , Ausschalten“ der Trans-
lationsbewegung durch Festhalten des Punktes S in einem Inertialsystem: z. B. Un-
terstiitzung von S im Schwerefeld, kardanische Aufhdngung, ... Einen in S festgehalte-
nen, ansonsten frei beweglichen, starren Korper bezeichnet man als Kreisel. Im folgen-
den wird also die Rotationsbewegung eines Kreisels diskutiert.

Anmerkung: Der Punkt S ist beliebig; es wird nur verlangt, dass er starr mit dem Korper
verbunden ist. .S braucht insbesondere nicht der Schwerpunkt zu sein — haufig ist er es
aber. S fillt i. a. auch nicht mit einem der Massenpunkte zusammen und braucht
iiberhaupt nicht ,,innerhalb“ des Korpers liegen.

Der Punkt S sei zugleich Ursprung eines raumfesten kartesischen Koordinatensystems:
ON-Basis &1, 22, 3 — und eines kérperfesten kartesischen Koordinatensystems: ON-
Basis ill, :%/2, i‘é Die Bewegung des Kreisels ist vollstdndg erfasst, wenn man zu je-
dem Zeitpunkt die Orientierung des gestrichenen (mitbewegten) Koordinatensystems >
beziiglich des ungestrichenen (ruhenden) Koordinatensystems ¥ kennt.
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8

Zusammenhang zwischen den gestrichenen und den ungestrichenen Koordinaten eines
durch den Ortsvektor 77 gekennzeichneten Punktes P. P-Koordinaten = /~Komponenten

in Y bzw. 2

Wegen

siQR\
I
[
2>
K
>
Bl
-~

erhilt man die lineare Koordinatentransformation:
!
r; = E Ay,
k
mit A = 2; - T

abgekiirzt
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wo 2, z die aus den x;, x) gebildeten Spaltenvektoren sind und A die aus den A;
gebildete 3 x 3-Matrix ist. A repriisentiert die Drehung, die ¥ in &' {iberfiihrt (passive

Betrachtungsweise).

Die Matrix A (damit die Transformation) ist orthogonal, d. h. die Inverse ist gleich der
Transponierten:

A7t = AT, (4.7)
denn — vgl. (1.88) —
ATA=N " Ay Aje = ) (& - &) (&) - &)

J

J
A /\l /\/ A A A
=XT; - E xj(a:j'xk):a:i-xkzéik:]l;
J

entsprechend zeigt man: AAT = 1 ; also gilt:
Y AjiAj =) AijApy = Sk - (4.8)
J J

Aus (4.8) folgt
det (A%) =1 = detA=+1. (4.9)

Orthogonale Transformationen mit det A = +1 bezeichnet man als Drehungen (eigent-
liche Drehungen), orthogonale Transformationen mit det A = —1 als Drehspiegelungen
(uneigentliche Drehungen). Zu den Drehungen z#hlt insbesondere die ,, Identitat“ A = 11,
aus der alle anderen Drehungen durch stetige Verdnderung der Matrixelemente §;; her-
vorgehen; zu den Drehspiegelungen rechnet man vor allem die ,Inversion® A = —1l,
aus der alle anderen Drehspiegelungen durch stetige Verdnderungen der Matrixelemente
—d; hervorgehen. Zwischen Drehungen und Drehspiegelungen gibt es keinen stetigen
Ubergang. Im folgenden betrachten wir nur Drehungen.

Warum bezeichnet man eine orthogonale Transformation A mit det A = 1 als Drehung?

Satz von Euler: Eine reelle orthogonale Matrix A mit det A = 1 besitzt einen Eigen-
vektor x zum Eigenwert 1:

Az =z . (4.10)

Fiir A # 1 ist dieser Eigenwert nicht entartet.
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Da z durch (4.10) nur bis auf einen Normierungsfaktor festgelegt wird, wird also im
Euler-Theorem die eindeutige (sofern A # 1) Existenz einer durch S verlaufenden
Geraden behauptet, die von der Transformation A unberiihrt bleibt, die Drehachse.

Beweis des Satzes von Euler: Das Eigenwertproblem von A lautet
Az = dx . (4.11)
Die A1, A2, A3 ergeben sich aus der charakteristischen Gleichung
det(A — A1) =0, (4.12)
d. h. als Nullstellen (Wurzeln) des charakteristischen Polynoms (vom Grade 3). A reell

impliziert:

A Tl

A1, A2, Az reell oder Aj reell und Ao, A3 konjugiert-komplex. A orthogonal impliziert:
A1l = |A2] = |A3] = 1, d. h. alle A\, liegen auf dem Einheitskreis in der komplexen
A-Ebene. det A = 1 impliziert: Ay A2 A3 = 1. Aus diesen drei Implikationen folgt die
Behauptung (4.10). Ausfiihrlichere Darstellung: Goldstein, chap. 4.6.

Nur im Falle der identischen Transformation A = 1l ist der Eigenwert 1 entartet: A\ =
X2 = A3 = 1. In allen anderen Féllen ist der Eigenwert 1 nicht entartet, so dass
der dazugehorige Eigenvektor x eindeutig eine Gerade durch S definiert, die unter der
Transformation A invariant ist. Das — zusammen mit der Tatsache, dass sich unter
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A Liangen und Winkel (Skalarprodukte von Vektoren) nicht &ndern — rechtfertigt die
Bezeichnung der Transformation A als Drehung.

Der Drehwinkel ¢ ist aus der Beziehung
1+ 2cosep = Spur A (4.13)

zu berechnen. Begriindung?

Die Transformationsmatrix A hat neun Elemente A;;. Bendtigt man also neun Grofien
zur Charakterisierung der Drehung? Nein, denn die A;; sind nicht unabhéngig: Sie
sind durch die sechs ON-Beziehungen (4.8) miteinander verkniipft. Es verbleiben also
nur drei unabhdngige Parameter zur Charakterisierung der Orientierung von ¥, d. h
des Kreisels, beziiglich 3. Das sind die drei Freiheitsgrade der Rotationsbewegung des
starren Korpers.

Die klassischen Variablen zur Parametrisierung von A, damit zur Behandlung von Krei-
selproblemen, sind die Eulerschen Winkel «a, 5 und 7. Die durch («, 3, ) beschrie-
bene Lage des korperfesten Systems ¥ geht aus einer Anfangslage, in welcher das
korperfeste System mit dem raumfesten System ¥ zusammenfillt, durch drei in vorge-
schriebener Reihenfolge auszufiihrende Drehungen um Achsen des korperfesten Systems
hervor:
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Drehung mit dem Winkel o (0 < a < 27) um die Achse iy, welche anfangs mit
23 zusammenfillt. Die Richtung k, in die &5 nach dieser Drehung weist, nennt man

Knotenlinie:

cosa sina 0
AW (@) = | —sina cosa 0 (4.14)
0 0 1

e Drehung mit dem Winkel 3(0 < § < 7) um die mit der Knotenlinie k zusammenfal-
lende Achse i‘; Durch diese Drehung erhélt die JE;)—Achse ihre endgiiltige Lage:

cos 0 —sinpf
AP (3) = 0o 1 0 (4.15)
sin@ 0 cospf

e Drehung mit dem Winkel v (0 < v < 27) um die Z5-Achse, die man auch Figuren-
achse nennt:

cosy siny 0
A®) (y) = | —siny cosy 0 (4.16)
0 0 1

Insgesamt resultiert die Drehmatriz

Ala, B,7) = AP () AP (8) AD (o) (4.17)
cos o cos 3 cosy — sin« sin~y sino cos 3 cosy +cosa siny  —sinf3 cosy
= | —cosa cosfsiny —sina cosy —sina cosf siny + cosa cosy  sinf sin-y
cos « sin 3 sin « sin 3 cos 3

Die Definition der Eulerschen Winkel ist in der Literatur nicht einheitlich. Die hier
gewdhlte Definition hat den Vorteil, dass o und (§ gleich dem Azimutal- bzw. dem
Polarwinkel der Figurenachse im raumfesten System sind.

Kinematik

Im Laufe der Zeit bewegt sich Z/ relativ zu »

a=aft), f=06(),y=70) = A=Aa(t), 8(), 7)) = A) . (4.18)
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Auch der Punkt P moge sich beliebig bewegen:
x =z (t), z=u=x(). (4.19)

Es wird hier also noch nicht vorausgesetzt, dass P korperfest, d. h. 2 = konstant ist;
siehe jedoch unten. Nach (4.6) hat man

x (t) = At)z(t) . (4.20)
Zeitliche Ableitung von (4.20) ergibt:
i = Ai+ Az
(4.8, 20): = A+ Q2 (4.21)
mit der Matrix der Winkelgeschwindigkeit bzgl. D
Q = AAT . (4.22)
Diese ist — vgl. (1.90, 91) — antisymmetrisch:
QT = —q, (4.23)
daher folgendermaflen darstellbar:
Oy = > eijpwy (4.24)
k
€ijk = antisymmetrischer Levi-Civita-Tensor 3. Stufe. Mit (4.24) folgt
Qa)i=> 0,
J
= Z Eijk 33‘; w;c
g,k
= (7 x &); , (4.25)

d. i. die i. Komponente des Vektorproduktes aus dem Ortsvektor ¥ und der Win-
kelgeschwindigkeit ¢ — dargestellt in der gestrichenen Basis. Gl. (4.21) ist somit die
ﬁ:;—Darstellung der folgenden darstellungsfreien Vektorgleichung;:

— —

Uy = Uy — @ X 75 (4.26)
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denn & ist die Geschwindigkeit des Punktes P beziiglich ¥’ und A & ist die Geschwin-
digkeit beziiglich 3 — beide Vektoren in der gestrichenen Basis dargestellt.

Gl. (4.26) lasst sich natiirlich auch in der #;-Basis darstellen. Multiplikation von (4.21)
von links mit A7 fiihrt mit (4.8, 20) auf:

i=AT3 — ATQ o

=ATi — Qu (4.27)
mit der Matrix der Winkelgeschwindigkeit bzgl. 3
0=ATQ0' A= ATA. (4.28)

Auch diese Matrix ist antisymmetrisch mit Konsequenzen, die Gln. (4.23, 24, 25) ent-
sprechen — ohne Striche. Gl (4.27) ist also die #;-Darstellung der Vektorgleichung (4.26):

Uy, = Uy + & X 75 (4.29)
denn 7 ist gleich 75, und AT i st gleich Usy, wobei diesmal beide Vektoren in der
ungestrichenen Basis dargestellt sind.

Zu (4.26, 29): Die Geschwindigkeit von P beziiglich ¥ setzt sich aus zwei Anteilen
zusammen: aus der Geschwindigkeit beziiglich ¥ und aus einem Anteil, der von der
Bewegung von ¥ relativ zu ¥ herriihrt — oder umgekehrt. Die Relativbewegung wird
durch die Winkelgeschwindigkeit &0 beschrieben: @ definiert die Drehachse, w = ¢ die
Rotationsgeschwindigkeit um diese Achse. Da & im allgemeinen von ¢ abhéngt und sich
im Laufe der Bewegung nach Richtung und Betrag stindig &ndert, bezeichnet man &
fiir ein bestimmtes t als momentane Winkelgeschwindigkeit.

Fiir einen in ¥ ruhenden, d. h. kérperfesten Punkt P, fiir den also Uy = 0 gilt, folgt
aus (4.26, 29):

Up = & x 7. (4.30)

P fiithrt also in ¥ eine Rotationsbewegung entsprechend der (momentanen) Winkelge-
schwindigkeit & aus.

Die kartesischen J- Komponenten lassen sich durch die Eulerschen Winkel und deren zeit-
liche Ableitungen ausdriicken, und zwar entweder in der ir;—Basis gemif (4.22, 24) oder
entsprechend in der z;-Basis. Der Zusammenhang zwischen den beiden Darstellungen
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ist durch (4.28) gegeben. In der gestrichenen Basis folgt mit (4.17) aus (4.22):

Q - <di (A®) A©) Am)) (A®) 4@ 40T
t
(4.31)
— 0B 1 AB Q@ ABT L AB) 4@ Q) A@T AB)T
mit
/ 010
O = AW AW — 6| —1 0 0
0 00
, 0 0 -1
0@ — 4@ 4@ _ B 00 0
1 0 O
/ 010
0B = 4@ 407 — 5 [ 1 o 0 (4.32)
0 0O
Einsetzen von (4.32) in (4.31) fithrt mit (4.15, 16) auf:
0 dcos B+ 7 —dsin Bsiny — Bcosy
O = —acos 3 —7% 0 —dsinBcosy + B siny | (4.33)
o'csinﬁsin’y—i—ﬁcosy dsinﬁcos*y—ﬁsin’y 0
Andererseits gilt wegen (4.24):
0 wé —w;
Q= -w, 0 o |. (4.34)
wIQ —wll 0
Der Vergleich von (4.33) mit (4.34) fiihrt schlielich auf:
wll = —dasinf cosy + 5 sin -y
wy = sin B siny + 3 cosy (4.35)

w;:dcosﬁ—i—ﬁ.
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Verallgemeinerung von (4.26, 29). Betrachte einen beliebigen zeitabhéngigen Vektor:
a(t)=> ai(t)d =Y a;(t)#;(t)
i J
da . AN Y
= E:Zaimi:Zajxj—FZajxj; (4.36)
1 J J

das heif3t

dy, = dy + & x @. (4.37)

Der Unterschied zwischen den Vektoren @.. und éiz’ beruht auf der Zeitabhingigkeit der

b
i;»—Basis. Fiir @ = 7 folgt (4.26, 29); speziell fiir @ = & erhélt man wegen & x & = 0

aus (4.37):
By = Dy 4.38
3 DI ( )

d. h. die Winkelbeschleunigung & ist in beiden Bezugssystemen ¥ und X gleich.
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Dynamik

Gl. (4.30) liefert den Schliissel zur Berechnung der dynamischen Groflen Drehimpuls L
und kinetische Energie T' des Kreisels:

E:Zmnfn X 17712
n
=Y mn i x (@ x ) (4.39)
n
bzw.
1 L
nggmnvnE'vnE
1
:igmn(wxfn)-(wxfn)
1
ZQ;mn&-(Fn X (@ x 7))

—

@ L. (4.40)

N[ =

—

Vergleiche mit der fiir die Translation giiltigen Beziehung T' = %17 - P.

Anwendung des ,, Entwicklungssatzes fiir doppeltes Vektorprodukt* auf (4.39) ergibt fiir
den Drehimpuls den Ausdruck

L= my((fn )& — (i &) =0 & (4.41)
n
mit dem Trigheitstensor
n
Die Vektoren L und & sind demnach im allgemeinen nicht parallel zueinander.
Mit (4.41) erhélt man aus (4.40) fiir die kinetische Energie den Ausdruck:

T=-363a. (4.43)

DO | =

Vergleiche mit den fiir die Translation giiltigen Beziehungen p' = m¢ und T' = % mu?2.
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In einem kartesischen Bezugssystem — beispielsweise dem raumfesten System ¥ mit der
ON-Basis 21, T3, 3 — wird © durch die Matrix mit den Elementen

O, = &i- © I = Z M (12 0 — Tni Tnk) (4.44)
n

dargestellt; L und @ sind dann Spaltenvektoren mit den Komponenten
Li=2% L baw. wp =25 - & . (4.45)

Gln. (4.41, 43) nehmen in dieser Basis die folgende Gestalt an:

Li=Y Onw (4.46)
k
bzw.
1
T=; Z Ojf Wi W ; (4.47)
i,k
abgekiirzt
1
L =0w bzw. T = §wT@w. (4.48)
Ausgeschrieben sieht der Triagheitstensor wie folgt aus:
> M (37312 + 1‘313) — 2 M Tnl Tn2 =D My Tnl Tn3
O = - E Mp Tn2 Tnl Z My, (33313 + x%l) - Z Mp Tp2 Tn3 (4'49)
=" My T3 Toa = Mp T3 T2 Y mp (22, + 22,)

Die Diagonalelemente heilen Trdagheitsmomente (bzgl. der 1, 2, 3-Achse), die Nichtdia-
gonalelemente werden Deviationsmomente genannt. — Bei kontinuierlicher Massenver-

teilung hat man statt X my-Summen Volumenintegrale:
O = /dazl dxo dazs p (1, T2, x3) (12 0 — x5 21) (4.50)

wo p () die Massendichte ist und r? = 23 + 23 + 3.
Eigenschaften des Trigheitstensors (TT):

1. Der TT ist reell und symmetrisch:

Oir = 0, = O
(4.51)
= 0 =0"=0".
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Er hiangt folglich nur von sechs unabhingigen Grofien ab: drei Trégheitsmomenten und
drei Deviationsmomenten.

2. Der TT héngt von der Wahl des Bezugssystems ab, d. h. vom Ursprung und von den
Achsenrichtungen. Ubergang ¥ — %' mit Hilfe der Drehmatrix A. Mit

L' =AL, o = Aw (4.52)

folgt durch Multiplikation von L = © w von links mit A sowie durch Einschub von AT A
zwischen © und w:

L =0 w (4.53)
mit

0 = 4047 . (4.54)
@’ ist wie © reell und symmetrisch, denn die Matrixelemente @;k sind in den gestrichenen

Koordinaten von der gleichen Gestalt wie die O;; in den ungestrichenen Koordinaten:

/ / !/

0,, = ic; ) i;ﬁ = Z My (r;? Oik — Tp; Tpi) - (4.55)
n

Zeige das! Der Vorteil des Uberganges ¥ — ¥ liegt darin, dass © wegen der Bewegung
des Kreisels in ¥ von der Zeit abhéngt, wahrend O’ im korperfesten System Y zeitlich
konstant ist.

Gln. (4.52, 54) in Komponenten:

Li =Y ApLy, w =) Agw (4.56)
k k
bzw.
0 = > A Aj Oy . (4.57)
k1l
GroBen L, w, ..., die sich bei Drehungen des Koordinatensystems geméif (4.56) trans-
formieren, bezeichnet man als Vektoren oder Tensoren 1. Stufe; Grofien ©;5, €5, ... mit

dem Transformationsverhalten (4.57) nennt man Tensoren oder Tensoren 2. Stufe; siehe
auch (4.28). Verallgemeinerung auf Tensoren beliebig hoher Stufe moglich. Wichtig sind
auch Tensoren 0. Stufe oder Skalare, wie z. B. die Masse m = m, diein ¥ und T

denselben Wert hat (nichtrelativistisch), oder auch die kinetische Energie:
/ 1

/ !/ ’ 1
T :§wT@w zﬁwT@w:T, (4.58)
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wie man mit Hilfe von (4.52, 54) leicht zeigt.

3. Die kinetische Energie T ldsst sich statt in den auf 3 bezogenen Gréflen ©, w auch
in den auf 3" bezogenen Grofen O, w' ausdriicken. Nach (4.58) gilt:

1 !/ ! ’ 1 I / !/
Tzin@w :§;@ikwiwk (4.59)
K3

Fiir festes T stellt diese Gleichung in den Variablen wy, wy, wy ein beziiglich ¥, damit
beziiglich des starren Korpers, fest orientiertes Ellipsoid dar — das Trdgheitsellipsoid.

Die zu verschiedenen T-Werten gehorigen Ellipsoide sind &hnlich und gleich orientiert.
Zu jeder Drehachse @ gibt der Betrag w des bis zum Ellipsoid reichenden Vektors & an,
mit welcher Winkelgeschwindigkeit der Korper rotiert, wenn er die kinetische Energie
T besitzt. — In den ungestrichenen Grofien O, w liefert (4.47) dasselbe Ellipsoid, aller-
dings von X aus betrachtet und folglich — wegen der t-Abhéngigkeit von © — zeitlich
veriinderlich: entsprechend der Bewegung von X

Den zu & gehorigen Drehimpuls L gewinnt man nach (4.46, 47) bzw. (4.53, 59) als
Gradienten von T beziiglich &:

k

(4.60)

/ ’ / / 8
S L= Opuw =T
k
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darstellungsfrei:
L=vVsT. (4.61)

Der Drehimpuls L steht also senkrecht auf der Fliche T' = konstant.

Im Falle eines dreiachsigen Trégheitsellipsoids gibt es demnach drei ausgezeichnete Rich-
tungen, die Hauptachsen des Ellipsoids, fiir die Drehimpuls und Winkelgeschwindigkeit
gleiche Richtung haben. Legt man das bisher willkiirlich orientierte kérperfeste System
Y so, dass :i:/l, i‘;, a?é mit den Hauptachsen des Ellipsoids zusammenfallen, dann ver-
schwinden die Deviationsmomente, und der TT" wird diagonal:

O = Ii 6 - (4.62)
Bezeichnung der GroBen Iy, Iy, I3 als Haupttrigheitsmomente, der zugehorigen (durch
S laufenden) Achsen als Haupttrigheitsachsen.

Sind zwei der Haupttriagheitsmomente gleich, z. B.
I = Iy, (4.63)

dann nennt man den Korper einen symmetrischen Kreisel, das Tragheitsellipsoid ist ein
Rotationsellipsoid. Die Hauptachsen 1 und 2 konnen dann in der zur Hauptachse 3
senkrechten Ebene beliebig (zueinander orthogonal) gewéhlt werden. Achtung: Rotati-
onssymmetrie des Korpers beziiglich der 3-Achse (Figurenachse) ist zwar hinreichend,
aber nicht notwendig fiir (4.63); z. B. ist ein quadratisches Prisma ein symmetrischer
Kreisel.

Sind alle Haupttréagheitsmomente gleich:
L =15 =13, (4.64)

dann bezeichnet man den Korper als Kugelkreisel, das Tragheitsellipsoid ist eine Kugel.
Die drei Hauptachsen kénnen in diesem Fall beliebig (zueinander orthogonal) gewéhlt
werden. Achtung: Kugelsymmetrie des Korpers ist zwar hinreichend, aber nicht notwen-
dig fiir (4.64); z. B. ist ein homogener Wiirfel ein Kugelkreisel.

Im System der Hauptachsen nehmen die Ausdriicke (4.58) fiir die kinetische Energie und
(4.53) fur den Drehimpuls eine besonders einfache Gestalt an:

1 !/ ! ’
T = (h wi + Lhwy + Lws) (4.65)
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bzw.
1=1,2,3. (4.66)

Wie findet man das Hauptachsensystem und die entsprechenden Haupttrigheitsmomente
des Kreisels? Man hat das Eigenwertproblem des Trigheitstensors zu l6sen:

0-3=1a, (4.67)

d. h. Bestlmmung derjenigen Winkelgeschwindigkeiten &, die parallel zum jeweiligen
Drehimpuls L= @ - sind. Die & sind also d1e FEigenvektoren, und die dazugehorigen
Tragheitsmomente I sind die Figenwerte von @

In einem ¢rgendwie orientierten korperfesten System > hat man zu l6sen:

> Onw, = Tw; . (4.68)
k

Die Matrix ©’ ist reell-symmetrisch und positiv-semidefinit wegen T > 0.

Die FEigenwerte Iy, I, I3 sind aus der Losbarkeitsbedingung von (4.68):
det (© — IT) =0, (4.69)

d. h. als Wurzeln des charakteristischen Polynoms (vom Grade 3) zu berechnen. Die I,

sind nichtnegativ-reell.

Die Eigenvektoren &, & @ &) sind reell-orthonormiert wihlbar:
oW o0 =g, . (4.70)

Das durch die ON-Basis @), &) &®) definierte Hauptachsensystem werde mit 2"
bezeichnet. In X" ist der Trigheitstensor diagonal:

ol — 2.9 o® = LW . oW = 1.5, | (4.71)
d. h. auf der Diagonalen stehen die Haupttrigheitsmomente.

Der Ubergang vom System Y zum System ©* wird durch eine orthogonale Transforma-
tion A vollzogen — die Hauptachsentransformation:

o = A0 AT . (4.72)

Die orthogonale Matrix A enthéilt als Zeilenvektoren die orthonormierten Eigenvektoren:
A = 00 . :E;C Das Eigenwertproblem von ©' ist dquivalent der Aufgabe, diejenige
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Matrix A zu berechnen, die ©’ ,diagonalisiert*, d. h. auf die Diagonalform ©" trans-
formiert.

Im folgenden wird als korperfestes Bezugssystem stets das Hauptachsensystem gewéhlt:
> = ¥" Die Orientierung von % kann nur in einfachen (symmetrischen) Fillen
erraten werden, im allgemeinen hat man das vorstehend beschriebene Eigenwert- bzw.

Diagonalisierungsproblem zu 16sen.

Grundlage der Dynamik der Kreiselbewegung ist der Drehimpulssatz:
Ly = D. (4.73)

Ly, ist die vom raumfesten Inertialsystem ¥ aus beobachtete zeitliche Anderung des
Drehimpulses; D ist das resultierende Drehmoment der &ufieren Krifte beziiglich S. Vom
korperfesten Bezugssystem ¥ aus beobachtet man die zeitliche Drehimpulsinderung

—

Ly Nach (4.37) gilt der Zusammenhang

Ly =Ly +& x L, (4.74)

wo & die Winkelgeschwindigkeit ist, mit der ¥’ gegen ¥ rotiert. Mit (4.41) folgt

Ly =6y -G+ 6 by =0 -0 (4.75)

wegen verschwindendem 621 (feste Massenverteilung im korperfesten System) und we-
gen (4.38). Aus den vorstehenden Gleichungen erhilt man die Eulersche Kreiselglei-
chung:

0 G+dxe -d=D (4.76)
— giiltig fiir jedes Bezugssystem (mit O in 5).

Wihlt man als Bezugssystem das korperfeste Hauptachsensystem, dann hat (4.76) die
besonders einfache Komponentendarstellung

Ly —(Iy — I3)wywy = D)
Ly —(Is — I) wywy = Dy (4.77)
I3y — (I} — I)wywy = Dy .
Diese drei Gleichungen — zusammen mit den drei Gleichungen (4.35) — ergeben insge-
samt sechs gekoppelte nichtlineare Dgln 1. Ordnung zur Bestimmung der Funktionen
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wy (t), wy (), wy, a(t), B(t), v (t). Eliminiert man daraus die drei J-Komponenten, so
verbleibt man mit drei gekoppelten nichtlinearen Dgln 2. Ordnung zur Bestimmung
der Eulerwinkel a, 3, v als Funktionen der Zeit. Siehe auch Lagrange-Formulierung mit
a, 3, v als generalisierten Koordinaten.

Das Drehmoment D ist gewohnlich im raumfesten System gegeben:

Di = DZ (Oé, /67 7> d: ﬁ‘a ;Y7 t) ’ (478)

d. h. in Abhé#ngigkeit von der Orientierung («, (3, 7) und vom Bewegungszustand
(&, B, %) des Kreisels sowie von der Zeit (). Die D-Komponenten im korperfesten
System erhilt man durch Anwendung der Drehmatrix (4.17):

D; =" Aw(a, B,7) Dy . (4.79)
k

Dieser Ausdruck ist auf der rechten Seite von (4.77) einzusetzen.

Das Kreiselproblem (4.35, 80, 81, 82) ist im allgemeinen aufSerordentlich kompliziert. Es
konnen daher in dieser Vorlesung nur einfachste Spezialfille angesprochen werden.

Anmerkung: Im Falle der Rotation des starren Korpers um eine beliebige, durch einen
Einheitsvektor & definierte raum- und korperfeste Achse durch S reduziert sich die Krei-

selgleichung (4.76) auf ihre a-Komponente:

00 G=a- D; (4.80)
der nichtlineare Term & - & x L verschwindet, weil J parallel zu a ist. Mit & = ¢a

ergibt (4.80) die Bewegungsgleichung
I,$ = Dy (o, @, t), (4.81)
wo D, die a-Komponente von D ist und

Lh=d-0-a=Y (4 &)0(d - a) (4.82)
i,k

1y

das Triagheitsmoment des starren Korpers bzgl. der a-Achse; hierbei sind a - i; die
Richtungskosinus dieser Achse bzgl. der kartesischen Achsen des korperfesten Systems
>'. Siche z. B. physikalisches Pendel, Pohlsches Rad, ...

Freier Kreisel:

-
I
=1}

(4.83)
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In diesem Fall reduziert sich die Bewegungsgleichung (4.79) zu

Rad

0 G+&x6 -@=0; (4.84)
die Komponentendarstellung (4.80) vereinfacht sich zu
Ild}ll — (IQ - Ig)w;wé =0
Inin — (Is — I)) waw; = 0 (4.85)
Igd):o) — (I1 - Ig)wllwlz =0.
Realisierungen:
o Kriftefreier starrer Korper, in beliebigem Punkt festgehalten.

e Starrer Korper im homogenen Schwerefeld, im Schwerpunkt unterstiitzt oder karda-
nisch aufgehéingt.

Konstanten der Bewegung:

e Aus (4.73) folgt mit (4.83) sofort die Drehimpulserhaltung:
L = konstant in¥ . (4.86)

In X" hingegen ist L nicht konstant. Da aber £/ gegeniiber Y eine reine Rotationsbe-
wegung ausfithrt, gilt dort wenigstens — mit(4.66) —

L] = \/I2w? + Bu? + B2 = konstant . (4.87)

e Erhaltung der kinetischen Energie. Aus (4.43) folgt mit 8 — konstant in ¥ und
symmetrisch in jeder ON-Basis sowie mit (4.84):

T:5(@’-@-@’—}—&3‘@-@’):@5@-@':0. (4.88)
Mit (4.65) erhélt man
1 I ’ !’
T = 5 (Iiw? + Lwy + I3wyf) = konstant . (4.89)

Die Skalare |L| und 7 haben in ¥ und %" denselben Wert. Die Gln. (4.87, 89) definieren
— bei festem |E | bzw. T — zwei an den Hauptachsen orientierte Ellipsoide (letzteres ist das
Tragheitsellipsoid). Der J-Vektor bewegt sich in deren eindimensionaler Schnittmenge.
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Lésung der freien Euler-Gleichungen (4.85). Aus den Konstanten (4.87, 89) gewinnt
man zunéchst

wi = filwy),  wy = falwy). (4.90)
Einsetzen in die dritte Euler-Gleichung fithrt auf

L I — I

fi(ws) fa (w3) - (4.91)

Diese Dgl 1. Ordnung kann durch Separation der Variablen in ein (elliptisches) Integral
fiir ¢ (wy) umgewandelt werden. Durch Invertierung erhilt man daraus wy (¢) und iiber
(4.90) auch wy (t) und w, (t).

Mit den w; (t) geht man in (4.35) ein, um daraus « (t), 8 (t), v (t) zu gewinnen. Die
Rechnung, wie auch die resultierende Losung, ist insgesamt recht kompliziert — obwohl
es sich ,nur“ um den freien Kreisel handelt. Man vergleiche mit der einfachen (geradlinig-
gleichformigen) Translationsbewegung eines freien Massenpunktes!

Hinweis: Geometrische Veranschaulichung der Bewegung des freien Kreisels mit Hilfe
der Poinsotschen Konstruktion: ,,Abrollen“ des Tragheitsellipsoids auf der ,invariablen
Ebene* & - L = konstant; siehe Budé § 52, Goldstein chap. 5.6.

Die Analyse vereinfacht sich erheblich, wenn der (weiterhin freie) Kreisel geméf (4.63)
symmetrisch ist:

L =1, = I; (4.92)

das T-Ellipsoid (nicht notwendig der Kreisel) ist dann rotationssymmetrisch beziiglich
der Figurenachse (ﬁ:;) Man unterscheidet die Félle

a) I3 > I: abgeplattetes Ellipsoid, z. B. eine Diskusscheibe

b) Is < I: gestrecktes Ellipsoid, z. B. eine Zigarre.

Die Gln. (4.85) reduzieren sich unter der Voraussetzung (4.92) auf die Gestalt

. I3 -1 ’
/ I3 — 1 . /
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mit der Losung (C, 7o Integrationskonstanten)
/ Is — 1 .
wl_Ccos<3I w3t—’yo>

/ I3 — 1 .
w2:C’sin<SI wgt—%) (4.94)

/
w3 = konstant ,

d. h. Nutation von & um die Figurenachse: & umrundet in ¥* — unter Wahrung
des Betrages — auf einem Kreiskegel gleichférmig die xg—Achse mit der Frequenz

I —1 ,

)

fester Winkel y zwischen & und &5 mit tan y = C'/ws:

Im Falle a) verlaufen Nutation und Eigendrehung gleichsinnig, im Falle b) gegenlaufig.
Beobachtung vom korperfesten System aus.
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Beispiel: Nutation der Erde. Beobachtbar ist die Nutation von & um die durch die
beiden ,,geometrischen® Pole laufende Figurenachse mit der Frequenz ). Die Rotations-
achse definiert die , kinematischen“ Pole. Die Erde ist ein abgeplattetes Rotationsellip-
soid mit den Halbachsen a; = az = a = 6378 km (Aquator), a3 = 6357 km (Pole) =
Haupttragheitsmomente

1 2
I = 5M(a2 +ad), Iz = gMa2 (4.96)
2 2
(4.95) _a —az3 o+, o a—ag
— Q = mw?) ~ a Wy . (497)

Mit w; = 27/ Tag berechnet man die Eulersche Periode zu T = 2w /) = 304 Tagen;
die gemessene Chandlersche Periode betragt hingegen ca. 430 Tage. Die Abweichung
ist wesentlich darin begriindet, dass die Erde kein starrer Korper ist.

Anmerkung: Bei der Messung wird der Weg eines kinematischen Pols um den entspre-
chenden geometrischen Pol verfolgt, die sog. ,,Polbahn“. Diese ist im Idealfall ein Kreis
(mit einem Radius von nur etwa 6 m, da der Winkel x nur ca. 0.2" betriigt); die gemes-
sene Polbahn ist hingegen eine verwickelte, nicht geschlossene Kurve. Siehe M. Alonso &
E. J. Finn, Fundamental University Physics I, Addison-Wesley Reading (1967), Fig. 10 -
19 °

Fiir den Drehimpuls gilt im Hauptachsensystem Gl. (4.66), d. h. L umkreist in $7
(!) wie & die Figurenachse; dabei liegen L, 3 und 50/3 stindig in einer Ebene mit festem
Winkel 3 zwischen L und Z5. Wieder sind die Fille a) und b) zu unterscheiden:

X

/
3
—
\“‘
\ I8
V4

L

91



Theoretische Mechanik P. Eckelt

Im raumfesten System ¥ ist L geméB (4.86) konstant; o. B. d. A. zeige L in die 3-
Richtung. Berechnung der Euler-Winkel a (t), £ (), v () mit (4.94) aus (4.35); wegen [
= konstant hat man

Is — 1
& sin B cosy = —C' cos < 2 7 w3t — 70)

Is — 1 .
& sin 3 siny = C sin ( 3 7 wat — ’yg> (4.98)
dcosf+ §= wé .
Aus den ersten beiden Gln. (4.98) folgt

Is — 1
¥ = - 3]_ W3t+707 (499)

d. h. gleichférmige ,,Eigendrehung®; aus der dritten Gl. (4.98) folgt damit

I3

— - 4.100
« T COS,BWB + ag , ( )

d. h. Nutation der Figurenachse um L mit der Frequenz

~ I3 L
Q= = — 4.101
‘I cos 3 I’ ( )
wobei im zweiten Schritt L;, = I wé = L cos 8 benutzt wurde. Fiir den festen Nei-

gungswinkel 3 gilt tan 5 = CI /I3 wé. Zeige das!

Damit ist das Problem des freien symmetrischen Kreisels vollstdndig gelost. In der
allgemeinen Losung treten sechs Integrationskonstanten auf: C), wé, o, Yo, ZwWel weitere
sind in der Annahme L parallel 3 enthalten. Die Integrationskonstanten C' und wé

lassen sich — bei Bedarf — durch die Erhaltungsgrifen L = /I2C? + I3 w;’f und T' =
T(IC%+ I w4?) ersetzen.

Veranschaulichung in 3
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=i
&y

Der korperfeste ,, Polkegel* mit dem Offnungswinkel x rollt auf dem raumfesten ,Spur-
kegel“ mit dem Offnungswinkel x — 3 bzw. § — x ab; & stéindig in der Berithrungslinie;
dabei durchlduft die Figurenachse den ,Nutationskegel* mit dem Offnungswinkel f.
Beobachtung vom raumfesten System aus. Beispiel: Nutation einer Fliegenden
Untertasse.

Wenn der Kreisel nicht frei ist, sind die Eulerschen Gleichungen weniger hilfreich.
Dann empfiehlt sich der Ubergang zur Lagrangeschen Formulierung. Naheliegende ge-
neralisierte Koordinaten sind die Euler-Winkel «, 3, v. Mit (4.65, 35) erhélt man fiir
die kinetische Energie den Ausdruck

I .
T= El(o'z sin3 cosy — [ siny)?

I .
+ 52 (& sinf siny + 3 cos~y)? (4.102)

I
+53(o'zcosﬂ +9)%;

dieser ist homogen quadratisch in ¢, 3, 4. Die Kraft auf den Kreisel sei konservativ, d.
h. durch -grad aus einer potentiellen Energie

V= Va8 7) (4.103)

herleitbar. Die Lagrange-Funktion berechnet man geméfl L = T — V aus den beiden
vorstehenden Ausdriicken.
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Lagrange-Gleichungen:

dor _or _,

dt 0 da %

doT 0T

49T oT _

dt 0% oy 7

mit den generalisierten Kréften
ov
a=———=— = D

Q 7o 3
ov

Qp = 95 Dy, (4.105)
ov /

Qy = oy T Dy,

das sind resp. die Komponenten des Drehmomentes um die raumfeste 3-Achse, die
Knotenlinie, die korperfeste 3-Achse (die Figurenachse).

In welcher Beziehung stehen die Lagrange-Gleichungen zu den Euler-Gleichungen? Be-
trachte die dritte Lagrange-Gleichung. Unter Beriicksichtigung von (4.35) folgt aus
(4.102):

oT
9y

oT /
- = I3w3 )

35 = (I — L)wyw, . (4.106)

Mit (4.104, 105) ergibt sich:
Iyig — (I — I)wywy = Dy (4.107)

das ist die dritte Euler-Gleichung (4.77). Die erste und die zweite Euler-Gleichung
erhélt man daraus durch zyklische Vertauschung der Indizes — nicht als erste und zweite
Lagrange-Gleichung, weil diese die ,,falschen* ﬁ—Komponenten enthalten.

Beispiel: Schwerer symmetrischer Kreisel. Sei Iy = I = I wie in (4.63, 92). Der
Schwerpunkt hat beziiglich S die Position @ = a:%,3. Daran greift die Schwerkraft m ¢

an; also ist

V =mgacosf. (4.108)
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As A
e N A ""fi“-ir
il /
M B e
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I

Mit (4.102, 108) erhilt man die Lagrange-Funktion

I . I
L = 5 (&2 sin? B + () + 53 (& cos B + %)% — mga cosf . (4.109)
Anmerkung: Die Haupttriagheitsmomente I, I3 beziehen sich hier — wie stets in diesem
Kapitel — auf den Bezugspunkt S. Oft sind sie aber (in der Literatur) beziiglich des
Schwerpunktes als I5F, I§P gegeben. Zusammenhang durch Steinerschen Satz (ohne

Beweis):
0=0 +m(a®1l — aa) (4.110)
= I=I"4+md, I3=1I". (4.111)

Das durch (4.109) gekennzeichnete dynamische System ist integrabel: Man findet drei
unabhingige Konstanten der Bewegung, welche die Darstellung der Lésung durch ein
elliptisches Integral gestatten.

Die Euler-Winkel o und + sind zyklisch; also sind — nach (2.27) — die konjugierten Impulse
Pa bzw. p, Konstanten der Bewegung:

L
Do = g— = Tasin®B + I3(c cosf + 4) cos 3 = konstant (4.112)
o'
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L
Py = 2—7 = I3 (& cos 8 + ) = konstant . (4.113)

Hierbei handelt es sich um die E—Komponenten beziiglich der 3-Richtung bzw. der 3-
Richtung:

pa = L3 bzw. p, = Ly ; (4.114)
denn
4.56, 66 / 4.17, 35
Ly 2 S A nw, T, (4.115)
k
und y U9 puy 4, (4.116)

Dass L3 und L;} Konstanten der Bewegung sind, folgt auch daraus, dass das von der
Schwerkraft verursachte Drehmoment stdndig senkrecht auf &3 und i;’ steht.

Da die Lagrange-Funktion nicht explizit von ¢ abhéngt und da 7" homogen-quadratisch

in &, B, 4 ist, ist nach (2.5, 7) die Energie eine weitere Konstante der Bewegung:

1 . I
E = 3 (a2 sin® 3 + (%) + 53 (& cos B 4+ 4)* + mga cosf = konstant  (4.117)

Mit (4.112, 113, 114) kann man ¢, 4 zu Gunsten von L3, Ly aus (4.117) eliminieren:

I ., (L3 — LycosB)® L7
E = 55 + 2T sin? 5 + ol + mga cos 3 = konstant . (4.118)

Das ist eine Dgl. 1. Ordnung fiir 5 (¢). Fiithrt man die Variable

u = cosf3 (4.119)
ein, so erhilt man fiir u (¢) die Dgl. — ebenfalls 1. Ordnung —

W = f(u) (4.120)

mit

) N
fu) = ; (E - ;—i - mgau) (1 — u?) — (@) : (4.121)
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Die Lésung — durch Separation der Variablen — ist als elliptisches Integral darstellbar:

du'

(4.122)

Die Variable u liegt definitionsm#fig im Intervall —1 < u < +1. An beiden Grenzen
dieses Intervalls ist f < 0, siehe (4.121). Die Bewegung des Kreisels ist nach (4.120) auf

A {m;
e

-1 /qx T B

'\,\

e

den Bereich u; < u < wg beschriankt, in dem f > 0 ist. Die Figurenachse pendelt
zwischen den Werten (3; = arccos u; und (33 = arccos us hin und her. Diesen Anteil
der Bewegung des schweren Kreisels bezeichnet man als Nutation.

Die Winkelgeschwindigkeit der Knotenlinie ergibt sich nach (4.112, 113, 114) zu

. L3—Lécosﬂ
&= >0

4.123
I sin? 3 ( )

Sie dndert bei der Bewegung ihr Vorzeichen, wenn ug = L3/ ng = cos 33 im Bereich
up < uz < ug liegt. Der Durchstopunkt der Figurenachse beschreibt dann auf der
Einheitskugel eine Kurve der in a) skizzierten Art:
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Liegt aber (3 nicht zwischen (; und (3, dann ergibt sich eine Kurve wie in b).Die
Bewegung der Figurenachse des schweren Kreisels in a-Richtung bezeichnet man als
Prizession.

Im allgemeinen hat man eine Uberlagerung von Nutation und Priizession. Sind die
Bedingungen gewéhlt, dass u; = w9 gilt, dann ist § = konstant und & = konstant.
Diese nutationsfreie Bewegung des Kreisels bezeichnet man als requldre Prdzession.

Weitere Einzelheiten zur Theorie des schweren symmetrischen Kreisels findet man z. B.
in Goldstein, chap. 5.7.

5 Hamilton-Mechanik

In der Lagrange-Mechanik wird das betrachtete mechanische System durch eine La-
grange-Funktion L (q, ¢, t) beschrieben. Als Bewegungsgleichungen fungieren die La-
grange-Gleichungen (1.50):

d 0L oL
E@_@_O’ a=1,...n. (5.1)

Das sind n Differentialgleichungen 2. Ordnung zur Bestimmung von q; (), ... g, ().

In der Hamilton-Mechanik kennzeichnet man dasselbe System durch die Hamilton-
Funktion

H = H(q, p, t); (5.2)
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dabei bedeutet

pa:%L(q,q,t), a=1,...n, (5.3)

den zur Koordinate g, konjugierten Impuls (2.25). Die Hamilton Funktion ist wie folgt
definiert:

n

H(q,p,t) = > do(a P t)pa — L(g, 4(q p, 1), 1) - (5.4)

a=1
Fiir die Auflosbarkeit von (5.3) nach den ¢g ist vorauszusetzen:
9% L >
< 0 o 0 qg ( )

Der Ubergang von L(q, ¢, t) nach H(q, p,t) ist ein Beispiel fiir eine Legendre-
Transformation; sieche Arnold § 14.

Bewegungsgleichungen sind die Hamiltonschen oder kanonischen Gleichungen:

0
.a - H 9 [} t 5-6
Go = 5, H (a0, 1) (5.6 a)
= L H(gp 1) (5.6 b)
Po = EPN q,Dp, 1), .
a = 1,...n. Das sind 2n Differentialgleichungen 1. Ordnung zur Bestimmung von
@1 (t), - an (t), p1(t), ... n (2).
Beweis der Gln. (5.6):
[ OL 0qn (5.3) . /
Do + 43 — = q 5.6 a
apﬁ Z TR D SR Tt il (5.6a")
bzw.
OH (54) 8qa 0L OL 0qs (5.1,3) . /
94z 3616 dqp za: da Oqp s ( )
Ferner gilt:
OH (5.4) 0 qa 0L 0qn OL (53 OL
ot~ 4ot %: 94, 0t ot ot (5.7)

99



Theoretische Mechanik P. Eckelt

Genau dann hiangt H nicht explizit von ¢ ab, wenn L nicht explizit von ¢ abhéngt. In
diesem Falle ist H eine Konstante der Bewegunyg:

dH  — OH OH . OH (56 0H
a %: daa ' T 2 ap, T or T oy (58)
= H = konstant (5.9)

genau dann, wenn 9 H /9t = 0ist. Vgl. (2.5). Achtung: Die dort eingefiihrte Funktion
H (q, q) ist nicht die Hamilton-Funktion, sondern H (g, p) ist die Hamilton-Funktion.

Im Falle L = T — V mit T homogen-quadratisch in den ¢, und V unabhingig von den
jo ist H = T + V = E die Energie des Systems; (5.9) ist dann der Energiesatz.

Beispiele:
1. Teilchen im Potential V (i)

a) kartesische Koordinaten:

m
L = 0l (@3 + &% + i2) — V (21, 29, x3) (5.10)
oL
= pi= o =md, i=123 (5.11)
3
1
= H=5- (p} + 3 + p3) + V (21, 22, 23) ; (5.12)

kanonische Gleichungen:

. o0H Pi

P — & 5.13
. O pi m ( 2)
0OH ov
S — — - _ , 5.13 b
pi 31‘1 6:52 ( )
¢ = 1,1, 3. Elimination von p; fithrt auf die kartesischen Komponenten m;Z; =
—0V /0 x; der Newtonschen Bewegungsgleichung.
b) sphdrische Polarkoordinaten:
L=20G2 47292 4 72 sin209%) — V(r, 9, 9) (5.14)

2
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oL
pr=— =mr
ar
oL .
= Py = i mr?d (5.15)
oL
Dy = % = mr?sin®9¢
2 2 2
by Py p@
H =" U ; 1
- 2m  2mr?2  2mr? sin?9 Vb e); (5.16)
kanonische Gleichungen:
._OH _ pr
K. _ or
0 py m
. 8H yo)
9 =———" = 5.17
O py mr? ( 2)
b= OH Dy
op, mr2 sin? 9
. 0H 1} v, 9V
Pr= e T s mr3 sin? ¢ or
OH pfp cos ¥ oV
S — -2 517 b
bo 09 mr? sin® ¢ 09 ( )
o OH _ oV
T Dy dp

Elimination von p, pg, p, fiihrt auf die Lagrange-Gleichungen (1.57). Im Zentralpoten-

tial V' (r) ist p, = konstant: Erhaltung der z-Komponente des Drehimpulses.

Sowohl in a) als auch in b) ist H konstant und gleich E.

2. Geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld. Lagrange-Funktion geméfl

(1.75):

I — % Z i? — e¢(xy, T, 23, 1) + € Z @i Ai (21, T2, 23, 1)
4 1

Pi= 5%,

0oL

=mi; +ed;,
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d. h. kanonischer Impuls p; # dynamischer Impuls m &;; Hamilton-Funktion:

H = Z pidi — L (5.20)
p
1
Ty (pi — e A; (21, T2, 23, 1))* + €@ (71, T2, 73, ) ; (5.20)

i
kanonische Gleichungen:

_8H_pi—eAi

0H e 0A;j 0¢
i = — = — —eAy) L — : 21
Elimination von p;: Aus (5.21 a) folgt zunéchst
mit (5.21 b) und
. 04 . 0 A;
A; = Zj: o, S (5.23)
folgt sodann aus (5.22):
. d¢  0A; . (0A; 04
mi; = e oz, 5 + Z T (8% 893j> . (5.24)

Wegen (1.68, 69) ist die rechte Seite von (5.24) die i-Komponente der Lorentz-Kraft;
also hat man erneut m; = Fj.

In diesem Beispiel ist H weder konstant, noch gleich F; V nicht definierbar fiir magne-
tischen Anteil der Lorentz-Kraft.

3. Perle auf rotierendem Kreisring. Nach (1.60) ist

m R?

L =
2

(9% + w? sin®¥) — mgR cos? (5.25)

L .
Py = % = mR*9Y (5.26)

= H:pﬁ’lg—L
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2 2 p2
= 27519}22 — mw2R sin?9 + mgR cos? . (5.27)

H ist zwar konstant, aber nicht gleich der Energie

2 2R2
5 D3 muw

. 9 .
=57 5 si ¥+ mgR cosv; (5.28)

H hat die Bedeutung der Energie im rotierenden System. Schliellich gibt es auch Sy-
steme, wo H zwar gleich E, aber nicht konstant ist; z. B.

4. Teilchen im zeitabhingigen Potential:

)
p ~
H=—+V(rt). 5.29
L vy (529)
Also: Die Konstanz von H und die Bedeutung von H als Energie sind zwei ganz ver-
schiedene Dinge, die unabhéngig voneinander erfiillt sein kénnen — oder auch nicht!

In der Lagrange-Mechanik wird der Zustand des Systems durch die 2n Variablen
qi, --- Qn, q1, - - - Gn gekennzeichnet. Der n-dimensionale Punktraum mit den Koordina-
ten q1, ... qn heilit Konfigurationsraum oder Konfigurationsmannigfaltigkeit. Jedem Zu-
stand des Systems entspricht ein Punkt des Konfigurationsraumes und ein Geschwindig-
keitsvektor — und umgekehrt. Die Bewegung des Systems ist in der Hamilton-Mechanik
iibersichtlicher darstellbar.

In der Hamilton-Mechanik wird der Zustand des Systems durch die 2n Variablen
q1, --- Qn, D1, - - - Dn gekennzeichnet. Der 2 n-dimensionale Punktraum mit den Koordi-
naten qi, ... p, heiffit Phasenraum. Jedem Zustand des Systems entspricht ein Punkt
im Phasenraum — und umgekehrt. Die Bewegung des Systems hat man sich demnach als
Bewegung des entsprechenden Punktes im Phasenraum vorzustellen: als Phasenbahn,
auch als Trajektorie bezeichnet. Diese ist durch die Anfangsbedingungen ¢, ... p2 und
die Hamilton-Funktion H (g, p, t) eindeutig festgelegt — als Losung der kanonischen Glei-
chungen (5.6).
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> O

(9779

Il

.

Im autonomen Fall 9H /0t = 0 lduft durch jeden Punkt des Phasenraumes genau
eine Trajektorie; Trajektorien konnen sich in diesem Fall also nicht schneiden. Die
Hamilton-Funktion H (g, p) legt die Menge der Phasenbahnen fest, den Phasenfluss;
durch die Anfangsbedingung wird eine Trajektorie aus dem gesamten Fluss ausgewéhlt.
Im nichtautonomen Fall 0 H /0t # 0, gelten die vorstehenden Aussagen in einem um
die Zeitachse erweiterten Phasenraum.

Beispiel: eindimensionaler harmonischer Oszillator. Hamilton-Funktion:

2
p k o
H=_"—+ —q¢; 5.30
5 T (5.30)
kanonische Gleichungen:

q = L

oom (5.31)

p=—kq.
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ffc

Phasenbahn durch (qo, po) gemif (2.22):

q = p—osinwt—i—qocoswt

mw (5.32)
P = po cos wt — mwgqp sin wt

mit w = /k/m. Elimination von ¢ fiihrt auf die zur Energie E = p3 /2m + kq3 /2
gehorige elliptische Bahnkurve

k:q2

+ - =E. (5.33)

.
2m
Kompaktere Notation. Zusammenfassung der ¢q, po zu

qa , a=1...n
= 5.34
ba {pan , =n+1,...2n; ( )

Q
|

FEinfithrung der 2n x 2n-Matrix

On  1n _
r— (_1n . >: (Yas) (535)

n

damit stellt man die kanonischen Gleichungen (5.6) wie folgt dar:

2n

: OH

o = Yo =—— » a=1...2n. 5.36
52231 e (5.36)
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Summenkonvention: Uber doppelt auftretende Indizes wird summiert. Das vereinfachte

(5.36) zu

: 0H
§a = ’}’aﬁa—gﬁ . (5.37)

Fiir den Rest der Vorlesung wird die Summenkonvention benutzt.

Die I'-Matrix ist orthogonal:
rr=rrt =1,
d. h. (5.38)
YapYav = Vs Vg = O
mit det I' = 1, d. i. eine ,,Drehung“ im Phasenraum; ferner antisymmetrisch:
" +Tr =0,

d. h. (5.39)
YaB T Vpa = 0.

Eine 2n x 2n-Matrix A mit der Eigenschaft AT T' A = T heifit symplektisch. = T ist
symplektisch.

Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen sind aus dem Hamiltonschen Prinzip (1.124)
herleitbar. Auch die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen sind aus einem Variations-
prinzip herleitbar, dem modifizierten Hamiltonschen Prinzip:

to
/ L(E(t), £(t), t)dt = Extremum (5.40)
ty
mit — siehe (5.4) —
L(& & 1) = Aapbabs — H(E 1) (5.41)

und

(M) = ( 8: (1)2 ) _ AL (5.42)

Die &, (t) sind unter der Nebenbedingung fester Randpunkte zu variieren:
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59~

§(f)+a’}zf)
1

Beachte den Unterschied zum ,,gewthnlichen“ Hamiltonschen Prinzip, wo nur die g, (t)
bei 1 und 2 festgehalten werden — hier die g, (t) und die p, (t). Die zu (5.40) dquivalenten
Eulerschen Gleichungen sind — vgl. (1.122) —

d OL oL
Mit (5.41) folgt aus (5.43):
: OH
()\ag — /\ga)fg + —=0. (5.44)
0&a
Wegen A — AT = T folgt weiter:
. o0H

Mit (5.38, 39) — Multiplikation der linken Seite von (5.45) mit 74, der rechten Seite mit
—Yue — erhélt man

: OH
§p = Vua 9¢, (5.46)

das sind die kanonischen Gleichungen.
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Die kanonischen Gleichungen sind im allgemeinen nicht in geschlossener Form lésbar.
Eine vollstéindige Losungstheorie hat man nur im linearen Fall, d. h. bei quadratischer

Hamilton-Funktion:

1

H = Swatals (5.47)

mit konstanter Koeffizientenmatrix 2 = (w,g), die einfachheitshalber symmetrisch sei:
Wag = Wga- Kanonische Gleichungen:

gu = Ypa Wag fﬁ . (548)

Beispiel: Schwingungen kleiner Amplitude um eine Gleichgewichtslage, z. B.

das System (3.65) mit
Vi 0Op
Q= . A4
< 0, T,* ) (5.49)

Die formale Lisung von (5.48) ist
§(t) = ¢ 1€(0) 5 (5.50)

deren Struktur hingt wesentlich von den Eigenwerten der Matrix I" Q2 ab. Siehe Spezial-
literatur tiber gewohnliche Differentialgleichungen (insbesondere lineare Dgln.) .

Dynamische Variablen:
A= Ag,pt) = A1), (5.51)
d. h. Funktionen auf dem Phasenraum, evtl. explizit t-abhéngig. Beispiele:
A=H(qgpt)=H(Et),A=L, =2xpy, — yYps, ...
Um deren Zeitabhéngigkeit zu berechnen, muss man die kanonischen Gleichungen 16sen:
q(t), p(t) bzw. £(1)
= A(t) = A(q(), p(t), 1) = A(£(1), 1) . (5.52)

Die wichtige Frage, ob A eine Konstante der Bewegung ist, kann man aber ohne
Losung der kanonischen Gleichungen beantworten. Aus (5.52) folgt ndmlich mit (5.37):

dA _0A . 04
dt  0& " Ot
0A 0H 0A

= 87504%60755 + W . (553 a)
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Daraus folgt: A ist genau dann Konstante der Bewegung, wenn die rechte Seite von
(5.53) verschwindet. In ¢, p-Notation gilt:
dA 0A OH OH 0A 0A

— = — — . 5.53 b
& " Oqn Opa  Dqa Opa T O1 (553 b)

Achtung: Summation in (5.53 a) von o, § = 1 bis o, 8 = 2n, in (5.53 b) von a@ = 1
bis & = m, so auch stets im folgenden.

Beispiel: zweidimensionaler harmonischer Oszillator:

1 1
H =@ +p3)+ 5@ +a), (5.54)

m = 1, k = 1 gesetzt. Der Drehimpuls

Ly = qip2 — g2p1 (5.55)

ist Konstante der Bewegung; denn

dLs dLs 9H 9H 9Ls
dt _aQOL apa 8(]04 8]701
=pep1 —p1P2 +q@q —q g =0 (5.56)

= L3 = konstant — ohne weitere Rechnung °

Poisson-Klammer zweier dynamischer Variablen A und B:

DA OB
A BY= 2y g
{ } a&lVﬂagﬁ

9A 9B 0B oA
N 8qa 8]9@ 8QO¢ apa '

(5.57)

Damit schreibt man die allgemeine Zeitentwicklung (5.53 a, b) wie folgt:

dA 0A
— ={A H} + —: .
dt {4, H} ot ’ (5.58)

fiir die kanonischen Gleichungen (5.6, 37) gilt:

dgo _
—* = {& H} ; (5:59)

diese erweisen sich somit als Spezialfall von (5.58).
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Simeon-Denis Poisson, 1781 - 1840

Von besonderem Interesse sind diejenigen dynamischen Variablen A, die mit H , kom-

mutieren®:
(A, H} =0 (5.60)
fiir diese gilt wegen (5.58):
dA  0A
ad _ o4 61
dt ot (5.61)

Beispiel: A = H. Wenn obendrein A nicht explizit von ¢ abhéingt, ist A Konstante der
Bewegung. Beispiele: konservatives H, Ls.

Eigenschaften der Poisson-Klammer — iiberwiegend ohne Beweise:

(A +bB, C} = a{4, C} + b{B, C} (5.62)
{A’ B} = _{B7 A} ( )

(A, BCY = {A, B}YC + B{A,C} (5.64)

t {A7 {B’ C}} + {37 {C’ A}} + {C’ {Av B}} =0; ( )

1. Linearitdt:
2. Antisymmetrie:
3. Produktregel:

4. Jacobi-Identiti

Karl Gustav Jakob Jacobi, 1804 - 1851
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zum Beweis der Jacobi-Identitét sieche Goldstein, chap. 9.4.

5. Kettenregel: Unter der Transformation §, — 7o = 714 (&, t) hat man

94 0B

9&, " €,

_0A 0N Ong 0B
0 Mo 8§u ’Ylwagu 6775

oA, 0B
a7704 Tlecs 116 877[3‘

{A7 B} =

6. Fundamentale Klammern: {&a, fﬁ} = Yagp ;

in g, p-Notation: {90, a8} = 0, A{pa, P} =0, {¢a ps} = dap -

Wichtig ist auch die Beziehung

0A

{‘fa, A} = Yap 3—§3 )

(5.66)

(5.67 a)
(5.67 b)

(5.68)

welche die Ersetzung analytischer (Differentialquotient) durch algebraische (Poisson-

Klammer) Operationen gestattet. — Beziiglich der zeitlichen Entwicklung der dyna-

mischen Variablen {A, B} gilt

Poissons Theorem. Seien A, B zwei dynamische Variablen; fiir diese gilt:

d dA dB
—{A, B} ={—,B A — 5 .
dt{’ } {dt’ }+{’dt}
Beweis: H sei die Hamilton-Funktion des Systems. Nach (5.58) ist
d 0
—{A, B} = {{A, B}, H —A{A, B};
SIABY = ({4, BY, H} + £ {A, B}
Umformung des ersten Terms der rechten Seite mit (5.63, 65):
der zweite Term der rechten Seite von (5.69) liefert:
0 0 (0A 0B
A B Y= (2N
o A B =53 <aga7 68@)
0% A oB 0A 0*B

T 06,0t P ag, T ag, " 9e,01

0A 0B
—{W’B} * {A’ W} '
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Mit (5.71, 72) folgt aus (5.70):

0A

%{A, B} = {{A, H} + - B} + {A7 {B, H} + %—Jf} ; (5.73)

das ist wegen (5.58) die Behauptung.

Im Poisson-Theorem wird vorausgesetzt, dass die Bewegung durch eine Hamilton-
Funktion erzeugt wird. Umkehrung: Wenn (5.69) fiir beliebige Paare A, B gilt, dann
wird der zu Grunde liegende Phasenfluss durch eine Hamilton-Funktion erzeugt. Die
Behauptung wird in Saletan & Cromer, chap. VI 2 bewiesen.

Folgerung aus dem Poisson-Theorem: Wenn A und B Konstanten der Bewegung sind,
dann ist die dynamische Variable {4, B} ebenfalls Konstante der Bewegung. Dariiber,
ob {A, B} von A, B (un)abhéngig ist, wird keine Aussage gemacht. Beides ist moglich.

Beispiel: zweidimensionaler harmonischer Oszillator (5.55). Man zeigt mit
(5.58), dass

A=gqicost —prsint (5.74)

Konstante der Bewegung des Systems (5.54) ist. Von Lz wurde dies in (5.56) gezeigt.
Also ist

B = {L3, A} = gacost — pasint (5.75)

Konstante der Bewegung. A, B, L3 sind unabhéngig voneinander; ferner H. Das System
(5.55) besitzt nach dem Satz auf Seite 30 genau vier unabhéngige Konstanten der Bewe-
gung. .

Beispiel: Poisson-Klammern der Komponenten des Drehimpulses I_;, d.h.
Lo = Eapfy T3Py » (576)

mit anderen dynamischen Variablen bedeutsam. Kartesische Koordinaten ¥ =
(21, z2, 3) und Impulse p = (p1, p2, p3)-

1. Skalare Funktionen: f = f (2%, p2%, 7 -p). Mit Hilfe der PK-Regeln zeigt man:

{f27 La} = {ﬁ27 La} = {f . ﬁy Loc} = O 5 (577)
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z. B.

{527 Lo} = EapBy {zp oy, 25y}
= 2¢€apy Tp Ta{Tp, Py}
——

=0y~

=2e08y 2320y = 0; (5.78)
es folgt (wie?):
{f,L} =0. (5.79)

Beispiel: f sei die Hamilton-Funktion eines Teilchens:

f=H=H@@p"7 p, (5.80)
z. B. Teilchen im Zentralpotential:
1
f=H=—p>+V({Vi?); (5.81)
2m
dafiir gilt also:
{H,L} = 0. (5.82)

Mit (5.58) folgt hieraus die Drehimpulserhaltung.

2. Vektorfunktionen: f =&+ gp+ gsT X P, Wwo g1, go, g3 skalare Funktionen 1.
sind. Man zeigt mit den PK-Regeln:
{7u, Lo} = €pap s
{Pus Lo} = €uap pp (5.83)
{Lus Lo} = €pap L -
Es folgt mit (5.79):

{f;m Loc} = Euap f,B . (584)

Multiplikation dieser Gleichung mit dem Einheitsvektor ¢, und Summation iiber p fiihrt
auf:

{JF» La} = Epap fﬁ é,u
:éa X ég fg
—éq % f. (5.85)
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Speziell fiir f = L folgt:
{L2, L3} = L1, {Ls, L1} = Lo, {Li1, L2} = L. (5.86)

Das ist die dritte der Gln. (5.83). Wenn L,, Lz Konstanten der Bewegung sind, ist L,
ebenfalls Konstante der Bewegung °

Die Losung der kanonischen Gleichungen (5.37) vereinfacht sich, wenn die Hamilton-
Funktion H (§, t) zyklische Variablen enthilt. £ heifit zyklisch, wenn H davon nicht
abhéngt: 0 H /0&g = 0; dann ist das konjugierte {, Konstante der Bewegung. Im
Hinblick auf (5.6) bedeutet das:

Go zyklisch = p, konstant , (5.87 a)
aber auch:

Pa zyklisch = ¢, konstant . (5.87 b)

Wenn z. B. sdmtliche q, zyklisch sind, folglich alle p, = a, = konstant, dann ist die
Losung des Bewegungsproblems trivial:

H:H(al,...an,t)

_0H

 Day,
t

S () = / wa (£)dl + b | (5.88)

= G

= wa (1)

bo = konstant. Unter welchen Voraussetzungen dieser Extremfall eines sog. integrablen
Systems evtl. eintritt, wird im Rahmen der Hamilton-Jacobi- Theorie diskutiert (s. u.).
Aber auch wenn nicht alle, sondern nur einzelne g, (oder p,) zyklisch sind, wird die
Analyse der Bewegung wegen der Existenz der entsprechenden Konstanten der Bewegung
erheblich vereinfacht.

Ob und in welchem Umfang die Hamilton-Funktion zyklische Variablen enthélt, héngt
von der Wahl der Phasenraumkoordinaten £ = (g, p) ab. Beispiel: Teilchen im Zen-
tralpotential. In kartesischen Koordinaten ist keine Koordinate zyklisch, in sphérischen
Polarkoordinaten hingegen ist der Azimutalwinkel ¢ zyklisch, wodurch die L,-Erhaltung
unmittelbar deutlich wird. Siehe S. 34.
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In der Lagrange-Mechanik empfehlen sich geeignete Punkttransformationen

da — Qo = Qq (Qa t) (5-89)

zur ,Erzeugung“ zyklischer Koordinaten. Die Lagrange-Gleichungen sind — mit der
neuen Lagrange-Funktion L’ (Q, Q, t) = L(q(Q,1),q(Q, Q, t), t) — gegeniiber (5.89)
forminvariant; siehe S. 18/19. Falls sich obendrein L (g, ¢, t) und L (q, ¢, t) nur
um die totale Zeitableitung einer Funktion ® (¢, t) unterscheiden, sind die Lagrange-
Gleichungen sogar Term fiir Term invariant gegeniiber (5.89): Symmetrietransformati-
on; siehe S. 21/22.

In der Hamilton-Mechanik sind die ¢ und p ,,gleichberechtigt®; man studiert dort kano-
nische Transformationen

dor Pa — Qa = Qa(q,p,t), Po = Palqg pt), (5.90)

in die alle 2n Phasenraumkoordinaten involviert sind. Im Unterschied zur Lagrange-
Mechanik sind die kanonischen Gleichungen gegeniiber (5.90) im allgemeinen nicht form-
invariant; man hat Forminvarianz zusétzlich zu fordern, d. h. die Existenz einer ,,neuen*

Hamilton-Funktion

K =K(Q,P,t) (5.91)
mit
0K p 0K

= (5.92)

Qa:aPay « _8Qa7

und zwar zu beliebiger ,alter* Hamilton-Funktion H (g, p, t). (Es gibt auch Transfor-
mationen (5.90), wo bzgl. Hj (¢, p, t) ein K (Q, P, t) existiert, bzgl. Hs (q, p, t) jedoch
nicht. Derartige Transformationen sind nicht kanonisch. Siehe hierzu Saletan & Cromer,
chap. VI-3.)

Beispiel:
Q=p, P=—q. (5.93)
Fiir

K(Q, P t)=H(-P,Q,1) (5.94)
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folgt

(5.95)
OH 0K

S T T

d. h. kanonische Transformation. Vertauschung von Orts- und Impulskoordinaten. Bei
der Bezeichnung der ¢, p bzw. @, P als Orts- und Impulskoordinaten ist also Vorsicht
geboten: ,,Orte* kénnen ,,Impulse” sein und umgekehrt oder ganz andere physikalische
GroBen (Winkel, Drehimpulse, ...) .
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Kurznotation: Die Transformation

§o = TNa = Na (fv t) (5'96)
heifit kanonisch, wenn es zu jedem H (, t) ein K (1, t) gibt, so dass gilt:

. 0K

Statt durch die kanonischen Gleichungen (5.97) kann man die Bewegung in den 7-
Koordinaten auch durch das modifizierte Hamiltonsche Prinzip beschreiben:

to
I

L (n(t), n(t), t)dt = Extremum (5.98)

mit
L' (0, t) = Xagtiang — K (0, 1) . (5.99)

Gln. (5.40, 41) gehen durch die Transformation (5.96) genau dann in Gln. (5.98, 99) iiber
— und umgekehrt, wenn sich die Integranden um die totale Ableitung einer dynamischen
Variablen F' unterscheiden:

dF

L — L/ = >\a,6’ (50&5{3 - 770& Uﬂ) + K(n7 t) - H(f, t) = E ; (5100)

dabei ist FF = F (& t) oder F' = F(n,t) nach Belieben. Bezeichnung von F' als
Erzeugende der kanonischen Transformation.

Zur Begriindung von (5.100): Die Variation von

to
dF
Edt = F(2) — F(1) (5.101)
t1
verschwindet. — In der Kanonizitétsbedingung (5.100) bleiben die trivialen Transforma-
tionen unberiicksichtigt, bei denen L’ ein Vielfaches von L ist: 7, = Vaé,, K = aH.
Das entspricht dem Vorgehen der weitaus meisten Lehrbiicher, z. B. Goldstein; in Sale-

tan & Cromer wird der allgemeine Fall behandelt.
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In ¢, ¢-Notation wird aus (5.100):

dF

Poda — PaQa + K — H=—.

(5.102)

Je nachdem, wie man F' darstellt, erhélt man verschiedene Typen von kanonischen Trans-
formationsgleichungen:

1. F=F(q Q1 (5.103)

beliebig. Einsetzen von

dF 8F1 ) oF . 0
— Qo + — 5.104
PR TR TR AT (5.104)
in (5.102) ergibt:
8F1 . @Fl . 8F1
o = 75— | da — | Pa a K-H—-—=0. 5.105
<p aqa>q ( 8@1)@ + 57 (5.105)
Wegen der Unabhéngigkeit von ¢, Qo folgt:
0 Fy 0 Fy
(6% == 9 Pa = — 1
" 9 9Q. (5:100)
sowie
oF
K=H+ —. 5.107
t 57 (5.107)

Gl. (5.106) liefert die Verkniipfung zwischen den ¢, p und den @, P, d. h. die kano-
nischen Transformationsgleichungen des zu (5.103) gehorigen Typs; Gl (5.107) ist die
Konstruktionsvorschrift fiir die neue Hamilton-Funktion.

2. F = Fy(q, P, t) — Qo Pa, (5.108)

F5 beliebig. Einsetzen von

dF 8F2 ) 0F, . 0F»

% an +8PaPa+W*Qo¢Pa*QaPa (5109)
in (5.102) ergibt:
0ry\ . 0Fy\ 0Fy
<poc_aqa>QOz+(Qo¢ aP)P + K — H—W_o. (5.110)
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Wegen der Unabhéngigkeit von ¢, P, folgt:
Pa = g—i Qo = gii (5.111)
sowie
K =H + % . (5.112)

Das sind die kanonischen Transformationsgleichungen vom Fb-Typ bzw. die Formel fiir
K in diesem Falle. — F; und F» sind unabhingig beliebig wéhlbar. Falls in (5.103,
108) dasselbe F' gewéhlt wird, dann sind F; und F» durch Legendre-Transformation

miteinander verkniipft.

3. F:F3(p7Qat)+QOzpa7

F3 beliebig, fithrt — analog oben — auf:

_ 0F3 p 0 F3
qo = Er a = 90,
und
0 F3
K=H+ —.
o
4. F =Fy(p, P, t) — QaPa + qapa
F beliebig, ergibt — wie oben:
O Fy Q= 0Fy
o = 0 pa ’ o 0P,
und
0Fy
K=H+ —.
o
Anmerkungen:

(5.113)

(5.114)

(5.115)

(5.116)

(5.117)

(5.118)

1. Uber die vier skizzierten Typen F (¢, Q, t), F» (¢, P, t), F3 (p, Q, t), F4 (p, P, t) hin-
aus sind kanonische Transformationen aus Erzeugenden herleitbar, die von n beliebi-

gen ¢, p-Koordinaten und n beliebigen () P-Koordinaten als unabhéngigen Variablen

abhéngen.
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2. Bei gleichem F' sind alle diese Erzeugenden durch Legendre-Transformationen mit-

einander verkniipft.

3. Die aus F; hergeleitete Transformation ist genau dann unabhéngig von ¢, wenn F;

nicht explizit von ¢t abhéngt — bis auf eine additive Funktion von ¢t. Genau in diesem Fall

ist K = H — bis auf eine additive Funktion von ¢, die fiir die Dynamik (die kanonischen

Gleichungen) keine Rolle spielt.
Beispiele:

1. Identische Transformation:

mit (5.111) folgt:

Pa = Poy Qo = Qo .

2. Vertauschung von Orten und Impulsen:
F = qaQa ;

mit (5.106) folgt:

Pa = Qo , FPo = —Ga.

Diese Transformation entspricht dem Beispiel (5.93).

3. Punktransformation:
F, = foe(CIa t)Poz )
mit (5.111) folgt:

Qo = fa (Qa t) ;

siehe (5.89): Die neuen Orte hingen nur von den alten Orten ab. Ferner:

120

(5.119)

(5.120)

(5.121)

(5.122)

(5.123)

(5.124 a)

(5.124 b)



Theoretische Mechanik P. Eckelt

d. h. die neuen Impulse hdngen im allgemeinen sowohl von den alten Impulsen als auch
von den alten Orten ab. Betrachte speziell orthogonale Koordinatentransformationen —
wie bei den schwingenden Systemen und beim Kreisel:

Qa = aapyp (5.125)

= Ib = ansqsFPa (5.126)

plus belanglose additive Funktion von t; somit ist
Pg = aap Pa . (5.127)

Wegen der Orthogonalitdt der Matrix (aqs) folgt:
P, = ansps - (5.128)

Die Impulse (5.128) transformieren sich also wie die Orte (5.125).

4. Harmonischer Oszillator. Hamilton-Funktion:

2 2
p mw- o
H=— . 5.129
5t (5.129)
Erzeugende vom F;-Typ:
F = %qu cot Q ; (5.130)

mit (5.106) erhélt man die kanonische Transformation:

p = muwgqcot Q

) (5.131)
_ mwgq

C 2sin?2Q

[2P
q = \/— sin Q
mw (5.132)

p=+vV2mwP cos Q .

Auflésen nach ¢, p ergibt:
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Einsetzen in (5.129) fithrt mit (5.107) auf die neue Hamilton-Funktion:
K=wP. (5.133)
Wegen K = H = FE ist

P:

€|

= konstant . (5.134)

Klar, da @ zyklisch! Berechnung von @ (t):

. 0K
©=%p =¥

= Q=wt+b, (5.135)

b = konstant. Einsetzen von (5.134, 135) in (5.132) liefert das bekannte Oszillatorresul-

tat:
2K
q =\ — sin(wt + b)
mw (5.136)

p=+V2mE cos(wt + t) .

Hier wurde einerseits ,,mit Kanonen auf Spatzen geschossen®; das Beispiel dient ande-
rerseits der Erlduterung des kanonischen Transformationsformalismus. Gl. (5.133) ist
auBerdem ein Beispiel fiir den im Zusammenhang mit (5.88) diskutierten Extremfall,
dass sdmtliche Ortskoordinaten (hier nur eine) zyklisch, folglich alle Impulskoordinaten
(hier nur eine) konstant sind, d. h. fiir ein integrables System. Ein weiteres Beispiel fiir
ein integrables System ist der

5. Freier Fall. Hamilton-Funktion:
2

p
H=— . 5.137
5 T mad (5.137)
Erzeugende vom F5-Typ:
P3
F,=qP 4+ ——; 5.138
2 q + Gng ’ ( )

mit (5.111) erhélt man — nach ¢, p aufgelost — die kanonische Transformation:

P2
2m2g

q=Q —
(5.139)
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Einsetzen in (5.137) fithrt mit (5.112) auf die neue Hamilton-Funktion:
K =mgQ . (5.140)

Hier ist — umgekehrt — P zyklisch und @ konstant; wegen K = H = F hat man

E
Q = — = konstant . (5.141)
mg
Fiir P (t) berechnet man:
0K
p=-2" -
o — MY
= P=m(v — gt) . (5.142)

Einsetzen von (5.141, 142) in (5.139) ergibt bekanntermafen:

q:—gt2+vot+x0

(5.143)
p=m(v — gt)
mit
1 m o
"= (E - 50()) . (5.144)

Wie findet man die Erzeugende? Dafiir gibt es kein ,Patentrezept. Siehe jedoch
Hamilton-Jacobi-Theorie (s. u.).

Man kann die kanonischen Transformationen auch durch die Invarianz der Poisson-
Klammern kennzeichnen: Eine Transformation

n=mn(1t bzw. §=¢&M 1) (5.145)

ist genau dann kanonisch, wenn fiir je zwei dynamische Variablen A, B gilt:

Dabei bedeutet die linke Seite die PK-Definition (5.57) beziiglich der Variablen &:

dA OB

{A, B} = 67504%68755 ;

(5.147)
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die rechte Seite bedeutet die entsprechende Definition beziiglich der Variablen #:

0A 0B
A, B}, = 14
Kanonizitit = Invarianz. Gemif (5.66) hat man:
0A 0B
A, BY, = 28 qe g5, S22 5.149
Falls gilt
{€a Eptn = {&as Epte (5.150)
d. i. Invarianz der fundamentalen PK, dann folgt mit (5.67), d. h.
{€as &8}Ye = Vas (5.151)
die Invarianz beliebiger PK:
0A 0B
A BY, = 22, 82 — 1A B), . 5.152

Man hat also die Invarianz der fundamentalen PK gegeniiber der kanonischen Transfor-
mation zu zeigen.

Beweis in g, p-Notation; z. B.

{90, P8Yo.P = 0Q, 0P, 0Q, 0P,

Falls die Transformation ¢, p < @, P kanonisch ist, sind Gln. (5.106, 111) anwendbar:

Opg 0 0k _ 0 oI _ 0P,
8Qu 8QM 8q5 8q3 aQu an
(5.154)
6p5 o 0 8F2 _ 0 6F2 . 8QM
oP, 0P,9dqs 0qz 0P, gz
Einsetzen von (5.154) in (5.153) fiithrt auf:
0 qa 8Q,u 04qa BPN 0qa
. - n - = 04 5.155
{da; Psta.p 90, dgs T 0P, a5~ a5 5 (5.155)
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Nach (5.67 b) ist aber

{Qa7 pﬁ}q,p = 5aﬁ 5 (5.156)

also folgt

{90 Pa}o.p = {9a> PBYap - (5.157 a)

Entsprechend beweist man (unter der Voraussetzung der Kanonizitét):
{¢a: 4sto.p = {da; 48}ep (5.157 b)

{pa, 8}o.p = {Pa> P}ap > (5.157 ¢)

némlich in beiden Fillen gleich null. Damit ist die Invarianz (5.150) der fundamentalen
PK, somit die Invarianz (5.146) beliebiger PK bewiesen. Wegen der Invarianz kann man
den Index am {...}-Symbol weglassen.

Invarianz = Kanonizitéit. Aus der Invarianz (5.146) folgt:

d d

Die ¢-Bewegung sei durch eine Hamilton-Funktion H (, ) erzeugt, dann ist das Poisson-
Theorem (5.69) auf die rechte Seite von (5.158) anwendbar:

d dA dB
oA By, = {E’ B}5 + {A, %}5 . (5.159)

Wendet man auf die beiden Terme der rechten Seite von (5.159) erneut (5.146) an, so
erhalt man:

d dA dB
Z{A, B}, =B A =20 1
5 1A Bly {dt, }n+{ ,dt}n (5.160)

Hieraus folgt, da A, B beliebig, in Umkehrung des Poisson-Theorems, dass zur n-
Bewegung eine Hamilton-Funktion K (7, t) existiert. Damit ist die Kanonizitit der
Transformation (5.145) bewiesen.

Anmerkungen:

1. Die Invarianz (5.146) der Poisson-Klammern ist plausibel im Lichte des Zeitentwick-
lungsgesetzes (5.58). Fasst man B formal als Hamilton-Funktion auf, so ist

famy =204

o ar (5.161)
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derjenige Anteil der zeitlichen Anderung von A, der vom Phasenfluss (nicht von der
expliziten t-Abhingigkeit) herrithrt. Dieser Anteil der A-Anderung kann aber nicht
davon abhéngen, in welchen Variablen man den Phasenraum beschreibt.

2. Die Jacobi-Determinante, d. i. die Determinante der Jacobi-Matrix:
6%)
J = det 5.162
(356 (5.162)
einer kanonischen Transformation n = n (&, ¢) hat den Wert +1. Wegen der Invarianz

der fundamentalen PK gilt ndmlich:

_ Ona dng _
{Na, Mate = 7¢, Vi g, = Ve

= JdetI'J = detT

= J =41 (5.163)
— was zu zeigen war.

Aus (5.163) folgt die Invarianz des Phasenraumuvolumens unter kanonischen Transfor-

|- /dm- d772n—/ /d&. dé
/ /dql. dgn dpy .. dpn—/ /dQl. dQ, dP, ... dP, .

Das ist eine der Poincaréschen Integralinvarianten, siehe Goldstein, Kap. 8.3;

mationen:

(5.164)

Lagrange-Klammern ... usw.

Henri Poincaré, 1854 - 1912
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3. Die Menge der kanonischen Transformationen (KT) bilden — fiir beliebiges, aber festes
t; darum wird ¢ nachfolgend weggelassen — eine Gruppe:
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a) Das Produkt zweier KT, d. h. die sukzessive Ausfiihrung zweier KT

n=mn(, ¢=<Cm, (5.165)
némlich
¢=¢m(), (5.166)
ist ebenfalls eine KT; denn geméiB (5.66) ist
{Sas E8}¢ = g—ij{mu k¢ gfi
= {&a, o}y

— Vs (5.167)

wegen (5.165) kanonisch, d. h. Invarianz der fundamentalen PK gegeniiber der Trans-
formation £ — (. Daraus folgt die Invarianz beliebiger PK gegeniiber dieser Transfor-
mation, d. h. die Kanonizitdt der Transformation. — Die Verkniipfung zweier KT ist im
allgemeinen nicht kommutativ.

b) Die Inverse einer KT

n=n(), (5.168)
namlich
§=£86m), (5.169)
ist ebenfalls eine KT; denn per definitionem ist
_ Ona  Ong
{77047 775}5 = agﬂ Yuv o,
o 87704 anﬁ
(5.168): - B¢, {&us &t D¢,
(5.66): = {Na, M}n
(5.67): = Yap > (5.170)

d. h. Invarianz der fundamentalen PK gegeniiber der Transformation n — ¢ = Kano-
nizitét dieser Transformation.

c) Die Existenz der identischen KT in (5.120) wurde aufgewiesen.
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d) Das Produkt dreier KT ist assoziativ; wird hier nicht bewiesen (ziemlich einfach).
Also bilden die kanonischen Transformationen eine Gruppe °

In Kapitel 2 wurde — im Rahmen der Lagrange-Mechanik — der Zusammenhang zwischen
Konstanten der Bewegung und Symmetrien des Systems ausfiihrlich dargelegt. Zu jeder
einparametrigen Schar von infinitesimalen Punkttransformationen, welche die Lagrange-
Funktion (quasi)invariant lisst, gibt es eine Konstante der Bewegung — und umgekehrt:
Noether-Theorem.

In der Hamilton-Mechanik lasst sich der Zusammenhang zwischen Konstanten der Bewe-
gung und Symmetrien des Systems viel kompakter formulieren; nur hat man hier einpa-
rametrige Scharen infinitesimaler kanonischer Transformationen zu betrachten, welche
die Hamilton-Funktion invariant lassen. Zu jeder derartigen Schar gibt es eine Konstante
der Bewegung — und umgekehrt. Einfachheitshalber wird in der folgenden Darlegung auf
explizite t-Abhéngigkeiten verzichtet. Der allgemeine Fall wird bei Saletan & Cromer,
chap. VII 1, 2 behandelt.

Einparametrige Schar kanonischer Transformationen:

Qo = Qalg, pie), Po = Palg, p;e); (5.171)
¢ = Scharparameter. Fir ¢ — 0 soll (5.171) in die identische Transformation
iibergehen:

Qa,E:O = (4o , Poc,s:() = Pa (5'172)

daher Bezeichnung als infinitesimale KT. Herleitung aus Erzeugender vom F>-Typ:
F2:F2(Q7Pa€):ana+5G(Q7P)+"'7 (5173)

siehe (5.119). Die beliebige (!) Funktion G (g, P) nennt man Generator der infinitesi-
malen kanonischen Transformationen. Mit (5.111) folgt aus (5.173):

R bYe
Qa_aipa_qa+€8pa(Q7P)+
_O0F, oG
pa——aqa—Pa-l-E—aqa(q,P)—i-...
0G
= Qa—qa—aa—Pa(q,P)—i—...
(5.174)
0G
Py = pa = -5 (q, P)+ ...
P eaqa(q ) +
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im Limes ¢ — 0 erhilt man:

dge 0G
de = a—pa (q, p)
(5.175)
dpe oG
A —a—qa(q, p) -

Durch Integration dieser 2n Differentialgleichungen 1. Ordnung berechnet man die e-
Schar

Ga = 6a(q°, 1% €) , Pa = pa(d’, p%c) (5.176)

endlicher KT, welche die ,,anfinglichen® Variablen ¢°, p° mit den ,,aktuellen“ Variablen
q, p verkniipfen. Beachte: Verkniipfung infinitesimaler KT liefert endliche KT (siehe
oben).

Gln. (5.175, 176) haben dieselbe formale Gestalt wie die kanonischen Gleichungen und
deren (zu gewissen Anfangsbedingungen gehorige) Losung. Der Generator G (g, p) ent-
spricht der Hamilton-Funktion H (g, p), der Scharparameter ¢ entspricht der Zeit ¢. Die
Bedeutung ist allerdings eine ganz andere: Wiahrend durch die kanonischen Gleichun-
gen die t-Entwicklung der Phasenraumvariablen ¢, p aus Anfangswerten ¢°, p° unter der
Einwirkung von H beschrieben wird, beschreiben die Dgln (5.175) die e-Entwicklung
eines Variablensatzes ¢, p aus vorhergehenden Variablensitzen (anfinglich ¢°, p°) unter
dem Einfluss von G. Die ¢, p-Koordinatenwerte auf diesem e-Orbit sind sdmtlich durch
kanonische Transformationen miteinander verkniipft: aktive Betrachtung kanonischer
Transformationen; bei passiver Betrachtung beschreibt man einen und denselben Punkt
im Phasenraum durch verschiedene ¢ p-Koordinaten.

Setzt man in (5.175) G = H, e = t ein, so erhélt man die kanonischen Gleichungen,
jedoch — im Lichte der hier gefithrten Diskussion — mit der folgenden Interpretation:

e Die zeitliche Entwicklung

@, 0" — a,p( " 1) (5.177)
ist eine Schar (Parameter ¢) kanonischer Transformationen.
e Die Hamilton-Funktion ist der Generator dieser Schar.

Zusammen mit (5.164) folgt aus dem KT-Charakter der Bewegung: Das Phasenraum-
volumen eines Gebietes W bleibt unter dem Hamilton-Fluss unveridndert (zeitlich kon-
stant): Satz von Liouville. Uber die zeitliche Entwicklung der ,,Gestalt* von W werden
keine Aussagen gemacht; diese kann sich verdndern, ausfransen, ...
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N
w

i
L

Joseph Liouville, 1809 - 1882

Wie éndert sich der Wert einer beliebigen dynamischen Variablen A bei der durch (5.175)
beschriebenen e-Entwicklung? Darstellung dieser Gleichungen in £-Notation:

Ay _0G

= YV — 5.178
de T o0&, ( )
Mit der Kettenregel folgt:
a4 _ oA dg,
de — 0¢&, de
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_ 040G
~og, " g,
= {A, G} . (5.179)
Speziell fir A = H erhélt man:
dH
—— =1{H . 1
= {H.G) (5150)

Wegen des Zeitentwicklungsgesetzes (5.58):

dG
o = 6.1 (5.181)

— im Falle fehlender expliziter t-Abhéngigkeit — folgt:

dH 4G
@y g
de AT ’

H = invariant < G = konstant . (5.182)

H ist genau dann invariant unter der von G erzeugten e-Entwicklung, wenn G unter
der von H erzeugten t-Entwicklung invariant ist, d. h. wenn G Konstante der Bewe-
gung ist. Die Konstanten der Bewegung des betrachteten Systems sind also mit den
Generatoren der infinitesimalen kanonischen Transformationen zu identifizieren, unter
denen die Hamilton-Funktion invariant ist. In jedem Fall handelt es sich um diejenigen
dynamischen Variablen G, die mit H vertauschen.

Beispiele:

1. gg zyklisch < pg konstant. Betrachte den Generator G = pg; dafiir folgt aus
(5.175):

dga dpa
—— =048, —— =0 5.183
de A de ( )
mit der Losung (5.176):
_ 0 _ .0
da = 4o + €008, Pa = Pq - (5.184)

Diese e-Schar kanonischer Transformationen unterwirft die Koordinate gg einer Verschie-
bung um ¢ und lésst alle anderen Koordinaten unveréndert: Impuls pg als Generator
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einer Translation in der Koordinate gg. Genau dann ist G = pg Konstante der Bewe-
gung, wenn H gegeniiber dieser Translation invariant ist, d. h. nicht von gg abhéngt.

2. Rotationsinvarianz und Drehimpulserhaltung. Fiir den Generator
G=L,=2xpy — ypa (5.185)

ergeben sich aus (5.175) die Entwicklungsgleichungen:

dx dy dz
_ = — — = I _— =
de Yoo e T de
(5.186)
e _ o dpy o dpe
de Y7 de T de
mit der Losung
T =T COsE — Yo sine
y = xg sine + yo cos (5.187 a)
Z =20
bzw.
De = Pz,0 COSE — Py o SINE
Py = Pa,0 SINE + Py o COSE (5.187 b)

Pz =DPz0 -

Durch die e-Schar kanonischer Transformationen wird die x y-Ebene um den Winkel
¢ gedreht; die z-Koordinate bleibt von dieser Operation unberiihrt. Gleiches gilt fiir
Pzs Dys P-- Drehimpuls L, als Generator einer Rotation um die z-Achse. Genau dann ist
G = L, Konstante der Bewegung, wenn H gegeniiber dieser Drehung invariant ist.

6 Hamilton-Jacobi-Theorie

Allgemeines Verfahren zur Losung der kanonischen Gleichungen mit Hilfe kanonischer
Transformationen. Die (gesuchte) Losung

Go = 9o (@°, 0% 1), Pa = pa(d”, P°, 1) (6.1)
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ist nach (5.177) eine KT von den fiir die Zeit ¢ giiltigen ¢, p-Werten auf die zu t = 0
gehorigen konstanten Anfangswerte

qg:Qaa pg:Pa~ (6.2)

Gesucht ist die Erzeugende F' dieser KT; denn dann hat man die Losung — gemifl Gln.
(5.106, 111, 114, 117).

Wegen der Konstanz der @), P ist die neue Hamilton-Funktion in all diesen Variablen

zyklisch:
0K
Qo =0 = or. 0
(6.3)
0K
Py=0 = =0,
9 Qa
d. h. eine Konstante (beziiglich @, P), die gleich null gesetzt werden kann:
K=0. (6.4)
Wegen des Zusammenhanges — siehe Gln. (5.107, 112, 115, 118) —
OF
K=H+ — .
+ T (6.5)

mit der alten Hamilton-Funktion H ist (6.4) genau dann erfiillt, wenn die Erzeugende
F die folgende Gleichung befriedigt:

H(q,p,t)—i—a—F:O. (6.6)
ot
Es ist zweckméBig (nicht zwingend), die Erzeugende vom Fj (¢, P, t)-Typ zu wéhlen.
Mit
O
- 04a
erhiilt man aus (6.6) die Hamilton-Jacobi-Gleichung:

8F2(Q7P7t) 8F2(Q7P7t) 8F2(Q7P7t)

Diese (i. a. nichtlineare) partielle Differentialgleichung 1. Ordnung in den unabhéngigen

Pa (¢, P, ) (6.7)

0. (68)

Variablen qi, ... ¢n, t dient der Bestimmung der Erzeugenden Fj (¢, P, t); aus dieser
berechnet man mit (6.7) und

_OF
- 0P,

Qa (¢, P, t) (6.9)
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— siehe GL. (5.111) — die KT (6.1, 2), d. i. die Losung des Bewegungsproblems.

Die Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung wird (zumeist) als Wirkungsfunktion be-
zeichnet und mit Fy = S symbolisiert. Unter einem wollstindigen Integral von (6.8)
versteht man eine Losung

S =S(q, - qn, a1, ... an, t) , (6.10)
die von n unabhéngigen (konstanten) Parametern ay, ... a, abhingt. — Eigentlich héngt
ein vollstédndiges Integral — da man n + 1 unabhéngige Variablen qy, ... gn, t hat — von
n + 1 unabhéngigen Parametern aq, ... an, an+1 ab. Wegen der besonderen Gestalt der

Hamilton-Jacobi-Gleichung — S kommt nur abgeleitet vor — ist einer dieser Parameter
jedoch additiv: S + a,+1 und spielt folglich in den folgenden Transformationsgleichungen
(6.11) keine Rolle. In (6.10) darf somit keiner der Parameter a, additiv sein.

Nach den vorstehenden Uberlegungen sollen die a,, gleich den Anfangsimpulsen P, = p%
sein. Diese Darstellung der Losung gelingt aber i. a. nicht im ersten Anlauf. Man ver-
schafft sich vielmehr zunéchst (wenn iiberhaupt moglich, siehe integrable Systeme) ein
vollsténdiges Integral (6.10), wo die a, irgendwelche unabhingigen Grofien sind. Inter-
pretation als ,,neue Impulse®; die konjugierten ,,neuen Orte“ werden mit b, bezeichnet.
Die kanonische Transformation ¢, p — b, a ist entsprechend (6.7, 9) durch

08 (g, a,t) 08 (q,a,t)
. = , by = —2 27 6.11
0 qa 0aq ( )
gegeben. (K =0 = a = 0,b = 0 = a = konstant, b = konstant.) Auflosen:
Ga = (a (b7 a, t) y  Pa = DPa (ba a, t) (6’12)

liefert die allgemeine Lisung der kanonischen Gleichungen. Aus dieser kann man sodann
die Konstanten b, a mit Hilfe der Anfangsbedingungen

qg = qo (ba a, O) ’ pg = Do (b7 a, 0) (613)
zugunsten der Anfangswerte ¢°, p° eliminieren.

Die physikalische Bedeutung von S erkennt man, wenn man die totale Ableitung bildet:

s _ 98 . 9§

@ _ L+ 22 14
dt 0 qaq Go F ot (6.14)
Mit (6.7, 8) und Fr = S sowie (5.4) folgt:
as .
E:lpaqoé_}]:L, (6.15)
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S ist also gleich dem unbestimmten Wirkungsintegral:
S = /Ldt + konstant . (6.16)

In dieser Erkenntnis liegt aber keine Hilfe fiir die Berechnung von S, weil man zur
Integration die Losung ¢ (t), p (t) benotigt.

Beispiel: harmonischer Oszillator. Die Hamilton-Funktion

k 2
H:zp—m+7q (6.17)

impliziert die Hamilton-Jacobi-Gleichung

1 [0S\ k, 08
(== — — =0. 1
() + 5+ 5 =0 (6.15)
Der Ansatz
S(q,a,t) = Wi(q, a) — at (6.19)
fithrt — eingesetzt in (6.18) — auf
1 (OW\? &k ,
2m(8q> T @ (6:20)

a ist die Energie des Ostzillators. Es folgt:

w= [ o (o be)a
= 5= [\ (o= b)ar-at, 621

Ausfithrung der Integration an dieser Stelle nicht erforderlich, da nicht S selbst das Ziel
der Bemiihungen ist, sondern die partiellen Ableitungen von S, ndmlich die KT bzw.
Losung (6.11, 12). Anwendung der zweiten Gl. (6.11):

AL R T
90 N2 ) Jackes

— \/%arc sin <\/gq> —t; (6.22)
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mit w = /k / m folgt

2
q = ?“ sinw (t + b) ; (6.23)

b ist eine Zeitkonstante. Anwendung der ersten Gl. (6.11):

o8 k
= —_— = —_— — 2
Y \/2m (a 2q>

(6.23): = V2ma cosw (t + b) . (6.24)

Gln. (6.23, 24) sind die (bekannte) allgemeine Losung des harmonischen Oszillatorpro-
blems. Ersetze b, a durch die Anfangswerte ¢°, p°. Verifiziere die Giiltigkeit von (6.16)e

Im Beispiel (6.17) hing die Hamilton-Funktion nicht explizit von ¢ ab. Den wichti-
gen Spezialfall: H = H (q, p) betrachten wir jetzt allgemein. Setzt man in die
wzeitabhdngige® Hamilton-Jacobi- Gleichung

985 (g, P t) 985 (g, P t) 98 (g, P t)
H e Qn, - ——= =0 6.25
(ql, q e da. + 57 (6.25)
fiir die Wirkungsfunktion ) S den Separationsansatz
S(g, P,t) = W (g, P) — K (P)t (6.26)

ein, so erhélt man fiir die Wirkungsfunktion * W die ,zeitunabhingige* oder ,stati-

ondre* Hamilton-Jacobi-Gleichung:

OW (g, P)  0W(q P)
o~ Oqn

H <q1, s ) = K(P). (6.27)

Berechne hieraus ein vollstédndiges Integral:
W = W(ql, « e Qn, Pl, Pn) y (628)

wo die P, unabhingige (konstante) Parameter sind, von denen keiner additiv ist.

Man kann nun entweder (6.28) in (6.26) einsetzen und — wie oben — S (¢, P, t) als Er-
zeugende einer zeitabhéngigen KT:

_os _ow
pa_GQa_a%’

_ 9S8 oW 9K
9P, 0P, 0P,

Qa t (6.29)

) In der Literatur wird S auch als , Prinzipalfunktion“ und W als ,Hamiltons charakteristische Funk-
tion“ bezeichnet (siehe z. B. Goldstein).
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benutzen, die auf
P, = konstant , @, = konstant (6.30)

fithrt; oder man kann W (g, P) als Erzeugende einer zeitunabhéngigen KT

_3W ~_8W
_8(104’ a_apa

Pa (6.31)

betrachten, die gem#B (6.27) auf eine in allen Q, zyklische Hamilton-Funktion K (P)
fiihrt, mit der Losung

~ 0K
P, = konstant , @, = 8—Pt + konstant . (6.32)
[0

Das ist der auf S. 101 angesprochene , Extremfall“. Gl. (6.32 b) ist wegen (6.29 b, 31
b) dquivalent zu (6.30 b). ) Sowohl Gln. (6.29, 30) als auch Gln. (6.31, 32) stellen —
jeweils nach qq, po aufgelost — die allgemeine Losung des Bewegungsproblems dar.

Auch W hat die Bedeutung eines Wirkungsintegrals:

aw. _ow . .
dr 9 4o da = Paa
= W = /pa Go dt + konstant , (6.33)

das man aber — wie (6.16) — nur auswerten kann, wenn man die Losung bereits kennt.

Beschriankung der folgenden Diskussion auf den stationéren Fall: H (g, p). Im allgemei-
nen besitzt die Hamilton-Jacobi-Gleichung (6.27) kein (globales) vollstéindiges Integral
(6.28). Falls doch, bezeichnet man das System als integrabel. In diesem Fall ist die
Losung durch (6.29, 30) bzw. durch (6.31, 32) gegeben. Nichtintegrabilitdt Hamilton-
scher Systeme ist die ,,Regel“, Integrabilitit die ,,Ausnahme* — in einem Sinne, der hier
nicht nidher besprochen werden kann. Gleichwohl dominieren die integrablen Systeme
die Lehrbiicher und Vorlesungen iiber Theoretische Mechanik.

Es gibt kein sicheres Verfahren, mit dessen Hilfe entschieden werden kann, ob eine
Hamilton-Funktion ein integrables System reprisentiert oder nicht. Eine wichtige Klasse
integrabler Systeme sind die separablen Systeme. Mit dem Ansatz

W(le cee Qn) = Z Wa (Qa) (634)

a=1

) Mit ,b* ist jeweils die zweite Gleichung gemeint.

138



Theoretische Mechanik P. Eckelt

und H = K = E geht (6.27) iiber in

dWh de>
H(q, = g, 220 ) = . 6.35
(ql d(h ¢ dQn ( )

Falls diese partielle Differentialgleichung in n gewohnliche Differentialgleichungen ent-
koppelt:

dW,,
fa <q065 W? ap = Ev az, ... an) =0 ’ (636)

bezeichnet man das System als separabel. Die Dgln. (6.36) sind von 1.Ordnung;
Losung durch Riickfiihrung auf eine Integration (Methode der Trennung der Varia-
blen): Wy (¢a; E, a2, ... an). Einsetzen in (6.34) liefert das vollstdandige Integral

Wiq, ... qu; E, ag, ... ap).

Beispiel: Teilchen im Zentralpotential. Hamilton-Funktion in Kugelkoordinaten,
Spezialfall von (5.16):

2
P; P Dy

H =
2m 2mr2 2mr2 sin? 9

F V() (6.37)

stationdre Hamilton-Jacobi-Gleichung:

1 oW\ 1 [(ow)? 1 AN
il =F. .
2m (87’) STy (819) * 2mr? sin? (890) + V) (6.38)

Der Separationsansatz

W =W (T) + Wo (’19) + W3 (gp) (6.39)

ergibt

1 (dwi\? 1 [(dW\? 1 dWs\ 2
o m V(r)=FE; (639
2m < dr ) T2 < dd ) T i sn?o do + V() » (6.39)

Multiplikation dieser Gleichung mit 2m r? sin? ¢ fithrt auf

2 2 2
2 sin” ¥ <%> + sin ¥ <%> +2mr?sin® 9(V (r) — E) + (%) =0. (6.40)

Der letzte Term hingt nur von ¢ ab, die anderen Terme nur von r und ¢; daraus folgt

dWs\?

die Separation:
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2 2
2 sin? 9 <dW1) + sin? ¥ <dW2> + 2mr?sin®?d (V (r) — E) = —a3, (6.42)

dr dd
as = Separationskonstante. Division der 2. Gleichung durch sin? ¥:
dWr\? dWe\* a3
2 1 2 2 3
2 1% — F — =0. 6.43
r(dr>—|—mr((r) )+<d19)+sin219 (6.43)
Die ersten beiden Terme hiéngen nur von r ab, die anderen beiden nur von ¥J; daraus
ergibt sich die Separation:
dWy\? a? )
= 6.44
<d19> T Gnze ® (6.44)
2 (AW ? 2 2
r Ir +2mr*(V(r) — E) = —a3 , (6.45)

ay = Separationskonstante. Gln. (6.41, 44, 45) entsprechen dem entkoppelten System
(6.36). Losung:

Wi = [2m(E -V (r) — (a2 /r)2dr

Wy = [ /a3 — (a3 / sind)2dv (6.46)
Ws = azp;
die Summe dieser drei Terme ist die Wirkungsfunktion:
W =W (r, 9, ¢; E, as, as) . (6.47)
Mit (631 b, 32 b) -K = P1 = E, P2 = asg, P3 = as — fOlgt:
ow :m/ dr =t+b (6.48)
OF V2m(E = V(r)) - (az/7)?
ow / dr / dd
— =—a +a =b 6.49
das ? r2\/2m (E -V (r)) — (az/r)? ? Va3 — (ag/sin )2 2 (649)
ow / dd
_ 4 o= by, 6.50
dasg ° ) sin2o Va2 — (az/ sinv)? v ’ (6.50)

b1, bz, bz Konstanten. Aus (6.48) kann man r (t) berechnen; (6.49) legt r (¥) fest; aus
(6.50) bestimmt man ¢ (). Aus diesen drei Beziehungen leitet man her, was immer an
der Zentralkraftbewegung interessiert. Mit (6.31 a) *) berechnet man die konjugierten

) Mit ,a“ ist die erste Gleichung gemeint.
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Impulse p;, py, p, — falls gewiinscht °

Anmerkung: Die Separabilitéit (6.34 - 36) ist abhéngig von der ¢, p-Wahl. Bei integrablen
Systemen gibt es stets ein Koordinatensystem, in dem die Hamilton-Funktion separabel
ist: @, P selbst mit der Hamilton-Funktion K (P); denn die Hamilton-Jacobi-Gleichung

ow (@, P\ ..
K (T) = K (P) (6.51)

wird durch die separable Wirkungsfunktion
W = Z Q. P, (6.52)

gelost; aus dieser folgt

_OW(@Q.P) o OW(Q, P)
=g TP 9=

d. i. die identische Transformation. Also: Alle integrablen Systeme sind in geeig-

P =Q, (6.53)

neten Koordinaten separabel!

Betrachte fiir das Folgende ein im Sinne von (6.34 - 36) separables System; das System
sei obendrein ,,zyklisch“: Fiir n = 1 bedeutet das Periodizitdt der Bewegung, und zwar
entweder als Libration (a) oder als Rotation (b).

/////////?

9 5

Beispiel: Das Phasenportrait des mathematischen Pendels enthilt Orbits beider
Typen:
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sefmfo}

Die beiden Bewegungstypen sind im Phasenraum durch die sog. Separatriz voneinander

getrennt °

Fiir n > 1 hat man ,Zyklizitdt“, wenn sich jedes Koordinatenpaar q,, p, geméf (a)
oder (b) verhélt. Man hat dann zwar Periodizitét beziiglich jeder a-Ebene (Projektion),
aber im allgemeinen keine Periodizitdt der Trajektorie im ganzen Phasenraum.

Einfithrung von Wirkungsvariablen:

1
Jo = ﬁ %pa(qa; ai ... an)an
oW,

1
=5- ?(qa; aj ... ap)dqy

=Jo(ar ...an), a=1...n; (6.54)

hier keine Summenkonvention. Die J, sind — bis auf den Faktor 1/27 — gleich der
Fléche innerhalb (a) bzw. unterhalb (b) des pq (gq)-Orbits. — Man kann in W die aq
durch die J, ersetzen:

Wig, J) =W (g, a(J]))
=Y Wa (gas a(J))

=3 Wa (ga, J) - (6.55)

Die zu den J, konjugierten Variablen werden als Winkelvariable 6, bezeichnet. Ka-
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nonische Transformation ¢, p — 8, J vom F5-Typ:

_0W(q, J)
- 94a

(07

(6.56)
oW (q, J) '

Oa = 9o

Wie sieht die Bewegung in den WW-Variablen aus?
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Die neue Hamilton-Funktion ist — da zeitunabhéngige KT —

K(@, J) = H(Q(ev J),p(@, J))
(6.56 a): = H(q(0, J), %—VII/ (g8, ), J))
=E(J), (6.57)

da W nach Voraussetzung die Hamilton-Jacobi-Gleichung befriedigt. Kanonische Glei-
chungen in den WW-Variablen:

oF
(6.58)
. oF
Jo = I 0
mit der Loésung:
0o = wo (JO)t + 6
(6.59)
JQZJS’ 04:1,71
Die J, sind Konstanten der Bewegung. Fiir sie gilt:
. {Jas s} = 0 (6.60)

— wegen der Invarianz der fundamentalen Poisson-Klammern. Ferner (ohne Beweis):

o grad J, linear unabhéngig (6.61)

und (6.57):
. K = K (J) (6.62)

Diese drei Eigenschaften kennzeichnen nach Arnold, § 49, integrable Systeme.

Durch die Konstanten Ji, ... J, wird die Bewegung auf eine n-dimensionale Hyperfliche
M,, im Phasenraum beschréinkt. Arnold, § 49 beweist: Falls M,, kompakt ist, dann ist
M,, dem Torus

T = {(91, 92, Qn) mod27r} (663)

diffeomorph. Die Voraussetzung der Kompaktheit bedeutet physikalisch im wesentlichen
die Beschréankung auf gebundene Systeme, d. h. zyklische Systeme im obigen Sinne.
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Wir zeigen hier nur: Wenn gg einen Zyklus durchlduft und alle g, o # (3, festgehalten
werden, dann nimmt 6z um 27 zu, und alle 6,, o # (3, bleiben unverdndert; denn:

6
W
6.56 b): = "
0 ow
=57 3 (¢, J)dggs
0Js
.54): =2
(6.54) T 9.
= 27 dag - (6.64)

Es gilt auch die Umkehrung. Der 63-Umlauf erfolgt mit der Frequenz wg.

Die gesamte (uneingeschriinkte) Bewegung ist eine Uberlagerung aller 6,-Umldufe mit
den Frequenzen w,. Dabei umliuft, umwickelt, ... die Trajektorie den Torus. Ist die
Bewegung periodisch?

Unter einer Kommensurabilititsbedingung versteht man eine Beziehung
kiwy + kows + ... + kpw, =0 (665)
mit ganzen ki, ko, ... ky, die nicht sdmtlich null sind (KB).

e Falls n — 1 unabhiingige KB existieren, ist jedes w, als rationales Verhiltnis der
anderen Frequenzen darstellbar. In diesem Fall ist die Bewegung periodisch. Vollstéandige
Entartung.
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e Falls m unabhéngige KB existieren, ist die Bewegung auf eine (n — m)-dimensionale
Teilmannigfaltigkeit des 7™ beschrankt. Sie verhélt sich dort quasiperiodisch: Sie kommt
dem Startpunkt im Laufe der Bewegung beliebig nahe (trifft ihn aber nie exakt). m-fache
Entartung. Fiir m = 0 umspinnt die Trajektorie den gesamten Torus dicht.

Der Grad der Entartung hingt empfindlich von den Frequenzen wy, ... wy, ab. Die w,
sind Funktionen von Ji, ... J,. Letztere legen die Gestalt des T™ fest: Kreisradien gleich
/2 J,. Daher hingt der Bewegungstyp empfindlich davon ab, auf welchem Torus man
sich befindet.

Was geschieht mit den Tori und den quasiperiodischen Fliissen darauf, wenn das in-
tegrable System durch eine (kleine) Stérung nichtintegrabel gemacht wird? Antwort:
KAM-Theorie — nicht in dieser Vorlesung.

Beispiel: System harmonischer Oszillatoren (entkoppelt) mit der Hamilton-
Funktion (vgl. S. 121/122):

1 k
=Y (ot f) (6:66)
« ma

stationédre-Hamilton-Jacobi-Gleichung:

1 (OWN? ke o
Za: (2% <8qa> + 7qa> - E, (6.67)

separabel in den ¢q,. Mit

Wi(g) =Y Walta), E= Ea (6.68)

folgt
1 (dWo\?  ka
2@ =E,, a=12...n. .
S <dqa> + 5 la e n (6.69)
Auflosen:
dw, k
S =2ma (Ba — — 2 ) ; :
. \/ o (Ea = a) (6.70)

hieraus berechnet man die Wirkungsvariable:

1 dWy,
Ja:_% s an
27

dqa
1 +qa0 k
== / 2mg (Ea — —aq;i) (6.71)
™ 2
—qa0
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mit goo = /2 Eo / ko ; die Integration ergibt
J, = = (6.72)

mit we = \/ka / mqa. Mit (6.68 b) folgt fiir die neue Hamilton-Funktion:

E=> wala- (6.73)
Diese ist zyklisch in den Winkelvariablen 6,,; somit ist die Losung durch (6.59) gegeben
— jedoch
oF
a = 6.74
Wa = 5 (6.74)

unabhéngig von J.

Umgekehrt: Ein integrables System verhélt sich in WW-Variablen dynamisch wie ein
System entkoppelter harmonischer Oszillatoren — mit w, jedoch im allgemeinen abhéngig
von J.

Kanonische Transformation qu, po — 0o, Jo geméaf (6.56):

d
0o = Wo

d J,
(6.70): = ij / \/ (Ea - 7%) dga

(6.71): = arc sin ( Ma Ya >

S = 2 e, (6.75)
Ma W
sowie
d W,
P ™ dga

(6.70, 72, 75): = V2MaWwa Jo €OS O, . (6.76)

Einsetzen von (6.75, 76) in (6.66) liefert wieder (6.73).

Skalierung mit ¥/ko mq macht den q,, pa-Orbit zu einem Kreis vom Radius v/2 J,. Die
Jo bestimmen also die n (mittleren) Radien des Torus 7.
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Beispiele: Kepler-Problem. Siehe Goldstein, chap. 10.7; Saletan & Cromer, chap.
VII-6 b.

Weitere Anwendungen der Winkel- und Wirkungsvariablen:

e Entwicklung der Quantentheorie: Bohr-Sommerfeld-Quantisierung

e Kanonische Stérungstheorie in der Astronomie: Delauneysche Bahnelemente
Weitere Themen:

e Klassische Feldtheorie: Goldstein, Kap. 12

e Relativistische Mechanik: Goldstein, Kap. 7.

Siehe hierzu auch Saletan & Cromer.
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