Die Dirac-Gleichung, Teil Il

Marvin Nyenhuis

07.01.2015

Inhaltsverzeichnis

(1 Einleitung] 2

2 Der gyromagnetische Faktor der Dirac-Gleichung im elektromagnetischen |
[_Feld
[2.1  Formulierung eines Spin-Operators| . . . . . . .. .. .. ... ... ...
(2.2 Der nicht-relativistische Grenzfall der Dirac-Gleichungl . . . . . . . . ..
[2.3  Vergleich mit experimentellen Daten| . . . . . . . .. .. .. ... ....

= ow NN

3 Symmetrien der Dirac-Gleichung]
[3.1 Kontinuierliche Symmetrien| . . . . . . . .. ... o000
[3.2  Diskrete Symmetrien| . . . . ..o 0oL
B21 Paritatl. . . . . . . .

NeRNo BENEEN I NS

4 Quellen| 10



1 Einleitung

Im vorherigen Teil von Victor Kéarcher wird die Notwendigkeit einer Dirac-Gleichung
erldutert und diese dann hergeleitet. In diesem Teil der Ausarbeitung sollen nun einige
Eigenschaften der Dirac-Gleichung zusammengestellt werden. Hierzu gehort die Diskussi-
on der Dirac-Gleichung mit angeschlossenem Feld, wodurch der gyromagnetische Faktor
hergeleitet werden soll. Dieser Faktor gibt an, in was fiir einem Verhéltnis die Wechsel-
wirkung des Spins mit einem angeschlossenem Magnetfeld zu der Wechselwirkung des
Bahndrehimpulses mit einem angeschlossenem Feld steht.

Der zweite Teil der Ausarbeitung beinhaltet die Diskussion einiger Symmetrien der
Dirac-Gleichung sowohl kontinuierlicher als auch diskreter Symmetrieoperatoren. Hier-
zu zahlt der sogenannt Lorentz-Boost (Anderung der Eigenzeit) als auch die riumliche
Drehung zu den kontinuierlichen Symmetrien, wobei die Paritéit, die Ladungskonjugation
und die Zeitumkehr zu den diskreten Symmetrien gehort.

2 Der gyromagnetische Faktor der Dirac-Gleichung
im elektromagnetischen Feld

Im vorherigen Teil dieses Themas fillt auf, dass der Dirac-Spinor aus zwei Spinoren
besteht, die als Zustandsfunktionen eines Elektrons bzw. eines Positrons identifiziert
werden kénnen. Dieses Phianomen motiviert eine Definition eines Spinoperators S fiir
diese Dirac-Spinoren. Dafiir wird der Vektoroperator ) verwendet, der komponenten-
weise aus 4x4-Matrizen besteht.
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Der Vektoroperator & besteht komponentenweise aus den Pauli-Matrizen:

S I ) I

Fiir die weitere Diskussion behandeln wir 0.B.d.A. Elektronen, die einen Spin von S:%
besitzen.

2.1 Formulierung eines Spin-Operators

Das Korrespondenzprinzip verlangt, dass der Spinoperator folgende Eigenschaften er-
fiillt:

e Vertauschungsregeln fiir einen Drehimpuls : [S;, S;| = ihe; Sk
e Erhaltung des Gesamtdrehimpulses J: [f, H} =0 mit J=L+ 8

e Eigenwert von S2: S%|s,m) = h2s(s + 1) |s, m)



Diese Eigenschaften werden von folgender Definition des Spinoperators erfiillt:
S=-% (3)

Die obigen Voraussetzungen werden durch einen solchen Spinoperator erfiillt. Dies lasst
sich sehr schnell durch Einsetzen {iberpriifen, wobei bekannte Eigenschaften der Pauli-
Matrizen angewendet werden miissen.

Zur Vollstandigkeit konnen zusatzlich die Figenwerte der z-Komponente des Spins fiir
einen Dirac-Spinor formuliert werden. Hierbei wird die i-te Komponente des Spinors mit
u® bezeichnet.

h h h h
SyuV) = +§u<1>  Syu® = _§u<2>  Syu® = +§u<3>  Su® = @ (4)

Die Eigenwerte zeigen, dass die Komponenten u® und u® ein ,Spin-Up“und die Kom-
ponenten u® und u® ein ,Spin-Down“bezeichnen. Dabei gehéren Komponenten 1 und
2 zu einem Elektron-Zustand und 3 und 4 zu einem Positron-Zustand.

2.2 Der nicht-relativistische Grenzfall der Dirac-Gleichung

In dem ersten Teil zu dem Thema ,Dirac-Gleichung“wurde die Dirac-Gleichung kovariant
formuliert.

(Y Py —me)p =0 (5)

Ein angeschlossenes Feld kann man in einer kovarianten Form nun als Zusatz zu dem
Impuls in dem Hamiltonian interpretieren, da sowohl der Impuls als auch der Feld-Vektor
als ein kovarianter Vierer-Vektor geschrieben werden kann.

P,—P,—eA, = (WP,—ey"A,—me)p =0 (6)

Um dieses Eigenwertproblem zu losen, wird der Dirac-Spinor als Spinor mit zwei Kom-

—

ponenten ¢ und x geschrieben. Aufserdem lisst sich der Vierer-Vektor P, als P=(P,P)
= (ih2,P) und A, als A—(Ag,A) = (®,A) schreiben. Setzt man nun diese Definitio-
nen mit den Definitionen fiir die 7-Matrizen in die Gleichung (6) ein, so erhélt man ein

Gleichungssystem aus zwei Gleichungen.

(ih%—e@—mcz) o=c(P—eA) Gy
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(ihg—etﬁ—l-mcz)xzc( —eA)-dy (7)
Bis hierhin wurden noch keine Einschrankungen bis auf die Einschrankung auf Fermionen
eingesetzt. Nun wir der nicht-relativistische Grenzfall beobachtet. Folgende Einschran-

kungen wirken dadurch auf die Gleichungen.

e Beschriankung auf stationédre Zustidnde : ih%w = FEv



e Entwicklung der Eigenenergie E um mc? : E = E’ + mc?
e Betrachtung von kleinen E’ und kleinen Skalarpotentialen : E> < mc? ; e® < mc?

Diese Néherungen werden nun in die Gleichungen in (7) eingesetzt. Dadurch lésst sich
die Komponente y mit der Komponente ¢ darstellen.

(E"—mc)p = c
2mc?x = ¢
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Diese beiden Gleichungen lassen sich durch Einsetzen auf eine Gleichung, die nur von ¢
abhéngt, zusammenfassen:

(B —et)p=[(P—cd) | ¢ (9)

Um die linke Klammer aufzul6sen, miissen die Rechenregeln fiir Pauli-Matrizen ange-
wendet werden. Da dies nicht zum Verstandnis der Gleichung beitragt, wird hier nur das
Ergebnis eingesetzt. Eine ausfiihrliche Herleitung ist in dem den Skript zu Vorlesung
,Quantenfeldtheorie“von Professor Miinster zu finden.

1
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Hierbei bezeichnet [is das magnetische Moment, was aus dem Spin eines Teilchens re-
sultiert.

eh e =
fis=g- 1 G=g- -8 (1)
Vergleicht man die Definition des Moments mit der Gleichung (10), so folgt, dass der
gyromagnetische Faktor g durch die Dirac-Gleichung mit dem Faktor 2 identifiziert wird.
Da das magnetische Moment abhéngig von dem Spinoperator S ist, gibt es eine Auf-
spaltung der Energiewerte, die ein Elektron besitzen kann. Ein ,Spin-Up*“- Zustand gibt
einen anderen Energieeigenwert aus als ein ,,Spin-Down‘“-Zustand (s. Gleichung (10) ).

2.3 Vergleich mit experimentellen Daten

Im letzten Schritt dieses Kapitels wird der theoretische Wert mit experimentellen Werten
verglichen. Der gyromagnetische Faktor g wird im Buch ,Gernot Miinster: QQuantentheo-
rie, 2. Auflage“von 2010 mit:

g = 2.002319304386(20) (12)

angegeben. Dieser Wert lésst sich auch mit Hilfe der (Quantenelektrodynamik theoretisch
errechnen.



Griinde fiir diese Abweichungen lassen sich in den N#herungen finden, die in Kapitel
2.2 auf die Gleichungen eingewirkt haben. Folgende Storungen miissen dem Hamilto-
nian hinzugefiigt werden, um eine kleinere Abweichung zu dem obigen Experiment zu
erhalten:

e Entwicklung der Energie bis zur zweiten Ordnung: H; = —%
e Die Spin-Bahn-Kopplung in einem Potential V :  Hy = 2m1202 %% .SL
e Der Darwin-Storterm fiir s-Wellenfunktionen : Hs = %AV

Der Darwin-Term beschreibt die Schwingungsbewegung des Atomkerns. Dadurch ver-
andert sich das Coulomb-Potential lokal mit der Zeit. Die grofste Verdnderung ist an
kernnahen Positionen vorhanden und da nur s-Wellenfunktionen im Kern eine endliche
Aufenthaltswahrscheinlichkeit besitzen, hat dieser Term nur fiir diese eine Auswirkung.

3 Symmetrien der Dirac-Gleichung

In diesem Teil der Ausarbeitung sollen nun verschiedene Symmetrieoperatoren diskutiert
werden. Ziel dieser Diskussion ist, bekannte Symmetrien der Schrodinger-Gleichung in
die Theorie zur Dirac-Gleichung zu iiberpriifen. Hierbei sollen sowohl kontinuierliche als
auch diskrete Operationen untersucht werden.

3.1 Kontinuierliche Symmetrien

Mit kontinuierlichen Symmetrien sind Symmetrien gemeint, in denen durch einen oder
mehrere Parameter innerhalb der Algebra unendlich viele verschiedene Operationen er-
stellt werden konnen. In dieser Ausarbeitung liegt der Fokus auf dem Wechsel des Be-
zugssystems, d.h. Verdnderungen der Raumzeit des jeweils beobachteten Systems.

Der Ausgangspunkt dieser Diskussion ist das Ziel, einen Formalismus zu finden, der die
kovariante Dirac-Gleichung unter obigen Operationen invariant lasst.

Der sogenannte Lorentz-Boost, was der Wechsel der Eigenzeit eines Systems beinhaltet,
wird durch die Lorentztransformation A ausgedriickt.

v =B 00
— 0 0

A= gﬁ g 10 (13)
0 0 0 1

Hierbei wird sich auf Bewegungen in x-Richtung mit der Geschwindigkeit v beschrankt.
1

Hierbei ist # = ¥ und v = (1 — #*)"2. Nun wird eine Transformation S gesucht, die von

A abhéngt und eine invariante Formulierung moglich macht.

(z'hy”@; —me)Y' (2') = 0 mit ' (') = S(A)y(x) (14)



Eine Bedingung fiir die Transformation S erhilt man, indem man die untransformierten
Teile der Gleichung durch transformierte Ausdriicke ersetzt und mit Gleichung (14)
vergleicht.

(thA7A*8, — me) S~ (M) (2") = 0 (15)

Daraus folgt folgende Bedingung fiir den Symmetrieoperator S, indem von links der
Operator S multipliziert wird :

SHA)YS(A) = AlA* (16)

Der erste Schritt, diese Gleichung zu erfiillen, ist die Entwicklung der Lorentztransfor-
mation unter infinitesimaler Anderung.

Die Rotation wird zunéchst nicht betrachtet. Das Ergebnis hiervon wird nur eingefiigt,
da innerhalb der Vorlesung ,Quantentheorie“die Diskussion der Drehoperation ausfiihr-
lich vorkam. Die Transformation lisst sich wiefolgt entwickeln:

Ar1l+ewmite<1 (17)

Die Theorie zur speziellen Relativititstheorie und die Tatsache, dass w spurlos ist (Ent-
wicklung von Operatoren), verlangt, dass w spurlos und antisymmetrisch ist. Vergleicht
man in erster Naherung ( v — 0, v — 1) die Entwicklung mit der Matrixformulierung,
lasst sich der Operator w folgendermafen schreiben:

0 -8 0 0

(B 0 00
“Zlo 0o 00 (18)

0 0 00

Die drei anderen Freiheitsgrade des Operators werden durch die Rotation benutzt. Be-
obachtet man eine Rotationsachse 77 so lassen sich alle nicht-0-Komponenten, die nicht
auf der Spur liegen, wie folgt ausdriicken:

Wij = —€ijkMk (19)

Nachdem eine Entwicklung fiir die Lorentztransformation erstellt wurde, ldsst sich dann
eine solche fiir die Transformation S entwickelt werden. An dieser Stelle wird ein An-
satz fiir S gewdhlt und per Diskussion geklirt, dass dieser Ansatz zu einer Losung des
Problems fiihrt.

1
S(A)~1-— ZGWWUW (20)
Aus Symmetriegriinden ist auch der Operator ¢ spurlos und antisymmetrisch. Setzt man
diese Darstellung in die Gleichung (16) ein, so erhélt man eine Losung fiir den Operator
.
7

5 [V 5] (21)
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Die jeweiligen Kommutatoren kénnen mit Rechenregeln in Teil I berechnet werden. Eine
Darstellung fiir endliche Rotationen bzw. Boosts resultiert korrespondierend mit der
Darstellung der nicht-relativistischen Theorie in einer Exponentialfunktion.

i

S = e 4wNVo—HV (22)

Mit dieser Transformation S ldsst sich eine invariante Darstellung einer Transformati-
on der Raumzeit darstellen, denn dadurch bleibt die kovariante Darstellung der Dirac-
Gleichung invariant unter Symmetrieoperationen.

3.2 Diskrete Symmetrien

In diesem Teil des Kapitels werden Symmetrieoperationen untersucht, die bei endli-
cher Anwendung des gleichen Operators das Ausgangssystem wieder hergestellt wird.
In diesem Fall werden die Paritédt P, die Ladungskonjugation C und die Zeitumkehr T
untersucht, die bei erneuter Anwendung die Identitiat ergeben.

3.2.1 Paritat

Die Paritét ist die Operation, indem der Raum vollstandig gespiegelt wird und die Zeit
unverdndert bleibt. Als Matrix ldsst sich dies folgendermafsen ausdriicken:

1 0 0 0
0 -1 0 0

Ap = 0 0 —1 0 (23)
0 0 0 -1

Da es sich hier um eine rdumliche Drehung handelt, kann fiir diese Transformation
Gleichung (16) angewandt werden. Vergleicht man die Gleichung mit den Rechenregeln
fiir die v-Matrizen, so kann P als die nullte Komponente des Vektoroperators geschrieben
werden.

10 0 0
01 0 0

P=2%=1{0g0 -1 o (24)
00 0 -1

Die Eigenwerte dieses Operators erhilt man, indem dieser auf einen Dirac-Spinor ange-
wendet wird. Formuliert man diesen durch zwei zweikomponentige Spinoren, so beob-
achtet man, dass Positronen eine negative Paritét besitzen und Elektronen eine positive
Paritéit besitzen (innerhalb der Theorie zu freien Elektronen in der Dirac-Gleichung).

P()= () .



3.2.2 Ladungskonjugation

Die Ladungskonjugation C beinhaltet die Operation, in der das Vorzeichen einer Ladung
umgekehrt wird. Gemeint ist, dass die Ladung in gerade die Ladung umgewandelt wird,
die der Anfangsladung als Entgegengesetztes entspricht.

In der Theorie zu Elektronen bedeutet das, dass ein Elektron in ein Positron umgewan-
delt wird und umgekehrt. Fiir einen Dirac-Spinor bedeutet das das Austauschen der
Komponenten ¢ und Y.

= ¢ =0yt (26)

Diesen Ansatz setzt man nun in die Dirac-Gleichung ein. Zusétzlich wird dieser Ausdruck
mit der komplex konjugierten Dirac-Gleichung verglichen. Dadurch erreicht man, dass in
beiden Fillen die Funktion 9" = vorkommt. Die Rechenregel 1/* = 79" dessen Beweis
dem Leser iiberlassen wird, wird zusétzlich benotigt.

0 = (ihy"9, — mc)CyT
0% = 0 = [(ihy"D, — me)y]” = A (ih(—y")" 9, — me)p” (27)

Vernachliissigt man in der zweiten Gleichung den Operator 4° und vergleicht die bei-
den Gleichungen miteinander, so folgt folgende Bedingung, der die Ladungskonjugation
geniigen muss:

CTIAC = ()T (28)

Betrachtet man die Rechenregeln fiir die y-Operatoren aus dem Teil I, so sieht man,
dass der Operator C= i7?7° diese Bedingung erfiillt. Dieses Ergebnis liisst sich aukerdem
abhingig von den Pauli-Matrizen schreiben.

C = —i <£2 %2> (29)

Schon die Matrixform der Ladungskonjugation lasst darauf schlieffen, dass die zwei zwei-
komponentigen Spinoren des Dirac-Spinors vertauscht werden.

Um der Vollstandigkeit Rechnung zu tragen, soll zum Schluss kurz der Ladungsstrom er-
wahnt werden. In der Realitdt miisste bei Anwenden dieses Operators der Ladungsstrom
seine Richtung &ndern. Lésst man die Konjugation auf den Wahrscheinlichkeitsstrom
wirken, so fillt dort auch auf, dass die nullte Komponente keinen Vorzeichenwechsel er-
hélt, wobei die drei raumartigen Komponenten ihr Vorzeichen édndern. Hier erkennt man
also eine Korrespondenz der Theorie mit den Erwartungen in der Praxis.



3.2.3 Zeitumkehr

Eine naive Interpretation der Zeitumkehr T wéare das Phanomen, dass sich schlagartig die
Richtung der Zeit dndert. Hierzu bend6tigt man zunéchst die Definition eines absoluten
Zeitpunkts t=0. Hier ergibt sich noch kein Problem, wenn man definiert, dass mit dem
Urknall auch die Zeit entstanden ist.

Spiegelt man nun die Zeit also an diesem Zeitpunkt per Zeitumkehr, so gibe es Zustinde
des Teilchens ,die vor dem Zeitursprung existieren. Da es kein Teilchen gibt, was sich so
verhélt, kann man davon ausgehen, dass die Interpretation der Zeitumkehr falsch ist.
Die Zeitumkehr meint die Umkehr der Bewegungsrichtung eines Teilchens. Wenn ein
Teilchen sich ab Zeitpunkt ty in eine Richtung bewegt hat bis bei Zeit t’ die Zeitumkehr
T angewendet wird, so bewegt das Teilchen sich wieder in die Ausgangsposition zuriick.

Bewegungsrichtung vor t'

P
[ |

[ —
Bewegungsrichtung nach t

t 0 t'

Abbildung 1: Zeitumkehr in eine Richtung (Skizze)

Das heifst, dass nach dem Zeitpunkt t’ die Bewegung riickwarts 1auft bis zu dem Zeit-
punkt t=2(t’-to).

Nun ist ein mathematischer Formalismus dieses Phinomens gesucht. Das vorher be-
schriebene ldsst sich wiefolgt darstellen:

[$(0)) = e T (1)) = e R Ted " [ (0)) (30)
Dadurch erhalten wir folgende Bedingung fiir den Zeitumkehroperator T
e wHiTertlt = 1 (31)

Die Losung fiir diese Gleichung gibt T = iy'y? (Per Einsetzen zu Uberpriifen).
Das ergibt fiir T in einer Matrixdarstellung:

r- (7 ) 32)



Das Vorzeichen der Pauli-Matrizen zeigt, dass die Richtung des Spins eines Spinors inner-
halb eines Dirac-Spinors umgekehrt wird. Aufferdem werden alle Impulse im behandelten
System umgekehrt. Das bewirkt, dass auch alle Raumrichtungen des Wahrscheinlich-
keitsstroms umgekehrt werden.
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