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Bei der quantenmechanischen Betrachtung der gebundenen Zustände
(E < 0) wasserstoffähnlicher Atome ergibt sich ein diskretes Energie-
spektrum En = −RZ2 1

n2 , das nur von der Hauptquantenzahl n abhängt.
Die Energie-Eigenzustände |ψnlm〉 werden hingegen zusätzlich durch die
Quantenzahlen l und m der Drehimpulseigenzustände charakterisiert.
Die Energieniveaus sind also entartet.

Während die Entartung in Bezug auf m direkt aus der O(3)-Drehsym-
metrie des Problems folgt, war die Erklärung der l-Entartung lange
unklar. Sie konnte schließlich durch einen algebraischen Zugang von
Pauli1 aufgrund der Erhaltung des quantenmechanischen Runge-Lenz-
Vektors auf eine O(4)-Symmetrie zurückgeführt werden.

Einige Zeit danach zeigte V. A. Fock2 die O(4)-Symmetrie des Wasser-
stoffproblems mit einem alternativen Zugang, indem er die Schrödinger-
gleichung als Integralgleichung im Impulsraum formulierte und deren
Äquivalenz zur Integralgleichung der vierdimensionalen Kugelflächen-
funktionen zeigte. Die O(4)-Symmetrie des Problems wird hier nach der
Methode von Fock nachgewiesen und ein Additionstheorem hergeleitet,
das weiterführende Berechnungen in der Atomphysik vereinfacht.

1Wolfgang E. Pauli. „Über das Wasserstoffspektrum vom Standpunkt der neuen Quantenmechanik“.
In: Zeitschrift für Physik 36 (1926), S. 336–363.

2Vladimir A. Fock. „Zur Theorie des Wasserstoffatoms“. In: Zeitschrift für Physik 98 (1935), S. 145–
154.
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1 Motivation und Vorgehen

Das Energiespektrum wasserstoffähnlicher Atome

En = −Z2R 1
n2 (1)

mit der Hauptquantenzahl n, Kernladungszahl Z und der Rydberg-Konstante

R = e28πε0a0 = mee432π2ε20ћ2 = mec2α22 (2)

ist in Bezug auf die Quantenzahlen l und m, die die Energie-Eigenzustände

ψnlm(~r) = Rnl(r)Ylm(θ, φ) (3)

charakterisieren, entartet. Da es sich beim Coulomb-Potential V (r) des Wasserstoff-
problems um ein radialsymmetrisches Potential handelt, ist das gesamte Problem
räumlich isotrop und weist damit eine O(3)-Symmetrie (Kugelsymmetrie) auf. Dies
erklärt die Entartung in Bezug auf die magnetische Quantenzahl m, die mit einer
einzelnen Komponente des Bahndrehimpulses ~L (üblicherweise Lz) in Verbindung
steht. Anschaulich ist das klar, da bei einem kugelsymmetrischen Problem keine
Raumrichtung ausgezeichnet ist.

Die Entartung in Bezug auf l folgt jedoch nicht auf eine solche natürliche
Weise. Eine Entartung der Energie steht allerdings immer in Verbindung mit einer
Symmetrie des Problems. Es stellt sich also Frage, welche bisher unbekannte
Symmetrie die l-Entartung verursacht. Aus dem Noether-Theorem folgt, dass eine
kontinuierliche Symmetriegruppe zu Erhaltungsgrößen führt. Auf diese Weise kann
aufgrund der Erhaltung des quantenmechanischen Runge-Lenz-Vektors gezeigt
werden, dass (ganz analog zum Kepler-Problem der klassischen Mechanik) das
Wasserstoffproblem eine O(4)-Symmetrie aufweist. Dies wurde von Pauli3 gezeigt.

V. Fock4 leitete die O(4)-Symmetrie durch eine alternative, unabhängige Betrach-
tung der Schrödingergleichung im Impulsraum her. Nach dieser Methode soll
nun gezeigt werden, dass die Schrödingergleichung wasserstoffähnlicher Atome
äquivalent zur Integralgleichung der vierdimensionalen Kugelflächenfunktionen ist.
Dazu soll zunächst die Schrödingergleichung in den Impulsraum transformiert und
eine Integralgleichung für die Impulsraum-Eigenzustände ψ̃(~p) aufgestellt werden.
Durch Vergleich mit der Integralgleichung für die vierdimensionalen Kugelflä-
chenfunktionen soll deren Äquivalenz gezeigt werden. Durch die Identifikation der
Impulsraum-Eigenfunktionen mit den vierdimensionalen Kugelflächenfunktionen
wird klar, dass das Problem in Bezug auf die Symmetriegruppe der vierdimensio-
nalen orthogonalen Transformationen O(4) symmetrisch ist.

3Pauli, „Über das Wasserstoffspektrum vom Standpunkt der neuen Quantenmechanik“.
4Fock, „Zur Theorie des Wasserstoffatoms“.
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2 Integralgleichung der Eigenzustände

2.1 Schrödingergleichung im Impulsraum

Zunächst soll die Schrödingergleichung des Wasserstoffproblems in den Impuls-
raum überführt werden. Das Coulomb-Potential des Elektrons eines wasserstoff-
ähnlichen Atoms lautet5

V (~r) = − 14πε0
Ze2
r = −κr (4)

Der Hamilton-Operator des Systems lautet damit H = p22m − κ
r . Daraus folgt direkt

die bekannte zeitunabhängige Schrödingergleichung im Ortsraum:[
− ћ22m∇2 − E + V (~r)]ψ(~r) = 0 (5)

Dabei bezeichnet ψ die Energie-Eigenzustände im Ortsraum.
In der Quantenmechanik wird der Wechsel zwischen Orts- und Impulsraum

mittels Fourier-Transformation vollzogen. Hier soll dabei die folgende Konvention
verwendet werden:

ψ̃(~p) = F
[
ψ(~r)] = 1(2πћ)3/2

∫
R3
ψ(~r)e− i

ћ ~p·~r d3p (6)

ψ(~r) = F−1[ψ̃(~p)] = 1(2πћ)3/2
∫
R3
ψ̃(~p)e i

ћ ~p·~r d3r (7)

Die Ortsraum-Wellenfunktion wird als ψ und die Impulsraum-Wellenfunktion als
ψ̃ bezeichnet. In dieser Konvention lautet das Faltungstheorem, das wir benötigen
werden:

F[f (~r) · g(~r)] = 1(2πћ)3/2 f̃ (~p) ∗ g̃(~p) = 1(2πћ)3/2
∫
R3
f̃ (~p′)g̃(~p − ~p′) d3p′ (8)

Durch Fouriertransformation kann nun die bekannte Ortsraum-Schrödinger-
gleichung in den Impulsraum überführt werden:

F
[(

p22m −E + V (~r))ψ(~r)] = F[0] ⇔
(
p22m −E

)
ψ̃(~p) + F[V (~r)ψ(~r)] = 0 (9)

Als letzten Term erhalten wir also die Fouriertransformation von V (~r)ψ(~r). Mit
dem Faltungstheorem (8) ergibt sich

F[ψ(~r)V (~r)] = 1(2πћ)3/2 ψ̃(~p) ∗ Ṽ (~p) = 1(2πћ)3/2
∫
R3
ψ̃(~p′)Ṽ (~p − ~p′) d3p′ (10)

5Im gaußschen Einheitensystem gilt κ = Z.
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Zu bestimmen bleibt noch der Term Ṽ (~p − ~p′). Die direkte Berechnung der
Fouriertransformation von V (~r) führt jedoch zu einem Problem, da das entstehende
uneigentliche Integral nicht konvergiert:6

(2πћ)3/2Ṽ (~p − ~p′) = ∫
R3

κ
r e

− i
ћ (~p−~p′)·~r d3r = 4πћκ

|~p − ~p′|

∞∫
0

sin( 1
ћ|~p − ~p′|r

) dr (11)

Als Ausweg wird das Coulomb-Potential als Grenzwert des Yukawa-Potentials

V ′(~r) = −κre
−µr (12)

betrachtet. Man erhält das Coulomb-Potential durch Bilden des Grenzwerts für
einen verschwindenden Masseterm, d. h. V (~r) = limµ→0 V ′(~r). Unter der Vorausset-
zung, dass die Bedingung

F
[lim
µ→0 V ′(~r)] = lim

µ→0 F
[
V ′(~r)] (13)

erfüllt ist, erhält man das gesuchte Ṽ (~p − ~p′) des Coulomb-Potentials durch Bil-
den des Grenzwerts bei der entsprechenden Fouriertransformation des Yukawa-
Potentials, deren Integral konvergent ist:

Ṽ (~p − ~p′) = lim
µ→0 1(2πћ)3/2

4πκ
µ2 + 1

ћ2 |~p − ~p′|2 = 1(2πћ)3/2
4πћ2κ

|~p − ~p′|2 (14)

Durch Einsetzen von (14) in die Schrödingergleichung (9) erhält man schließlich
die Schrödingergleichung für wasserstoffähnliche Atome im Impulsraum in
Form einer Integralgleichung:

p22mψ̃(~p) − κ2π2ћ
∫
R3

ψ̃(~p′)
|~p − ~p′|2 d3p′ = Eψ̃(~p) (15)

2.2 Stereografische Projektion

Als Nächstes soll die Schrödingergleichung (15) in eine Integralgleichung für die
Eigenzustände ψ̃(~p) überführt werden. Dazu soll eine Koordinaten-Substitution
mittels stereografischer Projektion durchgeführt werden. Bei der stereografischen

6Dies liegt in der Langreichweitigkeit der Coulomb-Wechselwirkung begründet. Das Integral
konvergiert für Wechselwirkungen ∼ r−1−a mit a > 0.
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Abbildung 1: Stereografische Projektion der unteren Hälfte einer Kugeloberfläche
(schwarz) und eines gegenüber der Bildebene geneigten Großkreises
(rot).

Projektion wird eine Kugeloberfläche auf eine Ebene abgebildet (oder umgekehrt),
d. h. jedem Punkt der Oberfläche wird ein Punkt der Ebene zugeordnet.7

In Abb. 1 ist eine solche Projektion dargestellt. Beispielhaft wurde die Abbildung
einiger Punkte (Kreis und Linien in der unteren Kugelhälfte sowie ein geneigter
Kreis) zwischen Kugeloberfläche und Ebene eingezeichnet. Die Zuordnung der
Punkte wird durch die Schnittpunkte von Geraden, die durch das Projektionszen-
trum (PZ) verlaufen, mit Kugel und Ebene definiert.8

Eine Verallgemeinerung der in Abb. 1 dargestellten dreidimensionalen Projektion
auf höhere Dimensionen ist problemlos möglich. Es soll nun die Oberfläche der
vierdimensionalen Einheitskugel auf eine dreidimensionale Hyperebene projiziert
werden, die mit dem Impulsraum identifiziert wird. Die Koordinaten des Impuls-
vektors ~p sollen folglich als Koordinaten in der Hyperebene gedeutet werden, d. h.
sie ist die Menge der Punkte {(

px
p0 ,

py
p0 ,

pz
p0 , 0

)}

7Die stereografische Projektion existiert nicht nur als mathematische Operation, sondern findet
z. B. in der Kartografie Anwendung.

8Es sind verschiedene Varianten (Lagen der Ebene bzw. von PZ) möglich.
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Dabei ist p0 = √
−2mE der mittlere quadratische Impuls.9 Abweichend von Abb. 1

liegt das Projektionszentrum im Südpol der Kugel und der Ursprung des Koordi-
natensystems in deren Mittelpunkt.

Die Koordinaten eines Punktes ~s auf der Einheitskugel (r = 1) im R4 lauten in
vierdimensionalen Kugelkoordinaten:

~s =

ξ
η
ζ
χ

 =


sin(α) sin(θ ) cos(φ)sin(α) sin(θ ) sin(φ)sin(α) cos(θ )cos(α)

 (16)

Sie erfüllen also die Bedingung

~s2 = ξ2 + η2 + ζ2 + χ2 = 1 (17)

Die Projektionsgeraden ~g durch den Südpol lassen sich in Punktrichtungsform
wie folgt darstellen:

~g(px, py, pz, t) =


000
−1


︸ ︷︷ ︸

PZ

+t

px/p0
py/p0
pz/p01


︸ ︷︷ ︸

Richtungsvektor

(18)

Sie sind gerade so konstruiert, dass sie die Impulsraum-Hyperebene für t = 1
schneiden. Ihr Schnittpunkt mit der Kugel kann leicht durch Einsetzen von ξ, η, ζ, χ
in (17) ermittelt werden:

t2(px
p0

)2 + t2(py
p0

)2 + t2(py
p0

)2 + (t − 1)2 = 1
⇔ t = 0 ∨ t = 2p20

p20 + p2
Die Geraden schneiden die Kugel also zum einen (wie vorausgesetzt) im Projek-

tionszentrum und zum anderen für

t = 2p20
p20 + p2 (19)

9Wie zuvor erwähnt werden gebundene Zustände (E < 0) betrachtet. Die Wahl von p0 wird im
folgenden von Bedeutung sein. Dass es sich dabei um einen „mittleren quadratischen Impuls“
handelt, lässt sich streng mit dem Virialsatz der Quantenmechanik nachweisen.
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Durch Einsetzen von (19) in (18) erhält man den Punkt auf der Kugeloberfläche, der
dem Punkt

(px
p0 , pyp0 , pzp0 , 0)

in der Hyperebene zugeordnet wird. So ergibt sich direkt
die Transformationsvorschrift zwischen den Koordinaten ξ, η, ζ, χ und px, py, pz:

~s =

ξ

η

ζ

χ

 =


sin(α) sin(θ ) cos(φ)sin(α) sin(θ ) sin(φ)sin(α) cos(θ )cos(α)

 =


2p0px
p20+p22p0py
p20+p22p0pz
p20+p2
p20−p2
p20+p2

 (20)

Die zugehörige Umkehrtransformation lautet entsprechend
px
p0 = ξ1 + χ ,

py
p0 = η1 + χ ,

pz
p0 = ζ1 + χ (21)

2.3 Herleitung der Integralgleichung

Nun soll schließlich die endgültige Form der Schrödingergleichung als Integral-
gleichung formuliert werden. Dazu wird die Projektion (21) verwendet, um in der
Schrödingergleichung (15) zu den Koordinaten α, θ, φ überzugehen. Es muss der
Zusammenhang des Volumenelements d3p im Impulsraum und des (Hyper-)Flä-
chenelements dΩ auf der Kugeloberfläche bestimmt werden. Das Volumenelement
im Impulsraum lautetd3p = dpx dpy dpz = p2 sin(θ ) dp dθ dφ (22)

und das Flächenelement auf der Kugel istdΩ = sin2(α) sin(θ ) dα dθ dφ (23)

Das Bilden der Jacobi-Determinante der Koordinatentransformation (21) führt zum
Zusammenhang d3p = (

p20 + p22p0
)3 dΩ (24)

Es soll nun eine neu definierte Funktion Ψ betrachtet werden:

Ψ(α, θ, φ) = π√8 p20 + p2
p5/2 ψ̃

(
~p(α, θ, φ)) (25)

Die Funktion Ψ ist wie folgt normiert:10

12π2
∫
R3

|Ψ(α, θ, φ)|2 dΩ = ∫
R3

p20 + p22p20
∣∣ψ̃(~p)∣∣2 d3p = 1 (26)

10Die Oberfläche der 4D-Einheitskugel ist 2π2.
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r = 1r = 1
d

δ

Abbildung 2: Veranschaulichung des Abstands zweier Punkte auf einer Einheits-
kugeloberfläche.

Der Term p20+p22p20 liefert dabei bei der Integration den Wert 1, da es sich bei p20
wie erwähnt um den mittleren quadratischen Impuls handelt und das Integral
über p2∣∣ψ̃(~p)∣∣2 als Mittelwertbildung aufgefasst werden kann. Durch Einführen des
Integrationsmaßes dΩ mit (24) und Einsetzen von ψ̃ nach Umstellen von (25) wird
die Schrödingergleichung zu

Ψ(α, θ, φ) = λ2π2
∫
R3

(p20 + p2)(p20 + p′2)4p20
Ψ(α′, θ ′, φ′)

|~p − ~p′|2 dΩ′ (27)

mit λ = κm
ћp0 .

Zur Interpretation des Integrals (27) betrachten wir den Abstand zweier Punkte
auf der Kugeloberfläche. Veranschaulichend ist die Situation in Abb. 2 dargestellt.
Dort bezeichne δ den Winkel zwischen zwei Einheitsvektoren – d. h. Punkten auf
der Einheitskugel – und d den Abstand der beiden Punkte. Mit dem Kosinussatz
erhält man

d2 = 2r2 − 2r2 cos(δ) = 2(1 − cos(δ)) = 4 sin2(δ2
)

(28)

Der Abstand d entspricht unter Verwendung der bisherigen Nomenklatur dem
Abstand |~s − ~s′|. Durch Nachrechnen lässt sich außerdem zeigen:

|~s − ~s′|2 = (ξ − ξ ′)2 + (η − η′)2 + (ζ − ζ′)2 + (χ − χ′)2 = 4p20|~p − ~p′|2(p20 + p2)(p20 + p′2) (29)

Mit (28) und (29) erhält man direkt:4p20|~p − ~p′|2(p20 + p2)(p20 + p′2) = 4 sin2(δ2
)

(30)
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Der Kehrwert des Vorfaktors vor der Funktion Ψ(α′, θ ′, φ′) im Integral (27) ent-
spricht also gerade dem vierdimensionalen quadratischen Abstand |~s − ~s′|2 =4 sin2(δ2 )

zweier Punkte auf der Kugeloberfläche, wobei δ der Winkel zwischen den
Vektoren ~s und ~s′ ist.11 Als abschließendes Ergebnis lässt sich damit die folgende
Integralgleichung für die Impulsraum-Eigenzustände festhalten:

Ψ(α, θ, φ) = λ2π2
∫
R3

Ψ(α′, θ ′, φ′)4 sin2(δ2 ) dΩ′ (31)

3 Integralgleichung der vierdimensionalen
Kugelflächenfunktionen

3.1 Laplace-Gleichung

Als Nächstes soll gezeigt werden, dass die Integralgleichung der vierdimensio-
nalen Kugelflächenfunktionen äquivalent zur Schrödingergleichung (31) ist. Ein
allgemeiner vierdimensionaler Vektor ~r lautet in Kugelkoordinaten

~r =

x1
x2
x3
x4

 =

rξ
rη
rζ
rχ

 =

r sin(α) sin(θ ) cos(φ)
r sin(α) sin(θ ) sin(φ)
r sin(α) cos(θ )

r cos(α)

 (32)

Sei u(~r) nun eine zweifach partiell differenzierbare Funktion. Es sollen solche
Funktionen betrachtet werden, die die vierdimensionale Laplace-Gleichung

∂2u
∂x21 + ∂2u

∂x22 + ∂2u
∂x23 + ∂2u

∂x24 = ∇2u = 0 (33)

lösen. Die vierdimensionalen Kugelflächenfunktionen Ψnlm(α, θ, φ) sind die Lösun-
gen des Winkelanteils der Laplace-Gleichung (33).

11Es gilt: cos(δ) = cos(α) cos(α′) + sin(α) sin(α′) cos(γ)
mit cos(γ) = cos(θ ) cos(θ ′) + sin(θ ) sin(θ ′) cos(φ − φ′).
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3.2 Greensche Funktion

Die Laplace-Gleichung ∇2u = 0 soll mithilfe einer Greenschen Funktion G(~r, ~r′)
gelöst werden. Von G werden die folgenden beiden Eigenschaften gefordert:

∇2G(~r, ~r′) = −2π2δ(~r − ~r′) (34)(
∂G
∂r′ +G

)
r′=1= 0 (35)

Unter Verwendung der zweiten Greenschen Identität∫
V

(
φ∇2ψ − ψ∇2φ) dV = ∫

S(V )
(
φ∂ψ∂n − ψ∂φ∂n

) dS (36)

erhält man mit φ = u, ψ = G und Integration über die vierdimensionale Einheits-
kugel V = K:∫

K

(
u(~r′)∇2G −G∇2u(~r′)) d4r′ = ∫

S(K)
(
u(~r′)∂G∂r′ −G∂u∂r′

) dΩ′ (37)

Hier wird die Bedeutung der an G gestellten Forderungen klar. Durch Nutzen
der Eigenschaften (34) und (35) von G sowie der Forderung, dass u die Laplace-
Gleichung (33) lösen soll, wird aus (37) direkt folgende Gleichung:

u(~r) = ∫
S(K)

[(
∂u
∂r′ (~r′) + u(~r′))G(~r, ~r′)]

r′=1dΩ′ (38)

Die Greensche Funktion G muss immer noch bestimmt werden. Durch Einsetzen
lässt sich zeigen, dass die beiden Bedingungen (34) und (35) durch die Funktion

G(~r, ~r′) = 12R2 + 12R21
mit R2 = |~r − ~r′|2 = r2 − 2rr′ cos(δ) + r′2

R21 = 1 − 2rr′ cos(δ) + r2r′2
(39)

erfüllt werden.

3.3 Aufstellen der Integralgleichung

Für eine Lösung der Laplace-Gleichung der Form

u(~r) = rn−1Ψnlm(α, θ, φ) (n ∈ N) (40)

- 11 -
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gilt (
∂u
∂r + u

)
r=1= ((n − 1)rn−2Ψnlm + rn−1Ψnlm

)
r=1 = nu = nΨnlm(α, θ, φ) (41)

Verwendet man dies zusammen mit dem Ergebnis für G(r′ = 1) aus (39) im Integral
(38), ergibt sich die folgende Integralgleichung für u:

u(~r) = rn−1Ψnlm(α, θ, φ) = n2π2
∫
S(K)

Ψnlm(α′, θ ′, φ′)1 − 2r cos(δ) + r2 dΩ′ (42)

3.4 Äquivalenz zur Schrödingergleichung

Mit r = 1 wird (42) zur Integralgleichung für die vierdimensionalen Kugelflä-
chenfunktionen Ψnlm:

Ψnlm(α, θ, φ) = n2π2
∫ Ψnlm(α′, θ ′, φ′)4 sin2(δ2 ) dΩ′ (43)

Ein Vergleich mit der Integralgleichung für die Impulsraum-Eigenzustände (31)
zeigt deren Äquivalenz mit der Integralgleichung für die vierdimensionalen Kugel-
flächenfunktionen (43). Die Funktion Ψ, die (bis auf Vorfaktoren) den Impulsraum-
Eigenfunktionen ψ̃ entspricht, kann mit den vierdimensionalen Kugelflächenfunk-
tionen Ψnlm identifiziert werden. Außerdem wird deutlich:

λ = κm
ћp0 = κm

ћ
√

−2mE != n (44)

Die Konstante λ entspricht demnach der Hauptquantenzahl n! Damit ergibt sich
(wie erwartet) das korrekte Wasserstoffspektrum (1):

E = − p202m = − 12mκ2m2
ћ2n2 = −RZ2 1

n2 (45)

Darüber hinaus wird klar, dass die vierdimensionale Drehgruppe O(4) eine
Symmetriegruppe des Wasserstoffproblems ist! Es wurde gezeigt, dass die Schrö-
dingergleichung des Wasserstoffproblems mathematisch äquivalent zur Bewegung
eines freien Teilchens auf der vierdimensionalen Einheitskugel ist und durch
vierdimensionale Kugelflächenfunktionen gelöst wird. Das Problem ist damit sym-
metrisch unter vierdimensionalen orthogonalen Transformationen.
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4 Darstellung und Eigenschaften der
vierdimensionalen Kugelflächenfunktionen

4.1 Explizite Darstellung

Verwendet man wie in drei Dimensionen einen Separationsansatz für die Laplace-
Gleichung, so lassen sich die vierdimensionalen Kugelflächenfunktionen Ψnlm
als Ψnlm(α, θ, φ) = Πnl(α)Ylm(θ, φ) (46)

darstellen. Dabei sind Ylm die bereits bekannten Kugelflächenfunktionen aus drei
Dimensionen. Diese sind mit den zugeordneten Legendre-Polynomen Plm(x) wie
folgt definiert:

Ylm(θ, φ) = √2l + 14π (l −m)!(l +m)!Plm( cos(θ ))eimφ (47)

Der „neue“ Anteil Πnl(α) kann mit Ml = √
n2(n2 − 1) . . . (n2 − l2) über die Glei-

chungen

Πnl(α) = Mlsinl+1(α)
α∫

0
cos(nβ)( cos(β) − cos(α))l

l! dβ (48)

oder

Πnl(α) = sinl(α)
Ml

dl+1( cos(nα))d( cos(α))l+1 (49)

dargestellt werden. Für l = 0 gilt: Πn0(α) = sin(nα)sin(α) .

4.2 Additionstheorem

Wie bei den dreidimensionalen Kugelflächenfunktionen kann auch bei den vierdi-
mensionalen ein Additionstheorem hergeleitet werden. Dazu wird der Integrand
der Integralgleichung (42) für u nach Potenzen von r entwickelt:

11 − 2r cos(δ) + r2 = 1 + r · 2 cos(δ) + r22 (4 cos(2δ) + 2) + . . .

= ∞∑
k=1 r

k−1 sin(kδ)sin(δ) (50)
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Durch Einsetzen der Entwicklung in die Integralgleichung (42) nimmt diese die
folgende Form an:

rn−1Ψnlm(α, θ, φ) = n2π2
∞∑
k=1 r

k−1 ∫ Ψnlm(α′, θ ′, φ′)sin(kδ)sin(δ) dΩ′ (51)

Ein Koeffizientenvergleich der Potenzen von r in (51) ergibt:

δknΨnlm(α, θ, φ) = n2π2
∫ Ψnlm(α′, θ ′, φ′)sin(kδ)sin(δ) dΩ′ (52)

Da die Kugelflächenfunktionen eine vollständige orthogonale Basis bilden, kann
der Term n sin(nδ)sin(δ) nach den Ψnlm(α′, θ ′, φ′) entwickelt werden:12

nsin(nδ)sin(δ) = ∞∑
l=0

l∑
m=−l

cnlmΨnlm(α′, θ ′, φ′) (53)

In (53) kann die Orthogonalität der Kugelflächenfunktionen ausgenutzt werden.
Bilden des L2-Skalarproduktes mit Ψnlm auf beiden Seiten liefert

cnlm = n2π2
∫ Ψ∗

nlm(α′, θ ′, φ′)sin(nδ)sin(δ) dΩ′ (54)

Durch Konjugation des Koeffizientenvergleichs (52) für n = k erhält man direkt

cnlm = Ψ∗
nlm(α, θ, φ) (55)

Damit folgt das Additionstheorem für die vierdimensionalen Kugelflächenfunk-
tionen13

nsin(nδ)sin(δ) = n−1∑
l=0

l∑
m=−l

Ψ∗
nlm(α, θ, φ)Ψnlm(α′, θ ′, φ′) (56)

Das Additionstheorem für dreidimensionale Kugelflächenfunktionen lautet mit
den Legendre-Polynomen Pl:14

Pl
( cos(γ)) = 4π2l + 1 l∑

m=−l

Y ∗
lm(θ, φ)Ylm(θ ′, φ′) (57)

Eine alternative Form des vierdimensionalen Additionstheorems (56) resultiert
durch Einsetzen des dreidimensionalen Additionstheorems (57):

nsin(nδ)sin(δ) = 14π n−1∑
l=0 Πnl(α)Πnl(α′) (2l + 1)Pl(cos(γ)) (58)

12Denn: Der Winkel δ zwischen zwei Vektoren ~s und ~s′ ist eine Funktion δ(α′, θ ′, φ′).
13Das Additionstheorem kann als höherdimensionales Analogon zur bekannten Formel aus der

Trigonometrie: cos(θ ′ − θ ) = cos(θ ′) cos(θ ) + sin(θ ′) sin(θ ) angesehen werden.
14Dabei ist γ der Winkel zwischen zwei dreidimensionalen Vektoren; vgl. auch Fußnote 11.
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5 Ausblick

Bisher wurden nur gebundene Zustände (E < 0) betrachtet. Für die Behandlung
von Streuzuständen (E > 0) wird die Betrachtung eines vierdimensionalen Hyper-
boloids statt der Hyperkugel notwendig. Eine einfachere Alternative ist es, n und
α als imaginär zu betrachten. Πl(n,α) unterscheidet sich dadurch nur um einen
konstanten Vorfaktor von den oben angegebenen Ergebnissen.

Anwendung finden die Ergebnisse z. B. beim Compton-Effekt bei gebundenen
Elektronen oder bei unelastischen Stößen an Atomen. Dort treten Normen N von
Projektionen von Funktionen φ auf:

N = ∫
|Pnφ|2 dτ = ∑

l,m

∣∣∣∣∫ ψ∗
nlmφ dτ∣∣∣∣2

(59)

Die Summierung über l bereitet dabei Probleme. Mit der Transformationsgruppe
und dem Additionstheorem ist diese jedoch deutlich leichter durchzuführen. Ana-
loge Vereinfachungen ergeben sich bei Projektionen von Operatoren, was bei der
Berechnung von Atom-Formfaktoren benötigt wird.
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