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1 Einleitung

In der nichtrelativistischen Quantenmechanik sind viele Effekte, wie die Spin-Bahn-Kopplung und
das gyromagnetische Moment des Elektrons gg ~ 2 nicht beschreibbar. Weiterhin folgt der Spin nicht
aus theoretischen Griinden, sondern die Theorie wird aufgrund von experimenteller Evidenz (Stern-
Gerlach Versuch) an das reale Verhalten des Elektrons angepasst. Diese Probleme werden durch die
relativistische Quantenmechanik und im speziellen durch die Dirac-Theorie gelost. Diese Arbeit soll
einen Uberblick iiber die Entwicklungen in der relativistischen Quantenmechanik zwischen 1926-1928
geben. Im Verlauf der Arbeit wird die Dirac-Gleichung hergeleitet und dargestellt, sowie verschiedene
Implikationen der Gleichung genauer erklért.

2 Historische Entwicklung

2.1 Schroédingergleichung

Historisch hat sich die Quantenmechanik ausgehend von der Schrodingergleichung, welche 1926 von
Erwin Schrodinger (siehe Foto) verdffentlicht worden ist, weiter in Richtung relativistische Formu-
lierung entwickelt.

In der Gleichung féllt auf, dass die Ortsableitung von zweiter Ordnung und die Zeitableitung von
erster Ordnung ist, wodurch diese Gleichung unméglich relativistisch kovariant sein kann.

2.2 Klein-Gordon-Gleichung

Der erste Versuch einer relativistischen Quantentheorie wurde 1926/1927 unternommen, dabei wur-
de aus der Schrédingergleichung die Klein-Gordon-Gleichung hergeleitet. Urspriinglich hatte schon
Schrédinger selbst die Gleichung entwickelt, dieser verwarf die Idee aber, da die Theorie das Wasser-
stoffspektrum nicht korrekt vorhersagen konnte. Sie wurde schlieflich von Oskar Klein (siehe Foto)
und Walter Gordon erarbeitet. Man beginnt zur Herleitung der Klein-Gordon-Gleichung mit der
Einstein’schen Energie-Impuls Beziehung, dabei sind die p, = (E/c¢, —p) bzw p* = (E/c,p) der
kovariante und der kontravariante Viererimpuls:

Wendet man darauf die Jordan’schen Ersetzungsregeln p— p = ?V und E = ih% und das Korre-

spondenzprinzip an, soerhé',t man direkt die Klein-Gordon-Gleichung:
g P ’

c2 ot? h?
32
7h2w\1/ = ( h262v2 + m2C4) \Ij
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Die zweite Form ist zur Anschauung in dhnlicher Form zur Schrédingergleichung gehalten. Es erge-
ben sich fiir die Gleichung zwei kritische Probleme. Einmal ist die Wahrscheinlichkeitsdichte nicht
zwangslaufig positiv definit, dies sollte eine Wahrscheinlichkeitsdichte aber immer sein:

ik 0 0

(U* 20 — U— %),

PKG = ot ot

2mc?

Und zweitens ist die Energie nicht auf positive Werte beschrénkt. Denn es gilt:
E = £y/m3c* + p2c2.

Die auftretenden Probleme bei Zustinden mit negativer Energie lassen sich nicht wie in der Dirac-
Theorie durch eine Art Dirac-See (spédter mehr dazu) 16sen, da die Klein-Gordon-Gleichung das
Verhalten von Spin 0 Teilchen beschreibt, fiir welche das Pauli-Prinzip nicht gilt. Daraus folgt,
dass ein einmal in einen niedrigeren Zustand wechselndes Teilchen (unter Abgabe von E = hv)
endlos weiter ,fallen wiirde und so ein unendlicher Energieausstofs auftreten wiirde. Wegen dieser
Probleme wird die Gleichung in der Quantenfeldtheorie in ein Klein-Gordon-Feld umgewandelt,
dieses gilt fiir die Beschreibung von massiven Spin 0 Teilchen (z.B. Pionen), weiterhin wird pxa
dabei als Ladungsdichte uminterpretiert.

2.3 Herleitung der Dirac-Gleichung

Der Druchbruch in der relativistischen Quantenmechanik gelang Paul Dirac 1928. Dieser bekam
dafiir im Jahr 1933 zusammen mit Erwin Schrédinger den Nobelpreis fiir Physik. Um seine Theorie
auf zu stellen, werden die folgenden Forderungen an die noch unbekannte Gleichung gestellt:

e Die Gleichung muss linear und homogen in der Wellenfunktion ¥(7,t) sein.

e Die Gleichung enthélt nur Zeit- und Raumableitungen erster Ordnungen.

e Die Hermitezitit des Hamiltonoperators muss gelten.

e Das Korrespondenzprinzip muss erfiillt sein.

e Die Bewegungsgleichung ist die einfachst mogliche, die alle vorherigen Forderungen erfiillt.

Die fiinfte Forderung nimmt die zweite Forderung vorweg, trotzdem ist diese Forderung aufgrund
ihrer Wichtigkeit hier nochmal explizit aufgefiihrt. Man macht nun einen einfachen linearen Ansatz
der alle Forderungen erfiillt, aufserdem wird die Summenkonvention iiber [ = 1,2, 3 benutzt.

i0, ¥ =ia¥ + iq; ¥, mit a,aq; € C, (1)
U=A(7t) e, mit SeR. 2)

Einsetzen von in ergibt:
) .
10,4 — 5 A9;5] = iaA + i[9 A + %A@lS]

Man kann nun fiir die eckigen Klammern im quasiklassischer Grenzfall die folgende Abschétzung
machen. Dabei geht ein, dass ein Wellenpaket, welches ein Teilchen représentiert, im Grenzfall auf
eine kleine Umgebung des klassischen Teilchenorts konzentriert ist.

li0, Al o A
~ =—-F Al=—).
‘ — %at5| EAt mit (8tS und |(9t | At)
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Hierbei ist At ~ d/v die Zeit, die das Wellenpaket braucht um ein Gebiet der Ausdehnung d zu
durchlaufen. Fiir die rechte, eckige Klammer gilt analog:

oA h
|+ AdS|  Ipld

Die Quantenmechanik sollte fiir hohe Energien und Impulse in die klassische Mechanik {ibergehen,
daraus folgt: EAt >> h und |p;|d >> h. Aufgrund der Abschitzungen kénnen wir aukerdem 10; A
und ia;0; A vernachléssigen, daraus folgt die folgende Gleichung:

—8155 = iha — alﬁlS.

Quadriert man diese Gleichung so ergibt sich:
1
(0:9)* = —h%a® — ih(aa; + a;a)0)S + i(alam + A ay) 9SO S.

Diese Gleichung lésst sich nun mit der (quadrierten) klassischen Hamilton-Jacobi-Gleichung ohne
dufere Krifte:
(0:5)* = mict + c2(9,5)?

vergleichen, daraus folgt fiir die Koeffizienten a und a; im kréftefreien Fall:

2\ 2
mocC
a? =— ( W > . aqt+aa=0, aam+ ama; = 20,

Eine wichtige Forderung aus diesen Relationen ist, dass ¥ mehrkomponentig sein muss. Dies folgt
daraus, dass die Koeffizienten mehrkomponentige Matrizen sein miissen, um diese Relationen erfiillen
zu konnen. Fordert man weiter, dass der Dirac’sche Hamilton-Operator Hp = ia + ia;0; hermitesch
sein muss, so lisst sich daraus folgern, dass at = —a antihermitesch ist und azr = a; hermitesch sein
muss. Man definiert nun a und a; als:

2
a= %ﬁ, a; = —cqy.
Hierbei sind S und «; mit [ = 1,2,3 Matrizen deren genaue Form sich aus den folgenden Regeln
ergeben:
(o, ] =281, und [, ]+ = 6,04 =0.

Zusammen mit o? = af} = a? = 32 = 1 erzeugen die Matrizen also eine Clifford-Algebra. Ohne

genaue Herleitung gilt fiir hermitesche Matrizen, dass sie durch eine unitire Transformation auf
Diagonalform gebracht werden kénnen und aus der Clifford-Algebra folgt, dass deren Quadrate 1
sein miissen. Daraus und aus den anderen Regeln der Clifford-Algebra folgt:

Spur(eq) = Spur(f) =0, Eigenwerte: A = 1.

Hieraus und aus der Algebra folgt, dass man fiinf linear unabhéngige Matrizen gerader Dimension
bendtigt um diese Relationen zu erfiillen. Fiir 2 x 2 Matrizen gibt es nur maximal vier linear un-
abhéngige Matrizen, daraus folgt also zwingend, dass es sich um n x n-Matrizen mit n gerade und
grofer gleich 4 handeln muss. Aus der Forderung, dass die Gleichung mdoglichst einfach sein muss,
folgt dann direkt, dass es sich bei 5 und den drei o;’s um 4 x 4 Matrizen handeln muss.
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3 Dirac-Gleichung

Setzt man nun die in der Herleitung berechneten Gleichungen und Koeffizienten in eine Gleichung
zusammen, so ergibt sich die Dirac-Gleichung:

0 ch &
. _ 2
1h—8t\11 = (moc B+ ¥ ,;:1 ak8k> v

Wie zuvor beschrieben sind g und «aj 4x4 Matrizen, diese sehen in der Standard-Form wie folgt

aus:
(1 0 (0 o
8= (0 —]1) und ap = (O'k O)'

Dies ist nur eine mogliche Darstellungsform, so gibt es zum Beispiel auch die Weyl-Darstellung,
die Majorana-Darstellung und die chirale Darstellung. Die vierkomponentigen W-Wellenfunktionen
werden Dirac-Spinoren genannt, sie sind vierkomponentig und transformieren sich unter Drehung
so, dass erst eine Drehung um 4 sie auf die Identitit abbildet. Weiterhin ist die Dirac-Gleichung
SU(2) invariant und besitzt aufgrund der 4-dimensionalen Spinoren mehr Freiheitsgrade als nichtre-
lativistische Quantentheorien. Die zusétzlichen Freiheitsgerade versetzen die Dirac-Gleichung in die
Lage den Spin korrekt beschreiben zu konnen.

4 Kovariante Formulierung

4.1 Aufstellung der kovarianten Dirac-Gleichung

Die Dirac-Gleichung wird, um an die kovariante Darstellung zu kommen, mit §/c¢ multipliziert,
daraus ergibt sich:
iR(BO0Y + Ba - V¥) — me¥ = 0.
Definiert man sich nun den Vierer-Matrix-Vektor v* wie folgt:
1 =B.9" =B fiir k=123,

so ergeben sich die y-Matrizen zu:

0 __ 1 0 _ O O
7—(0 1 und g = A

Die v-Matrizen erzeugen, wie die @- und S-Matrizen eine Clifford-Algebra, mit den dazu gehorigen
Relationen, wie z.B.:
’YIU.,YD + ,yl/,yll, — Zgl_l.l/]l
AuRerdem ergibt sich, dass 7* = 7 hermitesch und 4% = —~*t antihermitesch ist. Insgesamt ergibt
sich so die kovariante Form der Dirac-Gleichung in Feynman-Notation:
(P—mec)¥ =0| mit p=+"1kd, =v*p,.

Dabei geht Definition der partiellen Viererableitung 0, = % = (%%, V) ein, den Index kann man,
wie aus der speziellen Relativitdtstheorie bekannt, mit dem metrischen Tensor hoch und runter

ziehen. Die kovariante Form der im nichsten Kapitel beschriebenen Kontinuitétsgleichung ist durch
gt = 0, UT~HU gegeben.
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4.2 Lorentz-Kovarianz der Dirac-Gleichung

Man betrachte zwei Inertialsysteme I mit x und ¥, sowie I’ mit ' und ¥’. Diese sind durch eine
Poincare-Transformation verbunden, die wie folgt definiert ist:

2’ =Azr und V(z') = S(A)¥(z) = S(A)T(A"H)).

Man kann nun das S(A) als eine 4x4-Matrix identifizieren, die auf den Dirac-Spinor wirken muss:
4
V(@) =) Sap(A)Us(A™" (@)
p=1

Fiir die Kovarianz der Dirac-Gleichung muss gelten, dass:

0

/ 1oy : ’_ :
(16 _m)\I/ ('r)_o’ mit ]b _7ulhax/u

3)

ist, wobeil ¢ = 1 gesetzt wurde. Ausgangspunkt unserer Bemiihungen ist die Dirac-Gleichung im
Inertialsystem I:

0
N 7 _
(ifry pym m)¥ = 0.
Diese kann mit Hilfe der Transformationsregeln:
87833”’87,16 —1aq/ (" —
Do = ouh B A“ax”’ und ST U (2") = ¥ (x),

umgeformt werden und es ergibt sich:
(iV'A%D, —m)S™HA)T' (2) = 0.
Multipliziert man diese Gleichung von links mit S, dann ergibt sich:
S (AALAS(A) Lo, W' () = m¥' (2) = 0.
Daraus ergibt sich durch Vergleich mit Gleichung die folgende Bestimmungsgleichung fiir S(A):
S(A) T S(A) = AUyt

Diese Gleichung kann gelost werden (was hier zu weit fithren wiirde), und die Losung lautet fir
infinitesimale Lorentz-Transformationen:

S(A)=1-— iawAw‘“’.

Dabei sind Aw*” die Parameter einer infinitesimalen Lorentz-Transformation, und o, ist gegeben
durch:

0 Jfir p=v
i —iqy yfirp=0,v=1
Opv = 5[’7,“771/] = Ok ' 0 . ) )
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5 Berechnung der Wahrscheinlichkeitsdichte

Eines der grofsten Probleme der Klein-Gordon-Gleichung ist, dass die Dichte nicht positiv definit
ist und somit nicht als Wahrscheinlichkeitsdichte angesehen werden kann. Die Dichte der Dirac-
Gleichung berechnet sich aus dem Skalarprodukt der adjungierten Wellenfunktion und der nicht
adjungierten Wellenfunktion. Wobei sich die adjungierte Wellenfunktion aus den komplex konju-
gierten Komponenten der Wellenfunktion ergibt

Ut = (U7, W5, W5, ¥g).
Somit ergibt sich eine Dichte von
p= Uty = U0 + W50,y + W30 + U0y,

Da hier immer die einzelnen Komponenten der komplex konjugierten Wellenfunktion mit denen
der Wellenfunktion multipliziert werden, addieren sich die Betridge der Wellenfunktion auf. Hieraus
folgt, dass die Dichte positiv definit ist und somit als Wahrscheinlichkeitsdichte angesehen werden
kann. Aus der Dirac-Gleichung ergibt sich die konjugierte Dirac-Gleichung
0 g h +) .= 2+
—171&\11 =—=¢c(VI¥H)-a+mUts. (4)
i

Stellt man nun die beiden Gleichungen und nach den Zeitableitungen der Wellenfunktionen

um

0. By
9 ot — ey meo
at\lf = —¢(V¥T)ad — 7 v, (6)

so kann man diese zur Berechnung der zeitlichen Ableitung der Dichte nutzen. Durch die Produkt-
regel und einsetzten der beiden Gleichungen ergibt sich somit
0

2
o (V7)) = —c(VO)av — ST — U a4 \I/+%mcz‘1/.

2 2
— c[(VUH) @0 + Ut ave] — \Iﬁ%{g\p + \Iﬁ%qf

= [V (Wtav)]

Hieraus lasst sich eine Stromdichte definieren:

G* = cUTarw.
Wird nun die Kontinuitédtsgleichung betrachtet
1o} 5
— Vi=0
otV
kann diese umformuliert werden in die kovariante Schreibweise und vereinfacht sich zu
10 0
9" ==—=4° —'k:O,
wl cot’ + ok’
wobei
i =cp—j* = (5% %)
ist.
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6 Losung der Dirac-Gleichung fiir ruhendes Teilchen
Zum Losen der Dirac-Gleichung betrachtet man eine ebene Welle:
\IJ(F, t) _ uei(l_c‘Ffwt) _ uefikm’

wobei u als Vierer-Vektor gesetzt sein soll:

Uy
u=|"
us3
Uy
Bei der Betrachtung der Gleichung
(Y — meju =0, (7)

stellt man fest, dass fiir die Losbarkeit der Gleichung

22
pupt =m-c

gelten muss. Da ein ruhendes Teilchen betrachtet wird, gilt p; = 0 mit ¢ = 1, 2, 3, woraus folgt, dass
E? = m2c*. Setzt man diese Erkenntnisse in die Gleichung ein, so ergibt sich

Uy

1 0 u
= (7"po — me*)u = <<O _]1> Po — mc) uz =0.

Uy

Dieses sind vier verschiedene Gleichungen, die im Folgenden betrachtet werden. Aus den ersten
beiden Gleichungen ergibt sich

2 2

(E—mc*)u; =0 — E =me (E—mc*uy =0 — E =mc

fiir die sich die folgenden beiden mdoglichen Losungen ergeben

O O =

w=ul = w=u? =

SO = O

0

Es ist anzumerken, dass bei diesen beiden Gleichungen die Energie positiv ist. Betrachtet man nun
die anderen beiden Gleichungen

2 2

(—E—ch)u3=0—>E=—mc (—E—mCQ)u4 =0— E=—-mc*,

so tauchen hier wieder negative Energien auf, welche schon an der Klein-Gordon-Gleichung gestort
haben. Hierzu hat Dirac allerdings eine Losung gefunden, die die negativen Energien erklért, dieses
wird im Kapitel ,Dirac-See erklirt. Aus den betrachteten Gleichungen ergeben sich dann zwei
weitere mogliche Losungen fiir die Dirac-Gleichung

0

u=u® = u=u® =

O = O
= o o O
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7 Betrachtung der moglichen Energien

Um die moglichen Energien zu betrachten, wird die Wellenfunktion umformuliert zu

¥ ¥1 X1
q} = s = s = .
(X) 7 (¢2> * <x2>
Setzt man diese neue Schreibweise der Wellenfunktion in die Dirac-Gleichung ein, so erhilt man

By U= (‘pO*mC)%*ﬁ;&} _
(P = me) ((—po—mC)x+p~w 0

Stellt man die zweite Gleichung nach x um

- =

__bo

- P() + mc%
so haben wir ein Verhiltnis von x in Abhéngigkeit von . Multipliziert man beide Seiten der Glei-

5 5
chung mit P
Po — Mmc
p -0 p- )P o
o P _ 9@ N

X
DPo —mc (Po + mc)(po — me)

mit Berechnung des Zé&hler:

und den folgenden Annahmen:

2
E? = 52 + m2c* 2 B 2.2 =2 _ 2 2 2

so ergibt sich

po—ch p%—m202<p:(p

fiir das Verhéltnis von ¢ zu x. Setzt man dieses Ergebnis in die erste Gleichung von ([7) so ist die
Gleichung erfiillt und das Ergebnis fiir die Abhingigkeiten der beiden Teile der Wellenfunktion ist
iiberpriift.

7.1 positive Energie

Setzten wir bei den Gleichungen der positiven Energie fiir ¢ und ¢(2) zwei linear unabhingige
Losungen ein, so erhélt man

1 pd (1 i

(1) = = (1) = — = E+mc
i (0> T potme (0) (“ﬁéiﬁfﬁz) :
) 0 9 ﬁ b 0 (pl—ipzz)c

1 po +me \1 Bime

Fiir den nicht relativistischen Grenzfall , dass fiir die Energie E ~ mc? gilt, folgt x << ¢ wodurch
p als die ,,grofe Komponente* und y als die ,kleine Komponente"bezeichnet wird.

10
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7.2 negative Energie

Dieses gilt analog fiir die negativen Energien:

=3 p3c
_ ) 1 _ éEH—'mc2
T oL me \0/) — | (matipz)e
|E|+mc?
0 0.0 0 (p1—ipa)c
X(2) = = @(2) — _po — [E[+mc® |
1 po +me \1 B E\_-il-)frfcz

Fiir den nicht relativistischen Grenzfall E ~ mc? gilt hier, dass ¢ << x daher ist nun y die ,,grofte
Komponenteiind ¢ die ,kleine Komponente".

1)

Il
N
N——

N[}
6/\
S |
+
)
3
o

7.3 Dirac-See

Die Dirac-Gleichung dient der Beschreibung von Elektronen. Diese gehoren zu den Fermionen und
gehorchen dem Pauliprinzip. Damit die Elektronen nicht in immer tiefere Zusténde fallen, postulierte
Dirac, dass in dem Vakuum alle negativen Energiezustinde von Elektronen besetzt sind. Somit kann
bei Hinzufiigen eines Elektrons dieses nicht mehr in den Zustand negativer Energie iibergehen, da
laut dem Pauli-Prinzip jeder Zustand nur einfach besetzt werden kann. Die besetzten negativen
Zustédnde nennt man den Dirac-See. Durch hinreichende Anregung kann jedoch ein Elektron aus
dem Dirac-See herausgelost werden. Dadurch bleibt in dem Dirac-See der Zustand als Loch zuriick.
Das freie Elektron geht in den Zustand positiver Energie iiber, siche hierzu die Abbildung [1] Dem
Loch wird als Eigenschaften zugeschrieben, dass dieses sich wie ein Teilchen mit positiver Energie
und positiver Ladung verhélt. Spéter entdeckte Weyl, dass die Locher die gleiche Masse besitzen wie
ein Elektron. 1932 entdeckte Anderson, dass es sich um Positronen, die Antiteilchen des Elektrons
handelt. Das in Abbildung[f]herausgeldste Elektron kann durch Abgabe von Energie wieder zuriick in

2 ® Elektron

eeee eeee ] och=Positron
ecceccoe

ee Dirac-See

Abbildung 1: Ein Elektron ist durch zufiihren von hinreichender Energie in den Zustand positiver
Energie {ibergegangen und hat im Dirac-See ein Loch hinterlassen.

den Zustand negativer Energie zuriickfallen. Durch das Zuriickfallen werden Elektron und Positron
vernichtet, dieser Prozess ist bekannt als die Paarvernichtung. Verlduft der Prozess andersrum, so
spricht man von Paarerzeugung. Spéter werden im Rahmen der relativistischen Quantenfeldtheorie
die Elektronen und Positronen als gleichberechtigt angesehen.

11
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8 Drehimpuls/Spin
Betrachtet man den Bahndrehimpuls L
L = QxP
und berechnet dessen Kommutator mit dem Hamiltonoperator der Dirac-Gleichung, so erkennt man,
dass

(L, H] = [€ijkqjpr, coup] = €ijrcan(qs, pilpe
= €ixcoqihdipr = ihcejpogpr
= ihc(&xﬁ)i 7é 0

der Bahndrehimpuls in dieser Theorie nicht erhalten ist. Daher wird der Spin definiert. Der Spin-
operator kann definiert werden als

g:

[N

g,

. (G0
Z'(ogg

ist. Die Vertauschungsregeln des Spins sind analog zu denen des Bahndrehimpulses

wobei

[Sj, Sk] = ithlel.

Aus der Berechnung des Eigenwertes
= 3 1
S? = EHQJI =s(s+1)h=s= 2

lasst sich erkennen, dass der Spin 1/2 beschrieben wird. Wird nun die Berechnung des Kommutators
mit dem Spin und dem Hamiltonoperator berechnet

(Ei, H] = [Xs, coupy] = c[Ei, aqlpr mit  [35, oq] = 2iegpon,

2
h

so ist zu erkennen, dass sich ein Vielfaches des Kommutators von Drehimpuls und Hamiltonoperator
ergibt. Somit kann man einen Gesamtdrehimpuls definieren als:

[EZ,H] = 2iC€ilkOékpl = —210[0_2Xﬂi = — [LZ,H],

I
J=L+§=L+3%.

Wird nun der Kommutator von dem Gesamtdrehimpuls und dem Hamiltonoperator berechnet
- h h
[J, H]; = [eijrqipr + 521,60411%] = [Li, H] + 5[21',1{] =0,

so sieht man, dass der Gesamtdrehimpuls erhalten ist.

12
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8.1 Spin der vier Losungen fiir ruhendes Teilchen

Wird die dritte Komponente des Spinoperators auf die zuvor ermittelten Losungen fiir ein ruhendes
Teilchen angewendet, so ergibt sich:

1 0 0 0\ /1
hlo =1 0 o]lo]| =&
m_n" _h o
Ssu 210 0o 1 o0 0 SR
o 0o o -1/ \o

Analog gilt dieses ebenfalls fiir die anderen drei moglichen Losungen:

Syul® = guu) Syu® = _gu@)

Syu® = gu(:ﬂ Syu® = —§u<4>.

Aus den Ergebnissen ist am Vorzeichen abzulesen, dass (") und u(® einen Spin up beschreiben und
die Bewegungsgleichungen «(® und «* einen Spin down beschreiben.

9 Nichtrelativistischer Grenzfall
Zuerst wird die Dirac-Gleichung mit duferen Feldern ih%\IJ = [co? (ﬁf %ff) + fmc® +q®| ¥ in
zwel Teilgleichungen zerlegt, diese werden Weyl-Gleichungen genannt;:

L0 . 9~

1h§g0 =cd - TX + qPp + mcp,

ih=-x =cd - 7} + q®X — mc*y,

wobei der kinetischen Impuls als 7 = p'— %/Y eingefithrt wurde. Bei dieser Umforumg wurden einmal

der Vierer-Spinor in ¥ = <§> und auflerdem die Dirac-Matrizen in die Pauli-Matrizen zerlegt. Die

Ruheenergie ist im nichtrelativistischen Grenzfall der grofite Anteil, deshalb vereinfacht man zur
Auffindung der Losungen mit positiver Energie wie folgt:

(=)
X X

Daraus ergeben sich fiir langsame Variationen von <§) die Gleichungen:

0
ihor @ =cd - X + gD +mcp, (8)
., 0 o o 2
1hax =co - T + qPx — mc7y,
Vernachlidssigt man in der zweiten Gleichung ih%x und ¢q®y gegeniiber 2mc?y, so ergibt sich:

co-T
= (p.
2mc?

X
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Einsetzen in ergibt:

Fiir das Kreuzprodukt ergibt sich:

ieh igh

o igh
(7 X )i = quk(ajz‘lk — Ar0j)p = =4

— (€50 Ak )p = —Bjp.

c (€ijk0; Ar) e - ¥
Diese Umformung ist fiir einige Leser vielleicht besser in der folgenden Form (ohne Vektorpfeile und
Konstanten) nachvollziehbar:

VX A+ AXxV=VxA-VxA=(VxA) =8

Einfaches Einsetzen der Relation ergibt:

Daraus folgt schlussendlich die (bekannte) Pauli-Gleichung mit ¢ = e fiir Elektronen:

2m c

ih%ap: [ ! (ﬁ—gg)2—75-§+e<l> ©l

Hieraus ldsst sich der gyromagnetische Faktor des Elektrons gr = 2 ablesen.

10 Outro

Kurz zusammen gefasst ergibt sich, dass es uns gelungen ist aus einem einfachen linearen An-
satz die relativistische Quantenmechanik in Form der Dirac-Gleichung, hier in kovarianter Form
(p — mc)¥ = 0, herzuleiten. Aus der Gleichung folgen viele Erkenntnisse von grofer Bedeutung,
wie zum Beispiel, dass der Spin natiirlich aus der Dirac-Theorie folgt und somit als Produkt der
relativistischen Quantenmechanik angesehen werden kann. Weiterhin folgen aus der Theorie die
Antiteilchen, welche Carl Anderson am 2. August 1932 experimentell in der kosmischen Strahlung
als Positronen nachwies. Als Ausblick, warum die Dirac-Theorie nicht das Ende der Suche nach
der vollstiandigen Theorie sein kann, ist zum Beispiel das Klein-Paradoxon zu nennen. Als Klein
mit der Dirac-Gleichung das bekannte Problem der Elektronenstreuung an einer Potentialbarriere
untersuchte, bekam er folgendes Ergebnis. Ist das Potential in der Grofenordnung der Masse des
Elektrons V o< mc?, so ist die Barriere nahezu transparent. Weiterhin verringert sich die Reflexion
und das Elektron wird immer transmittiert, falls das Potential gegen unendlich geht. Aufgrund der
empirischen Evidenz ist dieses Verhalten aber so nicht zu beweisen und dies folgt so auch nicht aus
der nichtrelativistischen Quantenmechanik.
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