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Vorbemerkungen

Der Text wurde erstellt als freiwillige Zusatzleistung zur Vorlesung "Physik 2”
im Sommersemester 2015 an der Westfélischen Wilhelms-Universitdt Miinster
unter der Betreuung von Prof. Dr. U. Thiele.

Er ist in Anlehnung an die geometrische Betrachtung der Legendre-Transforma-
tion in Ref. [15] v.a. fiir Funktionen mit einer Verdnderlichen entstanden. Die
Nutzung von Ebenengleichungen wird in Ref. [3] beschrieben und beeinflus-
ste die hier erfolgte Darstellung. Insbesondere die Herleitung der Legendre-
Transformation in hoheren Dimensionen orientiert sich an Ref. [14], wurde je-
doch zum besseren Verstindnis weiter ausgefiihrt.

Die Auswahl der unterschiedlichen thermodynamischen Potentiale sowie ihr ta-
bellarischer Vergleich wurden durch Ref. [12] inspiriert. Auf detaillierte Verweise
im Text wurde im Wesentlichen verzichtet.

Anzumerken ist, dass keine der im Rahmen der Recherche genutzten Literatur
eine ausfiihrliche geometrische Auseinandersetzung mit Legendre-Transforma-
tionen in allen Dimensionen beinhaltet.

1 Motivation

1.1 Variablentransformationen allgemein

Variablentransformationen (auch "Koordinatentransformationen"genannt) iiber-
fiihren eine Funktion von einem urspriinglichen Koordinatensystem in ein an-
deres Koordinatensystem mit anderen Variablen, welches je nach Anwendungs-
zweck sinnvoll gewihlt werden sollte. Beispiele sind der Ubergang von kartesi-
schen zu Polar- oder Kugelkoordinaten, der giinstig ist, wenn ein Problem im
neuen System einfacher gelost werden kann. Es muss sich dabei nicht um ein
physikalisches Problem handeln, wie das Beispiel des Gaufs-Integrals
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zeigt, welches unter Zuhilfenahme von Polarkoordinaten als /7 identifiziert
wird.

Neben diesen Koordinatentransformationen ist es moglich eine (geometrische)
Transformation durchzufiithren, deren Form von geometrischen Kenngréfsen der
Funktion selbst abhingt. Beispielsweise kann man mit der sogenannten Rie-
mannschen Zahlenkugel komplexe Zahlen als Schnittpunkte von Geraden mit
der Einheitskugel im x; — 2o — x3—Raum reprisentieren. Die Geraden durch-
laufen ausgehend vom Nordpol (z; = 0,29 = 0,23 = 1) der Einheitskugel in
Richtung der auf der x1 — zo—Ebene definierten komplexen Zahlenebene stets
einen eindeutig zuzuordnenden Schnittpunkt mit der Einheitskugel. Damit kann
dieser Schnittpunkt dafiir genutzt werden, die komplexen Zahlen zu beschreiben.

Einen dhnlichen Ansatz verfolgt die Legendre-Transformation, um Funktionen
zu beschreiben. Hierbei wird z.B. fiir Funktionen mit einer Verénderlichen eine
Tangente an die Funktion angelegt, deren Steigung der Steigung der Funktion



am Beriihrungspunkt! entspricht. Der Schnittpunkt der Tangente mit der y-
Achse enthilt, wenn bestimmte Voraussetzungen? erfiillt sind, den kompletten
Informationsgehalt der Ursprungsfunktion. Dabei wird jedoch die anfingliche
unabhéngige Variable in die Steigung der Funktion transformiert.

1.2 Nutzung der Legendre-Transformation in der Physik

In der Physik kommen oft Funktionen vor, die von Variablen abhingig sind,
deren Wert nicht direkt bestimmt werden kann. In diesen Féllen kann es zweck-
mékig sein, diese Funktionen in Abhéngigkeit ihrer eigenen Ableitung nach einer
der unabhéngigen Variablen zu formulieren. Man betrachte als Beispiel die in-
nere Energie U = @ + W, welche zunéchst als Funktion U(S,V,N) von der
Entropie S, dem Volumen V und der Teilchenanzahl N aufgestellt wird. Die
Messbarkeit der extensiven Grofe Entropie ist sehr eingeschrénkt. Sinnvoller
wire es z.B., eine Funktion U (T,V,N) zu ermitteln, die zwar genau die glei-
chen Informationen wie U(S,V, N) beinhaltet, jedoch von der direkt messba-
ren Temperatur abhingt. Fiir genau diese Variablentransformation gibt es die
Legendre-Transformation, da 1" gerade durch 7' = (8—%)‘/, ~ definiert wird. Ana-
log dazu wird in der analytischen Mechanik auf Basis der Lagrange-Funktion
Z(q,q,t) mit den generalisierten Koordinaten q und der Zeit ¢ die Hamilton-
funktion 7 (q, p,t) in Abhéngigkeit der generalisierten Impulse p definiert. Auf
beide Beispiele wird in Kapitel 3 eingegangen.

1.3 Verstidndnis der Legendre-Transformation

Die Motivation zur Nutzung der Legendre-Transformation in der Physik ist ein-
fach verstindlich, jedoch erschliefit sich das eigentlich ebenso verstindliche Prin-
zip einer Legendre-Transformation meist nicht anschaulich, obgleich es aus einer
simplen geometrischen Uberlegung hervorgeht, die im folgenden Kapitel erar-
beitet und ausformuliert wird. In manchen Lehrbiichern wird von einer totalen
Differentialbetrachtung ausgegangen® und daraus die Legendre-Transformation
als Ergebnis gefolgert, sodass sie eher als rein mathematisches Mittel zum Kiir-
zen und Ersetzen entsprechender Differentialterme verstanden wird.

2 Herleitung der Legendre-Transformation aus ei-
ner geometrischen Betrachtung

2.1 Funktionen einer Verdnderlichen
2.1.1 Problemstellung

Gegeben sei eine reelle Funktion f = f(z) mit einer unabhéngigen Variablen x.
Gesucht ist eine reelle Funktion f = f(u), wobei u = %, deren Informationsge-
halt gleich dem Informationsgehalt von f ist.

IMan spricht bei der Legendre-Transformation auch von einer Beriihrungstransformation.

2siehe Kap. 2.1.2

3In Kap. 2.1.4 auf Seite 7 wird der Zusammenhang mit der Legendre-Transformation deut-
lich.



2.1.2 Herleitung

Man betrachte das in Abb.1 dargestellte Beispiel einer Funktion f. An der Stelle
xo hat f die Steigung f'(z¢) = u(xo). Ein erster gedanklicher Ansatz ist es, die
Umkehrfunktion z(u) von u(x) zu ermitteln und die Funktion f(z(u)) zu formu-
lieren. Diese Methode kann funktionieren, erfiillt jedoch nicht unsere Bedingung,
dass kein Informationsverlust eintreten soll. Der Grund fiir diese Einschrénkung
ist, dass in Folge der Ableitung von f Informationen verloren gehen, denn die
Angabe von % ermoglicht nur den Riickschluss auf eine Funktionenschar, da
stets eine frei wihlbare Integrationskonstante als Parameter auftritt.

Beispiel 1: Zwei Funktionen
filx) =e® = uy(x) = % =
und
fa(x) = e = ug(z) = g—; = et 1
Es folgt: x(u1) = In(uy), fi(z(uy)) = ™) =y,
und: z(us) = In(uz) + 1, fo(z(uz)) = e™(¥2) =y,
Obwohl fi(z) # fa(z) folgt f1(u) = fo(u) bei gegebenem u. Das Ergebnis
ist nicht eindeutig.

Folglich ist eine Transformation zu finden, die mehr Informationen enthilt als
2(u) mit f(z(u)). Der Ansatz der Legendre-Transformation zur Losung dieses
Problems fiir Funktionen einer Verénderlichen ist es, die Tangente an einer ge-
gebenen Stelle xy zu betrachten. Veranschaulicht man die Tangentenschar an
der Funktion f, so wird ersichtlich, dass ihre Einhiillende die Funktion f selbst
ist. Nun ist es die Idee, zu versuchen, jeder Steigung u(x() eine eindeutige Kenn-
zahl der jeweiligen Tangente an f zuzuweisen, weil es zur Beschreibung von f
unbedeutend ist, wie der gesamte Verlauf der Tangente bei x formuliert werden
kann. Dazu eignet sich der Ordinatenabschnitt* g. Wie im Folgenden zu sehen
ist, kann g einfach hergeleitet werden:

Fiir die Herleitung betrachte man in Abb.1 den Funktionswert f(xg). Er ergibt
sich z.B. daraus, dass man die Steigung von f bei xg ausgehend vom Schnitt-
punkt der Tangente mit der x-Achse, der hier mit x; bezeichnet wird, bis xg
weiterfilhrt. Demnach wird der Abschnitt g — x5 betrachtet, in welchem die bei
xo anliegende Tangente vom Wert 0 auf f(xo) = f'(zg) - (xo — x5) steigt. Was
wird durch diese Form von f(z) erreicht?

Stellt man die Gleichung um, so erkennt man:

f(xo) = f'(z0) - w0 — f'(w0) - x5 & f'(w0) - x5 = f(x0) — f'(w0) - 20

Die linke Seite f/(zo) - x5 kann als Ordinatenabschnitt g mit umgekehrtem Vor-
zeichen identifiziert werden, weil die hier untersuchte Tangente mit f'(zo) > 0
von x = 0 bis x = x4 gerade den Ordinatenatenabschnitt mit positivem Vorzei-
chen in y-Richtung zuriicklegt.

Um nun die gesamte Funktion f durch den Ordinatenabschnitt zu beschreiben,
betrachtet man x( als die unabhéngige Variable, welche ab jetzt als x bezeich-
net werden soll. Weil der Informationsgehalt {iber den Ordinatenabschnitt und

4y-Wert des Schnittpunktes einer Funktion mit der y-Achse, der Ordinate.



y f(z)

Tangente

f(wo) = f'(wo) - (x0 — )

o
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Abbildung 1: Die bei z( anliegende Tangente wird durch ihren Ordinatenab-
schnitt —f’(xo) - 5 und ihre konstante Steigung f’(zo) gekennzeichnet. Von x4
bis x¢ wird die vertikale Strecke f’(xo) - (zo — xs) durchlaufen.



damit verbunden auch {iber die Funktion f von der Wahl des Vorzeichens unab-
héingig ist®, kann man fiir das von uns gesuchte g anstatt f(z)— f’(z) - ebenso
f'(z) -z — f(z) nutzen®, wobei hier zunichst die letztgenannte Form benutzt
wird.

Mit der anfanglichen Definition f'(xg) = w(z¢) und der Einfithrung von x als
Variable folgt f'(z) = u(z) und damit g(u(z)) = u(z) - z — f(z) oder fiir u als
unabhéngige Variable g(u) = u - z(u) — f(x(u)). Beide Formen der Funktion
g sind jeweils von nur einer Variablen abhéngig, weil die Stelle x die Steigung
u(x) eindeutig und u die Stelle z(u) eindeutig festlegt.

Durch die obige Herangehensweise wird sichergestellt, dass die Riicktransforma-
tion eindeutig ist, sofern einige wenige Bedingungen erfiillt sind:

1. g(u) muss eindeutig durch u bestimmt werden. Infolgedessen ist es nicht
zuléssig, dass die Funktion f gleiche Steigungen uw mehrmals durchléuft.
Mathematisch ausgedriickt bedeutet dies, dass u(x) streng monoton ist.

Es folgt also % = ZZTJ; < 0.

2. f(x) muss ausreichend oft differenzierbar sein, in Anbetracht der obigen
Voraussetzungen also mindestens zwei Mal.

Man erhélt demnach eine Tangentenschar (jeder Punkt von f hat eine Stei-
gung u und flihrt somit zu unendlich vielen Tangentengleichungen), deren Or-
dinatenabschnitt durch g(u) beschrieben wird. Nun ist es also moglich, f(x)
durch g(u) vollstindig zu beschreiben. Im Folgenden wird diese sogenannte
Legendre-Transformierte mit einer Tilde gekennzeichnet, hier f = f (u) =

u-a(u) = f(z(u).

2.1.3 Riicktransformation

Schreibt man f(u) = u-z(u) — f(z(u)) in f(u)+ f(z(v)) = u-z(u) um, wird die
Symmetrie der Legendre-Transformation deutlich: Fiir die Riicktransformation
zu f(x(u)) bedarf es nur der Subtraktion der Legendre-Transformierten in der
vorliegenden Gleichung und umgekehrt ergibt sich die Transformation zu f(u)
durch Subtraktion von f(z(u)). Ein grofer Vorteil der Legendre-Transformation
ist es demnach, dass sie ihre eigene Riicktransformation ist, was einfach gezeigt
werden kann:_

v=ov(u) = %

= %(u ~x(u)) — W wird mit der Ketten- un(%i[lj?(ro(d)l)l]l&regel zu

= % cz(u) +u- d[fﬁ)] — d[cf((f(%)))] . d[“;(;)], wobei UGy = U per Definition
() - 0 diz)]

= (u)
Es zeigt sich, dass ~

Flo(w) = v-u(v) = flu(v))
und somit

f@) = u(z) - flu(x))

5Man bedenke, dass man mit dem Vorzeichenwechsel nur den Ordinatenabschnitt innerhalb
der Ordinate an der Abszisse (x-Achse) spiegelt.

6Das Vorzeichen von g kann tatséchlich willkiirlich gew#ihlt werden. In der Physik bietet
es sich an, das Vorzeichen mit der sinnvollsten physikalischen Bedeutung zu wéhlen.




& f =xz-u—f
Durch einen Vergleich der Terme mit der Definition der Legendre-Transformierten
im vorherigen Kapitel resultiert:

x.u_f:u-x—f(l’)@f:f(x)

Die wiederholte Legendre-Transformation einer Funktion f ergibt wieder f. Ne-
ben der Eindeutigkeit der Riicktransformation kann auch daraus geschlossen
werden, dass die Legendre-Transformation ihre eigene Inverse ist.

Wie muss nun eine explizite Riicktransformation durchgefiihrt werden? Man

ermittelt aus % = x eine Funktion u(z), die in f(z) = = - u(z) — f(u(z))

eingesetzt werden kann, um die Ursprungsfunktion zu erhalten.

2.1.4 Weitere Schlussfolgerungen

Da f eine Funktion der Steigung w ist, ergibt sich, dass die Lage von Extrem-
punkten in f einfach bestimmt werden kann. So gilt f(z.) = —f(0), denn fiir
u = 0 bleibt nur der f(z.)-Term iibrig.

Man betrachte auerdem das totale Differential von f:

df = ﬂuw)(ﬁ—xcm+udm—ﬁ

Es gilt df = %= - dx = u - dz, also folgt:

df = - du+u dr —u-dr=x-du

Die Legendre-Transformierte f ist also tatsdchlich eine Funktion von wu.

Es sei ausdriicklich angemerkt, dass fiir eine gegebene Steigung u(xy) nicht
f(u(zq)) = f(xq) gelten muss. Die Legendre-Transformation iiberfithrt f(z)
somit nicht in eine Funktion f(u), wie es in Kapitel 2.1.2 anfénglich versucht
wurde, sondern in eine eigenstindige Funktion f(u), die jedoch f(z) in anderer
Kodierung eindeutig beschreibt und riicktransformiert werden kann.

2.2 Funktionen zweier Verinderlicher
2.2.1 Problemstellung

Gegeben sei eine reelle Funktion f = f(z,y) mit den beiden unabhingigen
Variablen x und y. Es gibt nun drei verschiedene Mdglichkeiten fiir eine Varia-
blentransformation im Rahmen der Legendre-Transformation: Gesucht ist eine
Funktion

a) ... f= flu,y) mit u=9L...
b) ... f=flz,v) mit v="2L

Q) o f = Flu0) ..

.. deren Informationsgehalt gleich dem Informationsgehalt von f ist.

Da x und y frei gewéhlt werden konnen, sind die Herleitungswege zu a) und b)
dquivalent.

2.2.2 Herleitung fiir die Transformation beider Variablen

Mit zwei unabhéngigen Variablen z und y sowie der abhéngigen Funktion f(z,y)
kann f in 3D dargestellt werden. Das Verfahren der Legendre-Transformation
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Abbildung 2: Die in rot dargestellte Funktion f(z,y) kann (sofern die angegebe-
nen Voraussetzungen erfiillt sind) durch die Schar der ihr anliegenden Tangen-
tialebenen (griin) beschrieben werden, indem ihr Schnittpunkt mit der z-Achse
bei f(u(zo,yo),v(zo,yo)) (blauer Punkt) genutzt wird. Die Tangentialebene bei
(x0,y0) wird durch den Beriihrungspunkt f(xo,%y0) und die dort vorliegenden

Steigungen %m und g—£|y0 definiert.



fiir beide Variablen im vorliegenden Fall ist prinzipiell analog zum Verfahren fiir
Funktionen einer Verdnderlichen, jedoch werden nun Tangentialebenen betrach-
tet. Die Funktion f wird demnach als Einhiillende einer Tangentialebenenschar
aufgefasst und nicht mehr als Einhiillende von Tangenten. Als Kennzahl fiir
die Tangentialebene kann in gleicher Weise wie bei Funktionen mit einer Varia-
blen vorgegangen werden. Zunichst stelle man die Tangentialebenengleichung
T'(z,9) auf mit den Koordinaten Z, § auf der Tangentialebene, dem Beriihrungs-
punkt f(zg,yo) (schwarzer Punkt, siche Abb.2) und den Steigungen u(xo,yo)
und v(zo, Yo):

T(2,9) = f(z0,y0) + u(xo, o) - (£ — x0) + v(w0,Y0) - (§ — Yo)
Fiir den Schnittpunkt mit der z-Achse werden x = 0 und y = 0 gesetzt:

T(2=0,9=0)= f(zo,y0) — u(zo,¥0) - To — v(T0,¥Y0) - Yo

Um die hier genutzte Vorzeichenkonvention beizubehalten, ergibt sich fiir die
Legendre-Transformierte bei einem beliebigen z¢g = x,yo = y:

flu,v) = w-z(u,0) +v-y(u,0) = f(z(u,0),y(u,v))

Zu beachten ist, dass man aus u(z, y) erst z(u, y) bzw. y(u, ) erhdlt. Aus y(x,v)
und z(y,v) miissen danach z(u,v) und y(u,v) bestimmt werden. Das bedeutet,
dass das aus den Definitionen der Steigungen bestehende Gleichungssystem ge-
16st werden muss.

Hier miissen wieder spezielle Voraussetzungen erfiillt werden, um die Md&glich-
keit dieser Transformation sicherzustellen:

1. Die Funktionen z(u,v),y(u,v) miissen existieren, die Funktion f(z,y)
muss somit an den jeweiligen Stellen invertierbar sein. Es muss aus diesem
Grund gelten, dass die Determinante der Jacobi-Matrix ungleich Null ist”:

Gu Gu o2r  9%f 2 2 2
det (Do 9y ) =det| 255 9y L i N B
o= oy oyoz  0y? dx* Oy dxdy

2. Wieder muss die Funktion f hinsichtlich beider unabhingiger Variablen
zwei Mal differenzierbar sein. Das schliefst natiirlich auch die Existenz von
of

af Af &
5y und 5y €in.

2.2.3 Herleitung fiir die Transformation einer der Variablen

Soll die Legendre-Transformation nur mit einer der beiden unabhingigen Varia-
blen durchgefiihrt werden, so handelt es sich nicht mehr um anliegende Tangen-
tialebenen, sondern Tangenten. Doch wie kann die Funktion f(z,y) eindeutig
durch diese Tangenten beschrieben werden? Dafiir betrachte man die Tangen-
tengleichung® ¢, (%) (% ist die unabhéngige Variable der jeweiligen Tangente) bei
Zo:
ty(®) = f(zo,y) + ul@o,y) - (& — o)
siehe auch Ref. [10] fiir eine formalere Erliuterung
8Die Schreibweise von y als Parameter vermeidet mégliche Irritationen mit der unabhingi-

gen Variablen Z der jeweils gleichen Tangente. Wird & gedndert, wird eine andere z-Koordinate
der Tangente betrachtet, wihrend ein anderes y zu einer anderen Tangente fiihrt.




Selbst dann, wenn z( fest gewdhlt wird, erhidlt man fiir jedes y jeweils eine
Tangente, fiir alle y eine Tangentenschar. Wieder wird t,(Z = 0) betrachtet,
allerdings fiihrt dies nur fiir y = 0 zu einem Schnittpunkt mit der z-Achse. Fiir
y # 0 erhidlt man die z-Koordinate des Schnittpunktes der Tangente fiir ein
gewéhltes y mit der x — z-Ebene. Es folgt bei Respektierung der hier genutzten
Vorzeichenkonvention die Legendre-Transformierte:

f(uvy) =u- x(u’y) - f(x(uvy)vy)

Da nur z(u,y) und nicht x(u,v) existieren muss, erfordert die Transformation
einer der Variablen nur die Bedingungen, die analog zu Kapitel 2.1.2 sind:

1. z(u,y) muss bei festem y eindeutig durch die Steigung « bestimmt sein, y
bleibt eine unabhingige Variable der Transformierten, womit es gleiche x

fiir unterschiedliche y geben kann. Daher wird nur % = % < 0 gefordert.

2. f(x,y) muss nach x zweimal differenzierbar sein.

2.2.4 Riicktransformation

Die Riicktransformation profitiert wieder von der Symmetrie der Legendre-
Transformation, ihre eigene Inverse zu sein, und kann prinzipiell wie bei Funk-
tionen einer Verdnderlichen durchgefiihrt werden:
Es gilt

of _ _of

A

ou " Ov
Aus dem Gleichungssystem miissen jetzt u(x,y) und v(z,y) bestimmt werden
und mit R

f(fE,y) = U(Iay) “T A+ U(i, y) Y = f(u(l’,y), ’U(IE, y))

erhilt man wieder die riicktransformierte Ursprungsfunktion. Sollte nur eine der
beiden Variablen z und y einer Legendre-Transformation unterzogen worden
sein, muss nur u(x,y) oder v(z,y) mit der Legendre-Transformierten ermittelt
werden. Der jeweils andere Term entféllt dann gemaf der Definition von f(u,y)
in Kapitel 2.2.3.

2.3 Funktionen von beliebig vielen Verinderlichen
2.3.1 Problemstellung

Gegeben sei eine reelle Funktion f(x) mit den unabhéngigen Variablen x =
(w1,22,...,x,),n € N\{0}. Gesucht ist eine Funktion f(w,zpi1,...,7,),k €
N\{0},k < nbzw. f(w),k =nmit? w = (2L, 2L 91 welche den gleichen

_ . Bar) Bz’ Dk
Informationsgehalt wie f enthilt.

9Die entsprechenden unabhingigen Variablen einer Funktion kénnen stets so angeordnet
werden, dass die ersten k Variablen solche sind, nach denen f abgeleitet werden soll.
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2.3.2 Herleitung fiir die Transformation beliebig vieler Variablen

Wihrend die Fille in (n+ 1) = 2 und (n+ 1) = 3 Dimensionen'? sehr anschau-
lich erklart werden konnen, ist dies bei (n + 1) > 3 nur eingeschrinkt moglich.
Letztendlich bleibt die Systematik der Legendre-Transformation dennoch gleich,
wobei nun die Anderung von f in allen nicht konstant gehaltenen Richtungen,
enthalten in w, bedacht werden muss.

In (n+1) > 3 Dimensionen werden keine Tangentialebenen, sondern Tangential-
hyperebenen an die Funktion angelegt. Wahrend eine Tangentialebene im drei-
dimensionalen Raum in Kapitel 2.2.2 durch den jeweiligen Beriihrungspunkt an
der Funktion und zwei anliegende Richtungen (definiert durch die Ableitun-
gen nach = und y) charakterisiert wurde, bedarf es bei der Beschreibung einer
Tangentialhyperebene an f(x) allgemein im (n + 1)-dimensionalen Raum dem
jeweiligen Beriihrungspunkt an der Funktion und n anliegenden Richtungen (de-
finiert durch die Ableitungen nach x). Sollen hingegen nur k& Ableitungen genutzt
werden, so werden die restlichen unabhéngigen Variablen Xyar = (Zg41, ..., Tn)
als Parameter iibernommen und die Tangentialhyperebene wird durch k& Rich-
tungen definiert.

Ahnlich zur bisherigen Vorgehensweise, wobei nun eine allgemeine Tangentialhy-
perebenengleichung T (%) formuliert wird, folgt demnach fiir einen gewéhlten

Punkt xg, der k-dimensional ist'! und an dem die Tangentialhyperebene anliegt:
k
Txyar (X) = f(X0, Xvar) + Z w;(Xo, Xvar) * (£i — Zo,)
i=1

Es wird X = 0 gesetzt, um die gesuchte Legendre-Transformierte zu erhalten.
Der triviale Fall xya, = 0 wiirde dann bedeuten, dass es sich um den Schnitt-
punkt der Tangentialhyperebene mit der f-Achse handelt.

k

Txva, (5( = 0) = f(XO7 Xvar) - Z U)z'(Xo, xvar) * To,;
=1

Fiir die Legendre-Transformierte sollen w als Variablen gegeben werden und
nicht w(Xo,Xvar) oder xg. Das erfordert jedoch wieder die (eindeutige) Exi-
stenz der Umkehrfunktionen xo(w, Xyar) bzw. komponentenweise g, (W, Xvar)-
Es seien'? x4, = (21, ...,xx) die Variablen, nach welchen transformiert werden
soll. Mit der bisher benutzten Vorzeichenkonvention und der Forderung, dass
die Legendre-Transformation nicht nur fiir feste xq, sondern fiir variable x¢,
gleichermafen formuliert werden soll, folgt demnach:

k

f(wa Xvar) = Z wi(xvar) * Ttr; (W7 Xvar) - f(xtr(W7 Xvar)a Xvar)
=1

10Die Anzahl der Dimensionen entspricht nicht der Anzahl der unabhingigen Variablen,
weil der den n Variablen zugeordnete Funktionswert der (n + 1)-ten Dimension entspricht.
Der Spezialfall (n + 1) = 2 bezieht sich infolgedessen auf Kap. 2.1 und (n + 1) = 3 auf
Kap. 2.2.

1 Die iibrigen Variablen sollen als solche auch in der Legendre-Transformierten beibehalten
werden.

12Um die Verwechslung mit dem Vektor x aus allen unabhiingigen Variablen von f zu
vermeiden, muss x¢, definiert werden.
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Dabei kann der Summationsterm durch das Standard-Skalarprodukt ausgedriickt
werden:

f(W7 Xvar) =Ww: Xtr(waxvar) - f(Xtr(W; Xvar)a Xvar)

Anzumerken ist, dass auch hier die Funktionen i, (w,Xyar) durch das Glei-
chungssystem w = (gnfl |z4r, » g—ihm ey %hﬂk) ermittelt werden miissen.

Die Verallgemeinerung der Bedingungen aus Kapitel 2.2.2, um die Eindeutigkeit
bei der Hin- und Riicktransformation zu gewéahrleisten, lautet damit:

1. Die erforderlichen Ableitungen w(X¢y,Xvar) der Funktion f(x) miissen an
den betrachteten Stellen invertierbar sein, die Umkehrfunktionen nach xy,
miissen demnach existieren:

8w1 8w1

I o Dan
det : : #0
Qwy, Owy,

8{1}1 e Omk

2. Die entsprechenden k Ableitungen zweiten Grades von f, so auch die Ab-
leitungen ersten Grades w, miissen damit existieren.

2.3.3 Riicktransformation

Das Prinzip der Riicktransformation bleibt auch im allgemeinen Fall &hnlich

einfach wie fiir (n + 1) =2 und (n+ 1) = 3. Es gilt fiir alle j =1, .., k, dass
of N
awj I

ist. Man erhélt dabei ein Gleichungssystem aus k Gleichungen, woraus auf alle
W; (X¢r, Xvar) geschlossen werden muss. Die Riicktransformation kann dann als

f(xtr; Xvar) = W(Xtra Xvar) * Xtr — f(w(xtra Xvar))

geschrieben werden, was gerade f(x) entspricht.

3 Beispiele fiir Legendre-Transformationen in der
Physik

3.1 Analytische Mechanik: Hamilton-Funktion
3.1.1 Motivation

Der Ubergang vom Lagrangian . zum Hamiltonian # vom Ortsraum zum
Phasenraum'® erscheint bei anfinglicher Betrachtung nicht notwendig, jedoch
ist dieser Ubergang insbesondere fiir die Quantenmechanik von zentraler Be-
deutung.

13Der Ortsraum wird von den generalisierten Koordinaten und den zugehérigen Geschwin-
digkeit aufgespannt, wihrend der Phasenraum von den generalisierten Koordinaten und den
generalisierten Impulsen aufgespannt wird.
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3.1.2 Herleitung der Hamilton-Funktion

Um von der Lagrange-Funktion .#(q,q,t) zur Hamiltonfunktion % (q,p,t)
zu gelangen, eignet sich die Legendre-Transformation, da die generalisierten
Impulse p;, i = 1,...,n, gerade aus p; = %q;q’t) bestimmt werden, wobei
p = (p1,...,Pn). Mit dieser Beziehung wird nach ¢; = ¢;(q,p,t) (zusammen-
gefasst in q(q,p,t) = (41, ...,Gn)) aufgelost. Es ergibt sich mit der Legendre-

Transformation die Funktion

0L (q,q,1)

H(q, 9

1) = H(q,p,t),

die durch .
‘%((L p, t) = sz . ql(qa p, t) - f((L Cl(q7 P, t)u t)
=1

gegeben ist.

3.2 Thermodynamik: Thermodynamische Potentiale
3.2.1 Grundlagen

Die innere Energie eines thermodynamischen Systems wird zunéichst als'* U(S, V, N)
mit der Entropie S, dem Volumen V und der Teilchenzahl N beschrieben. Das
Differential dU = T'dS — pdV + pudN mit der Temperatur 7', dem Druck p und
dem chemischen Potential p sei als bekannt vorausgesetzt, sodass Folgendes
abgelesen werden kann:

oUu _
1L %7
oU _
2. 5v="p
oU _
3 N =H

Demnach kann die Legendre-Transformation genutzt werden, um weitere Ener-
giefunktionen zu definieren, die aber nicht von S, V und N abhingen miissen,

sondern stattdessen von T, p bzw. p abhingen kénnen'®.

3.2.2 Motivation fiir unterschiedliche Potentiale

Je nachdem, unter welchen Umsténden der betrachtete Prozess stattfindet, kann
entschieden werden, nach welchen Variablen transformiert werden muss. Die Be-
weggriinde fiir die Legendre-Transformation nach den oben nummerierten Va-
riablen kdnnen sich z.B. wie folgt darstellen:

MDie innere (Gesamt-)Energie kann natiirlich noch weitere unabhingige Variablen beinhal-
ten.

15Wie in vorherigen Kapiteln gezeigt wurde, funktioniert eine Legendre-Transformation i.
Allg. nicht nur dann, wenn alle Variablen transformiert werden.
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Transformierte| Begriindung

Variablen

S —T Die Entropie ist nur indirekt'® messbar, withrend die Tem-
peratur direkt messbar ist.

V—op Wenn untersucht werden soll, wie sich ein Prozess bei kon-

trolliertem Druck verhélt, ist die Kenntnis iiber die Abhén-
gigkeit der betrachteten Energie vom Druck von Nutzen.
Dies ist beispielsweise der Fall bei chemischen Reaktionen
unter Atmosphérendruck!'”.

S—T,V—p Soll zusétzlich zum Druck auch die Temperatur kontrolliert
werden, bedarf es ebenso der Transformation nach T'.

3.2.3 Herleitung und Definition der Potentiale

Die jeweils resultierenden Potentiale ergeben sich durch die Anwendung der
Legendre-Transformation und konnen der folgenden Tabelle entnommen wer-
den:

Transformierte| Herleitung und Definition
Variablen
S—T F(T,V,N)=U(S(T,V,N),V,N)—-T-S(T,V,N)

oder kurz FF =U - TS

Name: "freie Energie”, "Helmholtz-Potential”, engl. "Helm-
holtz free energy”

V—oop Durch das negative Vorzeichen in (2.) muss p - V(S,p, N)
addiert werden:

oder kurz H =U + pV

Name: "Enthalpie”

S—T,V —p | Wieder ergibt sich mit (2.) ein Vorzeichenwechsel:
G(T,p,N)=U(S(T,p,N),V(T,p,N),N)=T-S(T,p,N)+
p- V(T7p7 N)

oder kurz G =U — TS + pV

Name: "freie Enthalpie”, "Gibbs-Energie”, "gibbssche freie
Enthalpie”, "Gibbs-Potential”

4 Zusammenfassung

Die Legendre-Transformation kann vor allem fiir Funktionen mit weniger als
drei unabhingigen Variablen grafisch sehr anschaulich interpretiert werden. Fiir
Funktionen mit einer Verénderlichen werden Ordinatenabschnitte der Funktion
anliegender Tangenten benutzt, wihrend es flir Funktionen mit zwei Verdn-
derlichen der Betrachtung von Tangentialebenen bedarf, wenn beide Variablen
transformiert werden sollen, was jedoch nicht zwingend erforderlich ist.

Fiir hohere Dimensionen wird das grafische Konzept der Legendre-Transformation
auf Tangentialhyperebenengleichungen iibertragen.

16Dije Messung der Entropie geht mit der Anderung eines solchen Systems einher.
Tsiehe Ref. [6, 133]
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Bedingt durch die Symmetrie der Legendre-Transformation, ihre eigene Inver-
se zu sein, konnen die Riicktransformationen relativ einfach durchgefiihrt wer-
den. Es zeigt sich, dass die Riicktransformation eindeutig ist, was mit weni-
gen Forderungen an die Differenzierbarkeit der betrachteten Funktion und der
Jacobi-Determinante ihrer Ableitungen (zusammengefasst in einem Vektor) er-
fiillt wird.

In der Physik ist die Legendre-Transformation v.a. fiir die Definition thermody-
namischer Potentiale wichtig, um das jeweilige Potential in Abhéingigkeit der bei
unterschiedlichen Prozessen relevanten Umsténde (z.B. konstanter Druck) for-
mulieren zu kénnen. Bedeutend ist sie auch fiir den Ubergang von der Lagrange-
Funktion zur Hamilton-Funktion.
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