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1. Einleitung und Uberblick

Nach heutigem Wissen sind die vier fundamentalen Krifte der Natur die Gravitation, die elek-
tromagnetische, die schwache und die starke Wechselwirkung.

Die Gravitation wird durch die Allgemeine Relativitétstheorie beschrieben und in dieser auf die
Geometrie der Raumzeit zuriickgefiihrt. Im Gegensatz dazu findet die Beschreibung der anderen
drei Krifte mit Hilfe von Quantenfeldtheorien statt, die aus der Verbindung der Quantenme-
chanik mit der Speziellen Relativitétstheorie entstanden sind. Diese Arbeit befasst sich (fast)
ausschliesslich mit der starken Wechselwirkung und der Quantenchromodynamik (QCD), mit
deren Hilfe sie beschrieben wird.

Die grundlegenden Freiheitsgrade der QCD sind die Quarks und die Eichbosonen der QCD, die
Gluonen. Alle in der Natur beobachteten Hadronen, die die Bausteine der bekannten Materie
darstellen, werden als gebundene Zustéinde dieser Elementarteilchen aufgefasst. Insgesamt wur-
den bisher sechs verschiedene Quark-Flavours (d.h. Sorten) unterschiedlicher Masse gefunden,
von denen aber nur zwei direkt am Aufbau der alltdglichen Welt beteiligt sind. Diese beiden
Flavours werden gemé$ ihrer elektrischen Ladung als up (Q., = +2/3 €) und down (Qq = —1/3
e) bezeichnet.

Baryonen sind gebundene Zustéinde von Quarks und Gluonen, die drei Valenzquarks enthalten.
Die wichtigsten Baryonen sind die Nukleonen, also Protonen (uud) und Neutronen (udd). Au-
Berdem gibt es eine Vielzahl schwererer Teilchen, die auch die anderen Quarkflavours enthalten
konnen.

Durch Kombination eines Quarks mit einem Antiquark erhélt man die Mesonen. Beschrankt man
sich auf die beiden leichtesten Flavours, so nennt man die resultierenden Teilchen m-Mesonen
oder kurz Pionen. Sie vermitteln die aus der QCD resultierende, anziechende Kraft zwischen den
Nukleonen.

Im Rahmen der chiralen Stérungstheorie werden die Pionen als Goldstonebosonen der spontan
gebrochenen chiralen Symmetrie der QCD interpretiert. Aus diesem Grund werden im zweiten
Kapitel zunichst die grundlegenden Symmetrien der Quantenchromodynamik beschrieben.

Die Entstehung von Goldstonebosonen wird im dritten Kapitel ausfiihrlich allgemein begriindet,
bevor der in der QCD vorliegende Fall genauer untersucht wird. Mit Hilfe der Goldstonebosonen
wird anschliefend die chirale Storungstheorie als effektive Feldtheorie der QCD fiir niedrige
Energien eingefiihrt.

Um aus einem solchen Modell der starken Wechselwirkung messbare Vorhersagen zu treffen,
miissen Computersimulationen der grundlegenden Quark- und Gluonenfelder durchgefiihrt wer-



1. Einleitung und Uberblick

den. Dazu wird das Raumgzeit-Kontinuum durch ein diskretes 3+1 dimensionales Gitter er-
setzt. Im vierten Kapitel wird daher beschrieben, auf welche Weise der Ubergang zur Git-
tertheorie durchgefiihrt wird. Probleme treten insbesondere fiir die fermionischen Quarkfelder
auf; beschrieben wird eine Losungsmethode und ihre Konsequenzen im Rahmen der chiralen
Storungstheorie.

Eine mogliche Methode, die Konvergenz von Gitterrechnungen zu verbessern, ist die Einfiihrung
eines chiral gedrehten Massenterms. Im fiinften Kapitel wird untersucht, welche Konsequen-
zen daraus in fithrender Ordnung der chiralen Stérungstheorie fiir die Pionenmassen folgen.
Zu diesem Zweck wird ein moglichst einfaches Modell mit zwei massenentarteten Quarkfeldern
betrachtet. Die im fiinften Kapitel entwickelte Ndherungsmethode wird anschliefend im sech-
sten und siebten Kapitel verwendet, um die Pionenmassen und die Pionenzerfallskonstante in
néchstfolgender Ordnung zu berechnen. Um den Zerfallsprozess eines Pions zu beschreiben, wird
im siebten Kapitel kurz auf einen Aspekt der schwachen Wechselwirkung eingegangen.

Um Gittersimulationen trotz der begrenzten Rechner-Ressourcen realistischer zu machen, wurde
die Methode der partiellen Dampfung (,partially quenching”) von Fermionen entwickelt. Im
achten Kapitel wird untersucht, auf welche Weise sich die Ergebnisse aus dem fiinften und
sechten Kapitel durch diese neue Vorgehensweise dndern.

Im neunten Kapitel wird schliefflich eine kurze Zusammenfassung der Ergebnisse und ein Aus-
blick auf weitere mogliche Forschungen gegeben.



2. Grundlagen der Quantenchromodynamik

2.1. Die Lagrangedichte der QCD

Die Eichgruppe SU(3)

Wiéhrend die Quantenelektrodynamik (QED) eine U(1) Eichsymmetrie besitzt, liegt der QCD
eine SU(3)-Eichsymmetrie zugrunde, die als Colour-SU(3) bezeichnet wird. Das bedeutet, dass
einem (fermionischen) Quark-Feld drei Dirac-Spinoren

V()
Y(z) = | y(x)
Vo()

zugeordnet werden. Die einzelnen Anteile werden als ,,rot”, ,griin” und ,blau”bezeichnet, wo-
her der Name Quantenchromodynamik (griechisch: chromos=Farbe) stammt. Auflerdem wird
gefordert, dass die Lagrangedichte der QCD invariant gegeniiber lokalen SU(3) Rotationen

Y(@) - exp (mi(@%) e

in diesem internen ,,Farbraum” sein soll. Die Rotationen werden hier durch die acht Gell-Mann-
Matrizen A; parametrisiert. Die Symmetrie-Forderung fiihrt zur kovarianten Ableitung

i

Die acht Eichfelder A;(x) werden als ,,Gluonen”bezeichnet.

Eichbosonen

Die Gluonen tragen nun ihrerseits ebenfalls zur Lagrangedichte bei, der entsprechende Term

ist
Lo = 5t (Fﬁyg) . —Z(Fﬁu)
mit dem Feldstarketensor
Fl, = 0,A, — 0,Al + gf7h Al AL (2.1)



2. Grundlagen der Quantenchromodynamik

Die Strukturkonstanten f“* der Gruppe SU(3) werden dabei durch die Liealgebra
)\i )\j _ o rijk )\k
[ 9 ) 9 ] - Zf 9

definiert. Wie man erkennt, fithrt die nicht-abelsche Natur der Gruppe SU(3) auf diese Weise
zu kubischen und quartischen Wechselwirkungstermen im Eichanteil.

Yang-Mills-Lagrangedichte

Durch Einsetzen der kovarianten Ableitung in die Dirac-Lagrangedichte und Addition des Eich-
anteils erhélt man schliefflich

- 1 .
2 =By Dy = — (Fl)* (22)
Der Dirac-adjungierte Spinor ist dabei wie gewohnt durch
P =Ty

definiert. Die Lagrangedichte in Gleichung 2.2 beschreibt die Wechselwirkung eines Fermionfeldes
mit den Eichfeldern. Um die vollstdndige QCD-Lagrangedichte zu erhalten, muss daher noch
iiber alle sechs Quarkflavours summiert werden. Das Ergebnis ist

_ 1,
Zocp = Zlﬁf(WMDy - mf)¢f - Z(Fp/l/)z'
f

Mit v ist nun also insgesamt ein 4 x 3 x 6 = 72-komponentiges Feld gemeint. Wie man sieht, ist
die Stérke der Wechselwirkung zwischen den Quarks und Gluonen unabhéngig von den Quark-
flavours. Diese allgemein fiir nicht-abelsche Eichtheorien giiltige Eigenschaft stammt daher, dass
die Kopplungskonstante g durch die Definition der Feldstirke in Gl. 2.1 bereits eindeutig fest-
gelegt ist.

2.2. Euklidische Formulierung

Wick-Rotation

Bisher wurden alle Gleichungen im Minkowski-Raum formuliert, also in der Raumzeit der spe-
ziellen Relativitatstheorie mit der Metrik

g, = diag (1,-1,-1,-1).
Alternativ lassen sich die Gleichungen auch mit der (vierdimensionalen) euklidischen Metrik

gh, = diag (1,1,1,1)



2.2. Euklidische Formulierung

formulieren. Dazu muss jedoch die analytische Fortsetzung der Observablen auf imaginére Zeiten
betrachtet werden. Die alte Zeitvariable zg = ¢t wird dazu durch

x4 = 1T9 = ict

ersetzt. Dieses Vorgehen ist dquivalent zu einer Wick-Rotation um 90°. Das invariante Raumzeit-
Intervall der speziellen Relativitdtstheorie wird dadurch zu

82 — ({130)2 o (331)2 _ (.CC2)2 _ (2133)2 - _ 24: (l,,u)Q‘

pu=1

Die gleiche Fortsetzung wird analog bei allen Zeit-Komponenten von Vierervektoren durch-
gefiihrt.

Beispiel: ¢*-Theorie

Als Nichstes soll untersucht werden, wie die Lagrangedichte an diese verdnderte Formulierung
angepasst werden kann. Zur Vereinfachung wird dazu zunéchst nicht die Lagrangedichte der
QCD, sondern die Lagrangedichte

1 1 A
M _ 1 2 L 9,2 Ay
der ¢*-Theorie betrachtet. Das (minkowskische) Erzeugende Funktional dieser Theorie ist
- 4 (1 2 1 90 Ay

ZJ = | Q¢ exp |i | d*x 5((%@1)) —§m¢ —ZQZ) +Jo

Die oben beschriebene Ersetzung fiihrt zu
4 Lopo 1 90 Ay

Z[J|= | 9¢pexp |— | d*zg 5(3u¢) +gm o +I¢ +J¢

Um das Erzeugende Funktional auf die Form
ZJ] = /@d) exp [—/d4$E($E — J(b)] : (2.3)

zu bringen, definiert man die euklidische ¢*-Lagrangedichte

1 1 A
E_ Y(aE 2 1 2.2 4
7 —2(6Nq5) +2m¢ +4!q§.

Aus diesem Beispiel kann man die folgende Regel ablesen:

Regel 1: Um von einer minkowskischen zur entsprechenden euklidischen (nicht-fermionischen)
Lagrangedichte zu gelangen, dndert man das Vorzeichen und fiigt anschliefSend fir jedes Skalar-
produkt zusdtzlich einen Faktor (—1) ein.



2. Grundlagen der Quantenchromodynamik

Die euklidische QCD-Lagrangedichte

Fiir den Fall, dass Spinorfelder beteiligt sind, ist diese Regel jedoch noch nicht vollstéindig richtig.
An Stelle der “normalen” Antikommutatoren fiir die Diracmatrizen

{47} = 29"
muss namlich jetzt entsprechend der neuen Metrik

{5} = 20
gefordert werden. Eine Wahl, die diese Bedingung erfiillt, ist

i

w==" A=
Damit erhélt man fiir die Kontraktion der kovarianten Ableitung
"Dy = DY

Die euklidische QCD-Lagrangedichte ist damit

_ 1 .
Lop =00 Dy +m)s + 2 (Fr)?. (2:4)

In dieser Arbeit wird fiir die weiteren QCD-Rechnungen die euklidische Formulierung benutzt.
Der Grund fiir diese Wahl ist die Anwendbarkeit bei numerischen Gitterrechnungen. Diese wer-
den durch Mittelung iiber eine grofie Zahl zufillig erzeugter Feldkonfigurationen durchgefiihrt.
Der negative Exponentialfaktor (siehe z.B. Gl. 2.3) sorgt dann dafiir, dass Feldkonfigurationen
mit grofem Wirkungsintegral exponentiell unterdriickt werden und ermdoglicht so die Konvergenz
der Rechnung.

2.3. Chirale Symmetrie

Chiraler Grenzfall

Vergleicht man die Massen der beiden leichtesten Quark-Flavours (z.B. nach [1] m, = 1.5 —4.5
MeV, mgq = 5 — 8.5 MeV) mit der Protonenmasse (m, = 938 MeV), so fillt auf, dass der
direkte Beitrag der Quarkmassen zu m, duflerst gering ist. Das Strange-Quark besitzt eine
Masse von ms; = 80 — 150 MeV, ist also etwa eine Groflenordnung leichter als die typische
Hadronenmassen.

Es ist daher sinnvoll, die Einschrankung der QCD auf die Ny (i.A. 2 oder 3) leichtesten Flavours
im chiralen Grenzfall verschwindender Quarkmassen zu betrachten. Die Lagrangedichte aus Gl.
2.4 wird zu

_ 1
gcch - T/J’YMD/!‘/’ + Z(F;W)Q'

Der Flavor-Index (der jetzt von 1 bis N lduft) wird zur Vereinfachung der Notation hier und
im weiteren Verlauf nicht mehr explizit ausgeschrieben. Das Superskript E wird nur noch in
Einzelfillen notiert, um Unklarheiten zu vermeiden.

10



2.3. Chirale Symmetrie

Chirale Eigenzustande

Definiert werden nun die beiden Operatoren

1 1
PR = 5(1 +’}’5) und PL = 5(1 —’)/5)

mit den Projektoreigenschaften
Pr+PL=1, Pi=Pr, P}=P,, PrP,=P,Pr=0.

Mit Hilfe dieser chiralen Projektoren kénnen die Quark-Wellenfunktionen in zwei Anteile zerlegt
werden, wobei

Yr=Prv und =1 Pp
als rechtshéindig, N _
Yr =Py wnd gp =4 Py

dagegen als linkshéndig bezeichnet werden. Die Begriindung fiir diese Bezeichnung ist, dass diese
chiralen Anteile fiir freie, masselose Teilchen den Helizitéits-Eigenzusténden entsprechen. Diese
beschreiben den Spin (also die ,,Drehrichtung”) relativ zum Impulsvektor.

Mit Hilfe der Relationen
PR’VM = ’Y,uPL und PL’Y;L = ’YMPR

ldsst sich die Lagrangedichte im chiralen Grenzfall als

1

Lgop = bR Dutr + LDyt + 4 (F,)” (2.5)

schreiben. Die rechts- und linkshéindigen Anteile der Lagrangedichte sind nun also entkoppelt
und wechselwirken nur noch durch die Eichbosonen. Die Lagrangedichte in Gl. 2.5 ist daher
invariant beziiglich der Transformationen

e R R

Yr — RYr, Yr — YRR, (26)

wobei L und R beliebige unitdre Matrizen im Flavour-Raum bezeichnen.

11






3. Chirale Stérungstheorie

3.1. Motivation

Aus verschiedenen Griinden ist es &uflerst schwierig, mit Hilfe der Quantenchromodynamik ex-
perimentell iiberpriifbare Aussagen herzuleiten. Im Vergleich mit der Quantenelektrodynamik
werden diese Probleme besonders deutlich:

Zum einen ist die Kopplungskonstante der QCD (bei verschwindendem Impulsiibertrag) von
der Ordnung &'(1), wihrend sie in der QED etwa 1/137 betrégt. Deswegen ist die Anwendung
der gewohnten Storungstheorie auf QCD-Prozesse im Energiebereich typischer Hadronenmassen
nicht moglich.

Zum anderen hat die QCD eine nicht-abelsche Natur, die aus der zugrundeliegenden SU(3)-
Farbsymmetrie resultiert. Dadurch treten in der QCD-Lagrangedichte Wechselwirkungsterme
zwischen den Eichbosonen (s.o.) auf, die zu Nichtlinearitdten fithren. Das Ergebnis ist, dass
die resultierende Kraft zwischen zwei Farbladungen nicht wie in der QED mit dem Abstand
abnimmt, sondern konstant bleibt. In der Natur treten deshalb keine freien Farbladungen auf.
Dieses Phénomen wird als ,,Confinement” bezeichnet.

Um trotz dieser Schwierigkeiten mit Hilfe der QCD Vorhersagen zu treffen, wurde unter ande-
rem die chirale Storungstheorie (,chiral perturbation theory”, xPT) entwickelt. Die Grundlage
der xPT ist die spontante Brechung der chiralen Symmetrie. Unter Beriicksichtigung dieses
Mechanismus gelangt man zu einer effektiven Feldtheorie fiir niedrige Energien, die es erlaubt,
Beziehungen zwischen physikalisch messbaren Groflen herzuleiten. Dieses sind z.B. Mesonen-
massen, Streuldangen oder Zerfallskonstanten.

Die relevanten Freiheitsgrade der xPT sind die Pseudo-Goldstonebosonen. Beschrénkt man sich

auf die zwei leichtesten Quark-Flavours, so sind diese identisch mit den drei m-Mesonen. Wird
das Strange-Quark mit betrachtet, so kommen noch die vier K-Mesonen und das 7 hinzu.

Das Schicksal der chiralen Symmetriegruppe

Aufgrund der Entkopplung der beiden chiralen Anteile ist die Lagrangedichte aus Gl. 2.5 im
Flavour-Raum invariant beziiglich der globalen Symmetriegruppe U(3)grx U(3), (fiir Ny = 3).
Im Folgenden wird es sich als sinnvoll erweisen, diese Symmetrie nach

UB)g x U(3), =SU3)p x SU(3), x U(1)p x U(1),,

13



3. Chirale Storungstheorie

zu zerlegen.

Ein Element dieser Symmetriegruppe kann durch

u u e e\ i
TﬂR:(d}}:)HUR(dj:):exp(WR?)60R1/1R
P, = UL ) L UL —oxp [ 002 Xa e 4

L ds vl o, Pl WL L

parametrisiert werden. Als erstes werden die beiden U(1)-Anteile betrachtet.

und

Fiir eine allgemeine U(1)gx U(1)z-Transformation mit 0z und 6y, gilt
b =Pp+ L — PR pp + h = 05T g 4 105 =0P) gy

mit den Parametern . 1
Os = 5(93 +6r) und 6p= 5(91:,5 —0r).
Der skalare Anteil
Y — ey
ist eine globale Symmetrie der Quantentheorie und entspricht der globalen Baryonenzahlerhal-

tung. Er wird hier nicht weiter betrachtet.

Der pseudoskalare (axiale) Anteil
b — iP5 ¥

dagegen entspricht zwar einer Symmetrie der klassischen Lagrangedichte aus Gl. 2.5, wird jedoch
in der Quantentheorie durch eine Anomalie gebrochen, wie zuerst von Adler, Bell und Jackiw
beschrieben wurde [3], [4]. Eine etwas anschaulichere Erkldrung im Pfadintegral-Formalismus
ist, dass zwar die Lagrangedichte, jedoch nicht das Mafl des Pfadintegrals gegeniiber axialen
U(1)-Transformationen invariant ist [5].

Zu betrachten bleibt noch der SU(3)rx SU(3)-Anteil, welcher oft als chirale Symmetriegruppe
der QCD im eigentlichen Sinn bezeichnet wird. Diese soll nun ndher untersucht werden. Nach

dem Noether-Theorem erhélt man fiir jeden Generator dieser Symmetriegruppe einen erhaltenen
Strom. Dies sind die acht rechtshéndigen Strome

— A
R} = py* 7a¢R
und die acht linkshéndigen Stréme
- A
LE =" Eai/)L-
Durch Linearkombination erhalt man daraus die Vektorstrome

W
Vi = R+ L= 0y

14



3.2. Goldstonebosonen

mit positiver Paritit sowie die Axialvektorstrome
Iz Iz M Jy /M Aa
Aa :Ra _La :w’Y 757¢
mit negativer Paritdt. Durch Volumen-Integration iiber die 0-Komponenten erhédlt man aus
diesen schliellich die Ladungsoperatoren

QY :/dVVao und QY :/dVAg
Die so berechneten Ladungen sind Erhaltungsgrofien, fiir sie gilt also

[H,Qy] = [H,Q%] = 0. (3.1)

Fiir den Fall, dass die chirale Symmetrie ungebrochen ist, wiirde man erwarten, dass sich die
Hadronen (als QCD-Eigenzustéinde) in Multipletts der Gruppe SU(3) x SU(3) anordnen. Insbe-
sondere wére zu erwarten, dass es zu jedem Eigenzustand |¢) mit der Energie Ey einen entarteten
Eigenzustand Q9% |¢) mit entgegengesetzter Paritéit gibt. Dies folgt direkt aus der Erhaltung der
Ladungsoperatoren:

H(Q41¢) = Q4 H |¢) = Q% Ey [9) = Ey( Q% |9))- (3.2)
Dieses Verhalten wird jedoch nicht in der Natur beobachtet, die Hadronen ordnen sich statt des-
sen in Multipletts der Gruppe SU(3) an. Die nichtverschwindenden realen Quarkmassen kénnen
diesen Symmetriebruch nicht erklédren, da durch sie nur die Massenentartung innerhalb der Mul-
tipletts aufgehoben wird. Die Schlussfolgerung aus diesem Widerspruch muss deshalb sein, dass
die chirale SU(3) x SU(3)-Symmetrie in der Natur spontan gebrochen ist. In diesem Fall gilt Gl.
3.2 nicht mehr, da der Grundzustand nicht invariant gegeniiber den Symmetrietransformationen
ist.

3.2. Goldstonebosonen

Beispiel: SO(3) — SO(2)

Spontane Symmetriebrechung ist nicht nur aus der Quantenfeldtheorie bekannt. Ein h&ufiges
(d.h. oft zitiertes) Beispiel ist die Ausrichtung der Elementarmagnete in einem Ferromagneten:
Obwohl die grundlegende Theorie rotationssymmetrisch ist, bildet sich dennoch ein Grundzu-
stand mit makroskopischer Feldrichtung aus. Dieser Phaseniibergang kann konkret bei Unter-
schreitung der Curie-Temperatur beobachtet werden.

Ein anderes Beispiel nach S. Weinberg ist ein gewthnlicher Stuhl, der im Raum eine klar de-
finierte Richtung besitzt, obwohl die grundlegenden quantenmechanischen Gleichungen rotati-
onssymmetrisch sind [9].

Bevor der QCD-Fall diskutiert wird, soll der Mechanismus der spontanen Symmetriebrechung

zunédchst an einem vereinfachten Beispiel verdeutlicht werden. Betrachtet wird dazu ein drei-
komponentiges, hermitesches Feld ¢; mit der (minkowskischen) Lagrangedichte

1 1 A
Z = 5(0u0i0" i) — §m2(¢i¢i) - Z(¢i¢i)2

15



3. Chirale Storungstheorie

fiir die m? < 0 und A > 0 gilt. Diese Lagrangedichte ist invariant gegeniiber SO(3)-Transformationen
der ¢-Felder. Das Minimum des Potenzials wird erreicht, wenn das Feld rdumlich konstant ist

und iiberall den Betrag
m2
(¢l = /ol + 5+ 5 =v=1/— (3-3)

annimmt. Durch Gl. 3.3 werden unendlich viele Zustéinde niedrigster Energie beschrieben, die
sich nur durch die Richtung des ¢-Vektors im internen Symmetrieraum unterscheiden.

Das Vakuum ist keine Uberlagerung dieser unendlich vielen Zustéinde. Statt dessen wird eine
spontane Symmetriebrechung gefordert: Durch kleine Stérungen der Symmetrie wird eine
bestimmte Richtung des ¢-Vektors ausgewéhlt. Diese Richtung wird, der iiblichen Konvention
folgend, mit der 3-Richtung identifiziert. Der Vakuumzustand ist dann

po=1| 0 [. (3.4)

Die Felder werden nun relativ zu diesem Vakuumzustand neu definiert. Fiir die ¢1 und ¢o-Anteile
andert sich dadurch nichts, der ¢3 Anteil wird dagegen durch das Differenzfeld

n=¢3—v
ersetzt. Mit dieser neuen Variablen wird die urspriingliche Lagrangedichte zu
g_la a,u 18 au 1_22 2 A 2 2 é 2 22_54
= 5(0udr0" 1) + 5 (00" n) + 5 (=2m7) " + Avn(dp +0°) + 7 (9 +n7)" — 07,

wobei der Index k jetzt nur noch von 1 bis 2 lduft. Diese Lagrangedichte enthélt keine linea-
ren Anteile in den Feldern, wie fiir ein Extremum zu erwarten ist. Ausserdem gibt es keine
Massenterme fiir ¢; und ¢o, wihrend das n-Feld die Masse

my = \/ —2m?

erhiilt. Die beiden masselosen Teilchen sind die Goldstonebosonen der gebrochenen SO(3)-
Symmetrie. Dieses Phdnomen, das allgemein bei spontaner Symmetriebrechung auftritt, wurde
erstmals von Nambu [6] und Goldstone [7] beschrieben.

Verallgemeinerung auf beliebige Symmetriegruppen

Das vorangehende Beispiel soll nun verallgemeinert werden. Betrachtet wird dazu eine klassische
Feldtheorie, deren Lagrangedichte Z’[¢] invariant gegeniiber globalen Transformationen aus der
Symmetriegruppe G sei. Der Grundzustand ¢g des Systems sei dagegen nur invariant unter
einer Untergruppe H von G. Die Elemente der Symmetriegruppe seien im Darstellungsraum der
Felder durch die Matrizen U repréasentiert. Insgesamt gilt also

ZU(g)el =~Zl¢] vV geG

und

Uh¢o=¢y Y heHCG
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3.2. Goldstonebosonen

Im obigen Beispiel ist G=SO(3) und H=SO(2), da der Vakuumzustand aus Gl. 3.4 invariant
gegeniiber Drehungen um die 3-Achse ist.

Das Potenzial der Feldtheorie wird nun um das Minimum entwickelt, d.h. man betrachtet den
Wert des Potenzials an der Stelle

¢ = ¢o + 9.

Wie oben erwéhnt verschwinden alle linearen Terme, so dass man bis zur zweiten Ordnung in
den Feldern

2 \ 0¢;0¢;

erhiilt. Die (positiv semidefinite) Massenmatrix ist damit

o’V
Mjk:<7) |
0¢;0

d)j d)k d=o

Als néchstes wird die Wirkung einer Gruppentransformation auf das Potenzial betrachtet. Man
erhilt wieder bis zur zweiten Ordnung

V(¢>)=V(¢o)+1< OV ) (6¢;)(Opw) + - .-
d=¢o

2
V(U(g)do) = V(o) + % <%) (60;) (1) + - - .,
J $=¢o

wobei die d¢-Terme jetzt aus der infinitesimalen Gruppentransformation stammen. Da g € G
eine Symmetrie der Lagrangedichte sein soll, muss der quadratische Term (sowie alle hoheren
Terme) verschwinden, d.h. es muss gelten

o?V
(W) - (060)(60r) = Mjk (06)(96r) = 0. (3.5)

Die Matrix-Darstellung der Elemente g von G sei
Ul(g) = exp(iTicx)
mit den Generatoren 7T;. Die Generatoren, fiir die
Tigo=0 = exp(iTci) go = ¢o
gilt, gehoren zur Darstellung von H. Fiir diese ist
0¢ =iT; dav; pg = 0.

GI. 3.5 ist damit automatisch erfiillt, und {iber die Massen kann keine Aussage getroffen werden.
Die Anzahl dieser Teilchen entspricht der Ordnung der Liegruppe H.

Fiir die Generatoren der Darstellung von G, die den Grundzustand nicht ,vernichten”, gilt

dagegen
5¢ = ZTZ (5067; (Z)() 7'5 0.
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3. Chirale Storungstheorie

Aus GI. 3.5 folgt, dass die Massen dieser Felder verschwinden miissen.

Die Anzahl der masselosen Goldstonebosonen ist damit

Aus quantenmechanischer Sicht bilden die Ladungsoperatoren der Noetherstrome die Darstel-
lung der Liegruppen G und H im Hilbertraum der Zustandsvektoren. Die Verallgemeinerung
des vorherigen Abschnitts ist daher, dass die Ladungsoperatoren der gebrochenen Symmetrie
Q") den Grundzustand |0) nicht vernichten. Die Schlussfolgerungen iiber Existenz und Anzahl
der Goldstonebosonen dndern sich nicht. Eine genauere Analyse des quantenmechanischen Falls
ist z.B. in [2] oder [8] zu finden.

3.3. Spontane Symmetriebrechung in der QCD

Goldstonebosonen

Wie bereits oben erwihnt wurde, ist die chirale SU(3) x SU(3)-Symmetrie in der Natur spontan
gebrochen. Die dabei auftretenden Goldstonebosonen und ihre mathematische Beschreibung im
Rahmen der chiralen Stérungstheorie sollen nun genauer untersucht werden. Man geht dazu von
folgender Vermutung aus:

Die in der Natur vorhandene SU(3)-Symmetrie wird mit dem vektoriellen Anteil der chiralen
Symmetrie identifiziert, wihrend die gebrochene Symmetrie dem axialen Anteil entspricht.

Das bedeutet, dass nach Gl. 3.1 weiterhin alle Ladungen mit dem Hamiltonoperator vertauschen,
der Grundzustand (das “Vakuum”) aber nur von den Vektorladungen Qf, vernichtet wird:

Qvl0)=0,  Q%10)#0.
Aus dieser Vermutung kann man zwei wichtige Folgerungen ableiten:

1. Die Anzahl der Goldstonebosonen entspricht der Anzahl der axialen Ladungsoperatoren.
Fiir Ny = 2 gibt es also drei, fiir Ny = 3 dagegen acht Goldstonebosonen.

2. Die Goldstonebosonen besitzen negative Paritédt, da sie mit axialen Operatoren verkniipft
sind.

Die Teilchen in dem von Pionen (7t, 77, 7%), Kaonen (K, K=, K, K°) und dem Eta-Meson
(n) gebildeten Oktett kommen in der richtigen Anzahl vor. Sie besitzen ausserdem die richtigen
Paritétseigenwerte sowie eine vergleichsweise geringe Masse. Diese Ubereinstimmung spricht fiir
die Richtigkeit der Vermutung.
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3.3. Spontane Symmetriebrechung in der QCD

Matrix der Goldstoneboson-Variablen

Die chirale Symmetriegruppe der QCD Lagrangedichte im chiralen Grenzfall ist die Gruppe
G = SU(3) x SU(3). Ein Element g dieser Gruppe kann als Paar von zwei SU(3)-Matrizen
geschrieben werden:

g=(L,R), L,ReSU(3).

Die Elemente der vektoriellen Symmetriegruppe des Vakuums H=SU(3) entsprechen den Dia-
gonalelementen von G, d.h.

heH = h=(V,V), VeSU(@3).
Betrachtet wird nun wieder ein beliebiges Element von G. Dieses lésst sich umformen zu
g=(L,R)=(LR'R,R) = (LR",1) (R,R) = (U,1)h, h¢€ H.

Durch die SU(3)-Matrix U = LR! wird also eine Linksnebenklasse gH der Gruppe G defi-
niert. Die Matrix U enthilt alle Informationen iiber die Feldkonfiguration der Goldstonebosonen.
Auf den mathematischen Beweis der Isomorphie von Linksnebenklassen und Goldstonebosonen-
Variablen wird hier verzichtet, er ist z.B. in [2] nachzulesen.

Statt dessen soll als Nachstes das Transformationsverhalten der Matrix~U unter chiralen Trans-
formationen untersucht werden. Dazu wird ein Gruppenelement § = (L, R) auf g angewendet.
Das Ergebnis ist

Gg=(L,R) (U,1)h = (LU,R)h = (LUR',1) (R,R) h = (LUR',1) h.

Sowohl & als auch h bezeichnen dabei Elemente von H. Hieraus lisst sich das wichtige Ergebnis

U — LUR' (3.6)

ablesen, welches das Transformationsverhalten der so definierten Goldstonebosonen-Matrix unter
chiralen Transformationen angibt.

Eine mogliche Parametrisierung der Matrix U durch die Goldstonebosonen-Felder ist

U(x) = exp <FLO @) — exp <Fi0 2Ti¢>i> , (3.7)

wobei T; die Generatoren der Gruppe SU(Ny¢) bezeichnet. Betrachtet man drei Quarkflavours,
so kénnen die Gell-Mann-Matrizen als \;/2 = T; gew&hlt werden und man erhélt

7+ %7] Vort V2Kt

o=Ngi=| Voo —n'+n V2KO
V2K~ V2KO  — oy

Beschriankt man sich auf zwei Quarkflavours, so wihlt man statt dessen die Pauli-Matrizen mit
7;/2 = T;. Die Goldstonebosonen-Matrix U ist dann

0 +
‘I>:T¢d>¢=<\/gﬂ__ \/_Q;TO )
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3. Chirale Storungstheorie

In beiden Fillen entsprechen die kartesischen Feldkomponenten ¢; i.A. nicht den in der Natur
beobachteten Ladungs-Eigenzustédnden, sondern einer Linearkombination aus diesen. Im SU(2)-
Fall ist z.B. . '
+ 4 ot - 0
=— (" +7T ), =—(m" =7 ), =T .
¢1 7 ( ) b2 NG ( ) ®3

Die Transformationseigenschaft der Goldstonebosonen-Felder unter chiralen Transformationen
folgt direkt aus Gl. 3.6. Sie ist fiir die weiteren Rechnungen nicht von Belang und wird daher
nicht explizit angegeben.

3.4. Die effektive Lagrangedichte der yPT

Symmetrieforderungen

Die Grundidee der chiralen Storungstheorie (xPT) ist es, eine effektive Feldtheorie zu finden,
welche die QCD bei niedrigen Energien beschreibt. Die Lagrangedichte dieser Theorie muss die
chirale Symmetrie SU(Ny)r x SU(Ny)r, besitzen, der Grundzustand jedoch nur eine SU(Ny)y-
Symmetrie.

Die Parametrisierung in Gl. 3.7 legt den Grundzustand bereits fest, denn fiir ¢; = 0 folgt

1

2 2T5¢;) = exp(0) = 1.

Up = exp(
Diese Wahl ist konsistent mit der geforderten Symmetriebedingung. Fiir diagonale Transforma-
tionen ist R = L, daher gilt

Uy=RUL' = R1R" =1 = U,.

Fiir die effektive Lagrangedichte der chiralen Stérungstheorie gibt es keine besonderen Ein-
schrankungen, aufler dass sie der chiralen Symmetrie SU(N¢)gr x SU(N¢)r geniigen und ein
Lorentz-Skalar sein muss. Alle Terme, die die Goldstonebosonen-Variablen enthalten und die-
se grundlegenden Bedingungen erfiillen, miissen beriicksichtigt werden. Um die Amplitude fiir
einen physikalischen Prozess zu erhalten, miissen dann die Feynmandiagramme, die man aus der
effektiven Lagrangedichte erhélt, summiert werden.

Zunéchst sieht es so aus, als ob die Theorie fiir praktische Rechnungen nicht brauchbar ware, da
unendlich viele Terme und Diagramme beriicksichtigt werden miissen. Dies ist jedoch nicht der
Fall, denn fiir die chirale Lagrangedichte existiert ein Zdhlschema, das es erlaubt, die einzelnen
Terme nach Potenzen der vorkommenden Energien zu sortieren. Die allgemeine Lagrangedichte
setzt sich dann zusammen aus den verschiedenen Ordnungen, die mit geraden Indizes bezeichnet
werden:

L =L+ L+ L+ ...

Bevor genauer auf dieses Weinberg’sche “Powercounting”-Argument eingegangen wird, soll zunéchst
die Lagrangedichte niedrigster Ordnung %5 bestimmt werden.
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3.4. Die effektive Lagrangedichte der xPT

Die chirale Lagrangedichte fiihrender Ordnung

Chiral invariante Kombinationen der Form UUT = 1 sind konstant und ergeben daher keinen
relevanten Beitrag. Die Lagrangedichte muss also Ableitungen der Matrix U enthalten. Aus der
Lorentz-Invarianz folgt, dass stets Paare von Ableitungen auftreten miissen, da diese Vektorcha-
rakter besitzen.

Die einfachste nichtkonstante Lagrangedichte, die den Symmetrieforderungen geniigt, ist

F2
jﬁ::jf<@JRyUU. (3.8)
Die hier mit () bezeichnete Spurbildung ist notwendig, um einen Vierer-Skalar zu erhalten. Die
Invarianz gegeniiber globalen chiralen Transformationen iberpriift man durch Einsetzen von GI.
3.6 unter Beriicksichtigung der Zyklizitdt der Spur:

F2
Ly — £ = —}(0u(LUR") 0,(LUR"))
Iy t 7t
= 7 (L(0,U)R"R(0,U")LT)
F2
= fw@U@UU
= %

Der Vorfaktor F§/4 wurde so gewiihlt, dass der fiihrende Term in der Entwicklung nach den
Feldern

_F§
T4
die Standardform fiir einen kinetischen Term erhélt. Die Bedeutung der Konstanten Fyy wird im
siebten Kapitel deutlich werden.

1
% <%U%UU:§“@%@+“.

Neben Gl. 3.8 sind weitere Terme moglich, die ebenfalls zwei Ableitungen enthalten und den
allgemeinen Symmetrieforderungen geniigen. Diese kénnen jedoch auf den oben genannten Term
zuriickgefiihrt werden.

Explizite Symmetriebrechung: Spurionanalyse

Bisher wurde der Quarkmassenterm, der eine explizite Brechung der chiralen Symmetrie bewirkt,
in der Diskussion vernachléssigt. Um mit Hilfe der effektiven Feldtheorie sinnvolle physikalische
Aussagen (z.B. iiber die Pionmassen) treffen zu kénnen, muss diese Symmetriebrechung jedoch
eingebaut werden. Die Form der entsprechenden Terme in der effektiven Lagrangedichte wird
im Folgenden mit Hilfe der sog. Spurionanalyse bestimmt.

Dazu geht man zunéchst von der QCD-Lagrangedichte in Gl. 2.4 aus. Der Massenterm ist

ZCP = hmyp = (Pr + PPL)m (Preb + Pr )
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3. Chirale Storungstheorie

mit der Flavour-Matrix (fiir Ny = 3)
m = diag (my, mg, ms).
Da die Projektoren mit der Massenmatrix vertauschen, erhédlt man
LRP = Y PrmPrtp + pPLmPpip = dpmipp + hrmiy.
Die konstante Matrix m wird jetzt formal durch das Spurion M bzw. MT ersetzt. Man erhélt
LR = P Mg + My

Das Spurion soll so transformieren, dass die Lagrangedichte invariant wird. Die dazu nétige
Transformationsregel ist
M — LMR'.

Das Spurion wird jetzt mit dieser Transformationsregel in die effektive Lagrangedichte eingebaut,
so dass diese invariant unter chiralen Transformationen bleibt. Der einfachste, nichtkonstante
Term, der diese Bedingung erfiillt, hat die Form

ByF?
M = —% (MUY + UMT)

mit der zusétzlichen Konstanten By. Wird das Spurion jetzt wieder durch die konstante Mas-
senmatrix m ersetzt, so wird die chirale Symmetrie in der effektiven Lagrangedichte auf genau
die gleiche Weise wie in der QCD explizit gebrochen. Das Ergebnis ist

BoF¢ F?
L = ——02 S (mUT + Umf) = —=2 (xU" + UX)

mit der Abkiirzung x = 2Boym. Fiir eine reelle Diagonalmatrix gilt natiirlich x = x, die Unter-
scheidung wird jedoch fiir spédtere Rechnungen beibehalten.

Die so erhaltene chirale Lagrangedichte kann nun wieder nach den kartesischen Feldkomponenten
¢; entwickelt werden. Bis zum quadratischen Term erhélt man

_ BoFg

Lt = 5 (m(UT + U)) = const + %(m(gf)ﬂﬂ)% +....

Fiir Ny = 2 ergibt sich daraus

£ = const + %Bo(mu +ma) ¢ + ...
Die Masse der nun als Pseudo-Goldstonebosonen bezeichneten Pionen ist damit
m; = Bo(my, + my).
Bei Isospin-Symmetrie (m, = mq = mg) erhilt man

m2 = 2Bym,,. (3.9)
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3.4. Die effektive Lagrangedichte der xPT

Ausrichtung des Vakuums

An diesem Punkt ist noch die Frage zu kliren, welche Bedeutung der Konstanten By zukommt.
Wie bereits erwihnt, ist die , Richtung” des Vakuum-Zustands einer gebrochenen Symmetrie
nicht vollig zufillig. Sie wird statt dessen durch kleine Storungen des Systems festgelegt, wie
es in diesem Fall die nicht verschwindende Massenmatrix ist. Ein Zusammenhang zwischen der
spontanen und der expliziten Symmetriebrechung ist daher zu erwarten.

Die Stéirke der spontanen Brechung der chiralen Symmetrie wird durch den Vakuumerwartungs-
wert

(1) = (0[¢1]0) = (0|41 r|0) + (0] RYL|0)

beschrieben, der auch als skalares Quark-Kondensat bezeichnet wird. Unter Beriicksichtigung
der Transformationseigenschaften der chiralen Anteile nach Gl. 2.6 sieht man, dass dieser Er-
wartungswert die axiale Symmetrie bricht, jedoch invariant unter diagonalen Transformationen
der Form L = R ist.

Die Stérke der expliziten Symmetriebrechung hingt mit dieser Gréfle durch die Relation
3F3Bo = (i)

zusammen. Die Ausrichtung des QCD-Vakuums mit der Massenmatrix erkennt man daran, dass
beide die gleichen Erhaltungssitze fiir Paritét, elektrische Ladung und Strangeness erfiillen [9].

Die effektive Lagrangedichte vierter Ordnung

Die in den letzten beiden Abschnitten beschriebene euklidische Lagrangedichte fithrender (zwei-
ter) Ordnung ist insgesamt

g_F_ga 9 T_F_O2 t t
2= (000,01 — =L (U + U,

Ein Term aus % enthélt also entweder zwei Ableitungen der Matrix U oder die Massenmatrix
m in erster Potenz. Die doppelte Zahlung der Massenmatrix stammt daher, dass sie nach Gl.
3.9 proportional zum Quadrat der Pionmassen ist.

Die allgemeine Lagrangedichte der vierten Ordnung wurde erstmals von Gasser und Leutwyler
angegeben [10]. Sie lautet ohne Beriicksichtigung duflerer Quellen

L = —L1(0,Ud,U"? — Ly (0,U8,U")?
—L3(0,Ud,U0,Ud,U"Y + Ly (0,U8,U") (xUT + Ux)
+L5(3,Ud UT( Ut +UxN) — Le (xUT + UxT)?
—L7 (xU' = UxN? — Lg (UxTUXT + xUT\UT). (3.10)
Die Vorzeichen wurden dabei mit Hilfe von Regel 1 aus dem zweiten Kapitel an die euklidische

Formulierung angepasst. Man erkennt, dass die einzelnen Terme entweder vier Ableitungen,
zwel Ableitungen und eine Massenmatrix, oder die Massenmatrix zum Quadrat enthalten. Die
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3. Chirale Storungstheorie

Konstanten L bis Lg werden als Gasser-Leutwyler-Koeffizienten bezeichnet und miissen ent-
weder experimentell oder durch numerische Rechnungen im Rahmen der Gitter-QCD bestimmt
werden.

Hohere Ordnungen als %) werden in dieser Arbeit nicht betrachtet.

3.5. Das Weinberg’sche Powercounting

Die chirale Dimension

Um mit Hilfe der effektiven Feldtheorie sinnvolle Vorhersagen zu treffen, miissen nicht nur die
moglichen Terme der Lagrangediche, sondern auch die aus ihnen gebildeten Diagramme nach
Potenzen der Pionimpulse und Quarkmassen sortiert werden. Die effektive Theorie ist fiir prak-
tische Rechnungen nédmlich nur dann brauchbar, wenn in jeder Ordnung eine endliche Anzahl zu
beriicksichtigender Diagramme iibrig bleibt. Das von S. Weinberg erfundene Sortierungs-Schema
(, Powercounting”) erfiillt diese Bedingung [11].

Betrachtet wird die Amplitude fiir einen Streuvorgang, der einem Feynman-Diagramm der effek-
tiven Feldtheorie entspricht. Untersucht wird das Verhalten unter einer Reskalierung der duferen
Mesonenimpulse und der Quark-Massen geméfl

p—1tp, m— t2m.

Die quadratische Reskalierung ist dabei dquivalent zu einer linearen Reskalierung der Mesonen-
massen
M — tM.

Die chirale Dimension des Diagramms D wird nun durch das Skalierungsverhalten der Streu-
amplitude
M (tp, 2 M?) — tP ot (p, M?)

definiert, wobei ¢ eine reelle Konstante ist. Fiir kleine Energien miissen nach dieser Sortierung
nur noch Diagramme mit kleinem D beriicksichtigt werden. Im Folgenden wird die von Weinberg
gefundene Formel fiir die chirale Dimension eines Diagramms nachvollzogen.

e Zunichst betrachtet man dazu die inneren Linien des Diagramms. Diese liefern jeweils
einen Faktor t2, da

/d4k: 1 _/d‘%l 1 _/ att
(2m)* k2 4+ (tM)2 ) (2m)* 2 (k/t)2+ M2 | (2n)4 12+ M2
ist, was einer Reskalierung auch der inneren Impulse zu | = k/t entspricht.

e Die Vertices aus der Lagrangedichte .5, tragen jeweils einen Faktor #*" bei. Dieser
stammt aus den derivativen Kopplungen und/oder aus der Reskalierung der Quarkmassen.
AuBlerdem enthilt jeder Vertex eine Deltafunktion der Form 64(3 p;), die die Erhaltung
des Viererimpulses beschreibt. Insgesamt skaliert ein Vertex-Faktor daher mit 274,
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3.5. Das Weinberg’sche Powercounting

e Zusitzlich gibt es noch einen globalen Faktor ¢4, der aus der Beziehung S ~ §4(P;— P;) A
zwischen der invarianten Amplitude und der S-Matrix stammt. Durch diese Gleichung wird
lediglich die Erhaltung des Viererimpulses bei dem gesamten Streuvorgang beschrieben.

Insgesamt erhélt man fiir die chirale Dimension eines Diagramms also den Ausdruck

o
D =4+ 2N; +ZN2n(2n —4).

n=1

Dabei bezeichnet N; die Anzahl der internen Linien und Ny, die Anzahl der Vertices aus %,,.
Es ist vorteilhaft, diesen Ausdruck so umzuformen, dass statt der internen Linien die Anzahl der
unabhéngigen Schleifen N, vorkommt. Unter Benutzung der allgemein fiir Feynman-Diagramme
giiltigen topologischen Formel [2]

Np = Nr—(Ny —1),

wobei Ny die Gesamtzahl der Vertices bezeichnet, erhélt man das Resultat

oo
D=2+ (2n—2)Noy + 2Ny (3.11)

n=1

Renormierungs-Schema

Aus GI. 3.11 kann man ablesen, dass Schleifendiagramme in der chiralen Stérungstheorie automa-
tisch unterdriickt werden. In fithrender Ordnung (D = 2) miissen so z.B. nur Treelevel-Beitréige
mit Vertices aus % beriicksichtigt werden.

In néchstfolgender Ordnung (D = 4) treten dann allerdings Diagramme mit genau einer Schleife
auf. Die Schleifenintegrale divergieren, so dass es zunéchst so aussieht, als ob keine sinnvollen
Vorhersagen getroffen werden kénnten.

Dies ist jedoch nicht der Fall. Die Ergebnisse werden dadurch endlich, dass die Treelevel-Terme
mit einem .Z4-Vertex hinzugenommen werden. Die effektive Lagrangedichte wurde ja gerade so
konstruiert, dass sie alle moglichen Terme enthélt, die mit der chiralen Symmetrie vereinbar
sind. Da die Schleifenterme die gleichen Symmetriebedingungen erfiillen, gibt es fiir jede Di-
vergenz ,automatisch” einen Gegenterm aus .Z. Die Divergenzen werden mit der Methode der
dimensionellen Regularisierung nach 't Hooft und Veltman [12] behandelt, bei der das Integral
in 4 — ¢ Raumzeitdimensionen betrachtet wird. Die nackten Gasser-Leutwyler-Koeffizienten

I
Li=Lit5n R

sind dann eine Summe aus dem endlichen (renormierten) Anteil L] und der unendlichen Kon-
stante

2
R=— o- (log(4m) — g + 1).

Die numerischen Faktoren I'; konnen dem Anhang entnommen werden.
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3. Chirale Storungstheorie

An diesem Punkt sind die Grundlagen der chiralen Storungstheorie nun so weit wie nétig be-
schrieben. Im néchsten Kapitel wird untersucht, welche zuséatzlichen Effekte sich ergeben, wenn
man das Raumzeit-Kontinuum durch ein diskretes Gitter ersetzt, wie es in numerischen Rech-
nungen verwendet wird.
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4. Gitter-QCD

4.1. Das Dopplerproblem

Die fermionische Gitterwirkung

Da die chirale Symmetrie im Flavour-Raum lebt und damit unabhéngig von der Colour-SU(3)
ist, reicht es, in diesem Kapitel ausschliellich den fermionischen Anteil der QCD-Lagrangedichte
zu betrachten. Um im weiteren Verlauf der Diskussion Verwechslungen zu vermeiden, wird die
Fermionmasse in diesem Kapitel mit M bezeichnet. Die euklidische Lagrangedichte ist dann
durch

£ = (@) (b + M) V@),
gegeben. Das zugehorige Wirkungsintegral ist
Sp = /d4a: () (%ﬁu + M) ()

Im Pfadintegral-Formalismus erhilt man daraus die Greenfunktionen

(a(a) - Fly) - = L 222 Wal) = 05) ) exp(=5rly,])
[ 292 exp(—Sp(Y,¢])

Die Funktionalintegrale sind im Kontinuumsfall nur rein formal durch

2990 = [ [ da(@) [ ] dvp(v)
By

a,T

definiert, wobei 2 und y Raumzeitpunkte, o und 8 Dirac-Indices bezeichnen. Beim Ubergang zu
einem Gitter mit der Gitterkonstanten a wird daraus

P9 — DYDY = [ [ dda(na) [ ] dips(ma).

a,n B,m

Der Raumzeitvektor n besitzt dabei ganzzahlige Komponenten und indiziert so die verschiedenen
Gitterplétze.

Fiir die weitere Rechnung ist es vorteilhaft, die in der Wirkung vorkommenden Gréflen mit Hilfe
der durch die Gitterkonstante a definierten Skala dimensionslos zu machen. Dazu werden die
kanonischen Dimensionen der Dirac-Felder verwendet, die z.B. daraus folgen, dass die Wirkung
dimensionslos ist (wegen i = 1). Man erhélt so die Gittervariablen

~

M=aM, ¢on)=a*pa(z),  baln)=d**pu(z).
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4. Gitter-QCD

Die Ableitung auf dem Gitter wird symmetrisch durch die Differenz der Feldwerte an den beiden
in p-Richtung benachbarten Gitterpunkten definiert:

1

Outba(n) = %[@@a(n + ) = Ya(n — ). (4.1)

Die Gitter-Ableitung und die Multiplikation mit der Massen-Einheitsmatrix kéonnen dann zur
Fermionmatrix

1 .
Koé,ﬁ(na m) = Z _(Wu)a,ﬁwm,n—&—ﬂ - 6m,n—,tl] + M(Smn(sa,ﬁ

2
o
zusammengefasst werden. Diese ist eine Gitter- und Diracmatrix, die fiir nicht identische und

nicht benachbarte Gitterpunkte n, m verschwindet. Die euklidische Gitter-Wirkung erhélt so die
einfache Form

Sp=" ta(n)Kas(n,m)s(m). (4.2)

n7m7a7ﬂ

Die gesuchten Gitter-Greenfunktionen sind dann

_ IDJ)DJJTZ)Q(TLA) ’(j)ﬁ(m) ...e_SF
szz D’lﬁe_SF

(Ya(n) - Pg(m)---)
mit dem Integrationsmaf}

D(Z Dzﬁ = H dzza(na) H d@g(ma).

a7n B7m

Kontinuumslimes der Gitter-Greenfunktion

Um Gl. 4.3 auszuwerten, wird das erzeugende Funktional

~

Zipl = [DiDY e | 50+ Y [na<n>zz>a<n> T ) 1a(n)

mit den Grassmann-wertigen Quellen 7,7 betrachtet. Die Auswertung des Integrals nach den
Grassmann-Integrationsregeln ergibt, z.B. nach [13]

Zln,m) =det K exp [ D fla(n)K_j(n,m)mng(m)

n7m7a7ﬁ

Durch Ableitung nach den Feldern erhélt man die Zweipunktfunktion

(Ya(n) Ya(m)) = K j(n,m). (4.4)
Das Problem ist also darauf reduziert worden, die durch

Y Kox () Kxg(lm) = dapdum (4.5)
Al
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4.1. Das Dopplerproblem

definierte inverse Matrix K ! zu bestimmen. Diese Rechnung wird im Fourier-Raum durch-
gefiihrt, in dem die Kronecker-Deltas durch

T 47 R
= [ et
_x (2m)

'S

dargestellt werden konnen. Die Integration iiber den dimensionslosen Gitterimpuls l%“ = apy,
ist dabei (in allen vier Dimensionen) auf die erste Brillouin-Zone beschriankt. Durch Einsetzen
dieser Darstellung erhélt man fiir die Matrix K im Fourier-Raum

Kog(n,m) = /7r d*k K (12:) pik(n—m)
R SRNC7OE
mit
1 2 N A N
25 Yu)ag [ —e_zk“]—}—Méaﬁ: inusinkﬂ—l—M
I p

af

Der Sinus in K (l%) folgt also direkt aus der diskreten Gitterableitung in Gl. 4.1. Unter Benutzung
der Gittersummenregel
Z 67””6 54(]%)

sowie der Gln. 4.4 und 4.5 erhélt man schliesslich fiir die gesuchte Gitter-Zweipunktfunktion

- 2 ™ Ak ik, + Mlag

. 7 e
mit kﬂ = sin k.

Betrachtet wird nun der Kontinuums-Limes dieses Korrelators. Dazu werden die dimensi-
onslosen Gittergroflen mit den entsprechenden Potenzen von a multipliziert und die diskreten
Gitter-Koordinaten durch x = an und y = am ersetzt. Anschliessend wird der Grenzwert fiir
a — 0 gebildet:

1 T y L ﬂ'/(l d4p [ Z’y#pu—i_M]aﬁ lp(l' y)
e Gaﬂ( a M”) ‘ili%/w/a Gr)i )R+ AP (45)

mit p), = 1 sin(ppa).

Die Erwartung ist, dass das Ergebnis der Greenfunktion fiir freie Fermionen im Kontinuum

_ o) d4 . M
Walalo(w) = [ o, 2t W e

entspricht.

Beim Grenziibergang tritt nun allerdings das sog. Dopplerproblem auf. Das Integral in Gl.
4.6 erstreckt sich fiir kleine a iiber einen sehr groflen Impulsbereich. Da die Potenz von p;i im
Nenner grofler als im Zéhler ist, werden beim Grenziibergang alle Beitrdge unterdriickt, fiir die
nicht p;L = a 'sin(ap,) ~ 0 ist. Diese Bedingung wird zum einen fiir p, ~ 0 erfiillt, was die
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4. Gitter-QCD

gewiinschte Kontinuums-Greenfunktion liefert. Zum anderen verschwindet pL aber auch an den
Integrationsgrenzen, also bei p, ~ £m/a. Diese Werte entsprechen dem Rand der ersten Bril-
louin-Zone. Das Ergebnis ist, dass sich fiir jede betrachtete Dimension die Anzahl der erhaltenen
Fermionen-Propagatoren verdoppelt. In einer realistischen Simulation mit vier Raumzeitdimen-
sionen erhélt man also fiir jedes Fermionenfeld 2¢ — 1 = 15 weitere, unphysikalische Felder.

4.2. Wilson-Fermionen

Zwei Losungsansitze

Um fiir fermionische Korrelatoren einen physikalisch sinnvollen Kontinuums-Limes zu erhalten,
haben sich zwei Losungsansitze etabliert. Die eine Methode wird als ,,;staggered” (gestapelte) Fer-
mionen bezeichnet. Die Idee dieses Ansatzes nach Kogut und Susskind [14] ist es, die Brillouin-
Zone in allen Dimensionen zu halbieren. Auf diese Weise liegen die unphysikalischen Nullstellen
von pL nicht mehr innerhalb des Integrationsbereiches von GI. 4.6, wodurch das Dopplerproblem
vermieden wird.

Eine Halbierung der Brillouin-Zone 148t sich nur durch die Verdopplung der effektiven Git-
terkonstanten erreichen. Dazu miissen die Freiheitsgrade auf benachbarte Gitterplitze, die die
Ecken eines Hyperkubus bilden, verteilt werden. In z.B. vier Dimensionen hat ein Hyperku-
bus 16 Ecken, ein Fermionenfeld allerdings nur 4 Dirac-Komponenten. Daher miissen mehrere
Fermionen-Flavours gleichzeitig simuliert werden, woher der Name ,,staggered” stammt. Auf
die genaueren Einzelheiten und Probleme dieses Ansatzes soll hier nicht weiter eingegangen
werden.

Wilson-Wirkung

Statt dessen wird nun die zweite Methode betrachtet, die auf Wilson zuriickgeht [15]. Um den
richtigen Grenzwert zu erhalten, wird bei den sog. Wilson-Fermionen nicht die Brillouin-Zone,
sondern der Integrand in Gl. 4.6 modifiziert. Dieses Vorgehen ist berechtigt, denn die fermio-
nische Gitterwirkung muss nicht zwingend die in Gl. 4.2 angegebene Form haben, solange der
Kontinuumslimes erfiillt wird. Betrachtet wird daher jetzt die um einen zusétzlichen Term der
Ordnung a erweiterte Wilson-Wirkung

s¢7) = Sp— L3 b (mO(n)

mit dem Wilson-Parameter r (der gleich 1 gewihlt werden kann) und dem vierdimensionalen
Gitter-Laplaceoperator (der im euklidischen Raum statt des D’Alembert-Operators auftritt)

Od(n) = [0+ ) + bln — ) = 20(n)] -
W

Die Wilson-Wirkung kann wieder auf die Form

SW = N7 a(n)Kap(n,m)ds(m)

n7m7a76
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4.3. Die Symanzik-Wirkung

gebracht werden, wobei die neue Fermionmatrix durch

N 1
K{y (nym) = (M +47) Sumas = 5 D [(r = Vo Omnts + (7 + Yo Smnp
17

gegeben ist. Mit dieser Wirkung erhilt man wieder einen Kontinuumslimes der Form 4.6.

Der wesentliche Unterschied ist jetzt allerdings, dass die Masse in dieser Gleichung die Form
2r
M(p) = M + =) sin® 2 4.7
() =M+ 53 a2 (47)

erhélt und damit impulsabhéingig wird. An den Réndern der Brillouin-Zone divergiert diese
Masse, so dass die Nullstelle von p;L kein Dopplerproblem mehr verursachen kann. Bei festem
Impuls und fiir a — 0 verschwindet der zusétzliche Term wie gefordert.

Wie im dritten Kapitel erldutert wurde, wird die chirale Symmetrie der QCD explizit durch den
Quark-Massenterm gebrochen. Im Fall der Wilson-Fermionen sieht man bereits an Gl. 4.7, dass
diese Symmetrie bei endlichem Gitterabstand selbst dann gebrochen wird, wenn die Fermionen
urspriinglich masselos waren. Die Ursache dafiir liegt beim Wilson-Term

;S =5 3 a0l + Dm0

n

der unter chiralen Transformationen das gleiche Verhalten wie der Massenterm zeigt.

4.3. Die Symanzik-Wirkung

Problemstellung

In numerischen Rechnungen muss mit einer relativ groflen Gitterkonstante a gerechnet werden,
so dass die Diskretisierungseffekte nicht vernachléssigt werden kénnen. Um die Stérungsterme
linear in a zu halbieren, muss die Gitterkonstante halbiert werden, was in 3+1 Dimensionen
zu einer wesentlich hoheren Rechenzeit fithrt. Um die Konvergenz von Gitterrechnungen durch
Beseitigung der linearen Storeffekte zu verbessern, wurde deshalb das Improvement-Programm
erfunden [16].

Im Rahmen dieses Programms werden in die Gitterwirkung zusétzliche Terme eingefiihrt, die
in allen On-Shell-Gréien (also physikalisch relevante Grofien wie z.B. Streuquerschnitte) die
Gittereffekte genau aufheben. Die Bedingung an diese Terme ist dabei lediglich, dass sie die auf
dem Gitter giiltigen Symmetrien erfiillen. Die gesamte Gitterwirkung mit allen Gegentermen
wird dann als Symanzik-Wirkung bezeichnet.

Fermionen und Eichfelder auf dem Gitter

Die Symanzik-Wirkung in &'(a) wurde zuerst von Sheikholeslami und Wohlert bestimmt [17],
spéiter wurde in [18] eine systematisierte Herleitung angegeben. Diese soll nun kurz skizziert
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4. Gitter-QCD

werden. Ausgangspunkt dazu ist die vollstindige QCD-Gitterwirkung (jetzt wieder mit nicht
skalierten Grofien)

S[Uﬂza ¢] = SG[U] + SF[U/‘Z’ 77/}]

Die Gitterwirkung besteht zum einen aus der Wilson-Fermionenwirkung
SelU, %, ¢ = a* > () (D + M)i(n)
mit dem Wilson-Dirac Operator
D = 5 1ulV + V) ~ aViV,),
der die kovarianten Gitter-Ableitungen

V(@) = AU (e + i) — ()

und
Vi(e) = S0(e) ~ A7 U~ ajh, o) (e~ o)

enthilt. Dabei ist A ein Phasenfaktor und U(x, ) eine sog. Link-Variable, die das Eichfeld
reprisentiert und auf der Verbindung der Gitterpléitze x/a und x/a + fi definiert ist.

Zum anderen wird nun auch die Wilson-Eichfeldwirkung beriicksichtigt, die mit Hilfe dieser
Linkvariablen durch

SalU] = = S - Up))

gop

definiert ist. Dabei bezeichnet gg die Gitter-Kopplungskonstante und U (p) das Produkt der Link-
variablen entlang des Randes der Plaquette p. Die Summe l&uft iiber alle orientierten Plaquetten
des Gitters.

Die effektive Kontinuums-Theorie

Um die Symanzik-Wirkung in Ordnung a zu finden, wird untersucht, welche lokale, effektive
Kontinuums-Theorie die Gittereffekte simulieren kann. Die Terme, die die nétigen Symmetrie-
forderungen erfiillen, kénnen nach ihrer Dimension geordnet werden:

Sg :a’lS_l +So+aS1+a2S2+...

Der S_i-Term ist durch das Quark-Kondensat ¥ gegeben, der Sp-Anteil entspricht der norma-
len Kontinuums-Wirkung. Der Si-Anteil kann aufgrund von Symmetrie-Forderungen zunéchst
auf die fiinf Operatoren

O1 = YouwFui (4.8)
O» = ¥DuDyt+¢D, Dy

O3 = M<FWF/W>

Oy = M{&'Y,LAD,uw - &ﬁufmw}

Os = My
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4.4. Chirale Storungstheorie fiir die Gitter-QCD

reduziert werden. Falls nur On-Shell-Gréf8en betrachtet werden, konnen die klassischen Bewe-
gungsgleichungen verwendet werden [18]. In diesem Fall miissen die Operatoren Oy und Oy nicht
mehr getrennt beriicksichtigt werden. Schlieflich kénnen die Operatoren O3 und Os als Beitrag
zur Renormierung der Masse und Kopplungskonstanten aufgefasst werden, so dass nur noch der
als O bezeichnete Pauli-Term {ibrig bleibt.

Das wichtige Ergebnis ist, dass Gittereffekte bis zur Ordnung a in der Kontinuumstheorie
beriicksichtigt werden kénnen, wenn der durch GIl. 4.8 angegebene Zusatzterm in die Wirkung
aufgenommen wird. Die zu betrachtende effektive Lagrangedichte der Gitter-QCD ist also

L = .,%QCD + (Icswd_)o'uuFle} + ﬁ(a2)

mit dem Sheikholeslami-Wohlert Parameter cg,,. Die weitere Implementierung des Improvement-
Programmes ist fiir die weiteren Rechnungen nicht von Interesse.

4.4. Chirale Storungstheorie fiir die Gitter-QCD

Energieskalen

Bei den heutigen, begrenzten Computerleistungen besteht eine Diskrepanz zwischen den in der
Gittereichtheorie simulierten Modellen und der physikalischen QCD. Diese zeigt sich in mehreren
Punkten:

e Das Kontinuum der Raumzeit wird durch ein Gitter ersetzt. Dadurch entstehen Stérungen,
die keine Entsprechung in der Natur haben. Die Stérke dieser Diskretisierungseffekte wird
durch den Gitterabstand a bestimmt.

e Die simulierbare Grofle des Raumzeitbereichs ist auf 1.3 bis 3 fm beschriankt. Fiir eine
sinnvolle Simulation miissten Raumbereiche der GréBe L > 1/A; ~ 2 fm betrachtet
werden, wobei die Gréfle A, hier eine typische Mesonenmasse von ca. 100 MeV bezeichnet

e Fermionen konnen derzeit nicht mit Massen unter etwa mg/8 simuliert werden, wihrend
die leichten Quarkmassen in der Natur den Wert ms/25 besitzen.

Die chirale Stérungtheorie ist im Rahmen von Gittersimulationen besonders niitzlich, da sie die
Extrapolation von Simulationsergebnissen auf physikalisch relevante Werte erlaubt. Im Folgen-
den soll daher untersucht werden, auf welche Weise Gittereffekte in die chirale Stérungstheorie
eingebaut werden kénnen.

Wie bereits weiter oben erwihnt, wird die chirale SU(2) x SU(2)-Symmetrie in der Gitter-
QCD durch den Wilson-Term gebrochen. Das gleiche Verhalten zeigt sich erwartungsgeméf
auch in der effektiven Symanzik-Wirkung. Der zusétzliche Term verh&lt sich unter chiralen
Symmetrietransformationen genau wie der Massenterm; daher liegt die Vermutung nahe, dass
er auf die gleiche Weise in die Lagrangedichte der chiralen Stérungstheorie eingebaut werden
kann. Diese Vorgehensweise wurde das erste Mal in [19] beschrieben. Die Stérke der beiden
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4. Gitter-QCD

symmetriebrechenden Terme wird im Folgenden durch die Parameter
Xo = 2Bym und po = 2Woha
angegeben, wobei cg,, in die neue Konstante Wy absorbiert wurde.

Als effektive Feldtheorie nutzt die chirale Storungstheorie die Existenz verschiedener Energieska-
len in der QCD aus, um Vorhersagen zu treffen. Betrachtet wird zunéchst der Fall ohne Gitteref-
fekte. Die niedrige Energieskala ist dann durch die Mesonenimpulse p? und die Quarkmassen (re-
prisentiert durch x() gegeben, wihrend die hohere Energieskala der typischen Hadronen-Energie
A = 1 GeV entspricht. Durch die Gittereffekte tritt nun zusétzlich eine weitere Energieskala auf,
die durch pg definiert ist. Diese drei Energieskalen miissen in Bezug zueinander gesetzt werden.
Da Gittereffekte der Ordnung a? in der Symanzik-Wirkung nicht betrachtet wurden, stellt

A% > {x0,0°} > o

eine sinnvolle Hierarchie der Energieskalen dar. Die Entwicklung findet dann nach den beiden

Parametern )
X0 und o= »

A2 A2 A2
statt, fiir die {e, 6} > {€%,ed} > 6 gilt.

€ ~v

Die effektive Lagrangedichte

Nach dieser Sortierung wird die effektive Lagrangedichte der chiralen Stérungstheorie mit Wilson-
Fermionen in fithrender Ordnung zu

F? F? F?
Ly = H0,U0,U") = (U + UxT) = =2(oU" + Up), (4.9)
wobei die Matrizen y und p durch
Xx=x0l1l=2Bym1 und p=pol =2Wphal
gegeben sind. Wie nach der Sortierungsregel gefordert, ist £5 ~ O'(e, d).

Den Ausdruck fiir die Lagrangedichte der néchsthoheren Ordnung erhélt man nach dem gleichen
Prinzip. Verlangt wird dabei, dass % ~ 0(e?,€d). Das Ergebnis lautet [19]

L = —L(0,U8,UN? — Ly(9,Ud,UN? — L3((8,U8,UM?)
+L4 (8,U0,UNY (XU + UTx) + Wy (9,U0,U") (p'U + UTp)
+L5 (8,U0, U (XU + UTX)) + W5 (0,Ud, U (p'U + Ut p))

—Lg (x TU+UT X)? = We (XU + UTx) (p'U + UTp)
—L; (X'U = U')? = W7 (x'U = UTx) (p'U — U'p)
—Lg (x TUXTU+UTXUT ) — Ws (pTUxTU + UTpUTx) (4.10)

Zusétzlich zu den Gasser-Leutwyler-Koeffizienten der Kontinuums-Theorie gibt es jetzt fiinf
weitere Parameter, die von der Gitterdynamik abhéngen. Um mit dieser effektiven Theorie
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sinnvolle Aussagen zu treffen, muss angenommen werden, dass diese Koeffizienten nicht von
a abhédngen. Dies ist jedoch nur eine Néherung, da die W; unter anderem von der Kopplung
abhiéingen, die wiederum von der Gitterkonstanten abhéngt. Nach [19] ist diese Abhéngigkeit
jedoch nur schwach, da die Energieskala A konstant bleibt.

Beachtet werden muss ausserdem, dass die Masse m in der chiralen Lagrangedichte nicht die

gleiche wie die Masse M in der Wilson-Wirkung ist, sondern der Differenz M — M, zu einer
,kritischen” Masse entspricht, fiir die die Mesonenmassen in der Simulation verschwinden.
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5. Axial gedrehter Massenterm

5.1. Auswirkung auf die effektive Lagrangedichte der YPT

Twisting und die QCD-Lagrangedichte

Die Einfiihrung eines axial gedrehten (“getwisteten”) Massenterms in der QCD bietet Vorteile
wie z.B. eine vereinfachte Renormierungsprozedur, die in [20] und [21] beschrieben werden.
Durch eine geeignete axiale Drehung kénnen auflerdem O'(a)-Gitterartefakte in der chiralen
Storungstheorie vermieden werden. Dieser Effekt wird in den folgenden drei Kapiteln explizit
gezeigt.

Zunéchst soll jedoch untersucht werden, welche Auswirkungen eine axiale Drehung der Massen-
matrix auf die Kontinuums-QCD hat. Zur Vereinfachung gehen wir dazu hier und im Folgenden
von zwei Quark-Flavours mit entarteten Massen (m, = mg = m) aus. Wie im dritten Kapitel
beschrieben, ldsst sich der fermionische Teil der QCD-Lagrangedichte

28y =20 1My,

in den chiral invarianten kinetischen Term .Z(® und den die axiale Symmetrie brechenden Mas-
senterm mit der Flavour-Matrix
M’ = diag (m,m)

aufteilen. Der invariante Term ist

302
3(0) = iwD;ﬂb = Z Z&c,f’)’u (Du¢)cf
c=1 f=1 ’
wobei {iber Colour- und Flavour-Indices summiert wird und die kovariante Ableitung durch

D, =0, —1igA,

gegeben ist.

Verhalten unter chiralen Transformationen

Der Term .#() ist invariant unter der chiralen Symmetriegruppe SU(2); x SU(2), und damit
auch unter der einparametrigen Untergruppe, die durch die Transformation

P — B2 = U(w) ¢
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5. Axial gedrehter Massenterm

bzw.

b — T2 = ) U(w)

gegeben ist. Durch die Flavour-Matrix 73 wird dabei die Orientierung der Drehung im chiralen
Raum definiert. Die y5-Dirac-Matrix bewirkt, dass die rechts- bzw linkshéindigen Anteile des
Quarkfeldes mit unterschiedlichem Vorzeichen transformiert werden, ndmlich

Up(w) = e ™™/2 und Ug(w) = ™™/2,

U(w) ist also eine rein axiale Transformation. Bei Aufteilung in die Flavour-Anteile bestehen die
Quarkfelder fiir Ny = 2 aus den beiden Spinoren u und d. Da diese die beiden Eigenzusténde der
73-Flavourmatrix mit den Eigenwerten 1 und -1 sind, kann man das Transformationsverhalten
fiir diese Teilfelder explizit aufschreiben und erhélt

u— /2y und  d — e @/2g,

Unter weiterer Beriicksichtigung der Chiralitdt erhélt man vier Komponenten mit den Transfor-

mationen
up, — ey, up — e ?up
dL - e“"/2dL dR — e_“"/2dR.

Die Kombination gg transformiert daher unter U(w) wie

qq — Lj(?i‘"w?ﬂ-3 q= ei‘”ﬂLuR + efiwﬂRuL + efiwchdR + eiwCZRdL.

Axial gedrehte Massenmatrix in der QCD
Fiihrt man nun eine azial gedrehte Massenmatrix M (w) = M’ ™75 ein, so #ndert sich die Form
der Lagrangedichte nicht, falls die Quarkfelder gleichzeitig wie
w — e—iw'y573/2¢/
transformiert werden. In diesem Fall ist ndmlich
Y M(w)p = ' M’y

Die von dieser Lagrangedichte beschriebene Physik unterscheidet sich also nicht von der iiblichen
QCD. Der einzige Unterschied ist, dass durch den gedrehten Massenterm eine andere Ausrichtung
des Grundzustandes der gebrochenen Symmetrie im chiralen Raum festgelegt wird, was aber
keine Auswirkung auf messbare Grofien hat.

Gedrehter Massenterm in der chiralen Storungstheorie
Wie gezeigt wurde, ist die effektive Lagrangedichte der xPT in niedrigster Ordnung

2
Ly = %(@LUT MUY + L = L + L
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mit dem Massenterm

F2
L = —I%(UT + Ux").

Um das Verhaltens der Massenmatrix unter axialen Drehungen zu bestimmen, wird wieder die
Spurion-Analyse benutzt. Dazu wird das Verhalten der Matrix U bei einer axialen Drehung
untersucht. Betrachtet wird zunéchst die allgemeine chirale Transformation (L, R) € SU(2); x
SU(2) p. Nach GI. 3.6 transformiert sich die Matrix U wie

U— LUR™.
Fiir die axiale Transformation U(w) ist
L = UL(W) = e—iwrg/Q und R = UR(w) _ eiw’r3/2‘

Insgesamt erh&lt man also
U — 6—iw’rg/2 Ue_in3/2.

Im dritten Kapitel wurde gezeigt, dass sich die Matrix y als Spurion in der gleichen Weise wie
die Matrix U transformieren muss, damit die axiale Symmetrie in der richtigen Weise gebrochen
wird. Diese Vorschrift kann nun angewendet werden, um die richtige Form des “twisted mass”-
Terms in der chiralen Stérungstheorie zu erhalten. Das Ergebnis ist

x(w) = UL(W)XUgl(w) = efiw73/2X67@'w73/2

Da die Spurionanalyse unabhéngig von der Ausrichtung des Massenterms im chiralen Raum ist,
erhilt man bis auf die Drehung den gewohnten Massenterm

Zo= - B (vt + o))
in der effektiven Lagrangedichte.
Fiihrt man nun eine Substitution der Form
U = o~ wms/2 ] g—iwrs/2
durch, so sieht man, dass sich fiir beliebiges w die Form des Massenterms nicht dndert, da
(@)U + U () = (U + U7X,

Auch hier dndert sich also die Form der effektiven Lagrangedichte nicht, so dass dieselbe Physik
beschrieben wird. Dieses Ergebnis war zu erwarten, da es bereits weiter oben fiir die QCD als
fundamentale Theorie gezeigt wurde.

Chiral gedrehter Massenterm in der Gitter-QCD

Versucht man, die QCD mit Wilson-Fermionen auf dem Gitter durch eine effektive Kontinuums-
Theorie zu beschreiben, tritt in der Lagrangedichte bis ¢(a) im wesentlichen ein zusétzlicher
symmetriebrechender Term der Form

L = gQCD + acsw TEU#VFM%D + (’)(az)
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5. Axial gedrehter Massenterm

auf. Durch den Gitterterm und den Massenterm sind jetzt zwei Richtungen im chiralen Sym-
metrieraum ausgezeichnet. Sind diese beiden Terme gegeneinander verdreht, so lassen sich die
Effekte nicht mehr durch eine entsprechende Rotation des Grundzustandes wegtransformieren,
wie es ohne den Gitterterm der Fall war. Die Konsequenzen daraus sollen im Folgenden im
Rahmen der chiralen Stérungstheorie untersucht werden.

Wie im vierten Kapitel beschrieben, transformiert sich der Gitterterm in der Spurionanalyse wie
der Massenterm, und man erhilt als effektive chirale Lagrangedichte

F2
L =204 £, — —(pUT + Uph)
mit
p = 2W0a 1.
Auch hier wird der Massenterm jetzt einer chiralen Drehung
X = x(w)

unterworfen, wie sie im letzten Abschnitt beschrieben wurde. Da in der weiteren Rechnung alle
Groflen in Potenzen der Gitterkonstante entwickelt werden, stellt es sich als sinnvoll heraus, die
Drehung auf den Gitterterm zu iibertragen. Dies wird erreicht, indem die Pionmatrix zur neuen
Matrix U’ gedreht wird, die durch

U= e—iw73/2 U’ e—iw’rg/Q
definiert ist. Der Gitterterm erhilt dann die Form

<pUT + U,OT> — <peiw7'3/2 U/T eiwrg/Q + 6—2’0.)73/2 Ue—iw73/2 pT>
= (p(w) Ut 4+ U'p(w)T>, (5.1)
wobei die nun drehwinkelabhéingige Matrix p(w) durch
p(W) — ein3/2p€iw7'3/2 _ eingp

definiert ist. In dieser Betrachtungsweise bewirkt ein chiral gedrehter Massenterm also im Rah-
men der Gitter-QCD nicht wegtransformierbare Gitterartefakte.

5.2. Pionmassen in niedrigster Ordnung

Exakte Berechnung

Wie oben gezeigt wurde, erhélt man den Symmetriebrechungsterm

2
24 = Tk p(@) U+ Ut ol

wobei statt U’ jetzt wieder U geschrieben wird. Im Folgenden wird die Matrix p(w) nur noch
als p bezeichnet. Diese Matrix kann eindeutig zerlegt werden in

p = pol +ip373,
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5.2. Pionmassen in niedrigster Ordnung

wobei die beiden reellen Parameter durch
po = 2Wpa cosw

und
p3 = 2Whasinw

gegeben sind. Zu beachten ist dabei, dass sowohl pg als auch p3 von der Ordnung a sind, was
im weiteren Verlauf der Rechnung benutzt werden wird. Fiir die Summe der beiden Matrizen x
und p erhélt man

p=x+p= o+ po)l+p3its = pol + pzir3

mit den Parametern

wo = 2Bgm + 2Wjhacosw
ps = 2Wyhasinw.

Um die Massen der Goldstonebosonen zu bestimmen, muss diese Lagrangedichte um das Mini-
mum entwickelt werden. Dieses kann hier durch einen Trick bestimmt werden, der die Isomorphie
von U(2) und S? (der Einheitssphére in vier Dimensionen) ausnutzt [22].

Eine beliebige 2 x 2 Matrix A ist ndmlich genau dann unitir, wenn sie durch
A =agl +ia;7; mit ag,a; €R

ausgedriickt werden kann und auflerdem

agp
la|> = ag +a;a; = 1 oder a= Zl es?
2
a3
gilt.
In unserem Fall ist also
[L:izﬂl—l— &Z‘ngezﬁm

| [ul |

eine unitdre Matrix. Durch Umkehrung der oben benutzten Formel erhélt man fiir den Dreh-

winkel

cos 3 = Ho

||

Der symmetriebrechende Term der Lagrangedichte kann nun auf die Form
(tm) _ _ FG it et
Lo == Il {pUT+ UL
gebracht werden. Fiir zwei beliebige unitire 2 x 2 Matrizen A und B gilt

1
5 <ABT> = aobo + aibi,
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5. Axial gedrehter Massenterm

wobei die gleiche Zerlegung wie oben benutzt wurde. Dieser Ausdruck 1d8t sich als ein Skalar-
produkt von zwei Einheitsvektoren im R* auffassen, das genau dann maximal wird, wenn die
Vektoren identisch sind. Die Lagrangedichte wird also fiir

U = I[l = eiBTS
minimiert. Durch die chirale Transformation
U — 6iﬁ7’3/2 U/ e’iﬂTg/Q

erhilt man die gewiinschte Form, ohne dass der kinetische Anteil der Lagrangedichte verandert
wird. Der Symmetriebrechungsterm ist nun

m Fg
e LU

Durch Entwicklung der Matrix

U' = exp <FL0 WaTa)

nach den Potenzen der Pionfelder erhilt man fiir den Massenterm
Ly = %ﬂ'aﬂ'a

und damit fiir die Massen in niedrigster Ordnung

M = |ul= \/X3+2><opo+p8+p§

X0

= o [1+ 2+ 0a?)

X0
= Xo+po+ O(a?
= 2Bym/ 4 2Wya cosw + O(a?).

Man erkennt, dass in niedrigster Ordnung der Gitter-Term von w abhéngig wird, was zu erwarten
war. Es gibt in dieser Ordnung keine Aufspaltung der Massen von 7% und 7°.

5.3. Entwicklung nach Potenzen von a

Das Ergebnis der vorhergehenden Rechnung soll nun noch einmal auf eine andere Weise herge-
leitet werden, die sich leichter auf hohere Ordnungen verallgemeinern ldsst.

Die Pionfelder in der ungedrehten Matrix U werden jetzt als 7, bezeichnet. Diese sind so definiert,
dass 7, = 0 dem Minimum der Lagrangedichte ohne Gitterterm entspricht. Der Gitterterm wird
nun als Storung betrachtet, die das Minimum zum neuen Wert 7; verschiebt. Die physikalisch
relevanten Felder entsprechen daher der Differenz

/ ~
Tq = M, — Tq-
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5.3. Entwicklung nach Potenzen von a
Aus der exakten Rechnung im letzten Abschnitt sieht man, dass in fithrender Ordnung
U= eiW;Ta/FO _ ﬂ _ eiﬂrg

ist, so dass man fiir die Werte im Minimum

erhalt. Dabei gilt

3 P3 3 P3
t = — = = = — ]_ + ﬁ 5
an o XxXo+po  xo(l+(a) xo ( (@)

und damit

P3 oa . 2
(B = arctan [— (1+0(a)| = Bom' sinw + O(a*).

X0

Durch Entwicklung der Lagrangedichte nach den Pionfeldern soll dieses Ergebnis nun reprodu-
ziert werden. Dazu wird angenommen, dass die Stérung des Minimalwertes ebenfalls linear im
Gitterabstand ist, d.h. man verwendet den Ansatz

T = adp + (’)(a2).

In die Lagrangedichte
m F
Ly == 22Ut Upl)

werden nun die expliziten Ausdriicke fiir die Feldvariablen

U =exp <FL0 7'['1/)7'1,) = exp <FL0 (aXp + mp) Tb>
und den Stérungsterm
po= pol + p3i73
eingesetzt und die Exponentialfunktion bis zum quadratischen Term entwickelt. Das Ergebnis
ist
fs(gm) = const + % (2@)\b7rb + 7Tb2> — u3Fy (ads + m3) + O(73, a?).
Im Minimum muss der lineare Term verschwinden, es gilt also
Ho aXyTy = p3Fo 3.

Daraus folgt fiir die Vakuumerwartungswerte

7~r1:a)\1:7~r2:a)\2:0
sowie
Woa
Bom/

In der betrachteten Ordnung ¢(a) stimmt dieses Ergebnis mit dem oben erhaltenen iiberein.
Fiir die Pionmassen erhélt man

77'320,)\3:F0@:F0 tan 0 = Fy sin w —I—ﬁ(a2)
Ho

Mfr = pp = 2Boym/ + 2Wpa cos w,

was ebenfalls in Ordnung ¢(a) mit dem oben erhaltenen Ergebnis iibereinstimmt.
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6. Berechnung der Pionmassen in Ordnung p*

6.1. Treelevel-Terme: Entwicklung von %,

Vorgehensweise

Um die chirale Stérungstheorie in niichstfiithrender Ordnung (hier als &(p*) bezeichnet) an-
zuwenden, miissen nach dem Weinbergschen Powercounting (siche Kapitel 3) einerseits die
Treelevel-Beitriage aus der Lagrangedichte %, andererseits die Ein-Schleifen-Beitrige aus .25
beriicksichtigt werden. Hier sollen zunéchst die Treelevel-Terme untersucht werden, die auch als
Kontakt-Terme bezeichnet werden.

Der Ausgangspunkt dazu ist die allgemeine Lagrangedichte von Gasser und Leutwyler, ergéinzt
um die zusétzlichen Gitterterme der Ordnung a. Diese wurde bereits in Gl. 4.10 angegeben, muss
jedoch nun mit chiral gedrehtem Gitterterm p(w) verwendet werden. Im Folgenden werden die
einzelnen Summanden analog zur vorherigen Rechnung bis zur Ordnung 72 in den Pionfeldern
und bis zur Ordnung « in der Gitterkonstanten entwickelt.

L, bis L;-Terme

Die Entwicklungen der Terme proportional zu L bis L3 enthalten mindestens vier Ableitungen
von Pionfeldern und sind daher in diesem Zusammenhang nicht von Interesse.

L, und W,-Terme

Der erste Teil dieser Terme entspricht dem kinetischen Teil der Lagrangedichte fithrender Ord-
nung. Bis zur Ordnung a erhélt man

2
(0,U0,U") = F_OQ (Ous) (Opum)-

Die folgenden Rechnungen kénnen vereinfacht werden, wenn zunéchst eine allgemeine Matrix
der Form

n = 1no +iT3m3
betrachtet wird. Bis &'(a) erhdlt man

2 4
(Ut +Un') = 4o — =5 mo (2a>\b77b + 7Tb2) + —n3 (aX3 + 73) + O(7°,a?). (6.1)
F§ Fo
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6. Berechnung der Pionmassen in Ordnung p*

Damit kann nun die zweite Spur in den L4 und Wy-Termen bestimmt werden. Das Ergebnis
ist
_ 8Laxo

Ly (0,U0,UTY (xUT + UxT) I
0

(Oum) (Opy) + 6(7737 a2)

sowie

8Wapo
Fy

Wi (0,U,U") (pUT + Upl) = (9m) (Bums) + O, ).

Ls und W5-Terme

Der Ls-Term enthélt nur die Diagonalmatrix x und ist daher proportional zum L4-Term. Der
einzige Unterschied ist ein Faktor 1/2, da nur noch eine Spur vorkommt. Man erhélt

4L
Ly (9,U8,U" [xUT +UxT]) = ;QXO
0

(0,m) (0,m) + O(7°, a?).

Die gedrehte Matrix p(w) ist keine Diagonalmatrix. Daher trifft das Argument von oben zwar
nicht auf den Ws-Term zu, jedoch sind die Abweichungen von der Ordnung a? und 73. Daher
ist auch hier das Ergebnis proportional zum Wjy-Term:

_ AWspo
Fg

Ws (0,U8,U" [pUT + qu ) (8,m) (D) + O(73, a?).

L¢ und Wg-Terme

Fiir die Entwicklung des Lg-Terms wird auch hier zunéchst benutzt, dass x eine Diagonalmatrix
ist. Damit folgt
Le (xUT + Ux")? = Lo x3 (UT + U).

Da U eine SU(2)-Matrix ist, gilt auerdem

(Ut +U) :4cosm
Fo

und damit unter Benutzung der Cosinus-Reihe

2

2 2
(UT+0U)2 =16 |1— L= + 07| =16-16 T + oY
- 2\ F N Fy

Durch Umschreiben auf die Variablen 7, erhdlt man schliefllich

+ 2 16 L6 x5 2 3 2
Le¢ (xU" 4+ Ux")* = const — 72 (2(1)\1;7% + ) + O0(n°,a%).
0

An dieser Stelle ist es wichtig zu betrachten, was mit den &' (7’ 4)—Telrmen passiert. Die Entwick-
lung mit Hilfe des Binomialsatzes ergibt

= (1 + Aa)* = 7 + 473 Xa + 672222 + 47A3a® + Alat,
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6.1. Treelevel-Terme: Entwicklung von %,

Man sieht, dass die Kontaktterme von ¢'(a?) sind und daher in diesem Kontext vernachlissigt
werden koénnen. In den folgenden Rechnungen wird dieses Argument implizit verwendet.

Der Wg-Terms besteht aus zwei Spuren, die miteinander multipliziert werden. Fiir den ersten
Teil gilt wie oben

17 B
OUT+UX) =dx0 | 1= 5 7 + 0 |
0

der zweite Teil ergibt nach Gl. 6.1
2 4
(pUt + Uply = dpo — —5 poi’® + — psmly + O(7").
F Fo
Fiir das Produkt erhélt man

We (xUT + Ux') (pUT + Up')
6W,
= const + —6 (

—Xopom> + F0X0037T3> + 0(m%,a?).
5

L7 und W;-Terme

Die Terme proportional zu L7 und W7 verschwinden, da der Ausdruck
(UT=Ux") = xo (UT = U)

fir den Fall Ny = 2 gleich Null ist. In diesem Fall gilt nédmlich
U =exp iﬂ'aTa = COS — il + iRt Ty Sin — I (6.2)
Fo Fo Fo

/

Tra

- ! ! d
|7 w7/ und 7, ~Fr

Bei der Differenzbildung bleiben nur die spurlosen Imaginérteile iibrig.

Lg und Ws-Terme

Fiir die Entwicklung des Lg-Terms wird zunéchst wieder die Diagonalform der Matrix x benutzt.
Man erhélt
(xUXUT + Ux'UXT) = XA (Utut 4+ Uv).
Mit Hilfe von G1.6.2 erhélt man
—‘/
UUT + UU = 2 cos? Fo‘ 27! 1 TaTp SIN —0

Durch Spurbildung und Benutzung der Reihen fiir Cosinus und Sinus ergibt sich schlieflich

L
Lg (xU'xUT + UxTUX") = const — 8 ;X

0

<2a)\b7rb + 7rb2> + O(73,a?).
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6. Berechnung der Pionmassen in Ordnung p*

Die im Wg-Term enthaltene Spur
(UTpUT + UpTUXT) = xo(UTpUT + Up'U)

wird explizit ausgerechnet, wobei wieder G1.6.2 benutzt wird. Es gilt

—’/
UTpUT = (cos % — g7’ o Ta SID |F0’> (po + iTgpg) (cos |;0| in! o Ta SID |;0‘>
= po cos@ — 7! TaSIH’_’/‘ + iT3p3 cos> ‘ﬁ,|
Foy Fo Fo
+7! p3(TaT3 + T37,) Sin m cos m — iR R P3TT3Th sin? m
“ Fo Fo “ Fo

Durch Addition mit dem komplex konjugierten Ausdruck, Spurbildung und Anwendung der
Produktformeln fiir die trigonometrischen Funktionen erhélt man

=/
(UTpUT + UptU) = 4pg cos A7 + 47tk p3 sin 2/ :
Fo Fo
Ausgedriickt durch die Differenzfelder 7 ist das Ergebnis

SWs
Ws (xUTpUT + UplUxT) = const + F—28 <—X0P07Ta2 + F0X0P37T3) +0(7°,a”).
0

Summe der Treelevel-Beitrdge in nachstfithrender Ordnung

Insgesamt erhéilt man fiir den kinetischen Teil der Lagrangedichte aus Gl. 4.10
1
Hiin = 2 K (0uma)(0uma)

mit
8 8

K=1+ ﬁX0(2L4 + L5) + ﬁpo (2W4 + W5).

0 0

Der in den Pionfeldern lineare Anteil ist

162
>§0 (2L¢ + Lg)
0

8
ﬁin = (I)\aﬂ'a 1 + %(21/‘/6 + Wg)

0

— p3koms

Fiir die Vakuumerwartungswerte folgt daraus

T =79 =0

und
1+ % (2W6 + Wk)

T3 = Aza = p3Fp
(2L6 + LS)
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6.2. Schleifenrechnung aus %

In Ordnung a kann das pp im Nenner vernachléssigt werden. Man erhélt

8
i psFy 1+ 77 (2W6 + Ws) )
3 = o + 0(a?)
Xo 1+ 3 (2L + Lg)

8X0
F2

p3Fo
X0

14 -5 (—4Lg — 2Lg + 2Ws + Wg) | + 0(a?) (6.3)

Aus diesem Ausdruck lassen sich leicht die Beitrdge fithrender und néchstfithrender Ordnung
ablesen.

Der in den Pionfeldern quadratische Anteil ist

16x0p0
unad = 2 P

0

()2 | x0 + po + = 9(2Lg + Lg) + (2Wes + W5)

1
2

16X
2
0

6.2. Schleifenrechnung aus %

Wechselwirkungsterme

Zusétzlich zu den bereits berechneten Termen tragen auch mogliche Schleifendiagramme der
Lagrangedichte aus Gl. 4.9 zu den gesuchten Pionmassen bei. Um die dabei vorkommenden
Wechselwirkungsterme zu berechnen, muss die Lagrangedichte

2 2
& = &@UaUT) FO (U +Uu")

zunéchst bis zur Ordnung 7/ * nach den Feldern entwickelt werden. Fiir den symmetrischen Anteil
gilt [23]

i < (0.U0,UT) = ;(aﬁ’aﬁ’) + o | 0,7 (7 0,7 — 70,7 #7?’)] +0(x'),
0

wie sich unter Benutzung der Spurformeln aus dem Anhang nachrechnen lésst. Fiir den Massen-
und Gitterterm erhilt man

5, o ; Fy , || ||
—— U+ Up")y = == ((uo + imsp3)(cos = — i77’ sin —) + kompl. Konj.)
4 4 Fo Fo
F2 ! z!
= <4u0 cos |F—‘ + 4p37h sin |F0|>

Ho —»/2 3 —»/2 / 1 2\ 2 /5
= R — Fopsy + 7" + 0 70— i (7r ) + o) (6.4)

Diese Lagrangedichte muss als Nichstes mit Hilfe der Definition

T =T, — al;
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6. Berechnung der Pionmassen in Ordnung p*

auf die Felder m; umgeschrieben werden. Fiir die Wechselwirkungsterme erhélt man bis zur
Ordnung a aus dem kinetischen Anteil

1 n = o = n = o =
LNW kin = 6—FO2 2a()\j8u7r})(7rauﬂ') + (Tra,ﬂr)2 — 2a(\jm;) (0,70, T) — (WZ)(E)MWE)MW)
Terme der Ordnung 7% liefern auch hier keinen Beitrag, da in ihrer Binomialentwicklung mehr
als vier Pionfelder oder mindestens der Faktor a? auftauchen. Aus dem symmetriebrechenden
Anteil erhélt man

_p3 X0 2 Xotpo 4
LWW b, = 6k Timy — @ aNT; T — 24F02 .
Auch hier liefert der 7°-Term keinen Beitrag, da alle ungeraden Terme einen Faktor z3 enthalten
und daher der 7* Term die Ordnung a? hat.

Die Chirale Dimension eines Diagramms ist nach Gl. 3.11 durch

D=2+2N;+ Y 2(n—1)Ng,
n=1
gegeben, wobei N, die Anzahl der Schleifen bezeichnet und Ny die Anzahl der Vertizes aus der
Lagrangedichte der Ordnung k ist.

Da in unserem Fall nur Vertizes der Ordnung k = 2 (bzw n = 1) betrachtet werden, haben alle
Diagramme mit genau einer Schleife die chirale Dimension 4 und tragen daher zu den Pionmassen
néchster Ordnung bei.

Insgesamt werden durch die neuen Dreiervertizes, zuséatzlich zu dem gewohnten Einschleifendia-
gramm (Abb. 6.1) zwei weitere Diagramme mit nur einer Schleife moglich, ndmlich die in Abb.
6.2 gezeigten.

Abbildung 6.1.: Schleifendiagramm mit Vierervertex. Dieses ist von O(a) und trdagt daher zur
Pion-Selbstenergie bei

Die Pionfelder kommen in den neuen Dreier-Wechselwirkungstermen asymmetrisch vor, daher ist
anzunehmen, dass diese Diagramme zu unterschiedlichen Massen der geladenen und ungeladenen
Pionen fithren werden. Alle Terme, die drei Pionfelder enthalten, sind jedoch von der Ordnung a.
Da in den beiden moglichen Diagrammen jeweils genau zwei Vertices vorkommen, ist ihr Beitrag
von der Ordnung a? und wird hier (bei Rechnung bis zur Ordnung a) nicht beriicksichtigt. Der
entscheidende Wechselwirkungsterm ist daher derjenige, der den Vierervertex beschreibt. Dieser

hat die Form )
2o o N Ho 4

= — |(R9,7)? — (7?)(0,70,7)| — 7. (6.5)

6F2 : HeE 24F¢

Lww
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6.2. Schleifenrechnung aus %

Abbildung 6.2.: Schleifendiagramme mit Dreiervertizes. Da mindestens zwei Vertices der Ord-
nung a vorkommen, werden diese Diagramme nicht beriicksichtigt

Feynman-Regel fiir den 4-Pion-Vertex

Die Wechselwirkungs-Lagrangedichte aus G1.6.5 enthélt drei verschiedene Terme, die sich durch

die Anzahl und Anordnung der Ableitungen unterscheiden. Der einfachste Vertex wird durch
die Lagrangedichte

(1) _ _ Mo -2\2

2urz ™)

1
Va(b C) 4 TaTbTeTd

1
4l

beschrieben. Daraus erhélt man fiir den symmetrisierten Vertex

Va(blc)d = :u02 (0abbcd + dacObd + Oaddbe)-
3F;
Die Ableitungen im zweiten Vertex
= (70,72
= — (7O, T
S A

fiihren jeweils zu einem Faktor ip, wobei alle Impulse als einlaufend definiert werden. Insgesamt
erhilt man das symmetrisierte Ergebnis

2 _

abed = 3? (pa + pb)25abécd + (pa + pc)25a05bd + (pa + pd)25ad5bc .
0

Fiir den dritten vorkommenden Wechselwirkungsterm ergibt sich analog
L= — ﬁ (WQ)(auﬁauﬁ)

3
= Va(bc)d = _ﬁ [5ab50d (papb + pcpd) + dacObd (papc + pbpd) + 0addbe (papd + pbpc)] :

Schleifenanteil der Pion-Selbstenergie

Zur Berechnung der Pion-Selbstenergie betrachtet man das in Abb. 6.1 dargestellte Diagramm.
Das duflere Pion erhélt den Impuls p und den Isospin-Index ¢, das Pion in der Schleife den Impuls
k und den Isonspin-Index j. In der Notation des letzten Abschnitts bedeutet das

t=a=d, j=b=c, p=ps=-pi, k=pp=—pec
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6. Berechnung der Pionmassen in Ordnung p*

Da alle Isospinkomponenten gleichermafien zur Wechselwirkung beitragen, wird {iber den Index
J summiert. Im Pion-Propagator wird die Masse in erster Ordnung

mg = p0 = Xo + po
eingesetzt. Insgesamt erhélt man so fiir den Vertex des Diagramms aus Abb. 6.1
1

Ves =
B® 32

[5mE + 4p* + 48|

und damit fiir den Schleifenanteil der Selbstenergie
1 [ d% 1
() = 5/ GtV
1 / d'k 1 5m§+ 4p® + 4k*
2 ) (2m)* 3F} k2 +m3
1 / d*k mi + 4p? 2 / d*k k*+md
6F2 J (2m)* k24 md 3EZ ) (2m)* k2 +md

(6.6)

Dieses wird nun mit Hilfe der dimensionellen Regularisierung behandelt. Dabei verschwindet
das zweite Integral und man erhéalt

1
Sr(0?) = —5 (4p” +mj) I(mj, A?, €)
6F;
mit
5 o . [ Ak 1
Tmg. A%e) = A [ Gy k? +mg
~ 6 R g0g [0 +0(e) (6.7)
= 1671'2 og A2 €). .

Dabei wurde die Renormierungsskala A mit der Dimension einer Masse eingefiihrt. Das Ergebnis
enthélt die divergente Konstante

R— —g— llog(47) — 7 + 1].

6.3. Ergebnis fiir die Pionmassen

Unter Beriicksichtigung der bereits diskutierten Treelevel-Beitrédge und der neuen Schleifenterme
erhélt man insgesamt fiir den inversen Propagator in nichstfithrender Ordnung (,, next-to-leading-
order”, NLO)

Lo (P?) = P* +mg — T (p?)
und damit fiir die Lagrangedichte:

1 8 8 2
Ao = = (8um0um) [ 14 —=5x0(2Ls + Ls) + —5p0 (2Wa + Ws) — —— I(m3)
2 HTH F? Fg 3F}
T, 2 m% 2 16X3 16x0p0
—|—§ T (mo — —6F02 I(mo) -+ F02 (2L6 + Lg) -+ Fg (2W6 —+ Wg)
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6.3. Ergebnis fiir die Pionmassen

Durch Renormierung der Felder geméf

r=2"rp (6.8)
mit .
z= 142 (2L +L)+8 (2Wy + W5) I(m3)
= —3 —5 ——=1I(m
FOQ X0 4 5 F02 L0 4 5 3F02 0
erhélt man wieder die Form
1 1.5 9
o = 5 (OumrOur) + 5 Mz (NLO) g
Die Pionmasse M2(NLO) ist damit bis zur Ordnung a durch
2
M2(NLO) = m%+8f%ML6+2L8—2Ly—L@
0
2
m,
+8X90 (AW + 2Ws — 2Wy — Wi — 2Ly — Ls) + —=0- I(mg)
F 2F;

gegeben. Dieser Ausdruck enthiilt noch die Divergenz des Schleifenintegrals I(m3). Durch Re-
normierung der Koeffizienten L; und W; geméaf

I‘\
Li=L'+-—5R

3272
und A
Wi=Wit gt

wird diese absorbiert. Dazu miissen die Konstanten I'; und A; der Bedingung

(x0 + po)® +8x3 (56 + 2I's — 2I'y — I's)
+8X0p0(5A6 + 2Ag —2A4 — A — 2Ty — F5) =0

geniigen. Man erhélt den endlichen Ausdruck

2
MZ(NLO) = o+ po+855(4LF +2Lf — 2L — L)
0
+$%$MWZ+N%¥QWZ—W§—2M—L@
0
(X0 + po)? 1 (Xo +Po>

+ 32m2F} A2

Als Letztes muss der logarithmische Term bis zur Ordnung a entwickelt werden. Diese Rechnung

wird der Einfachheit halber mit Hilfe des Parameters
_Po _ 2aWy cos w ~ 6(a)
X0 QBom/

durchgefiihrt. Man erhélt
(x0 + p0)? log(xo + po) = x§(1+¢)? log [xo (1+¢)]

xg1og xo (14 2¢) + x5¢ + 0(¢%)
= x3log x0 + 2x0p0 log X0 + Xopo + O(a?).
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6. Berechnung der Pionmassen in Ordnung p*

Damit ist das Endergebnis fiir die Pionmassen in né&chstfiihrender chiraler Ordnung bis zur
Ordnung a

2
MZ(NLO) = o+ po+855(4LG +2L§ — 2L — L§)
0
X0pPo
AT (I 20 — 2] — W — 21— 1)
1 2 X0 X0
+327Fo2 X0 log A2 + 2x0p0 log A2 + Xopo | -

Zum Uberpriifen dieses Ergebnisses betrachtet man Gl. 43 aus [24] fiir verschwindenden twist-
Winkel (w = 0), zwei Valenz-Flavours (Ny = 2) und den Fall ohne Quenching, d.h. mya1 = Mgea-
Unter diesen Voraussetzungen gilt

PO = a und X0 = Mval = MSea-

Die Formeln stimmen dann bis zur Ordnung a? iiberein.
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7. Berechnung der Pion-Zerfallskonstanten

7.1. Rechnung in erster Ordnung

Nach den Pionmassen soll nun die Pionzerfallskonstante Fi als zweite Grofie berechnet werden.
Ein typischer Prozess ist z.B. der Zerfall eines positiv geladenen Pions in ein positiv geladenes
Myon und ein Myon-Neutrino

+

T — ;ﬁ'z/u.

Es handelt sich hier um einen schwachen Zerfall, da die Baryonenzahlen fiir die einzelnen Quark-
flavours (“Upness” und “Downness” bzw. die Isospin-Komponente I3) nicht separat erhalten blei-
ben. Um den genauen Mechanismus des Pionzerfalls nach dem Standardmodell der Elementar-
teilchen zu beschreiben, miifite ausfiithrlich auf die Beschreibung der schwachen Wechselwirkung
eingegangen werden, was im Rahmen dieser Diplomarbeit nicht moglich ist.

Hier soll deshalb die Bemerkung ausreichen, dass die schwache Wechselwirkung die Erhaltung
der Paritdt verletzt. Eine Folge daraus ist, dass die Kopplung der (die Wechselwirkung vermit-
telnden) W-Bosonen an die Pionfelder {iber die Axialstromdichte stattfindet. Die Stirke der
Kopplung ist damit durch das Matrixelement

(0175 (p)) = i Fepda (7.1)

mit der Pionzerfallskonstante F, gegeben. Durch Messung des Pionenzerfalls erhélt man den
experimentellen Wert
F, =93 MeV.

Aus dem Blickwinkel der chiralen Stérungstheorie reicht es aus, das oben angegebene Matrix-
element zu bestimmen, um den Pionzerfall zu beschreiben. Fiir diese Berechnung wird der Axi-
alstrom J%'* benétigt, der mit der iiblichen Noether-Prozedur ermittelt wird. Ausgangspunkt
ist zunsichst wieder die Lagrangedichte der Ordnung p?

F? F? F?
Sy = ZO@U@LUU - T°<><UT + U — 70<pr +Uph).
Eine Variation des symmetrischen Anteils geméaf3
529 = 29 W' = LURY) — £ (1)

mit R =1 und

L =exp <z€£%)
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7. Berechnung der Pion-Zerfallskonstanten
ergibt bis zur Ordnung 6
F?
5.2 = 10,0 (raU9,UY).
Der linkshéndige Strom ist damit

064" R

pa _ _.to t
Jy 2(0,07) i (raU0,U").
Analog erhélt man fiir den rechtshindigen Strom
204") R}

ma __
Jha = 2022 J

— Z0 T
20,07 i (1,0, UU)

und damit fiir den Axialstrom

F2
it = IRt = I = =i m{U.9,01).

Der symmetriebrechende Anteil der Lagrangedichte leistet keinen Beitrag, da dessen Variation
keine Terme proportional zu 9,0 enthilt. Durch Entwicklung in den Pionfeldern erhilt man

F2
T4 = —i= (ra{U, 0,U")) = —Fy 0, + 0(x").

Die Verschiebung des Pionfeldes

/
T, = Mg — Qg

hat keine Auswirkungen auf die Ableitung. Der 7’ 3_Term enthlt entweder einen Faktor a? oder
zwei der physikalischen Pionfelder 7, so dass sich in Ordnung a nichts an der Standardrechnung
dndert. Damit erhélt man fiir das Matrixelement

(014 |m6(p)) = —Fo (0]8,ma| 7" (p)) = —Fo(—ipy)dab.

In erster Ordnung gilt also, insbesondere auch fiir einen gedrehten Massenterm,
F, = Fp.

Diese Formel ist der Grund dafiir, dass die in der Lagrangedichte auftauchende Konstante Fj
auch als Pionzerfallskonstante bezeichnet wird.

7.2. Rechnung in ndchster Ordnung: Treelevel-Terme

Ansatz

In néchster Ordnung miissen zunéichst wieder die Treelevel-Terme aus %, beriicksichtigt werden.
Dazu wird die im letzten Abschnitt beschriebene Berechnung der Axialstréme mit der Lagrange-
dichte aus Gl. 4.10 wiederholt, wobei nun jedoch ein gedrehter Gitterterm p(w) eingesetzt wird.
Diese Rechnung entspricht dem in Abb. 7.1 gezeigten Diagramm.

56



7.2. Rechnung in néchster Ordnung: Treelevel-Terme
- n

Abbildung 7.1.: Treelevel-Beitrag zu Fr. Das schwarze Viereck stellt die Kontraktion mit dem
Azialstromvektor dar, der hier in zweiter Ordnung der chiralen Stérungstheorie
betrachtet wird.

L, bis Ls;-Terme

Diese Terme liefern keinen Beitrag, da in den entsprechenden Anteilen des Axialstromes min-
destens drei Ableitungen der Pionmatrix U auftauchen. In der Entwicklung nach den Feldern
interessieren hier jedoch nur die Terme, die genau ein Pionfeld enthalten.

L, und W,-Terme

Fiir den Axialstrom aus dem L4-Term erhilt man
a : i i t 16 3
JA(L4) = —iLl4 (Ta{U, BHU }> <XU + UX > = — F() X0 Ly auﬂa + ﬁ(ﬂ' ),
sowie analog fiir den Wy-Term

. 16
J4(Wy) = —iWy (1,{U,0,UT}) (pUT + Up') = — A Wy 0,7 + O(7%,a?).

Ls und W5-Terme

Da x eine SU(2)-Diagonalmatrix ist, stimmt dieser Term wieder bis auf einen Faktor 1/2 mit
dem L4-Term iiberein. Man erhélt also

, 8
J4(Ls) = —iLs (1a{U, 0,U"} xUT + UxT]) = — T Xo L5 0umq + O(7%).
0
Die gleiche Formel 148t sich auch bis zur Ordnung a auf den Ws-Term anwenden, das Ergebnis

ist
8
J4(Ws) = —iWs (1,{U, 8, U} [pUT + Up']) = — 7 Po W5 0o + o).
0

Lg bis Ws-Terme

Wie schon weiter oben erwéhnt wurde, tragen Terme ohne Ableitungen nicht zu den Axialstrom-
dichten bei. Daher muss dieser Teil der Lagrangedichte bei der Berechnung der Pionzerfallskon-
stante nicht beriicksichtigt werden.
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7. Berechnung der Pion-Zerfallskonstanten

Ergebnis der Treelevel-Terme

Insgesamt erhélt man aus den Treelevel-Anteilen erster und zweiter Ordnung also den Axial-
strom

8
J4(Treelevel) = —Fy0,mq — 7 [XO (2L4 + Ls) + po (2Wy + W5)] Opma + 0(d?).

0
Durch Einsetzen in Gl. 7.1 erhalt man

(073"

Wb(p)> = ipufsab (F() + Fﬁo [XO (2L4 -+ L5) + po (2W4 + W5)] ) + ﬁ(aQ).

7.3. F; in nachster Ordnung: Schleifenanteil

Ansatz

Durch Entwicklung des Axialstromes fithrender Ordnung nach den Pionfeldern erhilt man Ver-
tizes mit zwei bis unendlich vielen Pionfeldern, die alle durch Schleifengraphen zur Zerfalls-
konstanten beitragen. Wie bei der Berechnung der Pionmassen wird die Anzahl und Art der
auftretenden Diagramme jedoch dadurch beschriankt, dass die chirale Dimension den Wert 4
annehmen muss. Das bedeutet, dass auch hier nur Vertizes aus %5 und genau eine Schleife
vorkommen koénnen.

Entwicklung des Axialstromes bis &'(7?)

Als erstes muss nun also der Axialstrom aus %, nach den Feldern entwickelt werden. Als Ergebnis
einer ldngeren Rechnung erhélt man bis zur dritten Potenz in den urspriinglichen Feldern
2
Tiha = ~Fodumy + 5 <ﬁ/2 Oy — (7 0,7 m,) + O(x"°).
Verschiebung der Felder nach

I —_— . .
= a\j + ;

ergibt

2
Jry = —Fdume+ T (2%7@» Oua — aNjOum; Mo — (ﬁaﬁ)axa>

PR P OuTa — (FOT) 7o | + O(7*,a?).
3F,

Die 75-Terme der urspriinglichen Felder tragen in dieser Ordnung nichts bei, da bei ihrer Ent-
wicklung bis @(7%) mindestens ein Faktor a? auftaucht. Die Vertizes mit zwei Pionfeldern sind
jeweils von Ordnung a. Das bedeutet, dass die beiden moglichen Diagramme, die diese Vertizes
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7.3. Fy in nédchster Ordnung: Schleifenanteil

Abbildung 7.2.: Schleifenkorrekturen zu Fy der Ordnung a®. Das schwarze Viereck stellt den
Axialstromvektor da, der schwarze Kreis die Dreiervertices aus dem vorherigen
Kapitel.

enthalten (siehe Abb. 7.2), mit dem Faktor a? unterdriickt sind und daher hier nicht weiter
untersucht werden.

Es bleiben also nur die Terme mit drei Pionfeldern. Diese tragen durch das Diagramm in Abb.
7.3 zur Zerfallskonstanten bei.

Abbildung 7.3.: Relevante Schleifenkorrektur zu Fy.. Das schwarze Viereck stellt den Azialstrom-
vektor da, der hier nur in fihrender Ordnung betrachtet wird.

Auswertung des Schleifendiagramms

Betrachtet wird zunichst die Korrelationsfunktion
(017 Oumalmo(p)) = (Olmjm; uma|my(p))-

Die Kontraktion des dufleren Impulseigenzustands mit einem Feld 7; ergibt

d*k ik,
9;6(7;(0)[0u7a(0)) = dap / e tmE 0
Durch Kontraktion des Impulszustands mit dem abgeleiteten Feld 0,7, erhdlt man dagegen
. . d'k 1 . 2
(=ipu)ds (s O3 (0)) = =3imudan | o5 7y n = ~3ibuan 1)

Der Faktor 3 stammt aus der Summation {iber die Isospinkomponenten, das divergente Integral
I(m3) wurde in Gl. 6.7 bereits berechnet. Die Korrelationsfunktion

(O[(ROu7) ma|mo(p)) = (O|(m;Ouy) Ta|mo(p))
ergibt analog durch Kontraktion des Impulszustandes mit dem abgeleiteten Feld

, . d*k 1 _
_Zp,u(sjb <7rj(0)’77(1(0)> = _Zp,u(sjbfsja /W m = —zpuéab I(mg)

99



7. Berechnung der Pion-Zerfallskonstanten

Der Beitrag des Schleifendiagramms aus Abb.7.3 ist also insgesamt

4

2 —
- 3F

0
by

(7 Outra — (7O T) ma) (D)) (=ipu) dab I(m§)-

Feldstdarkenrenormierung

Neben den bisher genannten Diagrammen muss auflerdem die Renormierung der Feldstéirken
nach den Gln. 6.8f bei der Berechnung von F; beriicksichtigt werden. Dieser Schritt entspricht
den in Abb. 7.4 gezeigten Diagrammen. Unter Beriicksichtigung dieses Effektes ergibt die Kon-

Abbildung 7.4.: Beitrag der Feldstdrkenrenormierung. Das linke Diagramm entspricht der
Schleifenkorrektur, das rechte Diagramm den Kontakt-Termen aus dem letzten
Kapitel.

traktion einer Feldableitung mit einem dufleren Impulszustand nun

(010uma(0) |70 (p)) = VZ(—ipp)dan-

7.4. Ergebnis fiir die Zerfallskonstante

Durch Sammlung aller Beitrige erhilt man insgesamt das Matrixelement

(073"

m(p))

= ipudaV'Z (Fo + F% [xo0 (2L4 + Ls) + po (2Wy + W5)] — 34?0 I(W%)) +0(a®). (7.2)

Die Zerfallskonstante ist damit

1+ £ [x0 (2La + Ls) + po (2Wa + Ws)] — 532 1(m)
Fr =Fy : .

1/2
[1 + 7zX0(2La + Ls) + 5200 (2Wa + Ws) = 57 I("’@] '

Néherung bis zur Ordnung xo und pg ergibt

4 1
F,=F, (1 + E[XO (2L4 + L5) + po (2W4 + W5)] — ﬁ I(m%)) .
0 0
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7.4. Ergebnis fiir die Zerfallskonstante

Terme der Ordnung x2 und xopo werden nicht beriicksichtigt. Dies ist konsistent mit dem chiralen
Powercounting-Schema, da auch die Lagrangedichte der Ordnung p® Terme proportional zu X(Q)
und ygpo zu F beitrdagt, die ebenfalls nicht beriicksichtigt werden. Nach der Renormierung
der Koeffizienten W und L und der Entwicklung des chiralen Logarithmus erhilt man das
Endergebnis

 16m2E2

4
Fr=F <1 + 72 [xo (2L + Lg) + po (2Wy + Wy)] (Xo + po) log % + POD :
0

Im Kontinuumslimes (p — 0) entspricht dieses Ergebnis dem von Gasser und Leutwyler aus
[10] fiir Ny = 2, fiir endliche Gitterabstdnde ohne chirale Drehung stimmt das Ergebnis mit [19]
iiberein.
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8. Mesonenmassen im partiell gequenchten
Modell

8.1. Einleitung

Fermionen-Dampfung

Wie bereits im vierten Kapitel erwéihnt wurde, ist es mit heutigen Rechnerleistungen nicht
moglich, bei Gittersimulationen realistische Werte fiir die Quarkmassen zu verwenden. Das ge-
naue Vorgehen bei diesen Gitterrechnungen kann hier nicht in allen Einzelheiten beschrieben
werden. Der an dieser Stelle wichtige Aspekt ist, dass dabei verschiedene Feldkonfigurationen
erzeugt werden, iiber die dann (gewichtet mit der euklidischen Wirkung) gemittelt wird. Zur
Berechnung der einzelnen Konfigurationen ist die Bestimmung der Quarkdeterminanten

det(y, Dy +m)

erforderlich, deren Berechnung besonders viel Rechenzeit in Anspruch nimmt. Sind ausreichend
viele Feldkonfigurationen ermittelt, so kénnen danach mit deutlich weniger Aufwand physika-
lisch interessante Groflen wie Mesonen-Korrelatoren berechnet werden. In diesem letzten Schritt
taucht die Fermionmasse als Teil des Propagators erneut auf.

Um die Rechenzeit zu begrenzen, wurde als erster Ansatz bei der Erzeugung von Feldkonfi-
gurationen die Quarkdeterminante einfach durch eine Konstante ersetzt. Diese Herangehens-
weise wird als quenched (hier iibersetzt mit ,,geddmpfte”) Gitterrechnung bezeichnet. Diese ist
dquivalent dazu, in Feynmandiagrammen keine Quark-Schleifenterme zuzulassen.

Mit der Entwicklung leistungsfahigerer Rechner in den 1990er-Jahren wurde es schliellich doch
moglich, Fermionen dynamisch zu simulieren, jedoch nicht fiir physikalische Werte der Quark-
massen. Deswegen ging man zu teilweise geddmpften (,partially quenched”) Rechnungen iiber.
In diesen wird in der Fermiondeterminante eine andere, hthere Masse als in den Propagatoren
verwendet. Die dynamischen Quarks in der Determinante werden konventionell als Seequarks,
die Quarks im Propagator dagegen als Valenzquarks bezeichnet.

Analytische Beschreibung

Um analytische Aussagen iiber Rechnungen dieser Art zu treffen, wurde von Morel ein super-
symmetrisches Modell fiir gequenchte Rechnungen in der QCD entwickelt [25]. Spater wurde
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8. Mesonenmassen im partiell gequenchten Modell

dieses von Bernard und Golterman zunéchst auf die gequenchte [26], spéter auf die partiell ge-
quenchte chirale Stérungstheorie angewendet [27]. Die Idee von Morel ist, der Theorie fiir jedes
Valenzquark ein zusétzliches, kommutierendes Spin-1/2-Feld hinzuzufiigen.

Diese sog. Geister sollen nun mit 1/; , ihre Masse mit m bezeichnet werden. Das Pfadintegral der
geddmpften QCD wird damit zu

Z = /@[WZHLT;A] exp (—SG - /d4:1: [i(me“ +m) + 12 (VuDp + m)ﬂ)

det (v, Dy +m)
det (v, Dy +m)

— [ 714 exp(-50)

Falls die Geister massendegeneriert mit den Valenzquarks sind, kiirzen sich die ensprechenden
Determinanten heraus, so dass weder die Valenzquarks noch die Geister zu den Schleifenkor-
rekturen beitragen. Dies ist genau das Verhalten, das bei vollstdndig gequenchten Rechnungen
simuliert wird. In partiell gequenchten Rechnungen gibt es zusétzlich zu den Valenzquarks und
Geistern noch Seequarks, die kein entsprechendes Geisterfeld erhalten und so nicht gequencht
werden.

Die besondere Niitzlichkeit von partiell gequenchten Rechnungen liegt darin, dass die Gasser-
Leutwyler-Koeffizienten in ihnen ihre physikalischen Werte annehmen [28]. Das liegt daran, dass
die Massenabhéngigkeiten im Rahmen der chiralen Stérungstheorie explizit gegeben sind, so dass
die Gasser-Leutwyler-Koeffizienten fiir alle Werte der Seequark-Masse gleich sind. Geht man von
identischen See- und Valenzquarkmassen mg = my aus, dann sind die Seequark-Propagatoren
nicht mehr von Quark-Propagatoren in der QCD zu unterscheiden. Um die Werte der wirklichen
QCD zu erhalten, muss mit drei Seequark-Flavours gerechnet werden, da dies der Situation in
der Natur entspricht.

In diesem Kapitel wird zur Vereinfachung statt dessen der folgende Quark-Inhalt verwendet:

e 7Zwei entartete Valenzquarks der Masse my . Da diese Masse zur Bildung von Korrelatoren
benutzt wird, ist sie durch die Numerik nicht nach unten begrenzt.

e Zwei entartete Seequarks mit der Masse mg. Diese Masse muss einerseits so klein gewéhlt
werden, dass die chirale Storungstheorie sinnvoll angewendet werden kann, andererseits
muss sie aber auch so grof3 sein, dass die Quarkdeterminanten noch numerisch berechnet
werden konnen.

o Zwei Geister mit der Valenzquark-Masse my . Die Geister sind unphysikalisch, da sie als
kommutierende Spin 1/2-Felder das Spin-Statistik-Theorem verletzen.

Symmetriegruppe

Die bisher verwendete chirale Symmetriegruppe SU(2) wird nach dem Einfiihren der Seequarks
und der Geister durch die graduierte Gruppe SU(4/2) ersetzt. Aufgrund von Effekten, die aus der
geforderten Konvergenz von Funktionalintegralen iiber die Geistfelder folgen, ist dies eigentlich
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8.2. Berechnung der Valenzmesonenmassen in fiihrender Ordnung

nicht die korrekte Symmetriegruppe, fiir kleine Feldabweichungen kann jedoch trotzdem auf
diese Weise gerechnet werden [29].

Die spontane Symmetriebrechung findet dann analog zum QCD-Fall statt: Im chiralen Grenzfall
sind die Lagrangedichte und das Maf} des Pfadintegrals invariant gegeniiber Gruppentransfor-

mationen aus
G = SU(4|2)R X SU(4|2)L,

wahrend der Vakuum-Zustand nur invariant gegeniiber der Untergruppe
H =8U(4/2),,

ist. Die Symmetriebrechung fiithrt dann zu 35 Goldstoneteilchen, die durch eine SU(4|2)-Matrix
U beschrieben werden. Diese Matrix hat die Form

~(3)

Die 4 x 4-Matrix A und die 2 x 2-Matrix D enthalten kommutierende Eintrige, die die 19 norma-
len Goldstone-Bosonen beschreiben. Die 4 x 2-Matrix B und die 2 x 4-Matrix C bestehen dagegen
aus antikommutierenden Grassmann-Elementen, die die 16 fermionischen Goldstone-Teilchen re-
préasentieren. Diese entsprechen Mesonenfeldern, die ein Geistquark und ein gewShnliches Quark
enthalten und daher antikommutieren.

Matrizen dieser Form sind in der Theoretischen Physik bekannt, da sie auch in der Beschreibung
von supersymmetrischen Quantenfeldtheorien benutzt werden [30]. Dort wird gerade die Eigen-
schaft benétigt, mit demselben Objekt bosonische und fermionische Freiheitsgrade gleichzeitig
beschreiben zu kénnen.

Um mit Hilfe einer solchen SU(4|2)-Matrix eine (skalare) chirale Lagrangedichte aufzubauen,
miissen sog. Superspuren verwendet werden. Fiir diese gilt mit den oben definierten Blockma-
trizen

sTrU = TrA — TrD.

Durch die Verwendung von Superspuren bleibt die Relation
STI"(Ule) = STI"(UQUl)

erhalten, die fiir normale Spuren nicht mehr gilt. Im diesem Kapitel werden Superspuren in den
Lagrangdichten mit () gekennzeichnet, damit die Formeln die gleiche Form wie in den vorherigen
Kapiteln annehmen.

8.2. Berechnung der Valenzmesonenmassen in fiihrender Ordnung

Massen- und Gittermatrizen

Die beiden im ungequenchten Fall verwendeten Matrizen y und p erhalten durch die Erweite-
rung des Quarkinhalts eine neue Form. Zunéchst wird die Theorie ohne gedrehten Massenterm
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8. Mesonenmassen im partiell gequenchten Modell

betrachtet. Die Massenmatrix ist dann
X = 2B0 diag<mV7 my,mg,mg,my, mV)'

Da die Gitterkorrekturen nicht von den Quarkmassen abhéngen, ist die Gittermatrix proportio-
nal zur Einheitsmatrix:
p=2Wyal.

Die Drehung des Massenterms muss fiir die See- und Valenzquarks nicht mit dem gleichen
Winkel erfolgen. Um den geddmpften Charakter zu erhalten, muss der Winkel fiir die Geister
allerdings gleich dem Valenzwinkel gewédhlt werden. Insgesamt gibt es also in der getwisteten
SU (4)2)-Theorie zwei Parameter wy und wg. Die gedrehte Massenmatrix ist damit

—iwy Ty /2 e—iwsrés/Q e—inTBG/Z —iwy 7§ /2 e—iwst){"/Q e—inT?Y/Q

X(wy,ws) = e xe

mit den erweiterten Pauli-Matrizen

3 0 0 0 0 0 00 0
=000 =0 7 0 =000
0 0 0 0 0 0 0 0 73

Alle vorkommenenden Drehmatrizen kommutieren miteinander, so dass die Reihenfolge der Dre-
hungen nicht von Bedeutung ist. Als Abkiirzung fiir die drei Drehungen wird im folgenden

. ) Vo S . G
e WT3 = e ’L(IJVTS e ZWSTS e ’LUJVTS E SU(4|2)
verwendet. Die Massenmatrix wird dadurch formal wieder zu

—iwT3 /2., —iwT3/2

x(w)=e xe

Chirale Riicktransformation
Wie im ungeddmpften Fall wird als Néchstes eine chirale Transformation durchgefiihrt, die die
Drehung auf den Gitterterm verschiebt. Diese hat die Form

U= e_iWT3/2U/6_iWT3/2.

Ausgedriickt durch die transformierte Matrix U’, die wieder als U geschrieben wird, erhilt die
Lagrangedichte niedrigster Ordnung die Form

z—F—OQaUaUT—F—UQ Ut UT—F—02 Ut +Upt
2—4<# LU 4<x +Ux") 4<p(w) +Up'(w))

mit der nun wieder ungedrehten Massenmatrix
X = 2BO diag(mV? my,mgs,ms,my, mV)
und der gedrehten Gittermatrix

p(w) = plwy,ws) = 2Woa e VT =8 =iV
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8.2. Berechnung der Valenzmesonenmassen in fiihrender Ordnung

Diese gedrehte Gittermatrix wird fiir die weitere Rechnung in drei 2 x 2-Untermatrizen zerlegt:

Viwy) 0 0
plw) = 0 piws) 0
0 0 p%wy)

Dabei ist p¥ = p@. Fiir jede dieser Untermatrizen gilt die SU(2)-Beziehung (hier fiir den Valenz-
Anteil)

pv(wv) =1 2Wyacoswy + iT32Whasinwy .
Wie bei der ungeddmpften Rechnung werden auflerdem die Abkiirzungen
x4 = 2Bymy (8.1)
pg = 2Wpacoswy
pg = 2Wpasinwy

eingefiihrt. Fiir den See- und Geister-Anteil wird analog verfahren.

Wahl der Basis

Die SU(4|2)-Matrix U hat die Form

U =exp <FL<I>> .
0

An dieser Stelle gibt es nun zwei prinzipiell verschiedene Methoden, die Matrix ® zu konstruieren
[31].

Die erste Moglichkeit ist es, eine Matrix-Darstellung der Generatoren der Gruppe SU(4|2) zu
definieren. Diese Methode ist die direkte Verallgemeinerung der Rechnungen, wie sie in den vor-
herigen Kapiteln durchgefithrt wurden. Wenn man die 35 Generatoren als 7/ und die Goldstone-
Felder als 7} bezeichnet, so lésst sich die (verallgemeinerte) Pionmatrix durch

O =) 2T mit sTrd =0
J
ausdriicken. Die Rechnung findet dann genau wie im ungequenchten Fall statt. Da es bei dieser
Darstellung keine einfache Zuordnung von Mesonenfeldern zu ihrem Quarkinhalt gibt, stellt es
bei dieser Rechenmethode allerdings eine gewisse Ndherung dar, die mit den Generatoren TZ-V

zusammenhéngenden Felder als reine Valenzmesonen zu betrachten.

Die andere Méoglichkeit ist, statt der Gruppe SU(4]|2) die Gruppe U(4/|2) zu betrachtet. Der
grofe Vorteil dieser Darstellung ist, dass die nun 36 Generatoren T;; so gewahlt werden kénnen,
dass jedem Matrixelement ein Generator entspricht, was eine stark vereinfachte Auswertung von
Superspuren ermoglicht. Der Preis fiir diese Vereinfachung ist jedoch, dass nun ein neues Teilchen
explizit in der Lagrangedichte beriicksichtigt werden muss, das der Superspur von ®g entspricht.
Das neue Meson besitzt einen Massenterm und Kopplungen zu den Goldstonebosonen, wodurch
weitere Parameter eingefiihrt werden miissen. Auflerdem zerstort das ®¢ durch Einfithrung einer
weiteren Energieskala das chirale Powercounting. Um trotzdem auf das gleiche Ergebnis wie
beim ersten Ansatz zu gelangen, muss dieses Teilchen wieder ausintegriert werden. Dieser zweite
Ansatz ist bei vollstindig gequenchten Rechnungen nétig, wird hier aber nicht weiter verfolgt.

67



8. Mesonenmassen im partiell gequenchten Modell

Verschiebung des Minimums

In dieser Rechnung sei eine Parametrisierung 7; = 277 nach der ersten Methode so gewéhlt, dass
sie 74’ ,7‘39 und 7'3G enthélt. Um das neue Minimum der Lagrangedichte in niedrigster Ordnung
zu bestimmen, wird der symmetriebrechende Term

pgtm FO2 t +
L :_TWU +Uu")

(mit der Abkiirzung p = x + p) bis zur Ordnung 7’ entwickelt. Dazu ist es vorteilhaft, die Matrix
w in drei Teile

W0 0 W 00 0 0 O 00 O
p=1 0 x5 0 |= 0o o0 |+[0 xS 0o|+]00 0
0 0 u“ 0 0 0 0 0 0 0 0 uC

zu zerlegen. Als Beispiel wird im folgenden " betrachtet. Es gilt

w00
= 0 00 | =00 +e)1Y +ipy T
0O 0 0

Fiir die Superspur dieses Anteils erhdlt man

4p¥ 1
(VU +Up"T) = const + %W'}{ - ﬁ(X(‘{ +p0) E 7'['/‘-/71',;/ sTr (lvTka> + o).
0

Nach Einsetzen von 7’ = 7 + Aa und Entwicklung bis zur Ordnung a erhilt man fiir die Feld-
verschiebungen

7 =a\ =7y =a\y =0 (8.2)
und .
Fi W,
7y =a\y = 063 04 sinwy + 0(a?).
I Bomy

Fiir die Verschiebung der Seequark-Felder erhélt man analog
s :a)\szﬁ'g:a)\*2920

und S
Fops _ )

Mg BomS
Fiir die Geister ist die Verschiebung identisch mit derjenigen der Valenzquarks.

75 =a)\y = sinwg + 0(a?).

Pionmassen

Nach der Verschiebung der Felder bekommt der fiir die Valenzquarks relevante Anteil der La-
grangedichte die Form

1
LRI — const - Z(XX +p4) Zﬂyﬂl‘; sTr <1VTka) + 0(a®, )
ik
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8.3. Treelevel-Terme aus %,

Durch Einsetzen von T]V und le fiir T; und T}, erhélt man

1
i’ﬁqtm = const + 5()(8/ +p5) 7T]V7TJV.

Die Massen der aus Valenzquarks zusammengesetzen Goldstonebosonen sind damit

2

My = Xy 4 py = 2Bomy + 2Woa cos wy .

In dieser Ordnung gibt es noch keinen Unterschied zwischen dem teilweise geddmpften und
dem nicht geddmpften Fall. Dies war zu erwarten, da die Seequarks sich durch Schleifenbeitrige
bemerkbar machen, die erst in néchstfithrender Ordnung Beriicksichtigung finden werden.

8.3. Treelevel-Terme aus %,

Lagrange-Dichte

Die in Ordnung p* zu betrachtende Lagrangedichte ist die iibliche aus der chiralen Stérungsthe-
orie bekannte Gasser-Leutwyler-Lagrangedichte, allerdings unter Verwendung von Superspuren.
Die einzelnen Terme aus £} werden nun bis zur Ordnung (7rj‘-/)2 in den Valenzmesonen-Feldern
entwickelt. Die Vakuumverschiebung nach den Gln. 8.2f wird dabei zunéchst nicht betrachtet.

L, bis L;-Terme

In Treelevel-Ordnung interessieren nur die Beitréige mit genau zwei Pionfeldern. In der Entwick-
lung der ersten drei Terme kommen solche Beitrédge jedoch nicht vor.

L, und W,-Terme

Die erste vorkommende Superspur enthélt bereits mindestens zwei Feld-Ableitungen. Daher ist
der einzige relevante Beitrag

1
(OUBU") = 5 (D7) (D) ST (Tka>
0

Durch Beschrinkung auf den Valenz-Bereich (d.h. fiir j, k € [1,2,3]) erhélt man nach der Ver-
schiebung der Felder das Ergebnis

2
STv(9,U0,U") = ﬁ(awy)(awjv) + ...
0

Da die Massenmatrix diagonal ist, erhélt man in nullter Ndherung sofort

U+ UxT) = Tr(2xY) + Tr(2x%) — Tr(2x%) = Tr(2x°) = 4x§
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8. Mesonenmassen im partiell gequenchten Modell

und damit Sl
Li (0,00,U%) (xU" + UXT) = Z5 X5 (0] ) (9um))
0

Fiir den Gitterterm ergibt sich die gleiche Ndherung:

8
Wy (0,U0,U") sTr(pUT + Up') = —-

Ls- und Ws-Terme

Die Entwicklung ist hier &hnlich wie bei den L3- und W3-Termen, es ist jedoch nur eine einzige
Superspur vorhanden. Man erhélt zunéchst

1
<8HU5’NUT [XUJr + UXT] ) = ﬁauﬂjﬁurrk sTr (T]Tk [x + XT]> )
0

Bei Einschrinkung auf die Valenzmesonen ergibt sich daraus

4L
Ls (0,U0,U" xU' + UX')) = 5 XU (0} ) @0m) ) + ...
0

sowie fiir den Gitterterm

AW,
W5 (0,U0,UT [pUT +Up']) = F—j pb (O} )(Oum) ) + ...
0

Lg- und Wg-Terme

Entwicklung des Massenterms bis zu quadratischen Anteilen in den Valenzmesonen-Feldern er-
gibt

2
U™+ UxT) = 4G — o0 (7)) + -
0
Damit erhélt man fiir den gesuchten Lg-Term
16L
Le (XU 4+ Ux")? = const — Fi26 Xosxg(w;/ 7ij) +....
0

Die Entwicklung des Gitterterms ergibt

4 2
(pUT +Up") = 4p§ + =py 7§ — —5p0 (7] )2+ ...
F F

Insgesamt erhéilt man damit fiir den Wgs-Term

Ws (XU + UX") (pUt + Up)

W6 S V_V 8W6
iz Xo P3 T3 —F—Og

— const + (X5 6 + X0 p6) (m) @)+ ...
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8.3. Treelevel-Terme aus %,

L7- und W7-Terme

Die Valenzmesonen-Anteile aus diesen Termen verschwinden, so wie im ungequenchten Fall. Der
Grund dafiir ist der diagonale Massenterm.

Lg- und Wg-Terme

Das erste benotigte Zwischenergebnis fiir die Berechnung des Lg-Terms ist

0
xUTYUT = const — VY (x

v)z 2 vvev
FOJJ ]

Nach Addition des komplex Konjugierten und Superspurbildung erhélt man

8Lg
Ls (xXU'xUT + Ux'Ux") = const — F—OQ(XXP(@V ™)+
Die Berechnung des Ws-Termes ist etwas aufwendiger, erfolgt aber ansonsten vollig analog. Das
Ergebnis ist

8Wy

8Wyg
We(xUTpUT + Up'Ux') = const + T xo py Ty — Fx}{pg ()2 +....
0

Sammlung der Treelevel-Terme

Aus den Lagrangedichten % und % erhilt man fiir die Valenzmesonen also insgesamt den
kinetischen Term

Lin = (Oumj )(Oum; ) 3 + F—OQXO + F_ng +F—02Xo + F—gﬂo
1 1% 1%
= 50w} ) (Oum) Ci (8.3)
und den Massenterm
Ve | 1 16Lg 8Ws
Ly = (@02 500 +00)+ - X0 X0 T 2 (Xors + X0 £5)
2 Fs Fs
8L8 V2 8W8 vV Vv
+F—02(X0) +F—02Xoﬂo
L, v
= 5(7’(',] )2 Cm
Auflerdem ergibt sich insgesamt der lineare Anteil
v 16 Wy
&Ly = —n'y |Fop¥ + FWGXOSR}&/ + TXXPX
0 0
= —W/:‘))/ C
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8. Mesonenmassen im partiell gequenchten Modell

Feldverschiebung

Die in diesen Termen enthaltenen Valenzmesonen-Felder werden nun geméf
7 =a\+T7

verschoben. Im Minimum
fr]‘-/ =a)\/

sollen alle linearen Terme bis zur Ordnung a verschwinden, d.h. es wird gefordert

a)\}/ﬂ;/cm —n¥C =0
Daraus erhilt man fiir die Vakuum-Feldverschiebungen in néchstfiithrender Ordnung
7 =a\ =7y =ary =0
und
T3 = a)\g = —

Fopy + 16W6Xo p3 + SESSXO Py
2 (XS + xb pg) + 15

32L¢g

(XXerB/) + 72 Xo Xo + 16W8

(Xo) +

Xo Po

Valenzmesonen-Massen

Zur Bestimmung der Mesonenmassen ist zunéichst eine Feldstdrkenrenormierung mit dem Faktor
v/ C} notig. Die Lagrangedichte erhélt dann die Form

1 1 C
VvV _ v, v,T v,7\2 m
Z = B (O )(Opm;™) + 5(79' ) T
Die Mesonenmassen sind also durch
Ch 8 8
Me=gr = (0 +08) = g2 0 +00) [2Lax8 + Loxt | - 2 X0 [2Wap + sl |
16 16 vV S
T2 2Lexg X0 + Wa(xop0 +x0 Po)} 2 [Ls(Xo) + Wsxo Po] t..

gegeben. Dieses Ergebnis entspricht dem Treelevel-Anteil fiir die Valenz-Valenz-Masse aus dem
Skript von Enno Scholz [32] sowie dem Treelevel-Anteil aus [24] fiir verschwindenden Drehwin-
kel.

8.4. Schleifenrechnung

Ansatz

Die Berechnung der Treelevel-Terme und die ungequenchte Rechnung legen die Vermutung nah,
dass sich die Ergebnisse in Ordnung a durch eine einfache Substitution ergeben [32]. Dazu werden
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8.4. Schleifenrechnung

die Parameter der partiell gequenchten Rechnung auf folgende Weise modifiziert:

pV =2W)a — pf =2W) acoswy
p° =2W5a — p5 =2Wacosws

Diese Vermutung soll nun fiir die Schleifenrechnung in néchstfithrender Ordnung tiberpriift wer-
den. Dazu miissen einerseits die Vertices, andererseits die Propagatoren der Substitutions-Regel
genligen.

Form der Matrix p

Die symmetriebrechende Matrix  ist in der partiell gequenchten Rechnung nicht mehr propor-
tional zur Einheitsmatrix, da die Valenz- und Seequarks unterschiedliche Massen haben. Zwei
Linearkombinationen der superspurlosen Generatoren der Gruppe SU(4|2) und der Einheitsma-
trix seien nun so gewéhlt, dass sie die Form

100
T.,=1 0 0 0 | =1V +1¢
001
und
000
Ts=]010 |=1°
000

haben. Die Massenmatrix lasst sich dann als
x=Taxs +Tsx0

schreiben. In der ungequenchten Rechnung hat der Gitterterm dieselbe Form, so dass man die
gesamte symmetriebrechende Matrix p = x + p nach

M= aTa +BTB

zerlegen kann. Durch die chirale Drehung des Gitterterms gibt es jetzt allerdings zusétzliche
Terme proportional zu den Matrizen

3 0 0
T,=| 0 0 0 | =7 +7§
0 0 73
und
0 0 0
Is=| 0 =3 0 | = 7'39 .
0 0 0

Die Matrizen T, und T§ lassen sich dabei wieder als Linearkombinationen von Generatoren
ausdriicken. Die symmetriebrechende Matrix hat jetzt insgesamt die Form

w=x+p=aol,+ 31 +~T, + dT;.
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8. Mesonenmassen im partiell gequenchten Modell

Die Koeffizienten « bis ¢ lassen sich eindeutig aus den Massen, der Gitterkonstanten und den
Drehwinkeln bestimmen. Man erhélt in der Theorie mit chiraler Drehung:

= 2Bymy + 2Wpa cos wy
2Bgmg + 2Wya cos wg
= i2Whasinwy
1 2Woa sin wg

SR
Il

In der Theorie ohne chirale Drehung (d.h. mit wy = wg = 0) sind die Koeffizienten dagegen

durch
ag = 2Bymy + 2Wha

By = 2Bgmg+2Wya
Y =0
b = 0

gegeben.

Vertices und Propagatoren

Um die Vertices in der partiell gequenchten Theorie zu bestimmen, muss der Ausdruck
(Ut +Up) = (Ut + uU)

bis zur vierten Potenz in den Pionfeldern entwickelt werden (die Gleichheit der beiden Ausdriicke
folgt aus den Eigenschaften der Superspur). Dazu betrachtet man zunéchst den Term

pU" = (o, + BTs +~T, + 6T5)

1
(1 — Foﬂ'aTa — F2 Ty Lo Ty + 6F3 ToTpTed o Tp T

1
4‘F4 TaToTeTd Lo Ty T, Td) + O0(7). (8.4)

Die Koeffizienten o und ( sind reell, v und  sind dagegen rein imaginir. Addiert man den
zweiten Term

plU = (aT, + BTs —~T, — 6T5)

i 1 d
(1 + FO,]TGT& - 2—F1027Ta7rbTaTb - 6—F‘(:)37Ta,7rb7rcTaTbTC

1
4‘F47Ta7Tb7TC7TdT wyTe Td> -+ ﬁ(ﬂ'B),

so erhilt man

pU"+plU = 2(aT, + 8Tp)

1 1
1-— 2—Fb27ra7rbTaTb + TFéwawbmwdTaTchTd

— LWGT + 3 7Ta7Tb7TCT T,T. (8.5)

2(yT, + 0T,
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8.4. Schleifenrechnung

Aus diesem Zwischenergebnis lassen sich bereits die Anderungen durch den gedrehten Massen-
term ablesen, ohne dass eine explizite Basis fiir die Generatoren T; gewiahlt werden muss:

e Die quadratischen Terme beschreiben die Propagatoren der auftretenden Goldstone-Me-
sonen. Bei diesen treten die Koeffizienten o und § auf, die sich nur um den zusétzlichen
cos-Faktor in den Gittertermen vom nicht gequenchten Fall unterscheiden.

e Die kubischen Terme beschreiben Dreier-Vertices, enthalten jedoch die Faktoren asinwy
bzw asinwg. Da fiir mogliche Schleifenbeitrige mindestens zwei dieser Vertices benotigt
werden, tragen Diagramme mit diesen Dreiervertices in Ordnung a nicht zu den Korrek-
turen bei. Dieses Argument gilt genauso fiir die zusétzlichen Dreiervertizes, die durch die
hier ansonsten nicht weiter relevante Feldverschiebung erzeugt werden.

e Die Vierer-Vertices treten auch in der Theorie ohne Quenching auf; der einzige Unterschied
ist, dass die Gitterterme in den Koeffizienten auch hier jeweils mit coswy bzw coswg
multipliziert werden.

Ergebnis

Das Fazit ist also, dass man die Vertices und Propagatoren mit gedrehtem Massenterm in Ord-
nung a durch die oben vermutete Substitution erhalten kann. Die Substitution bleibt daher bis
zu dieser Ordnung auch fiir die Schleifenrechnung giiltig, die ansonsten genauso wie in der nicht
getwisteten, partiell gequenchten x PT durchgefiihrt wird.

Wendet man die Substitutionsregel auf die Formeln in [33] an, so erhélt man die Valenzmeso-
nenmasse [32]

my = xo +py
1
T gm0 o) [XOV —Xo +p0 — P+ (2x0 — x5 +2p0 — o) log(xg +p0)
0
8
72 [(4L6 —2La)Xgx0 + (2Ls — Ls)(xy )* + (2Ws — 2La) x5 p0.
0

+ (2Ws — 2Wa)p5xg + (2Ws — Ws — Ls)xg pp | -
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9. Zusammenfassung und Ausblick

Im sechsten Kapitel wurden die Massen der Pionen als Pseudo-Goldstonebosonen in néchst-
fithrender Ordnung der chiralen Stérungstheorie fiir die Gitter-QCD berechnet. Im Vergleich
zur entsprechenden Rechnung im Kontinuum erh#lt man zusdtzliche Summanden, in denen
die neuen, als W; bezeichneten Konstanten auftauchen. Aus der Schleifenrechnung erhilt man
aufferdem einen chiralen Logarithmus proportional zur Gitterkonstanten. Der axial gedrehte
Massenterm fithrt zu einem cosw-Faktor in allen Gittertermen. In dieser Ordnung zeigen sich
jedoch keine Unterschiede zwischen den Massen der verschiedenen Pionfelder.

Die gleichen Effekte wurden bei der Berechnung der Pion-Zerfallskonstanten im siebten Kapi-
tel deutlich. Auch hier gibt es jetzt Gitterterme, die durchgingig proportional zu cosw sind.
Unterschiede zwischen den Pionfeldern sind in Ordnung ¢(a) nicht vorhanden.

Im achten Kapitel wurde schliesslich nachgewiesen, dass der getwistete Massenterm auch im
ypartially quenched”-Modell in n#chstfithrender Ordnung der chiralen Stérungstheorie bis Ord-
nung O'(a) im wesentlichen zu einem zusétzlichen cosw-Faktor in den Gittertermen fithrt. Der
Treelevel-Beitrag fiir die Valenzmesonen wurde dazu explizit nachvollzogen, der Schleifenbeitrag
durch Untersuchung der Vertices und Propagatoren iiberpriift.

Die in Kapitel 6 und 7 préasentierten Ergebnisse zeigen, dass die Konvergenz von Gitterrechnun-
gen ohne quenching durch Anwendung der twisted-mass-ldee verbessert werden kann. Durch
Wahl des chiralen Drehwinkels zu w = 7/2 verschwinden die Gitter-Artefakte bis zur Ordnung
O(a). Dieses Ergebnis wurde bereits publiziert [34] und ist konsistent mit Rechnungen, die in
der Gitter-QCD ohne den Formalismus der chiralen Stérungstheorie durchgefiithrt wurden [35],
[36].

Im Verlauf der Rechnung wird jedoch auch deutlich, dass dieses Ergebnis in ¢'(a?) nicht in dieser
Form giiltig bleiben kann. Zum einen erhélt man weitere Terme in %, die zu den Kontakttermen
beitragen [24], zum anderen treten neue, in den Pionfeldern asymmetrische Welchselwirkungs-
Vertices auf, die aus der Verschiebung des Feldes resultieren. Die vorgegebene chirale Dreh-
richtung des Massenterms zerstort so in ¢'(a?) die Massenentartung der Pionen, selbst wenn
von identischen Quarkmassen ausgegangen wird. Die konkrete Bestimmung dieses Effekts stellt
daher eine Aufgabe fiir weitere Forschungen dar.

Im achten Kapitel wurden erste Schritte zu einer Erweiterung auf das partiell gequenchte Modell
unternommen. Im Fall der Valenz-Mesonen konnten die Ergebnisse aus der Literatur fiir w =
0 reproduziert werden, aulerdem konnte bewiesen werden, dass die Valenz-Mesonen in einer
Treelevel-Rechnung das gleiche Verhalten zeigen wie in der Rechnung ohne Quenching, die im
sechstes Kapitel durchgefiihrt wurde.
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9. Zusammentassung und Ausblick

Die zitierte Substitutionsregel in &'(a) konnte fiir die Schleifenrechnung aus Zeitgriinden nicht
mehr in allen Einzelheiten nachvollzogen werden, die wesentlichen Schritte konnten jedoch plau-
sibel gemacht werden. Fiir eine ausfiihrliche Rechnung muss eine der in [31] als dquivalent
erkannten Methoden angewendet werden. Fiir die Rechnung ohne & wird dabei eine konkrete
Parametrisierung der Gruppe SU(4|2) benétigt. Mit Hilfe einer solchen Parametrisierung kann
auch F; in partiell gequenchter chiraler Stérungstheorie ausfiihrlich bis &'(a) ermittelt werden.

Um aktell durchgefiihrte Simulationen sinnvoll auszuwerten, wird eine Kombination dieser nichsten
Teilschritte erforderlich sein. Die geringen Quarkmassen konnen nur mit Hilfe von partiell ge-
quenchten Fermionen eingebaut werden. Andererseit sind die heute verfiigharen Computerlei-
stungen noch nicht ausreichend, um ¢'(a?)-Effekte ignorieren zu kénnen. Das Ziel fiir die nihere
Zukunft sollte daher sein, die hier formulierten Rechnungen zu erweitern, um eine analytische
Beschreibung von partiell gequenchten Simulationen in Ordnung ¢'(a?) zu erhalten.
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A. Anhang

Konventionen

Natiirliche Einheiten

In dieser Diplomarbeit wird durchgéngig die Konvention
c=h=1

verwendet. Aus ¢ = 1 folgt, dass Zeit die Dimension einer Lange, Energie und Impuls die
Dimension einer Masse erhalten. Aus i = 1 folgt, dass das Produkt einer Linge und einer Masse
dimensionslos ist. Insgesamt erhélt man also

Einstein’sche Summenkonvention

Zur Vereinfachung der Notation wird durchgéingig die Einstein’sche Summenkonvention benutzt.
Uber doppelt vorkommende Indices muss also stets summiert werden.

Griechische Indices p und v bezeichnen ausschliefSlich Vierervektorkomponenten im Minkowski-
Raum bzw in der euklidischen Raumzeit. Romische Indices stehen entweder fiir Vektorkom-
ponenten im dreidimensionalen Raum oder in internen Symmetrierdiumen. Dirac-Spinorindices
werden im Kapitel iiber die Gitterformulierung der QCD durch o und 3 gekennzeichnet. An-
sonsten werden sie als implizit vorausgesetzt.

Spuren und Superspuren

Aufgrund der hiufigen Verwendung von Spuren wird in dieser Arbeit die Abkiirzung (A) fiir die
Spur der Matrix A verwendet. Eine Ausnahme bildet das 8. Kapitel, in dem diese Abkiirzung
statt dessen die Superspur einer graduierten Matrix bezeichnet.

Diese beiden Zeichen kénnen in anderem Zusammenhang aber auch die Dirac-Schreibweise fiir

quantenmechanische Erwartungswerte darstellen. Zur besonderen Verdeutlichung und in Féllen,
wo Mehrdeutigkeiten auftreten, wird statt dessen aber auch Tr bzw. sTr verwendet.
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A. Anhang

Die Gruppe SU(2)

Definition

SU(2) ist die Gruppe der unitéiren, komplexen 2x2-Matrizen mit Einheitsdeterminante:
AeSU@2) — ATA=AAT=1, detA=1

Paulimatrizen

Die Generatoren von SU(2) werden durch

01 0 —i 1 0

dargestellt.

Eigenschaften

Die 7; bilden eine Liealgebra beziiglich des Kommutators:

75 Tj . Tk
[5175] :ZEijkE

Produkte der 7;:

TiTj; = 6ij]- + ieijka

Spurformeln:
(i) = 0
(riTj) = 204
(TiTjTe) = 2ieyp
(imjmem) = 2(0ij0m — Oixdj1 + dqdjn)
Exponentialdarstellung
exp(ia;7;) =1 cosa + ia;7;sina (mit a =+/a;a; und a; = ﬂ)
a
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Die Gruppe SU(3)

Gell-Mann-Matrizen

Die Generatoren von SU(3) werden durch

010 0 —i 0 1 0 0
=100, =i 0 0], x= -1 0 |,
000 0 0 0 0 0 0
00 00 —i 000
M= 00 . =00 0|, x=[00 1],
10 i 0 0 010
0 0
0 0

0

dargestellt.

Eigenschaften

Die A; bilden eine Liealgebra beziiglich des Kommutators:

AN Ny N

[57 ?] = ifijh s
mit den vollstdndig antisymmetrischen Strukturkonstanten f;;i. Fiir die Gell-Mann-Matrizen
erhalten die nichtverschwindenden Strukturkonstanten die Werte [8]

fizs =1 ,

flar = —fis6 = foae = fos7 = f3u5 = —fae7 = 3
V3

fass = fers = >

Renormierungskonstanten

In der chiralen Stérungstheorie der Ordnung €' (p*) im Kontinuum treten Divergenzen in Ein-
schleifen-Diagrammen auf. Diese kdnnen durch Renormalisierung der Gasser-Leutwyler-Koeffi-
zienten geméif r

Li=Li+ 3555k
beseitigt werden. Die divergente Konstante R ist bei dimensioneller Regularisierung in 4 — €
Raumzeitdimensionen durch

2
R =~ = — (log(4) = 75 +1)
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gegeben, die numerischen Konstanten I'; sind [2]
Ty= —
2 167

Dirac-Matrizen

Minkowski-Raum

Im Minkowski-Raum erfiillen die Dirac-Matrizen die Bedingung
{777} = 26" 1.

Eine mogliche chirale Darstellung der Dirac-Matrizen ist durch

o_( 0 1 ko 0 7
7(10 ’ 7= -1 0

-1 0
5 - 01,23
g —wv’y’y—( 0 1).

Verwendung findet ausserdem die antisymmetrische Matrix

gegeben. Daraus folgt

o = [Y",7"].

N | .

Euklidischer Raum

Die Bedingung fiir die Dirac-Matrizen lautet nun

{75} = 26 1.

Eine mogliche chirale Darstellung ist
0 -1 .
vfz—'VO:(_l 0>, ’Y/f:wk:<i

Mit dieser Wahl erhilt man

Auch im Euklidischen gilt
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