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1 Wiederholung

Die Quantenmechanik wird durch Zustandsvektoren und lineare Operatoren auf (im
allgemeinsten Fall) unendlichdimensionalen Hilbertrdumen beschrieben. Den mathe-
matischen Formalismus liefert die Funktionalanalysis. Zunéchst werden die wohlbe-
kannten wichtigen Definitionen gegeben.

1.1 Hilbertrdume und Lineare Operatoren
1.1.1 Hilbertrdume

Skalarprodukt zwischen beliebigen v, ¢ € H ist durch die drei folgenden Bedingun-
gen definiert:

i) (¢, ag + bx)=a(, ¢) + b(¥, X)

i) (¢, )=(6, 9"

i) (,1) > 0, (1,0) = 0 = = 0.
Als eine wichtige direkte Folgerung aus der Definition ist die Stetigkeit des Skalar-
produktes hervorzuheben. Ein weiterer fiir die Einfithrung des Hilbertraums notwen-
diger Begriff ist der Begriff einer Cauchy-Folge. Die Folge (¢, ),en ist eine Cauchy-
Folge, wenn zu jedem € > 0 ein N ex. mit

lon — om| < eVm,n > N.

Einen Vektorraum (H, (,-)y) nennt man einen Hilbertraum, wenn Skalarprodukt
(-,-)g auf H definiert ist und H vollstandig ist, d.h. jede Cauchy-Folge in H kon-
vergiert.

Weiterhin bezeichnet man einen Hilbertraum separabel, wenn er eine abzdhlbare
Orthonormalbasis besitzt. Im Folgenden werden separable Hilbertraume betrachtet.

1.1.2 Orthogonale Untervektorrdume

Nun fithren wir eine fiir die Quantenmechanik wichtige Sorte von Untervektorrdumen
ein, ndmlich die orthogonalen Untervektorraume.

Sei M C H Untervektorraum, M+ = {4 € H|(¢y,¢) = 0 V¢ € M} ist die Men-
ge aller Vektoren, die orthogonal zu allen Vektoren in M sind. Zwei Untervek-

torrdume M und N sind orthogonal, wenn V ¢p € M, ¢ € N gilt (¢,9) = 0.
Sind My, My, Ms, ..., M, orthogonale Untervektorraume mit H = M; +---+ M,
nennt man die Summe dieser Untervektorrdlume die direkte Summe. Es gilt dann

H=M®& My& - &M, =Y &M,

das heifit jedes Element v aus H ldsst sich eindeutig zerlegen in

Y=Yy, + Yy, + 0+ Y,

wobel ¥y, € M; 1:1,...,nist.EI

laus H = My + --- + M, folgt per Definition der Summe die Zerlegung, die Orthogonalitét
gewiihrleistet die Eindeutigkeit



1.1.3 Funktionale
Funktionale sind lineare Abbildungen von H nach K, d.h. F': H — K mit

i) F(p+¢) = F)+ F(¢) i) Flap) = aF(¥)

Als erstes wichtiges Ergebnis der Funktionalanalysis wird hier ohne Beweis der
Darstellungssatz von Riesz vorgestellt. Dieser stellt durch den Skalarprodukt einen
Zusammenhang zwischen den Funktionalen und den Elementen de Hilbertraums her.

Satz: Ist H* der Raum aller stetigen Funktionale auf H(Dualraum). Dann ist
j + H — H* def. durch j(¢)(¢) = (¢,%) ein isometrischer Isomorphismus. Al-
so: zu jedem stetigen Funktional F' gibt es einen eindeutigen Vektor ¢p € H mit

F(¢) = (¢r, ¢) und es gilt sogar |F|| = [¢r].

Zunéchst wundert man sich iiber diese Definition der Abbildung, aber die Abbildung
ist ja in erster Linie durch die Wirkung auf die abzubildenen Elemente definiert.
Aufgrund der Existenz dieses Satzes kann die Diracschreibweise eines Operators
mithilfe eines Bravektors gerechtfertigt werden.

1.1.4 Lineare Operatoren und Matrizen

Operatoren sind lineare Abbildungen von H in einen beliebigen Hilbertraum H’,
wobei H' = H oder H' = K auch moglich sind. Auf dem Raum der Operatoren
kann man eine Norm definieren:

| Al = sup {[A)]p € H}
i<t

Man kann zeigen, dass ein Operator A genau dann stetig ist wenn seine Norm
beschrankt ist, d.h. |A| < oo
1.1.5 Unitare Operatoren

Fiir die Physik sind die unitiren Operatoren von besonderer Bedeutung. Ein Ope-
rator U ist unitdr, wenn er einen inversen Operator besitzt und

Uy =|¢| Vo e H  gilt.
Diese Definition ist dquivalent zu folgendem Zusammenhang:

U, U¢) = (¢,9) Vo, € H

1.1.6 Selbstadjungierte Operatoren

Der adjungierte Operator A" eines stetigen linearen Operators ist definiert durch

(6, A™p) = (Ap,9) V¢, ¥

Dieser ist wohledefiniert, denn aus dem Darstellungssatz von Riesz folgt :

F(¢) := (¢, AY) stetig = I xp mit (xr, ) = F(¢)

dh. AT¢ = xp und (AT¢,9) = (¢, Ap).

Weiter nennt man den Operator A selbstadjungiert oder Hermitesch, wenn AT = A
ist.



Nach dem zweiten Postulat der Quantenmechanik wird eine physikalische Messgrofie
durch einen im Zustandsraum wirkenden Operator beschrieben. Dieser Operator ist
eine Observable, was bedeuted, dass dieser selbstadjungiert ist und man aus seinen
Eigenvektoren eine Orthonormalbasis bilden kann.

Es besteht eine Analogie stetiger Linearer Operatoren zur komplexen Zahlene-
bene: definieren wir den Realteil und den Imaginérteil wie folgt:

Re A = %(AvLAT)

ImA = %M—AU
]
A = ReA+i-ImA

so gilt A = Re A fiir A Hermitesch.

Unitéare Operatoren entsprechen den komplexen Zahlen der Lange 1, da sie ja die
Lénge eines Vektors nicht verdndern.

Diese Analogie wird spéater durch den Satz von Stone erweitert.

1.2 Projektionsoperatoren

Ist M ein Untervektorraum und M+ der dazu orthogonale Raum, so kann jedes
Element ¢ zerlegt werden in: v = ¢ + 1.
Ein Projektionsoperator ), ist definiert durch

Eyp =y V9.

Ein stetiger beschrankter Operator E ist ganau dann ein Projektionsoperator, wenn
gilt

E-E=E=E"
Sind F,, E5 Projektionsoperatoren auf My, M, und EFEy = EyFEq, dann projeziert
E1E2 auf M1 N MQ.
Sind Fy, E, orthogonal, dann projeziert Fy + Ey auf My & M.
Und weiter folgt

H=Mo&M& &M, = Y E=1
k

Beispiele
Betrachten wir R?, Unterrdume sind die x-Achse (M,), die y-Achse (M,) und die

z-Achse (M), sodass folgt:
R® = M, & M, & M, Projektionsoperatoren(Matrizen) auf diese Unterrdume sind

100
P,=100 0| PB= P, =
000

o O O
o = O
o O O
o O O
o O O

0
0
1
Man sieht leicht, dass P, - P, = P, P,- P, =0, P, + P+ P, = F.

Betrachte weiter einen beliebigen Hilbertraum H und einen eindimensionalen Un-
tervektorraum, welcher durch ¢ mit || = 1 aufgespannt wird. Dann folgt

E¢ = (¢, )¢
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In der Dirac-Schreibweise kann man den Projektionsoperator darstellen als: £ =

) (] mit

Elg) = [0){¥]¢) = (¢|o)[¥).
Ist ¢1, Po, ¢3, ... ONB, so gilt

EyE; = 6; E; und damit Z 9) (95| =1

J

2 Spektralzerlegung und der Satz von Stone

2.1 Eigenwerte und Eigenvektoren in endlichdimensionalen
Hilbertraumen

Sei B ein linearer Operator auf einem Vektorraum H, so ist b ein Eigenwert von B
wenn es einen Vektor ¢ # 0 gibt mit

By = by

1 ist dann der Eigenvektor zu dem Eigenwert b. Ist b Eigenwert von B so ist (B—b-1)
nicht bijektiv.

In endlich-dimensionalen Vektorrdumen liisst sich jede normale (AAT = ATA) Matrix
diagonalisieren, d.h. es gibt eine Basis aus Eigenvektorenﬂ.

Die Menge der Linearkombinationen zu einem bestimmten Eigenwert nennt man
einen Eigenraum. Ist die Matrix diagonalisierbar, so lasst sich der Vektorraum in
Eigenrdume der Matrix zerlegen.

2.2 Spektralzerlegung in endlichdimensionalen Ridumen

Zunichst wolen wir anhand der endlichdimensionalen Rdumen den Begriff der spek-
tralen Familie einfithren, um den dann auf unendlichdimensionale Rdume zu erwei-
tern.

Dazu starten wir mit der Darstellung eines hermiteschen Operators mithilfe der Pro-
jektionsoperatoren. Dieses ist ja wegen des reellen (oder komplexen) Spektralsatz in
endlichdimensionalen Rdumen immer moglich.

m
A= Zakfk mit Ordnung a1 < as < -+ < A,
k=1

Die Projektionsoperatoren sind orthogonal:  I;[; = 0,51
Vollsténdigkeit driicken wir aus durch: S =1
Die Projektionsoperatoren auf die Eigenrdumen sind

I, = Z |lag, s)(ax, S|

und damit der Operator A

A = Z ag Z lak, s)(ax, $|
k s

2Reeller Spektralsatz



Fiir jedes x € R definieren wir damit:

Em:ZIk

ap<x

daraus folgt
E,E,=FE, = E/E, fiirx <y.

Definieren wir nun weiter
db, =FE, — E,_. so, dass kein a; zwischen  — € und z liegt,

so konnen wir damit die wohlbekannten Gleichungen wie folgt darstellen:

Z I, =1 entspricht / dE, =1
k? —0o0
A= Z apl, entspricht A= / sdFE,
k —00

dE, # 0 & x = a; Eigenwert.
Die Skalarprodukte schreiben sich damit wie folgt

(6.0) = GXu W) (09) = (@ ] dE)

— (6, L) = [ Ao By)
6.40) = G.Toahw)  (6.40) = (6, ] 2dB.0)
= (s L) = [ (6, B0)

Diese Schreibweise hat eine formale Ahnlichkeit zu dem Riemann-Stieltjes-Integral,
welches fiir eine auf [a, b] stetige Funktion g und eine auf [a, b] monotone Funktion
F' definiert ist und sich berechnet aus

/ g(2)dF(x) = Tim 3 glan) {F (o) — Flax 1)}

n—oo

1
In unserem Fall folgt mit ¢ = —
n

b n
[ 2o B) = lim Y {0, Bb) — (0, Ea o))
a k=1

= lim Y " a(¢, dEY)

k=1
= Y a6 ) = (6,40)

da dE, = I} fir x = ay, sonst 0.



2.3 Spektrale Familie

Nun wollen wir das was wir oben bereits in endlichdimensionalen Rdumen uns ver-
anschaulicht haben allgemeiner einfiithren. Eine Familie von Projektoren £, x € R
bilden eine spektrale Familie wenn gilt:

(i) E,<E,oder E,E,=FE, = E,FE, fiir <y (monoton steigend)

(ii) ist € >0, dann E,,. — E, fiir ¢ — 0 fiir alle z,v (rechtsstetig)

(i) E,Y — 0 fir x — —oo und E, ¢ — 9 fiir x — oo fiir alle ¢
ist |¢| = 1soist | E,1| eine Verteilungsfunktion. Die Ergebnisse unserer voriiberlegungen
zu endlichdimensionalien Vektorrdumen koénnen auch allegemein bewiesen werden.
Hier geben wir einige wichtige Sitze an ohne sie zu beweisen.

Satz: Fiir jeden selbstadjungierten Operator A existiert eine eindeutige spektra-
le Familie von Projektionsoperatoren E, so, dass:

(640 = [ 2o, E0)
man schreibt -
A:/ zdFE,

und nennt diese gleichung die Spektralzerlegung von A.

Satz: Fiir jeden unitéren Operator U existiert eine eindeutige spektrale Familie
von Projektionsoperatoren F, so, dass:

27 ]
(6,U%) = /0 e d(, En)

2 )
U= / edE,
0

Sei A selbstadjungierter Operator mit der Spektralzerlegung A = [ zdE,. Dann
macht F, einen Sprung in x = a genau dann, wenn a EW von A ist.

Sei U unitérer Operator mit der Spektralzerlegung U = [ ¢**dE,. Dann macht E,
einen Sprung in = = @ genau dann, wenn ¢ EW von U ist.

Mithilfe der Spektralen Familie kénnen wir ein Spektrum definieren.

Ein Punkt ist im Spektrum von A, wenn er nicht im Intervall liegt, wo E, konstant
ist. Das Spektrum ist somit die Menge aller Punkte, wo F, anwéchst.

Steigt E, kontinuierlich so leigt ein kontinuierliches Spektrum vor. Haben wir Sprung-
stellen von F, so liegt ein diskretes Spektrum vor.

man schreibt

Spektralzerlegung von U.

2.4 Stone’sches Theorem

Eine wichtige Anwendung der Spekraldarstellung ist die rechentechnische Verein-
fachung im Umgang mit Funktionen von Operatoren. Ist A selbstadjungiert mit

Spektralzerlegung:
A= / x dE,,



so wird eine Funktion f(A) definiert durch

(6, F(AY) = / " () (6, o).

Fir f(z) =z ist f(A) = A und damit:

/_ " 2 d(6, Ent) = (6, A),

o0

fir f(z) =1ist f(A) =1, also

/_ " (6, Ba) = (600,

[e.e]

Weiter wollen wir eine fundamentale Relation zwischen unitaren und Hermiteschen
Operatoren hier angeben.

Sei -
H :/ r dE,.
Dann definiert ~
©.Uw) = [ d(o. B

den unitdren Operator U; = €™ (unitéir da (e7%%)*e® = 1) mit
UlUp = Upyp und Uy=1.
Das Stone’sche Theorem liefert die Umkehrung dieser Beziehung. Ist also
UUpy =Upypy und Uy=1 und (¢,Ut)) stetigin t
dann gibt es einen eindeutigen selbstadjungierten Operator H mit:
[ — oitH

tH ist der sog. infinitisimale Erzeuger von U.

Ein Vektor ¢ ist im Definitionebereich von H genau dann, wenn (1/it)(U; — 1) fiir
t — 0 konvergiert, dann gilt auch (1/it)(U; — 1)y — H1.

1H ist der sogenannte infinitisimale Erzeuger von U.

Ist also Uy im Definitionsbereich von H, dann gilt

1
E(UAt_l)Ut¢ — HUw
1
E(Ut+At_Ut)¢ — HUw

also fir At — 0

.0
—ZaUﬂ/} = HUtw

Bezispiele

e Translationen
Sei 7 := (R, +) die Translationsgtuppe und

Ut)y(z) = Pz +1).

8



Der unitére Operator erfiillt offenbar die Bedingungen
UUp =Uppy und Uy=1 und (¢,U1) stetigin t
CUWE) —b) e ) - ) D

10 it 10 it “ior T
Die z-Komponente des Impulsoperators erzeugt die Translationsbewegung in
z-Richtung.

e Ein weiteres wichtiges Beispiel ist der Zeitentwicklungsoperator fiir ein Pro-
blem mit zeitunabhingigem Hamilton-Operator.

(1)) = Ult, to)|1(to)) U(t, ty) = et H(t=t)

Der Hamiltonoperator erzeugt die Zeitentwicklung des Systems.
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