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1 Einleitung

Das Pfadintegral wurde 1948 von Richard Phillip Feynman entwickelt. Dies
war erst moglich, nachdem Wiener 1923 die mathematischen Grundlagen in sei-
ner Arbeit zur Brown’schen Molekularbewegung definierte und Dirac im Jahre
1933 einen Artikel iiber den Kurzzeitpropagator versffentlichte, der fiir das Pfa-
dintegral benéttigt wird. Als Feynman dann um 1940 nach einer Verkniipfung
zwischen der klassischen Mechanik, insbesondere dem Hamilton’schen Prinzip,
und der Quantenmechanik suchte, fand er sie in Diracs Arbeit und konnte so
das Pfadintegral definieren.

Inzwischen ist der Pfadintegralformalismus sehr gut entwickelt, selbst das Was-
serstoffatom wurde 1979 korrekt mit Hilfe des Pfadintegrals beschrieben.

2 Lagrange-Formalismus

Da wir spéter die klassische Wirkung und somit die Lagrange-Funktion, sowie
die Lagrange-Gleichung bendétigen, hier eine kurze Wiederholung des Lagrange-
Formalismus:

Der Lagrange-Formalismus eignet sich besonders gut fiir Systeme mit Zwangs-
bedingungen zur Herleitung der Bewegungsgleichung. Hierbei betrachtet man
generalisierte Koordinaten ¢1, ..., g,, in die die Zwangsbedingungen schon ein-
gearbeitet sind. AuBerdem ist zu beachten, dass die Koordinaten ¢; unabhéngig
sind von ihrer jeweiligen zeitlichen Ableitung ¢; fiir alle 1 =1...n.

Die Lagrange-Funktion ist definiert als L =T —V, wobei T die kinetische Ener-
gie und V das zu Grunde liegende Potential ist. Nun kann man mit Hilfe des
Hamilton’schen Prinzips die Lagrange-Gleichung

doL 9L _

- _ _ =1
atog  og

N (1)

herleiten.

Das Hamilton’sche Prinzip besagt, dass die Bewegung eines mechanischen Sy-
stems zwischen den Zeiten t; und to derart erfolgt, dass das Wirkungsintegral
(die Wirkung) extremal wird. Hierbei ist die Wirkung definiert als
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mit ¢ = (g1, ..., qn) und ¢ = (g1, ..., Gn)-
Um nun Segztremar 20 berechnen, verwendet man Variationsrechnung:



y Definiere also die Funktion

" g(z) == y(z) + en(z)

) mit e als Parameter und 7 beliebiger differen-
zierbarer Funktion mit n(z1) = n(xz) = 0.
+ ' yx Somit haben § und y die gleichen Anfangs-
1 . und Endpunkte, dazwischen kann jedoch je-
der mogliche Weg angenommen werden.
Wenn jetzt also S =: I(g) extremal werden soll, ist dies gleichbedeutend mit
dfi(;) |e=0 = 0. Also erhalten wir mit ¢’ = %:
die) / 015 ) dj , 0(5.7\2) i’ ;.
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wobei im zweiten Schritt Z—g = n und Z—Z = 1’ benutzt wurde und das Integral
an der Stelle ¢ = 0 ausgewertet wurde.

Integriert man nun in letzter Gleichung den zweiten Term partiell, so erhélt
man mit n(z1) = n(xs) =0

die)| _ [ (ofyy.z) dIof(y.y,x) i
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Hierbei ist g(x) = 0 gerade die Euler-Lagrange-Gleichung. Somit erhalten wir
also, wie oben behauptet, als Bedingung fiir die Extremalitéit von S die Euler-
Lagrange-Gleichung.

3 Das Pfadintegral

Wenn wir nun das Pfadintegral
herleiten mochten, sehen wir uns
zundchst einmal die Ubergangsam-
plitude (z|U(t)ly) an (hierbei ist
Y x  U(t) = Ulti,to) = expli(ts — to)H]
der Zeitentwicklungsoperator), da das
Quadrat dieser Amplitude die Wahr-
scheinlichkeit dafiir beschreibt, dass
sich das Teilchen zum Zeitpunkt t5 am
Schirm Ort y und zum Zeitpunkt ¢; am Ort z
befindet.
Man kénnte nun also die Behauptung aufstellen, dass man die Ubergangsampli-
tude erhélt, indem man iiber jeden méglichen Pfad von y nach x integriert, also:
(z,t1ly, to) = [ Alz(t)]D[z(t)], wobei A[z(t)] ein noch zu bestimmendes Funk-
tional in Abhéngigkeit der Funktion z(t) ist und D[z(t)] ein noch unbekanntes
Integrationsmas.




3.1 freies Teilchen

Zunichst einmal betrachten wir das freie Teilchen, fiir das der Hamiltonoperator
2

definiert ist als H = Hy = &~

2m*
Auflerdem miissen wir uns an folgende Relationen erinnern:

e 1= [|p)(p|dp (x) vollstéindige Eins

o (pl¢) = \/217716_%;05 (+x) Eigenfunktion des Impusloperators in Darstel-

lung ebener Wellen

Wenn wir nun tg = 0 und t1 =t setzten, erhalten wir also mit dem Zeitentwick-
lungsoperator U(t) fiir die Ubergangsamplitude:
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Mit dem GauB’schen Integral [ e~ BT by — \/2%637 und @ = #& und

b= %(x —y) erhalten wir also fiir die Ubergangsamplitude des freien Teilchens:

_i m P (p—qy)2
<3:|e th|y> = Mme 2he (B=Y)", (4)

3.2 Teilchen in beliebigen nur vom Ort abhingenden Po-
tential

Nun wollen wir uns die Ubergangsamplitude fiir Teilchen mit Potential anse-
hen. Fiir diesen Fall hat der Hamiltonoperator im Allgemeinen fiir ein nur vom
Ort abhéngendes Potential die Form H = 2% + V(z) = Hyo + V. Mit diesem
Hamiltonoperator lisst sich nun leider die Ubergangsamplitude nicht mehr ex-
akt berechnen, wir miissen also eine Niaherung verwenden. Diese gilt fiir kleine
Zeiten, so dass wir im Folgenden t = € setzten werden. Somit ergibt sich fiir
unseren Zeitentwicklungsoperator U (t)

U(t) — U = e~ wHe = g=AHo+V)
wobei A = % ist.
Nun koénnen wir die Baker-Hausdorff-Formel fiir Operatoren in e-Funktionen
anwenden:

e MHTV) — o=AF o= MHoo=Ag 4 O(e2) = W, + 0(e%)

Der Vorteil dieser Darstellung liegt nun darin, dass wir die Ubergangsamplitude
von W, berechnen kénnen:

_\Vv _ _\Yv
(@Wely) = (alerze Moe o y)

- e—%v(w)<x‘e—>\Ho|y>e—%V(y)




wobei im zweiten Schritt verwendet wurde, dass V diagonal ist, was gleichbe-
deutend ist mit e~V |z;) = |z;) e”V(®) Im letzten Schritt konnten wir mit
Gleichung 4 die Ubergangsamplitude fiir das freie Teilchen einfach einsetzen.
Nun haben wir also das Ergebnis fiir kleine Zeiten e.

Da man sich meist fiir groflere Zeiten
interessiert, moéchten wir uns jetzt das
€ ganze mal fiir die Zeit ¢ = Ne ansehen

H A Dies bedeutet, dass man das Zeitinter-

) t vall ¢ in N Stiicke der Linge ¢ unter-
! teilt (s. Abb.). Hierfiir kann man also
N mit Hilfe der Funktionalgleichung der

e-Funktion schreiben:
e~ mHt — e*%Hf) =W +0(e2).
Fiir den Limes N — oo ergibt sich dann die Trotter-Produktformel:

e~ wHt = Jim W.V.
N—oo

Nun kénnen wir also die Ubergangsamplitude fiir beliebige Zeiten berechnen.
Dazu setzten wir zur Ubersichtlichkeit 2y := y und zn = z.
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Hierbei wurden bei (x) N —1 vollstindige Einsen eingefiihrt, auflerdem wurde die
Trotter-Produktformel eingesetzt. Der letzte Schritt ergibt sich, wenn man fiir
alle Ubergangsamplituden <:cj |We |:Cj71> das Ergebnis nach Gleichung 5 einsetzt.
Betrachtet man nun den Exponenten der e-Fkt. £S. genauer, kann man die
Summe vorziehen und nach teilen durch £ erhélt man:

S.=23 {m (‘) - (V(z) +v<xj1>>}

j=1

Wenn man nun den Kontinuumslimes N — oo und somit € = % — 0 bildet
und z; := x(t}) schreibt, geht die Summe mittels Riemann’scher Summe in ein

Integral iiber und der Term

2= wird zum Differenzenquotienten. Also folgt:

m.o

S. = S[a] = /Ot {Ex v (x(t’))} dt'.

Diesen Ausdruck kennen wir allerdings schon, denn der Integrand ist nichts an-
deres als die kinetische Energie minus der potentiellen Energie, also gerade die
Lagrange-Funktion.



Hiermit erhalten wir also mit Gleichung 6 fiir die Ubergangsamplitude

<x|67%Ht|y> z/e%SDx (7)

wobei

t
S = Sha]= / L(z, i, ')t
0

w|Z
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P = Duol = (52

) dz(t) ... de(ty_1)

und den Randbedingungen z(0) = y, z(t) = .
Hierbei ist zu beachten, dass der Limes N — oo immer erst nach Ausfiihrung
der Integration zu bilden ist.

Bemerkungen

e Die obige Darstellung der Ubergangsamplitude (Gleichung 7) ist unabhiingig
von Operatoren, also haben wir das gesuchte Pfadintegral gefunden.

e Die Dimension des Integrals ist unendlich.

e Das Integral wird auch Funktionalintegral genannt, da {iber eine Menge
von Funktionen integriert wird.

e Der Integrand enthélt die klassische Wirkung fiir den jeweiligen Pfad, diese
kennen wir schon.

e Im Gegensatz zur klassischen Mechanik tragen in der Quantenmechanik
alle Wege zum Pfadintegral bei, in der klassischen Mechanik wird nur der
Weg mit §S = 0 (Extremalprinzip) durchlaufen.

4 Beispiel: Der harmonische Oszillator

Kommen wir nun zu einem typischen Beispiel in der Physik, das wir auch hier
verwenden wollen: der harmonische Oszillator. Zun#chst bendtigen wir aber
noch ein Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis, und zwar die Funktionalablei-
tung.

4.1 Funktionalableitung

Da wir im Folgenden die Funktionalableitung % bendétigen, miissen wir uns

einmal die Definition der Funktionalableitung genauer ansehen:

oF
0F[x] = | ds——9¢ .
o = [ dsiisdats
Dies kann man sich in Analogie zur totalen Ableitung
of
df = dx;



vorstellen. Wenn wir nun also %fs) berechnen wollen, sehen wir uns noch einmal
Gleichung 3 an. Hier entsprach die linke Seite gerade der Variation 4.5 und n(x)
entsprach der Variation um den urspriinglichen Weg §(x). Also erhalten wir fiir
die Funktionalableitung von S die Euler-Lagrange-Gleichung:

05 _ _d0L(x(t),2(t))  OL(x(t),i(t))
dx(t) Cdt i oz
58S . d !
52(0) = —mi(t) + %V(,T(t» =0. (8)

4.2 Berechnung

Jetzt kénnen wir also versuchen, die Ubergangsamplitude (Green’sche Funktion)
des harmonischen Oszillators zu berechnen. Dazu bendtigen wir zunéchst die
Lagrangefunktion des harmonischen Oszillators

Auflerdem kennen wir schon die klassische Losung der Bewegungsgleichung
2k (t) mit den Randbedingungen xy;(t,) = z, und xg(ty) = zp.

Wiéhlen wir also wie bei der Variationsrechnung einen beliebigen Pfad z(t) =
2k (t) + y(t) mit den Randbedingungen y(t,) = y(tp) = 0.

Wenn wir die Ubergangsamplitude berechnen wollen, bendtigen wir nach Glei-
chung 7 die Wirkung S[z]. Diese wird dann zur Wirkung S|x; + y], welche wir
um den klassischen Pfad x;taylorentwickeln (sattelpunktentwickeln) kénnen.
Wir erhalten:

Sla] = S[mklw/tbdt 55 /t /tbdtdt g(lg,) y() y(t').

?
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Da S eine quadratische Wirkung ist, endet die Entwicklung nach dem 3. Term.
Berechnen wir die zweifache Funktionalableitung von S, wir erhalten:

625 [ - 1) S 6 )
W - 556(25') 5$(t) = (5$(t') (—mx(t) —mwzx(t))
= th St —t') —mw?(t — 1))
d2

Setzt man dies Ergebnis oben wieder ein, erhalt man:

Sz} = Sl ——/b/bdtdt @ﬂu) y(t) y(t)5(t —t)

~ S+ / it (Gu0)” - (o))

=t Szl + Sy



Somit kénnen wir nun also die Green’sche Funktion (Ubergangsamplitude) des
harmonischen Oszillators aufstellen:

G(Tp, ty; g, ty) = /e%s[x]D[x] — erSlenl . / e%s[y]Dy.

y(ta)=0

y(ty)=0
Hierbei wurde verwendet, dass S[zy;] nur noch vom Anfangs- und Endort abhéngt
und man die e-Fkt. deshalb aus dem Integral herausziehen kann. Das Pfadin-
tegral ist unabhéngig vom Anfangs- und Endort, da y(t,) = y(tp) = 0 gewihlt
wurde. Es héngt jedoch noch von der Zeitdifferenz t, — t;, := T ab. Da das
Pfadintegral aber Invariant unter Zeittranslation ist, kann man im Folgenden
auch die Zeitspanne 0 — T' betrachten.
Betrachten wir zunéichst also die klassische Losung xy;. Hierfiir wurde meist der
Ansatz x; = Asinwt + Bcoswt verwendet. Mit Hilfe der Anfangsbedingun-
gen zy(ty) = xa und zp(tp) = xp kann man nun die Koeffizienten A und B
berechnen und erhélt:

1
sinwT

xR (t) = [(xb coswty — Ty coswiy) sinwt + (x4 sinwty, — xp sinwt, ) cos wt]
Dies wiederum konnen wir in die Lagrangegleichung (siehe Gleichung 1) einset-
zen und das Wirkungsintegral geméfl Gleichung 2 berechnen. Wir erhalten also
fiir die klassische Wirkung:

mw

Slow] = 2sinwT

(27 + 22) cos wT — 2x47p).
Nun miissen wir also noch den Fluktuationsterm F/(T) := [ e S Dy berechnen.
Dazu sehen wir uns die Wirkung S[y] an, die wir definiert hatten als

T
Sly] = %/0 (* — wy?)dt

part. Int. m [T d?
=2 [y (<4 - ) e

Durch die partielle Integration haben wir den Operator (—% — w?) erhalten.
Um das Integral 16sen zu kénnen, iiberlegen wir uns zunéchst, welche Wirkung
dieser Operator auf die Funktion y(¢) hat. Dabei kénnen wir uns an das Teil-
chen im Potentialtopf der Breite T mit unendlich hohen Winden erinnern. Hier
haben die Eigenfunktionen die gleichen Randbedingungen wie unsere Funktion
y, denn sie verschwinden beide am Rand. Fiir das Teilchen im Topf hatten wir
die Eigenfunktionen

2 t
yn(t):\/fsin%, n=1,2,3...

bereits berechnet. Diese bilden ein vollstdndiges Orthonormalsystem, wie sich
leicht tiberpriifen ldsst. Wir kénnen jetzt auch die Funktion y mit Hilfe der y,
darstellen, ndmlich:

y(t) = 3 anyald).



Auflerdem koénnen wir die Eigenwerte unseres Operators bezogen auf die Funk-
tionen y, (t) berechnen:

d> n?m?
(—dt2—w2) yn(t) = ( Tz —wQ)yn(t).
Hiermit kénnen wir jetzt also fiir S[y] schreiben:
T 2
m d 9
— )| ——5 — t)dt
5 [ v (<5 )

- TS/OT <§:amym> (i)\nanyn> dt

m=1 n=1

m oo
n=1

Sly]

Hierbei wurde die Orthonormalitét der y,, verwendet.
Um den Fluktuationsterm zu berechnen, stellt sich nun die Frage nach dem
Dy. Dies geht nun also iiber in Dy = J[[ >, da,, wobei J ein unbestimmter
Normierungsfaktor ist. Damit erhalten wir fiir F/(T):

FT) = / Slipy 2 / I] % = e da,
n=1
JH/e%%A"“idan
n=1
TTT (™0 .

Bleibt also J zu bestimmen und da wir dies nicht berechnen wollen, greifen
wir zu einem kleinen Trick: Wir sehen uns an, was passiert, wenn wir den Li-

mes w — 0 betrachten. Dann erhalten wir nédmlich das freie Teilchen, dessen
1

Amplitude F(T)|y—o = Fo(T) = (529%7) > wir schon kennen (siche Gl. 4). Die

dazugehorigen Eigenwerte ergeben sich dann zu )\7(10) =

T

Wenn wir nun also das Verhéltnis F/(T')/Fy(T) berechnen, erhalten wir:
F(T) ﬁ Ml ﬁ TR [sinwT]

F(T)|w=0 el DY N n2m2 | wT '

Also folgt fiir den Fluktuationsterm F'(T):

1
F(T inwl\ 2 3 3
D)y = (D) () o ()
Fo(T) wT 2mihT 2mihsinwT
Jetzt konnen wir also die Green’sche Funktion fiir den harmonischen Ozillator,
die sog. Mehlerformel hinschreiben:

7L27T2
2

mw 3 1 mw
G(xp, ty; Tas ta =<7) ——— [(«? 2 T — 2x,
(2, i Ta, ta) 2mihsinwT eXp{Qh sinwT [(xb ) cosw v xb]




Mit Hilfe dieser Formel lassen sich die interessanten Grofien des harmonischen
Oszillators berechnen. Wir mochten uns dies am Beispiel der Energieeigenwerte
einmal ansehen.

Da Sp(e” #H7T) := (z]e~ hHT|a:> folgt im Ortsraum:

i

Sp(e=#MT)

/00 G(z,T;x,0)dz

_ mw o
( )é 2rhsinwT 2
2mh sin wT 2imw(1 — coswT)

_ 1 : 1
 \22(1—coswT))  2isin 4T

—ieT geom. OO

_ e 2_ - Reihe Ze_iw(n+%)T'
1l—e™

n=0

Wobei zunichst in die Mehlersche Formel eingesetzt wurde und spéter ein Addi-
tionstheorem, sowie die Exponentialdarstellung der Sinusfunktion benutzt wur-
de.

Da nun aufgrund der Wahl einer Orthonormalbasis bei der Spurbildung

Sp(e ;LHT) ZefﬁE T

n

1
E, = hw — .
<n+2)

Mit weiteren Berechnungen kann man aus der Mehlerschen Formel auch die
Wellenfunktion des harmonischen Oszillators berechnen, dies soll hier aber nicht
gezeigt werden.

gilt, folgt durch Vergleich

5 Vor- und Nachteile des Pfadintegrals

Die Darstellung im Pfadintegralformalismus hat neben vielen guten Seiten al-
lerdings auch einige Schwéchen. Wir wollen uns dies einmal genauer ansehen.

Nachteile  * Das Integrationsmaf fiir das Funktionalintegral ist nicht richtig defi-
niert, da nicht iiber ein Kompaktum integriert wird, denn es handelt
sich um ein unendlichdimensionales Integral.

* Man erhilt ein Problem, da €' oszilliert und so das Integral nicht
konvergieren muss.
Vorteile  x Das Pfadintegral ist relativistisch invariant.
x HEs bietet ein sehr anschauliches Verfahren ohne Operatoren.

* Es gibt eine sehr iibersichtliche Herleitung der Feynmanregeln mit
hilfe der Pfadintegrale.



Fiir die Nachteile gibt es natiirlich entsprechende Verfahren, um sie zu beheben.
So verwendet man z.B. eine Rotation ins Euklidische. Hierbei verwendet man
eine Pseudozeit 7 = it, wodurch man e~°# erhilt, wobei Sg die euklidische
Wirkung ist. Dies ist allerdings exponentiell geddmpften und obiges Integral
konvergiert.

6 Verwendung des Pfadintegrals

Das Pfadintegral wird in vielen Bereichen oft genutzt, hier einige Beispiele:

1. Berechnung von Teilchenbahnen in Gegenwart von magn. Flufirhren
(Aharanov-Bohm-Effekt)

2. Berechnung von Teilchenmassen (z.B. Mesonen) durch eukl. Feynmansches
zeitgegittertes Pfadintegral
(nichtstorungstheoretische Methoden)

3. Berechnung von Tunnelph&nomenen
4. Berechnung von theormodynamischen Zustandssummen

5. Chemie: Pfadintegralbeschreibung von Polymeren
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