
Bitte beschäftigen Sie sich mit folgenden Aspekten aus 
dem Gebiet „Schwache Wechselwirkung“:

1)Reproduzieren Sie die Lösungen der Dirac-Gleichungen

2)Überprüfen Sie alle vorkommenden Gleichungen



mit:

Lösungen der Dirac-GleichungLösungen der Dirac-Gleichung
(hier: freies Teilchen)(hier: freies Teilchen)

( ) 0i mµ
µγ ∂ − Ψ =( ) 0i mµ
µγ ∂ − Ψ =

Ansatz:

Definitionen:Definitionen:
Hinweis: a ist Matrix !!)Hinweis: a ist Matrix !!)

∃ 4 Lösungen (Eigenwerte) zu 4 Eigenvektoren∃ 4 Lösungen (Eigenwerte) zu 4 Eigenvektoren

multipliziere mit  γ0multipliziere mit  γ0

( ) ip xu p e
µ

µ−Ψ = ( ) ip xu p e
µ

µ−Ψ =
ip x ip xe ip e

µ µ
µ µ

µ µ
− −∂ = −
ip x ip xe ip e

µ µ
µ µ

µ µ
− −∂ = − ( ) ( ) 0p m u pµ

µγ − =( ) ( ) 0p m u pµ
µγ − =

( ) 0p m u− =( ) 0p m u− =0
0

k
ka a a aµ

µγ γ γ= = −0
0

k
ka a a aµ

µγ γ γ= = −

( )0
0 0p p m uγ γ− ⋅ − =( )0
0 0p p m uγ γ− ⋅ − =

0 0 0 0 0

1 1
0E p m uγ γ γ γ α γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟− ⋅ − =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 0 0 0 0

1 1
0E p m uγ γ γ γ α γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟− ⋅ − =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )p m u Euα β⋅ + =( )p m u Euα β⋅ + =

!!



triviale Lösung:triviale Lösung: 0p = 0p =A
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Lösung mit Lösung mit 

erinnere:erinnere:
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1 Lösungen mit positiver EnergieLösungen mit positiver Energie
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Lösung 1:Lösung 1:
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Lösung 2:Lösung 2:



2 Lösungen mit negativer EnergieLösungen mit negativer Energie

Lösung 3:Lösung 3:

Lösung 4:Lösung 4:

noch zu zeigen: 
E ist negativ !!
noch zu zeigen: 
E ist negativ !!
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Nachweis der RichtigkeitNachweis der Richtigkeit
(Berechnung der E-Eigenwerte)(Berechnung der E-Eigenwerte)

für Lösung 1   (E positiv)für Lösung 1   (E positiv)
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für Lösung 3   (E negativ)für Lösung 3   (E negativ)

( )

3

2

3

3 3

pm pp E mm p E m
p m

m
E m

p

σ σ χσ χσ
σ

χ χ
σ

⎛ ⎞⎡ ⎤⋅
− +

− ⋅

⋅⎜ ⎟⎢ ⎥− ⋅⎛ ⎞ +⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦⋅ ⎜ ⎟⎛ ⎞ + ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎡ ⎤⋅ − ⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎢ ⎥−⎜ ⎟⎝ ⎠ +⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠

( )

3

2

3

3 3

pm pp E mm p E m
p m

m
E m

p

σ σ χσ χσ
σ

χ χ
σ

⎛ ⎞⎡ ⎤⋅
− +

− ⋅

⋅⎜ ⎟⎢ ⎥− ⋅⎛ ⎞ +⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦⋅ ⎜ ⎟⎛ ⎞ + ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎡ ⎤⋅ − ⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎢ ⎥−⎜ ⎟⎝ ⎠ +⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠

3
3

2 2
3 3

σ χ σ χ

χ χ

⋅ ⎞⎛ − + +⎡ ⎤ − ⋅ ⎞⎛⎟⎜ ⎣ ⎦ + − ⎟⎜⎟⎜ += = ⎟⎜⎟⎜ ⎡ ⎤− ⎟⎜⎟⎜ − − −⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎜ ⎟+⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

pm E m pE m E
E m

E m m E
E m

3
3

2 2
3 3

σ χ σ χ

χ χ

⋅ ⎞⎛ − + +⎡ ⎤ − ⋅ ⎞⎛⎟⎜ ⎣ ⎦ + − ⎟⎜⎟⎜ += = ⎟⎜⎟⎜ ⎡ ⎤− ⎟⎜⎟⎜ − − −⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎜ ⎟+⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

pm E m pE m E
E m

E m m E
E m

! !! !3E u= − 3E u= −



Interpretation der LösungenInterpretation der Lösungen
was bedeutet die zusätzliche Verdoppelung (neben ±E) des 
Lösungsraums
was bedeutet die zusätzliche Verdoppelung (neben ±E) des 
Lösungsraums
was bedeutet „negative Energie“was bedeutet „negative Energie“

(Zur Vereinfachung:    p = pZ)(Zur Vereinfachung:    p = pZ)

Antwort: u1, u2 sind Teilchen (Fermionen) mit positiver Energie 
und jeweils entgegengesetzter Spinorientierung

u3, u4 sind Teilchen (Fermionen) mit negativer Energie 
und jeweils entgegengesetzter Spinorientierung

u1, u2 sind Teilchen (Fermionen) mit positiver Energie 
und jeweils entgegengesetzter Spinorientierung

u3, u4 sind Teilchen (Fermionen) mit negativer Energie 
und jeweils entgegengesetzter Spinorientierung
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zu 1 definiere     Helizitätsoperator oder Spinprojektion auf die 
Bewegungsrichtung
definiere     Helizitätsoperator oder Spinprojektion auf die 
Bewegungsrichtung
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Die Helizität h (mit Eigenwerten                 ) ist eine 
„gute“ Quantenzahl, die die Spinorientierung längs 
der Bewegungsrichtung beschreibt.

Die Helizität h (mit Eigenwerten                 ) ist eine 
„gute“ Quantenzahl, die die Spinorientierung längs 
der Bewegungsrichtung beschreibt.
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ist die einzige ausgezeichnete Achse 
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ppHinweis 1:Hinweis 1:

ist i.a. keine konstante der Bewegung, 

die Kombination                      ist jedoch 
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(negative Energie?)(negative Energie?)

Interpretation:Interpretation: Die zwei Lösungen mit negativer Energie 
(Fermion mit negativer Energie) lassen sich mit 
„Anti-Fermionen“ in Verbindung bringen.

Die zwei Lösungen mit negativer Energie 
(Fermion mit negativer Energie) lassen sich mit 
„Anti-Fermionen“ in Verbindung bringen.

Das Anti-Teilchen der Energie E, Impuls      wird beschrieben 
durch die                   -Lösungen des Teilchens.
Das Anti-Teilchen der Energie E, Impuls      wird beschrieben 
durch die                   -Lösungen des Teilchens.

beachte Indizesbeachte Indizes

oder

oder

Antiteilchen vonAntiteilchen von

Negative Lösung, SpinNegative Lösung, Spin Positive Lösung, SpinPositive Lösung, Spin
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Teilchen („T“) / Antiteilchen („A“) - BildTeilchen („T“) / Antiteilchen („A“) - Bild

Es gibt zwei Helizitätszustände für ein Dirac-TeilchenEs gibt zwei Helizitätszustände für ein Dirac-Teilchen
oderoder

Die Dirac-Theorie liefert für alle Dirac-Teilchen den „g“-Faktor g = 2. 
Besitzt ein Spin-1/2 Teilchen einen g ≠ 2 g-Faktor, so ist dieses kein 
Elementarteilchen („Punktteilchen“) 
(abgesehen von Korrekturtermen höherer Ordnung)

Die Dirac-Theorie liefert für alle Dirac-Teilchen den „g“-Faktor g = 2. 
Besitzt ein Spin-1/2 Teilchen einen g ≠ 2 g-Faktor, so ist dieses kein 
Elementarteilchen („Punktteilchen“) 
(abgesehen von Korrekturtermen höherer Ordnung)

innere Struktur 
(Beispiel: Proton, Neutron)

innere Struktur 
(Beispiel: Proton, Neutron)
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Lösung der Dirac-Gleichung für freies TeilchenLösung der Dirac-Gleichung für freies Teilchen
Zusammenfassung
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Es gibt 4 Lösungen mit jeweils positiver und negativer 
Energie,  und positiver und negativer Helizität
Es gibt 4 Lösungen mit jeweils positiver und negativer 
Energie,  und positiver und negativer Helizität
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Helizitäten, Händigkeiten, Gamma5´s und alle diese SachenHelizitäten, Händigkeiten, Gamma5´s und alle diese Sachen

HelizitätsprojektorHelizitätsprojektor
im relativistischen Limitim relativistischen Limit

Beweis: (benutze Standard-Darstellung der γ´s)(benutze Standard-Darstellung der γ´s)

S = 1, 2S = 1, 2
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ist Projektor auf Helizität „-“ (linkshändige Komponente)ist Projektor auf Helizität „-“ (linkshändige Komponente)

ist Projektor auf Helizität „+“ (rechtshändige Komponente)ist Projektor auf Helizität „+“ (rechtshändige Komponente)

im relativistischen Limitim relativistischen Limit
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Weitere wichtige BeziehungenWeitere wichtige Beziehungen

!! Stromoperator !!!! Stromoperator !!
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d.h.: da e-m-Kopplung vom Typ                  ist, gibt esd.h.: da e-m-Kopplung vom Typ                  ist, gibt es

1.) keine Helizitätsübergänge1.) keine Helizitätsübergänge
2.) keine Paritätsbrechnung2.) keine Paritätsbrechnung

( )µγΨ Ψ( )µγΨ Ψ

Operator der schwachen WechselwirkungOperator der schwachen Wechselwirkung

Vektor – Axialvektor KopplungVektor – Axialvektor Kopplung

!!

!!
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d.h.: Eine WW der Form                                       (V-A Form) lässt nur 

linkshändige   Teilchen miteinander wechselwirken

(damit maximal paritätsverletzend !!)

d.h.: Eine WW der Form                                       (V-A Form) lässt nur 

linkshändige   Teilchen miteinander wechselwirken

(damit maximal paritätsverletzend !!)

Da e: = eR + eL kann nur die linkshändige Komponente             
(beachte Masse !!) an der schwachen WW teilnehmen.
Da e: = eR + eL kann nur die linkshändige Komponente             
(beachte Masse !!) an der schwachen WW teilnehmen.
masselose Fermionen (Neutrinos) - Eigenschaftenmasselose Fermionen (Neutrinos) - Eigenschaften
Dirac GL:Dirac GL:
für m = 0:für m = 0:

entkoppeltentkoppelt

oder:oder: es gibt:es gibt:

E = p !!E = p !!

( )5 51µ µ µγ γ γ γ γ− = −( )5 51µ µ µγ γ γ γ γ− = −

( )51 ~ Le eγ−( )51 ~ Le eγ−

( )H p mα βΨ = ⋅ + Ψ( )H p mα βΨ = ⋅ + Ψ
E pφ σ φ= ⋅E pφ σ φ= ⋅
E pχ σ χ= − ⋅E pχ σ χ= − ⋅

p̂φ σ φ= ⋅ p̂φ σ φ= ⋅

p̂χ σ χ= − ⋅ p̂χ σ χ= − ⋅

,  ,  ,  L R L Rν ν ν ν,  ,  ,  L R L Rν ν ν ν
1  1  1  1h = − + − +1  1  1  1h = − + − +

PP h=+1h=+1h=-1h=-1 :  
:  

P r r
P r p r p

⎯⎯→ −
× ⎯⎯→ ×

:  
:  

P r r
P r p r p

⎯⎯→ −
× ⎯⎯→ ×



Frage: Wer sind die 4 NeutrinosWer sind die 4 Neutrinos

Antwort: Wir kennen nur 2Wir kennen nur 2?? ??
Für                 und WW vom Typ (V-A) bleiben die rechtshändigen  ν
unsichtbar
Für                 und WW vom Typ (V-A) bleiben die rechtshändigen  ν
unsichtbar

( ) 0m ν =( ) 0m ν =

FürFür

Komponenten beider Helizitäten nehmen an der schwachen WW teil:Komponenten beider Helizitäten nehmen an der schwachen WW teil:

( ) 51 1 ˆ0   
2 2

ν γ≠ ≠ Σ ⋅m p( ) 51 1 ˆ0   
2 2

ν γ≠ ≠ Σ ⋅m p

rechtshändigrechtshändig

linkshändiglinkshändig

Ln p e ν−⎯⎯→ + + Ln p e ν−⎯⎯→ + +d.h.:d.h.:

⎯⎯→n ν−+ + Rp e⎯⎯→n ν−+ + Rp e

endliche Masse führt noch nicht (notwendigerweise) 
zum Effekt der Oszillation
endliche Masse führt noch nicht (notwendigerweise) 
zum Effekt der Oszillation

Vorsicht:


