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1 EinleitungÜber einen langen Zeitraum wurden Neutrinos als masselose Teil
hen betra
h-tet, bevor Neutrinooszillationsexperimente zeigen konnten, dass Neutrinos eine� wenn au
h kleine � Masse tragen. Da Oszillationsexperimente nur auf die Dif-ferenzen der Neutrinomassenquadrate sensitiv sind, konnten sie zwar eine Unter-grenze für die Neutrinomasse angeben, jedo
h keine Aussage über die absoluteNeutrinomasse ma
hen. Obergrenzen für die Neutrinomasse wurden einerseitsin Laborexperimenten (Mainz und Troitsk) bestimmt, ergeben si
h aber au
haus kosmologis
hen Beoba
htungsmessdaten und Modellbildungen.Wegen der groÿen Anzahl von Neutrinos aus dem Urknall kann die genaueKenntnis der Neutrinomasse einen Beitrag leisten, die Entwi
klung des Univer-sums und die Bildung von Strukturen auf groÿen Skalen zu verstehen. Zusätzli
hhat sie eine groÿe Bedeutung für die Elementarteil
henphysik jenseits des Stan-dardmodells. Insgesamt gibt es eine Vielzahl von Motivationen für eine direkteBestimmung der Neutrinomasse im Labor.Derzeit wird das KATRIN (KArlsruhe TRItium Neutrino) Experiment aufge-baut mit dem Ziel, die Masse des Elektronantineutrinos mit einer Sensitivitätim sub-eV-Berei
h zu bestimmen. Bei dem Experiment wird wie bei den Vor-gängerexperimenten in Mainz und Troitsk das Energiespektrum der Elektronen,die beim Tritium-β-Zerfall entstehen, im Endpunktberei
h untersu
ht. Aus derKinematik des β-Zerfalls kann dann die Masse des Elektronantineutrinos mo-dellunabhängig bestimmt werden.Der Aufbau des KATRIN Experimentes setzt si
h zusammen aus einer Tritium-quelle, einer Transport- und Pumpstre
ke, Vor- und Hauptspektrometer sowieeinem Detektor. Die Tritiumquelle ist eine 10 m lange Röhre, in deren Mittemolekulares Tritiumgas eingeleitet wird. Die β-Elektronen des Tritiumzerfallsentstehen überall in der Quelle und müssen auf dem Weg zu den Spektrometernund zum Detektor einen Teil der Quelle dur
hlaufen. Auf diesem Weg könnensie Energie dur
h inelastis
he Stöÿe mit Tritiummolekülen verlieren und werdendann, falls sie transmittiert werden, am Detektor mit einer geringeren als ihrerStartenergie na
hgewiesen.Die Energieverlustprozesse der β-Elektronen in der Quelle liefern einen Beitragzur gesamten systematis
hen Unsi
herheit des KATRIN Experimentes, da sie zueiner Modi�kation der gemessenen Spektren transmittierter Elektronen führen.Bes
hrieben werden die Energieverlustprozesse dur
h die Energieverlustfunktion
f(∆E), die mit experimentellen Methoden mögli
hst präzise bestimmt werdenmuss.Ziel dieser Arbeit ist es, eine Methode zu entwi
keln und zu testen, mit der si
h1



1 Einleitungdie Energieverlustfunktion aus den gemessenen Spektren extrahieren lässt. Diedazu benötigten Analysemethoden bilden den Kern der vorliegenden Arbeit.Gliederung der Arbeit� Zu Beginn gibt Kapitel 2 einen Überbli
k über die theoretis
he und ge-s
hi
htli
he Entwi
klung der Neutrinophysik.� In Kapitel 3 wird zunä
hst erläutert, mit wel
her Methode die Neutrino-masse aus dem Tritium-β-Zerfall bestimmt werden kann. Dana
h wird dasPrinzip des MAC-E-Filters bes
hrieben, bevor die einzelnen Komponentendes KATRIN Experimentes vorgestellt werden.� Die mathematis
he Bes
hreibung der Transmission von Elektronen dur
hdie analytis
he Transmissionsfunktion erfolgt in Kapitel 4. Weiterhin wer-den die Streuprozesse von Elektronen in der Tritiumquelle behandelt unddie Antwortfunktion des KATRIN Experimentes näher erläutert, wel
hedie We
hselwirkungen von Elektronen in der Quelle berü
ksi
htigt.� In Kapitel 5 wird ein Computerprogramm vorgestellt, das Testmessungenmit einer Elektronenkanone zur Bestimmung der Energieverlustfunktionvor Beginn der eigentli
hen Messungen des KATRIN Experimentes si-muliert. Ans
hlieÿend erfolgt eine Bes
hreibung der Analyses
hritte zurErmittlung der Einfa
hstreufunktion ε1(∆E) aus den simulierten Messer-gebnissen. Mit dieser Funktion kann die eigentli
he Energieverlustfunktion
f(∆E) bestimmt werden.� Im Zentrum des Kapitels 6 steht die Bestimmung der Energieverlustfunk-tion f(∆E). Es werden drei vers
hiedene Methoden vorgestellt, mit denendie Funktion entfaltet werden kann.� Die Ergebnisse der drei Entfaltungsmethoden werden in Kapitel 7 quanti-tativ vergli
hen. Zusätzli
h wird ein alternatives Modell zur Bes
hreibungder Energieverluste der Elektronen in der Quelle vorgestellt und die Ent-faltungsmethoden erneut unter Verwendung dieses Modells getestet.� Am Ende dieser Arbeit steht in Kapitel 8 die Zusammenfassung der Er-gebnisse sowie ein Ausbli
k.
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2 Grundlagen der NeutrinophysikIn diesem Kapitel wird das Fors
hungsgebiet der Neutrinophysik umrissen. Da-bei werden die folgenden Fragen beantwortet: Was sind Neutrinos und woherkommen sie? Woher weiÿ man, dass Neutrinos eine Masse besitzen? Wie kanndie Neutrinomasse experimentell bestimmt werden?Und: Warum ist die genaue Kenntnis der Neutrinomasse so wi
htig? Die Be-antwortung dieser Frage ist glei
hzeitig die Motivation für das KATRIN Expe-riment, das in der Lage ist, die Obergrenze für die Masse des Elektronantineu-trinos auf m(νe) < 0.2 eV zu senken. Wird ein Signal gemessen, so kann eineNeutrinomasse von 0.35 eV (0.3 eV) mit 5σ (3σ) bestimmt werden.2.1 Ges
hi
htli
he Entwi
klung der NeutrinophysikZum Ende des 19. Jahrhunderts wurde die Strahlung natürli
her radioaktiverIsotope von Be
querel entde
kt und in drei Gruppen unterteilt: α- β- und γ-Strahlung. α-Strahlen wurden als Heliumkerne identi�ziert [Rut08℄, β-Strahlenals Elektronen [Kau02℄ und γ-Strahlen als ho
henergetis
he Photonen im MeV-Berei
h [Rut14℄. Während beim α- und γ-Zerfall ein diskretes Linienspektrumbeoba
htet wird, das 
harakteristis
h für einen Zweikörperzerfall ist, erhält manbeim β-Zerfall ein kontinuierli
hes Energiespektrum der Zerfallselektronen.Die Messung des kontinuierli
hen Spektrums von Chadwi
k [Cha14℄ im Jahre1914 stellte ein Problem dar, weil die fundamentalen Sätze der Energie- undDrehimpulserhaltung verletzt zu sein s
hienen. Um diese S
hwierigkeiten zu be-seitigen, postulierte Pauli 1930 ein drittes Teil
hen, wel
hes im β-Zerfall freige-setzt wird und die zusätzli
he Energie aufnehmen sollte [Pau30℄. Dieses lei
hteTeil
hen mit Spin 1/2, das elektris
h neutral sein und s
hwa
h we
hselwirkensollte, nannte er zunä
hst Neutron, na
h der Entde
kung des eigentli
hen Neu-trons dur
h Chadwi
k 1932 wurde es jedo
h 1934 von Fermi in Neutrino um-benannt. Fermi entwi
kelte zu dieser Zeit eine theoretis
he Bes
hreibung des
β-Zerfalls und leitete ein Verfahren her, bei dem aus der Form des Elektronen-Energiespektrums die Ruhemasse des Neutrinos bestimmt werden kann1 [Fer34℄.Erst 26 Jahre na
h Paulis Neutrinopostulat gelang Reines und Cowan 1956 derNa
hweis des Neutrinos2, na
hdem starke Neutrinoquellen aus den Zerfällen vonSpaltprodukten in Kernreaktoren zur Verfügung standen.1Dieses Verfahren wird au
h beim KATRIN Experiment angewandt und in Abs
hnitt 3.1näher bes
hrieben.2Genauer gesagt handelt es si
h um das Elektronantineutrino. 3



2 Grundlagen der NeutrinophysikDer grundlegende Na
hweisprozess des Experiments ist ein inverser β−-Zerfall
ν̄e + p → n + e+ (2.1)bei dem ein Proton p ein Elektronantineutrino ν̄e einfängt und unter Umwand-lung in ein Neutron n ein Positron e+ aussendet.Die experimentelle Anordnung bestand aus zwei Tanks mit wässriger Kadmi-um
hloridlösung, in denen die Elektronantineutrinos aus dem Savannah RiverReaktor gemäÿ (2.1) Neutronen und Positronen erzeugten. Gemessen wurdendie koinzidenten 511-keV Photonen, die bei der Positronenverni
htung emittiertwerden und die zeitli
h verzögerten Photonen, die bei der Neutroneneinfangre-aktion 113Cd → 114Cd∗ → 114Cd + γ entstehen. Na
hdem das Experiment anvers
hiedenen Reaktoren mit unters
hiedli
hen Anordnungen wiederholt wor-den war, konnte die Existenz des Elektronantineutrinos eindeutig belegt werden.Der Wirkungsquers
hnitt, der für die Reaktion (2.1) bestimmt wurde, beträgt

σ = (11 ± 2.6) · 10−44 
m2 [Rei59℄.1962 gelang es Lederman, S
hwartz und Steinberger, das Myonneutrino amBrookhaven AGS Bes
hleuniger na
hzuweisen [Dan62℄. Dazu traf ein ho
hener-getis
her Protonenstrahl auf ein Be-Target und erzeugte geladene Pionen π±,die gemäÿ der Reaktion
π+ → µ+ + νµ bzw. π− → µ− + ν̄µzerfallen. Die entstandenen Neutrinos νµ/ν̄µ erzeugten dur
h We
hselwirkungmit Materie geladene Myonen µ±, die na
hgewiesen werden konnten. Glei
hzei-tig gab es keinen Hinweis auf die Erzeugung von Elektronen oder Positronen

e±. Dies bedeutete, dass es mehr als eine Neutrinoart geben musste, und damitwar die zweite Neutrinogeneration entde
kt.In der 1960er Jahren des vergangenen Jahrhunderts wurde das Standardmo-dell der Elementarteil
henphysik entwi
kelt, wel
hes die fundamentalen Bau-steine der bekannten Materie und ihre We
hselwirkungsträger bes
hreibt. DieElementarteil
hen werden unterteilt in Quarks und Leptonen, die in drei Gene-rationen oder Familien mit jeweils einem Teil
henpaar angeordnet sind. Bei denQuarks, die drittelzahlige Ladungen +2/3 e bzw. −1/3 e tragen, bilden (u, d),(c, s) und (t, b) je eine Familie. Die Leptonen mit der Elementarladung −e bzw.0 werden in die Familien (νe, e), (µν , µ) und (ντ , τ) eingeteilt.Somit gibt es no
h eine dritte Generation von Neutrinos, die sogenannten Tau-neutrinos ντ , wel
he bisher ni
ht erwähnt worden sind und in den 1960er Jah-ren au
h no
h ni
ht bekannt waren3. Erst na
h der Entde
kung des Tauons
τ dur
h Perl im Jahr 1975, wurde die Existenz des zugehörigen Tauneutrinosvorhergesagt, wel
hes jedo
h erst 2000 beim DONUT-Experiment am Fermilabna
hgewiesen werden konnte [Kod01℄.Im Standardmodell sind Neutrinos masselos, jedo
h zeigten eine Reihe von Ex-perimenten seit den 1990er Jahren, dass Neutrinos Flavouroszillationen dur
h-führen können. Bei diesen Oszillationen handelt es si
h um die Umwandlung3Au
h die c-, t- und b-Quarks konnten erst in späteren Jahren na
hgewiesen werden.4



2.1 Ges
hi
htli
he Entwi
klung der Neutrinophysikeiner Neutrinoart in eine andere, na
hdem eine gewisse Wegstre
ke dur
hlau-fen worden ist. Bedeutsam sind die Neutrinooszillationen, weil sie nur unterfolgenden Voraussetzungen auftreten können:� Neutrinos werden als Eigenzustände der s
hwa
hen We
hselwirkung er-zeugt, wel
he ni
ht identis
h mit den Masseneigenzuständen sind, sonderneiner Überlagerung mehrerer Masseneigenzustände entspre
hen.� Die Masseneigenzustände haben vers
hiedene ni
ht vers
hwindene Mas-sen.Das Prinzip der Neutrinooszillationen soll am Beispiel der Mis
hung zweier Fla-vours kurz erläutert werden.In diesem Fall bilden die zwei Flavoureigenzustände να (α = e, µ) eine ni
httri-viale Überlagerung zweier Masseneigenzustände νi (i = 1, 2):
(

νe

νµ

)

=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)

︸ ︷︷ ︸

U

(
ν1

ν2

)

Hierbei ist U eine unitäre Mis
hungsmatrix und θ der sogenannte Mis
hungs-winkel. Vers
hiedene Masseneigenzustände propagieren unters
hiedli
h4 , daherwird abhängig von der zurü
kgelegten Wegstre
ke im Detektor entweder einElektron- oder Myonneutrino na
hgewiesen. Die Übergangswahrs
heinli
hkeitwird dur
h folgende Glei
hung bes
hrieben5:
P (νe → νµ) = sin2(2θ) · sin2

(
∆m2L

4E

) (2.2)
E ist die Energie der Neutrinos, L die zurü
kgelegte Wegstre
ke und ∆m2 =
|m2

2 − m2
1| die Di�erenz der Massenquadrate der Neutrinos ν1 und ν2.Der erste Hinweis auf Neutrinooszillationen kam 1968 vom Homestake-Experi-ment unter der Leitung von Davis. [Dav94℄. Bei Fusionsprozessen innerhalb derSonne entstehende Elektronantineutrinos wurden mit einem Chlordetektor inder Homestake-Mine aufgrund der Umwandlung von Chlor in Argon gemäÿ derReaktion νe +37Cl → 37Ar+e− gemessen. Der na
hgewiesene Neutrino�uss warjedo
h viel geringer als erwartet.Da das Sonnenmodell (Abk.: SSM für Standard Solar Model), wel
hes den Neu-trino�uss vorhergesagt hatte, immer wieder kritis
h überprüft und experimentellbestätigt wurde, konnte das Neutrinode�zit nur in den Eigens
haften der Neu-trinos selbst liegen, und es entwi
kelte si
h die Theorie der Neutrinooszillation.Mitte der 60er Jahre war eine Erklärung des reduzierten solaren Neutrino�ussesno
h ni
ht mögli
h, aber Davis erhielt 2002 den Nobelpreis für seine Beiträge4Die zeitli
he Entwi
klung der Masseneigenzustände ergibt si
h dur
h Anwendung des Zeit-entwi
klungsoperators |νi(t)〉 = e−iEit|νi〉.5In diesem Fall wird die Wahrs
heinli
hkeit bere
hnet, im Detektor ein Elektronneutrinona
hzuweisen. 5



2 Grundlagen der Neutrinophysikzur Astrophysik, im Besonderen für die Detektion solarer Neutrinos.Seit den 1990er Jahren bestätigten weitere Experimente wie GALLEX, SAGE,Kamiokande, Super-Kamiokande und SNO das Ergebnis des Homestake-Expe-rimentes. Experimente wie SNO, die neben dem Elektronneutrino�uss au
h die�avourunabhängige Neutrinointensität messen konnten, bestätigten die The-se der Neutrinooszillation. Der Super-Kamiokande Kollaboration gelang 1998ebenfalls der Na
hweis von Flavouroszillationen atmosphäris
her6 Neutrinos.S
hlieÿli
h konnten zu Beginn dieses Jahrtausends Oszillationen von Reaktor-und Bes
hleunigerneutrinos7 beim und KamLAND- und K2K-Experiment na
h-gewiesen werden.Die experimentelle Na
hweis von Neutrinooszillationen zeigt, dass Neutrinosni
ht masselos sind. Aus Glei
hung (2.2) geht hervor, dass Oszillationsexperi-mente Massenquadratdi�erenzen und damit eine Untergrenze für eine der Neu-trinomassen bestimmen können, ni
ht jedo
h die absolute Neutrinomasse mi.2.2 Neutrinoquellen1) UrknallneutrinosDiese sogenannten reli
-Neutrinos stammen aus dem thermodynamis
henGlei
hgewi
ht, in dem si
h das Universum kurz na
h dem Urknall befand.Ungefähr 1 s na
h dem Urknall entkoppelten die Neutrinos und sind heutegenau wie der kosmis
he Mikrowellenhintergrund über das gesamte Univer-sum verteilt (336 Neutrinos pro 
m3). Wegen ihrer geringen Energie ist derWirkungsquers
hnitt für den inversen β−-Zerfall ν̄e + p → n + e+ oder dieelastis
he Streuung ν + e− → ν + e− mit σ ≈ 10−54 
m2 [S
h97℄ so klein,dass Urknallneutrinos bisher ni
ht na
hgewiesen werden konnten.2) Solare NeutrinosSie werden bei der Fusion von Wassersto� zu Helium in der Sonne erzeugt.Die Fusionsreaktion lässt si
h im Wesentli
hen mit 4p → 4He + 2e+ + 2νezusammenfassen.3) Atmosphäris
he NeutrinosTri�t ein hadronis
hes Teil
hen der kosmis
hen Strahlung auf die Atmosphä-re, so entsteht ein Lufts
hauer, der vorwiegend geladene Pionen und Kaonensowie Myonen und Elektronen als deren Zerfallsprodukte enthält. Bei jedemS
hritt dieser Zerfallskette werden Neutrinos erzeugt mit einem Verhältnisvon 
a. 2:1 zwis
hen Myon- und Elektronneutrinos. Tauneutrinos entstehenpraktis
h ni
ht.4) Neutrinos aus SupernovaeBei einer Supernovaexplosion wird der gröÿte Teil der Energie in Form vonNeutrinos abgegeben. Es entstehen alle drei Neutrinoarten, wel
he den Sternverlassen, sobald ihre mittlere freie Weglänge gröÿer als die Ausdehnung derS
ho
kfront ist.6Die vers
hiedenen Neutrinoquellen werden im nä
hsten Abs
hnitt bes
hrieben.7Vgl. Fuÿnote 66



2.3 Bestimmung der Neutrinomasse5) Natürli
he RadioaktivitätBei β±-Zerfällen werden Elektron- und Elektronantineutrinos emittiert.6) Reaktor- und Bes
hleunigerneutrinosReaktorneutrinos entstehen in Kernkraftwerken aus β−-Zerfällen der Spalt-produkte, demna
h werden auss
hlieÿli
h Elektronantineutrinos erzeugt. AnBes
hleunigern entstehen Neutrinos aus Zerfällen ho
henergetis
her Pionenund Kaonen.2.3 Bestimmung der NeutrinomasseWie bereits in Abs
hnitt 2.1 erwähnt, konnten eine Reihe von Oszillationsexperi-menten zeigen, dass Neutrinos eine von Null vers
hiedene Masse besitzen. Ergeb-nisse dieser Experimente sind die Obergrenzen ∆m2
atm . 3 · 10−3 eV/
2 [Ash04℄für die Massenquadratdi�erenz atmosphäris
her und ∆m2

solar . 7.1 · 10−5 eV/
2[Ahm03℄ für die Massenquadratdi�erenz solarer Neutrinos.Im Berei
h der Kosmologie gibt es die Mögli
hkeit, über Analysen der beob-a
hteten Strukturbildung im Universum eine Obergrenze für die Summe allerNeutrinomassen festzulegen. Dazu wurde z.B. die bisher genaueste Vermessungdes kosmis
hen Mikrowellenhintergrunds mit dem WMAP-Satelliten (Abk. fürWilkinson Mi
rowave Anisotropy Probe) herangezogen. Diese Grenze ist jedo
hstets abhängig von Modellannahmen und/oder weiteren Messungen und liegtbei∑i mi . (0.7− 2.0) eV/
2 [Spe03, Han03℄ bzw. laut einer aktuelleren Studiebei ∑i mi < 0.62 eV/
2 [Han06℄.Eine weitere Methode zur Abs
hätzung der Neutrinomasse ist der neutrinoloseDoppel-β-Zerfall (0νββ), bei dem zwei simultane β-Zerfälle in einem Kern statt-�nden, für den der einfa
he β-Zerfall energetis
h ni
ht mögli
h ist. Der normaleReaktionsweg ist der Doppel-β-Zerfall (2νββ), bei dem zwei Neutrinos emittiertwerden und keine Information über die Neutrinomasse gewonnen werden kann.Beim 0νββ wird ein virtuelles Neutrino ausgetaus
ht, d.h. das am Zerfallsver-tex des ersten β-Zerfalls emittierte Neutrino muss am Zerfallsvertex des zweiten
β-Zerfalls als Antineutrino absorbiert werden. Dies ist nur mögli
h, wenn dasNeutrino ein Majoranateil
hen ist8.0νββ-Experimente können die e�ektive Majoranamasse mee der Neutrinos be-stimmen. Diese ergibt si
h aus einer kohärenten Summe der Neutrinomassen-eigenzustände |νi〉 mit den Eigenwerten mνi (i = 1, 2, 3), die aufgrund der Mi-s
hungsmatrix Uei zu einem Elektronneutrino νe beitragen9:

mee =

∣
∣
∣
∣
∣

∑

i

U2
ei · mνi

∣
∣
∣
∣
∣8Teil
hen und Antiteil
hen müssen identis
h sein. Die Idee des Majoranateil
hens ist z.B. in[S
h97℄ bes
hrieben.9Weitere Details und Erklärungen zum doppelten β-Zerfall können in [Ell04℄ na
hgelesenwerden. 7



2 Grundlagen der NeutrinophysikDas stringenteste Ergebnis lieferte in der Vergangenheit das Heidelberg-Moskau-Experiment, wel
hes zunä
hst eine Obergrenze von mee < 0.35 eV/
2 [Kla01℄festlegen konnte, da kein eindeutiger Na
hweis eines 0νββ-Signals gelang. EinTeil der Kollaboration verö�entli
hte na
h alternativer Datenanalyse ein neuesErgebnis [Kla04℄, na
h dem es einen o�ensi
htli
hen Hinweis auf einen 0νββ-Zerfall gab. In der Zukunft sollen Experimente mit ausrei
hender Sensitivitätwie GERDA, Majorana oder EXO bestätigen oder widerlegen, dass das beimHeidelberg-Moskau-Experiment gemessene Signal tatsä
hli
h eine Evidenz fürden 0νββ-Zerfall darstellt.Die bisher erwähnten Experimente können nur Massendi�erenzen bestimmenoder dur
h Zusatzannahmen Grenzen für die Neutrinomassen festlegen. Einedirekte Messung der Absolutmasse mindestens einer Neutrinoart ist daher wi
h-tig, um bestehende Modelle zu überprüfen und verbesserte Eingabeparameterfür Theorien zu liefern, wel
he die Neutrinomasse benötigen.Eine sol
he direkte Messung der Neutrinomasse kann dur
h Experimente erfol-gen, wel
he die Kinematik des Tritium-β-Zerfalls untersu
hen. Die bisher sensi-tivste direkte Bestimmung der Masse des Elektronneutrinos mνe erfolgte dur
hExperimente in Mainz und Troitsk, die Spektrometer na
h dem Prinzip desMAC-E-Filters (vgl. Abs
hnitt 3.2) verwendeten. Die von den beiden Experi-menten bestimmten Obergrenzen liegen bei:Mainz: mνe ≤ 2.3 eV/
2 [Kra05℄Troitsk: mνe ≤ 2.05 eV/
2 [Lob03℄Es ist zu bea
hten, dass bei der Troitsker Analyse eine phänomenologis
he Kor-rektur der sogenannten Troitsk-Anomalie vorgenommen wurde, daher ist dasErgebnis nur gültig, wenn diese Korrektur ri
htig ist.Die beiden Experimente in Mainz und Troitsk haben ihre Sensitivitätsgrenze er-rei
ht. Ergebnisse kosmologis
her Beoba
htungen (z.B. WMAP) oder au
h desHeidelberg-Moskau-Experiments zeigen aber, dass für zukünftige Experimenteeine Sensitivität im sub-eV-Berei
h notwendig ist. Diese Voraussetzung erfülltdas KATRIN Experiment, wel
hes eine Sensitivität von 0.2 eV/
2 errei
hen wirdund dessen Bes
hreibung in Kapitel 3 erfolgt.2.4 Motivation für das KATRIN ExperimentDa Neutrinos eine wenn au
h sehr kleine Masse besitzen, ist das Standardmo-dell der Elementarteil
henphysik zumindest unvollständig und muss erweitertwerden.Im Falle dreier Masseneigenzustände gibt es drei Massenquadratdi�erenzen, wel-
he die Glei
hung ∆m2
32 + ∆m2

21 + ∆m2
13 = 0 erfüllen müssen, jedo
h ist bisherkeine Aussage über die Hierar
hie der Masseneigenzustände mögli
h. Es gibt da-her im Berei
h der Teil
henphysik zwei unters
hiedli
he Theorien zur Erklärungder Neutrinomasse. Während eine Gruppe ein quasientartetes Massenspektrumbevorzugt, bei dem die Unters
hiede ∆m2

ij der Massenquadrate gegenüber denAbsolutmassen verna
hlässigbar sind, ist die andere Gruppe der Au�assung,8



2.4 Motivation für das KATRIN Experimentdass es eine Hierar
hie m1 < m2 < m3 mit dem kleinsten Masseneigenwert m1gibt. Sollte KATRIN mit einer Sensitivität im Sub-eV-Berei
h die Masse desElektronantineutrinos na
hweisen, so kann das Ergebnis einen Beitrag zur Be-stimmung des Skalennullpunktes und zur Unters
heidung der Theorien liefern.Au
h im Berei
h der Astrophysik und Kosmolgie hat die Neutrinomasse einewi
htige Bedeutung. Reli
-Neutrinos können wegen ihrer hohen Anzahldi
htevon 336 
m−3 einen signi�kanten Beitrag zur Gesamtmassendi
hte im Univer-sum liefern. Je na
h Gröÿe ihrer Masse ist ihr Beitrag verglei
hbar mit dem dergesamten si
htbaren Materie (Sterne und Gas). Unabhängig davon, ob ein Neu-trinomassensignal gefunden wird oder ob eine Neutrinomasse festgelegt werdenkann, liefert das KATRIN Experiment mit seiner Sensitivität von 0.2 eV einenwi
htigen Beitrag zum Verständnis unseres Universums.Eine ausführli
he Zusammenfassung der Neutrinophysik �ndet si
h in [Kra03℄.

9



3 Das KATRIN ExperimentIn diesem Kapitel werden die Charakteristika des Tritium-β-Spektrums sowiedas Prinzip des MAC-E Filters erläutert, bevor der experimentelle Aufbau desKATRIN Experimentes bes
hrieben wird. Hierbei liegt der S
hwerpunkt auf derBes
hreibung der Tritiumquelle, da in der vorliegenden Arbeit die Energiever-lustprozesse von β-Elektronen in der Quelle genauer untersu
ht werden.3.1 Das Tritium-β-SpektrumBeim KATRIN Experiment soll die Ruhemasse des Elektronantineutrinos direktbestimmt werden. Dazu wird das Energiespektrum der Elektronen vermessen,die beim Tritium-β-Zerfall
3H → 3He + e− + νe (3.1)emittiert werden. Der grundlegende Prozess von (3.1) ist ein β−-Zerfall, beidem si
h ein Kern der Ladungszahl Z und Massenzahl A in einen Kern derLadungszahl Z+1 und Massenzahl A umwandelt. Aufgrund des groÿen Massen-unters
hiedes zwis
hen dem verbleibenden 3He-Kern und dem emittierten Teil-
hen, kann die Rü
kstoÿenergie verna
hlässigt werden. Das Energiespektrumder Elektronen dN/dE ist dann dur
h folgende Glei
hung gegeben [Boe92℄:

dN

dE
=

G2
f

2π3~7
cos2(Θc) |M |2 F (E,Z + 1) · p · (E + mec

2) · (E0 − E) ·

·

√

(E0 − E)2 − m2
νc

4 · Θ((E0 − E) − mνc
2)Hierbei sind

Gf : die Fermikopplungskonstante
Θc: der Cabibbowinkel
M : das Kernmatrixelement (Tritium: |M |2 = 5.55 · ~

6)
F : die Fermifunktion
E0: der Endpunkt des Tritium-β-Spektrums
mec

2, mνc
2: die Ruhemasse des Elektrons und des NeutrinosDie Fermifunktion bes
hreibt die elektromagnetis
he We
hselwirkung des emit-tierten β-Elektrons mit dem To
hterkern und ist näherungsweise gegeben dur
h

F (E,Z + 1) =
2πη

1 − e(−2πη)10



3.1 Das Tritium-β-Spektrummit dem Sommerfeldparameter η = α(Z+1)/β.Abb. 3.1 zeigt das Tritium-β-Spektrum für zwei vers
hiedene Neutrinomassen
mν = 0 eV und mν = 1 eV. Die Änderungen der Form des Spektrums könnendur
h eine andere Krümmung am Endpunkt sowie einen O�set über den ge-samten Berei
h des Spektrums bes
hrieben werden. Der Ein�uss einer von Nullvers
hiedenen Neutrinomasse kann am deutli
hsten in der Nähe des Endpunktes

2 x 10-13   

 mν = 1 eV

a)
b)

mν = 0 eV

Abbildung 3.1: Das Energiespektrum des Tritium-Beta-Zerfalls. In Abb.a) ist das gesamte Energiespektrum der Elektronen dargestellt, während in Abb.b) ein Auss
hnitt der Endpunktregion zu sehen ist. Es ist erkennbar, dass dieNeutrinomasse Ein�uss auf die Form des Spektrums und die Vers
hiebung desEndpunktes hat.beoba
htet werden.Es ist daher sinnvoll, im Endberei
h des β-Spektrums zu messen, allerdings istdie Zählrate in diesem Berei
h sehr gering. So fällt zum Beispiel in den Berei
hder letzten 1 eV unterhalb des Endpunktes nur no
h ein Anteil von 2·10−13 aller
β-Zerfälle. Aus diesem Grund müssen sowohl die β-Quelle als au
h das zu ver-wendende Spektrometer besondere Anforderungen erfüllen: hohe Luminositätbei glei
hzeitig hoher Energieau�ösung. Ein Spektrometer, das diese Vorausset-zungen erfüllt, ist der MAC-E-Filter, dessen Prinzip in Abs
hnitt 3.2 erläutertwird.Tritium als Quellmaterial ist aus folgenden Gründen für die experimentelle Mes-sung der Neutrinomasse geeignet:1) Tritium hat eine geringe Endpunktenergie von E0 = 18.6 keV, damit ist derAnteil der Zählrate nahe des Endpunktes E0 relativ ho
h1.2) Die Halbwertszeit von Tritium ist mit t1/2 = 12.3 a verglei
hsweise kurz.Daraus ergibt si
h eine hohe spezi�s
he Aktivität.3) Das Tritiummolekül und seine To
htermoleküle haben eine relativ einfa
heElektronens
halenkon�guration, daher ist das Endzustandsspektrum der ent-stehenden Ionen lei
ht zu bere
hnen.1Nur das Isotop 187Re hat eine no
h geringere Endpunktenergie von E0 = 2.4661 keV [Arn03℄.Na
hteile von Rhenium sind die hohe Halbwertszeit von t1/2 = 4.32 · 1010 a [Arn03℄ unddie komplizierte elektronis
he Struktur. 11



3 Das KATRIN Experiment4) Es handelt si
h um einen übererlaubten Zerfall, deshalb ist das Kernmatrix-element M im Wesentli
hen eine Konstante.3.2 Der MAC-E-FilterIm vorangegangenen Abs
hnitt wurden ents
heidende Voraussetzungen genannt,um die Neutrinomasse in der Endpunktregion des β-Spektrums zu vermessen:hohe Luminosität bei glei
hzeitig hoher Energieau�ösung.Beide Anforderungen werden dur
h den Einsatz eines MAC-E-Filters (Magneti
Adiabati
 Collimation and Ele
trostati
 Filter) errei
ht. Das Prinzip wurde

Abbildung 3.2: Das Prinzip des MAC-E Filters. (a) Weg eines Elektrons(rot) entlang der Magnetfeldlinien (blau) im elektrostatis
hen Feld (grün) von derTritiumquelle auf der linken Seite zum Detektor auf der re
hten Seite. (b) Darstel-lung der magnetis
hen adiabatis
hen Transformation anhand von Impulsvektorender Elektronen.erstmals 1980 vorges
hlagen [Bea80℄ und die Te
hnik in den darau�olgendenJahren in Troitsk [Lob85℄ und Mainz [Pi
92℄ unabhängig voneinander entwi-
kelt.In Abbildung 3.2 ist das Prinzip des MAC-E-Filters graphis
h dargestellt. ZweiSolenoiden auf beiden Seiten des Spektrometers erzeugen ein magnetis
hes Füh-rungsfeld. Die in der Quelle bei angelegtem Magnetfeld BS startenden Elek-tronen bewegen si
h auf Zyklotronbahnen entlang der magnetis
hen Feldlinienauf das Zentrum des Spektrometers zu. Bei ihrem Start haben die Elektroneneinen gewissen Anteil an Longitudinalenergie E‖ entlang der Magnetfeldlinieund Transversalenergie E⊥ in der Zyklotronbewegung. Auf dem Weg der Elek-tronen vom Magnetfeldmaximum Bmax zur Analysierebene in der Mitte des12



3.2 Der MAC-E-FilterSpektrometers nimmt die Magnetfeldstärke um mehrere Gröÿenordnungen ab,bis es einen minimalen Wert BA errei
ht.Für das dur
h die Zyklotronbewegung der Elektronen hervorgerufene Bahnmo-ment µ gilt bei hinrei
hend langsamer Änderung der Magnetfeldstärke B inni
ht-relativistis
her Näherung2:
µ =

E⊥

B
= 
onst. mit E⊥ =

p2
⊥

2me
(3.2)Aufgrund des inhomogenen Magnetfeldes wirkt auf das magnetis
he Moment µdie Gradientenkraft F▽, wel
he die Elektronen parallel zu den Magnetfeldlinienbes
hleunigt. Da µ konstant ist (3.2), wird auf dem Weg zur Spektrometermittedie tranversale Energie E⊥ fast vollständig in longitudinale Energie E‖ umge-wandelt, so dass die Impulse der Elektronen in der Analysierebene parallel zuden magnetis
hen Feldlinien geri
htet sind. Dieser Prozess wird au
h magneti-s
he adiabatis
he Transformation bzw. Kollimation genannt.Die Transformation ist notwendige Voraussetzung, um eine elektrostatis
he Ener-gieanalyse dur
hzuführen. Zu diesem Zwe
k wird ein präzises elektrostatis
hesFeld erzeugt, wel
hes nur auf die longitudinale Komponente der Elektronen wirktund eine Abbremsung der Elektronen auf dem Weg zur Analysierebene bewirkt.Alle Elektronen, deren Longitudinalenergie E‖ an jedem Bahnpunkt gröÿer istals das angelegte elektris
he Potential qU (au
h Retardierungs- bzw. Analysier-potential genannt), können den elektris
hen Filter überwinden. Die Transmissi-onsbedingung für die Analysierebene A lautet:

EA
‖ > qU (3.3)Ein MAC-E-Filter ist somit ein integrierender Ho
hpass�lter.Aus Glei
hung (3.2) folgt, dass eine Abnahme der Transversalenergie E⊥ aufdem Weg zur Analysierebene erfolgt, die dem Verhältnis der Magnetfeldstärken

BA und Bmax entspri
ht. Liegt die gesamte Startenergie E als Zyklotronenergievor, so bleibt ein kleiner Energieanteil ∆E übrig, der bei der Energieanalyseni
ht berü
ksi
htigt wird. Dieser Anteil entspri
ht der Energieau�ösung ∆E desSpektrometers, wel
he somit direkt aus Glei
hung (3.2) abgeleitet werden kann:
∆E = E ·

BA

Bmax
(3.4)Diejenigen Elektronen mit ausrei
hend hoher Energie werden na
h Überwindungdes Retardierungspotentials wieder bes
hleunigt, magnetis
h zum Detektor ge-führt und dort mit ihrer Ursprungsenergie na
hgewiesen.Abhängig vom Verhältnis der Magnetfeldstärke BS in der Quelle zur maximalenMagnetfeldstärke Bmax der Strahlführung werden Elektronen, die mit Startwin-keln von bis zu 90° in Ri
htung der Spektrometer emittiert werden, analysiert.Der akzeptierte Raumwinkel des Spektrometers ist also maximal 2π.2Für relativistis
he Teil
hen ist γ · µ eine Erhaltungsgröÿe. Im Falle von Tritium liegt dermaximale γ-Wert bei 1.04 und wird hier näherungsweise glei
h 1 gesetzt. 13



3 Das KATRIN ExperimentDie Transmissionswahrs
heinli
hkeit der Elektronen, die abhängig ist von de-ren Startwinkel und Energie, bes
hreibt die Transmissionsfunktion, auf die inAbs
hnitt 4.1 eingegangen wird.3.3 Der experimentelle AufbauIn Abb. 3.3 ist der 
a. 70 m lange Aufbau des KATRIN Experimentes darge-stellt, der si
h in Tritiumquelle, Transport- und Pumpstre
ke, Vorspektrometer,Hauptspektrometer und Detektor aufteilt. Die einzelnen Komponenten werdenim Folgenden bes
hrieben.
(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

Abbildung 3.3: Experimenteller Aufbau des KATRIN Experiments. Ab-gebildet ist der 70 m lange Aufbau mit einer fensterlosen gasförmigen Tritiumquel-le (WGTS) (a), dem Transportsystem bestehend aus di�erentieller und kryogenerPumpstre
ke (b), Vor- (
) und Hauptspektrometer (d) sowie dem Elektronende-tektor (e). Gelb eingezei
hnet ist das hintere System (rear system), in dem si
hu.a. die Elektronenkanone für Kalibrationsmessungen be�ndet.3.3.1 Die TritiumquelleFür das KATRIN Experiment wird eine fensterlose gasförmige Tritiumquelle(Abk.: WGTS für windowless gaseous tritium sour
e) verwendet, die aus einem10 m langen Rohr mit 90 mm Dur
hmesser besteht. In die Mitte des Quell-rohres wird molekulares Tritiumgas mit einer Temperatur von T = 27 K undeiner Isotopenreinheit von über 95% dur
h eine Kapillare eingelassen. Na
h derInjektion benötigen die Tritiummoleküle für die Di�usion zu beiden Enden desQuellrohres 
a. 1 s, daher beträgt die Zerfallswahrs
heinli
hkeit für ein einzelnesTritiummolekül ungefähr 10−9. An den Enden wird das Tritiumgas abgepumpt,gereinigt und erneut mit einer Isotopenreinheit von über 95% in die Quelle einge-lassen. Beim β-Zerfall entstehende Elektronen werden dur
h das an der WGTSanliegende Magnetfeld BS = 3.6 T adiabatis
h zu beiden Enden des Quellrohresgeleitet.Die Signalrate S der WGTS wird begrenzt dur
h den Parameter der Säulen-di
hte3 ρd innerhalb der Quelle und ist proportional zur Anzahl der Tritiummo-leküle N(T2), zum akzeptierten Raumwinkel ∆Ω/2π und zur Wahrs
heinli
hkeit3Die Säulendi
hte gibt die Anzahl der Teil
hen pro Flä
he an.14



3.3 Der experimentelle Aufbau
P0(ρd, θmax), dass ein Elektron ohne inelastis
he Streuung die Quelle dur
h-quert. θmax ist der maximal akzeptierte Startwinkel der Elektronen4. Eine opti-male Einstellung der Quellsäulendi
hte ρd ermögli
ht eine hohe Signalrate beieinem glei
hzeitig geringen Anteil inelastis
her Streuung.Um diesen optimalen Wert zu bestimmen wird eine e�ektive Säulendi
hte (ρd)effeingeführt, die als virtuelle Quelle mit ungestreuten Elektronen bes
hrieben wer-den kann:

(ρd)eff =
1

1 + cos θmax
· ρd · P0(ρd, θmax)Analog zur mittleren freien Weglänge gilt mit dem totalen inelastis
hen Wir-kungsquers
hnitt σtot für die mittlere freie Säulendi
hte (ρd)frei folgende Glei-
hung5:

(ρd)frei =
1

σtot
(3.5)Im folgenden wird eine Grenzwertbetra
htung d → ∞ dur
hgeführt, um dieEigens
haften von (ρd)eff bei einem Anwa
hsen von ρd zu bestimmen. Es ergibtsi
h

(ρd)eff
d→∞
−→

(ρd)frei
2

=
1

2 · σtot
.Höhere Werte für die Säulendi
hte ρd führen also ni
ht zu einem Anwa
hsen dere�ektiven Säulendi
hte (ρd)eff für alle θmax, stattdessen errei
ht (ρd)eff dur
hden begrenzenden Faktor P0(ρd, θmax) ein asymptotis
hes Maximum (vgl. Abb.3.4). Als Ergebnis kann festgehalten werden, dass der Wert für ρd ungefähr derhalben mittleren freien Weglänge entspre
hen sollte. Eine ausführli
he Herlei-tung �ndet si
h in [Kat04℄.Wie in Abb. 3.4 gezeigt, beträgt die Referenzsäulendi
hte beim KATRIN Ex-periment ρd = 5 · 1017 
m−2. Um diesen Referenzwert einzustellen, ist ein Ein-lassdru
k von pinj = 3.4 · 10−3 mbar bei der bereits genannten Temperatur

T = 27 K notwendig. Für das Referenzdesign wird eine Gesamtzerfallsrate von1.8 · 1011 Zerfällen/s errei
ht6.Die hauptsä
hli
he systematis
he Unsi
herheit der WGTS hängt mit der Säu-lendi
hte zusammen, die mit einer Präzision von 0.1 % bekannt sein muss.3.3.2 Das TransportsystemDie Aufgaben des Transportsystems bestehen darin, Signalelektronen adiaba-tis
h zu den Spektrometern zu führen und glei
hzeitig vorhandene Tritiummole-küle abzupumpen, wel
he dann erneut in die WGTS eingelassen werden. Die Eli-4Der Grund für die Verringerung der Raumwinkelakzeptanz von 2π auf θmax wird in Ab-s
hnitt 4.1 erläutert.5Die mittlere freie Säulendi
hte wird in Abs
hnitt 5.2 genauer erläutert.6Hierbei ist zu bea
hten, dass nur sol
he Elektronen analysiert werden können, die in Ri
h-tung der Spektrometer emittiert werden. 15



3 Das KATRIN Experiment

column desity ρd [1015 cm-2]

2
 ⋅
 (
ρ
d
) e

ff
 /
 (
ρ
d
) f

re
e

Abbildung 3.4: Säulendi
hte beim KATRIN Experiment. Aufgetragen istdas Verhältnis zwis
hen e�ektiver und freier Säulendi
hte (ρd)eff/1

2
(ρd)free als Funk-tion der Säulendi
hte ρd für vers
hiedene maximale Startwinkel θmax. Rot einge-zei
hnet ist die Referenzsäulendi
hte ρd für die WGTS von KATRIN, grün undviolett sind die Parameter des Mainzer und Troitsker Experiments. Quelle: [Kat04℄mination der Tritiummoleküle ist wi
htig, um eine Untergrunderhöhung dur
hZerfälle im Inneren des Spektrometers zu vermeiden, wel
he die Sensitivität aufdie Neutrinomasse vers
hle
htern würde.3.3.3 Die SpektrometerNa
hdem die Elektronen die Transportstre
ke dur
hquert haben, errei
hen siezunä
hst das Vorspektrometer und dana
h das Hauptspektrometer, beide vomTyp des in Abs
hnitt 3.2 bes
hriebenen MAC-E Filters. Das Retardierungpo-tential in beiden Spektrometern wird dur
h das Anlegen einer Ho
hspannung anein Elektrodensystem, bestehend aus Tank- und Innenelektrode, erzeugt bzw.de�niert.Das Vorspektrometer Zunä
hst müssen die Elektronen auf dem Weg zum De-tektor das 3.38 m lange Vorspektrometer, das einen Dur
hmesser von 1.7m hat, passieren. Im Aufbau des KATRIN Experimentes dient das Vor-spektrometer wegen seiner Ho
hpasseigens
haften als Vor�lter und lässtnur Elektronen mit einer Energie E > 18.3 keV in das Hauptspektrometergelangen. Dies ist notwendig, um die Zahl der Untergrundereignisse dur
hionisierende Stöÿe mit Restgasionen im Hauptspektrometer mögli
hst ge-ring zu halten.Das Hauptspektrometer Na
h der Vor�lterung errei
hen die Elektronen diezentrale Komponente des Experiments: das 23.3 m lange Hauptspektro-16



3.3 Der experimentelle Aufbaumeter mit einem Dur
hmesser von 10 m. Die Aufgabe dieses Spektrome-ters besteht nun darin, die Energie der ho
henergetis
hen Elektronen ge-nau zu vermessen. Dies ist mit einer Energieau�ösung von ∆E = 0.93 eV(Bmax = 6 T und BA = 0.3 mT) für Elektronen mit der hö
hsten Energievon 18.6 keV mögli
h (s Gl. (3.4)). Um den Untergrund dur
h ionisierendeStöÿe so gering wie mögli
h zu halten, herrs
ht in beiden Spektrometernein Ultraho
hvakuum von p ≈ 10−11 mbar.3.3.4 Der DetektorAlle Elektronen, wel
he die Analysierebene des Hauptspektrometers passierthaben, werden wieder auf ihre ursprüngli
he Energie bes
hleunigt und zum De-tektor geführt. Bei diesem Detektor handelt es si
h um einen segmentiertenSilizium-Halbleiter-Detektor mit 148 Pixeln im Zentrum eines Solenoiden. An-forderungen an den Detektor sind eine gute Energieau�ösung mit einer Halb-wertsbreite von ∆E ≈ 600 eV für die Detektion von 18.6 keV-Elektronen sowieein geringes Raus
hen.Eine ausführli
he Bes
hreibung des KATRIN Experimentes kann in [Kat04℄ und[Thu07℄ na
hgelesen werden.
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4 Transmission der ElektronenZu Beginn dieses Kapitels wird die anlaytis
he Transmissionsfunktion hergelei-tet, wel
he die Abhängigkeit der transmittierten Elektronen von deren Start-energie und -winkel bes
hreibt. Da diese Funktion keine We
hselwirkungen derElektronen innerhalb der Tritiumquelle berü
ksi
htigt, werden im Ans
hluss dieStreuprozesse bes
hrieben, bei denen die Elektronen Energie verlieren können.Zum S
hluss erfolgt eine Erläuterung der Energieverlustfunktion und der Ant-wortfunktion, die im Gegensatz zu der Transmissionsfunktion Energieverlustevon Elektronen in der WGTS beinhaltet und die Transmission der Elektronenbeim KATRIN Experiment realistis
h wiedergibt.4.1 Die TransmissionsfunktionDie Transmission des Spektrometers ist de�niert als Verhältnis zwis
hen� den Elektronen, die das Retardierungspotential qU überwinden können� zur Gesamtzahl aller in den vorderen Halbraum des Spektrometers emit-tierten Elektronen.Wie in Abs
hnitt 3.2 bes
hrieben, können die Elektronen das Analysierpotentialnur dann überwinden, wenn ihre Longitudinalenergie E‖ an jedem Bahnpunktzwis
hen Quelle und Analysierebene gröÿer als Null ist. Die genaue Abhängig-keit der transmittierten Elektronen von deren Startwinkel θS und Startenergie
E bes
hreibt die Transmissionsfunktion T (E, qU). Diese wird im Folgenden un-ter Verwendung der wi
htigsten Zusammenhänge hergeleitet1.Elektronen in der Quelle starten unter einem Winkel θS zwis
hen Magnetfeldli-nien und Ges
hwindigkeitsvektor und haben somit einen Anteil an Longitudinal-
E‖ und Transversalenergie E⊥:

E‖ = E · cos2 θS (4.1)
E⊥ = E · sin2 θS (4.2)Da das magnetis
he Moment µ = E⊥/B eine Konstante ist (s. Glei
hung (3.2)),erfolgt bis zum Errei
hen der Analysierebene eine Minimierung der ursprüng-li
hen Transversalenergie, die genau dem Verhältnis der Magnetfeldstärken amStartpunkt und am Ort der Analysierebene entspri
ht2. Unter Verwendung der1Eine ausführli
he Herleitung der Transmissionsfunktion kann in [Val04℄ na
hgelesen werden.2Die Position der einzelnen Magnetfelder ist in Abb. 3.2 dargestellt18



4.1 Die TransmissionsfunktionGlei
hungen (3.3) und (4.2) erhält man mit dem Magnetfeld der Quelle BS unddem Magnetfeld in der Mitte des Spektrometers BA als Transmissionsbedingungfür die Analysierebene A:
EA

‖ − qU =
(
E − EA

⊥

)
− qU =

(

E −

(

E · sin2 θS ·
BA

BS

))

− qU ≥ 0Aus dieser Glei
hung geht hervor, dass alle Elektronen, die mit E > qU unterdem Winkel
θS ≤ θS,max = asin(√E − qU

E
·
BS

BA

)starten, die Transmissionsbedingung erfüllen.Es muss jedo
h ein weiterer limitierender Faktor berü
ksi
htigt werden: Das Ma-gnetfeld BS ist deutli
h kleiner als das maximale Magnetfeld Bmax der Strahl-führung. Aus dieser Positionierung folgt, dass ni
ht alle startenden Elektronendas Spektrometer errei
hen können, sondern nur diejenigen, deren Startwinkelkleiner ist als der maximal akzeptierte Startwinkel
θmax = asin(√ BS

Bmax

)

. (4.3)Die Positionierung der Quelle in dem s
hwä
heren Magnetfeld BS < Bmax wirdbewusst vorgenommen, um Elektronen mit groÿen Startwinkeln zu re�ektieren,da diese einen längeren Weg innerhalb der Quelle zurü
klegen und daher mithöherer Wahrs
heinli
hkeit Energie dur
h inelastis
he Stöÿe verlieren können.Die genannten Bedingungen ergeben zusammen mit der Energieau�ösung ∆E =
E · BA/Bmax des Spektrometers (vgl. (3.4)) die normierte Transmissionsfunktion
T (E, qU):

T (E, qU) =







0 für E − q U < 0

1 −

√

1 −
E − q U

E
·
BS

BA

1 −

√

1 −
∆E

E
·
BS

BA

für 0 ≤ E − qU ≤ ∆E

1 für E − qU > ∆EDer Verlauf der Transmissionsfunktion für das KATRIN Experiment ist in Abb.4.1 dargestellt. Ein groÿer Vorzug des Ma
-E-Filters ist die analytis
h bere
hen-bare Transmissionsfunktion, die keine Ausläufer zu höheren oder niedrigerenEnergien aufweist und allein von den Magnetfeldverhältnissen BA/Bmax sowie
BS/BA abhängt.Es ist wi
htig zu erwähnen, dass die Funktion keine We
hselwirkungen der Elek-tronen innerhalb der Tritiumquelle berü
ksi
htigt. Da die Elektronen aber Ener-gie dur
h inelastis
he Stöÿe verlieren können, muss die Transmissionsfunktionmodi�ziert werden. 19



4 Transmission der Elektronen

Abbildung 4.1: Die analytis
he Transmissionfunktion des KATRIN Ex-perimentes. Dargestellt ist der Verlauf der normierten Transmissionfunktion fürElektronen mit fester Startenergie E = 18.6 keV als Funktion der Retardierungs-energie qU . Für die Standardparameter des KATRIN Experimentes BS = 3.6 T,
Bmax = 6 T und BA = 3 · 10−4 T erhält man die Energieau�ösung ∆E = 0.93 eV.Während Elektronen mit kleinen Startwinkeln θS s
hon bei geringen Übers
huss-energien die Filters
hwelle überwinden können, werden Elektronen mit maximalemStartwinkel θmax = 50.77◦ erst bei einer Übers
hussenergie von 0.93 eV dur
hge-lassen.Im nä
hsten Abs
hnitt erfolgt eine Bes
hreibung der auftretenden Energiever-luste und dana
h in Abs
hnitt 4.3.2 die Darstellung der modi�zierten Transmis-sionfunktion.4.2 Inelastis
he Streuung von Elektronen anmolekularem TritiumDas Tritiummolekül setzt si
h aus zwei Tritiumatomen zusammen, deren Kerneeinen Abstand haben, der wegen der Bewegung der Kerne variiert. Die atomarenValenzelektronen ordnen si
h zwis
hen den Kernen an und sind für die 
hemi-s
he Bindung des Moleküls verantwortli
h. Aufgrund ihrer Bewegung haben dieKerne eine kinetis
he Energie, die zur Gesamtenergie beiträgt. Bei dieser Ener-gie handelt es si
h um S
hwingungen der Kerne gegeneinander und Rotationender Kerne umeinander, ni
ht aber um eine translatoris
he Bewegung des Mo-leküls. Diese Energie muss bei der Lösung der S
hrödingerglei
hung und damitder Bestimmung der einzelnen Energieniveaus berü
ksi
htigt werden.Quantenme
hanis
he Zustände von Molekülen werden dur
h gebundene Wel-20



4.2 Inelastis
he Streuung von Elektronen an molekularem Tritiumlenfunktionen (Molekülorbitale) sowie deren Symmetrieeigens
haften 
harakte-risiert.� Es gibt für jedes Atomorbital eine Hauptquantenzahl n, die das grund-legende Energieniveau (im S
halenmodell die S
hale) bes
hreibt. n kannbeliebige natürli
he Zahlen gröÿer als Null annehmen:
n = 1, 2, 3, ...� Weiterhin gibt es für jeden Zustand der einzelnen Atome des Moleküls eineNeben- bzw. Drehimpulsquantenzahl l mit l = 0, 1, 2, ..., wel
he den Bahn-drehimpuls eines Elektrons bes
hreibt. Sie ist abhängig von der Haupt-quantenzahl n, da folgende Relation gilt: l ≤ n− 1. Es ist übli
h, die Dre-himpulse dur
h kleine lateinis
he Bu
hstaben zu bezei
hnen, und zwar:
s, p, d, ... für l = 0, 1, 2, ...Für Molekülorbitale wird der Bahndrehimpuls im allgemeinen als Vektor-summe L =

∑
li der Atomzustände ges
hrieben, in die der Molekülzu-stand dissoziieren kann.� Die magnetis
he Quantenzahl ml eines Atomzustandes, für die −l ≤ ml ≤

+l gilt, bes
hreibt die räumli
he Orientierung Elektronbahndrehimpulsesbzw. die Projektion von ml~ auf lz, wobei die z-A
hse die Verbindungs-a
hse der beiden Kerne ist. Sie wird häu�g dur
h kleine grie
his
he Bu
h-staben bezei
hnet:
σ, π, δ, ... für |ml| = 0, 1, 2, ...Für Moleküle mit mehreren Elektronen ist nur die Projektion ml~ von
lz auf die Kernverbindungsa
hse eine gute Quantenzahl. Alle Zuständewerden dur
h die Quantenzahlen λ = 0, 1, 2, ... gekennzei
hnet. Für Mole-küle verwendet man statt grie
his
her Kleinbu
hstaben groÿe grie
his
heBu
hstaben, d.h.
Λ = 0, 1, 2, ...,max∑λi oder Σ,Π,∆, ....� Werden Moleküle an einer Ebene dur
h die Kernverbindungsa
hse gespie-gelt (o.B.d.A. der y-z-Ebene), so können sie in si
h selbst übergehen oderihr Vorzei
hen we
hseln. Ein Zustand ist positiv, wenn
Ψ+(x, y, z) = +Ψ+(−x, y, z)gilt, ansonsten ist er negativ:
Ψ−(x, y, z) = −Ψ−(−x, y, z).Die ±-Symmetrie ist bedeutsam, da sie au
h die Parität des elektronis
henZustands festlegt.� Bei homonuklearen Molekülen (z.B. T2) muss zusätzli
h geprüft werden,ob der Molekülzustand, der dur
h die Wellenfunktion Ψ(r) bes
hriebenwird, gerade oder ungerade ist. r steht in diesem Fall als Abkürzung füralle Elektronen- und Kernkoordinaten. Der Zustand wird gerade genannt,wenn die Wellenfunktion bei Spiegelung am Ursprung in si
h selbst über-geht:
Ψg(r) = +Ψg(−r).Für ungerade Zustände gilt:
Ψu(r) = −Ψu(−r). 21



4 Transmission der ElektronenIm Gegensatz zu den Eigenzuständen des Tritiumatoms, sind die Zustände desTritiummoleküls somit dur
h zusätzli
he Quantenzahlen bzw. Symmetrieopera-tionen de�niert. Dementspre
hend kann das Molekül eine gröÿere Anzahl vonelektronis
hen Zuständen einnehmen als das Atom.Das Tritummolekül besitzt im Gegensatz zu Tritiumatomen no
h eine zusätz-li
he Eigens
haft: Es kann dissoziieren. Unter Dissoziation versteht man dieselbständige oder angeregte Zerlegung eines Moleküls in zwei oder mehrere Ato-me, einfa
here Moleküle oder Ionen. Die Dissoziationsenergie ist dann diejenigeEnergie, die aufgebra
ht werden muss, um die 
hemis
he Bindung zu trennen.In der Vergangenheit wurden vielfältige Streuexperimente ho
henergetis
herElektronen an molekularem Wassersto� dur
hgeführt, die repräsentativ sind fürdie Streuung an molekularem Tritium, da elektronis
he Anregung und Ionisa-tion unabhängig sind von den einzelnen Isotopen. Vibrations- und Rotations-anregungsprozesse dagegen sind isotopabhängig, jedo
h werden die Wirkungs-quers
hnitte dieser Prozesse mit zunehmender Elektronenenergie immer kleiner(vgl. z.B. [Vro69℄) und können für 18.6 keV-Elektronen verna
hlässigt werden.Im Rahmen dieser Arbeit werden die Ergebnisse der Experimente daher alsReferenz für die Streuprozesse von Elektronen innerhalb der Tritiumquelle her-angezogen.4.2.1 AnregungDer Wirkungsquers
hnitt für die Anregung von molekularem Wassersto� setztsi
h zusammen aus dem Wirkungsquers
hnitt für diskrete Anregungsprozessesowie dem Wirkungsquers
hnitt für die Dissoziation des Moleküls.Beim Dur
hgang von 25 keV-Elektronen dur
h molekularen Wassersto� könnender B(2pσ1Σ+
u )-, C(2pπ1Πu) und D(3pπ1Πu)-Zustand des Moleküls angeregtwerden. Dur
h die Anregung der B- und C-Niveaus entsteht im Wesentli
henein Energieverlust der Elektronen von 12.6 eV. Die Anregung des D-Zustandserfolgt erst ab ≈ 14 eV, allerdings ist die Intensität dieser Anregung so ge-ring, dass sie gegenüber dem 12.6 eV Energieverlust verna
hlässigt werden kann[Gei64℄.Im Energieverlustspektrum mit einem Au�ösungsvermögen von≈ 1 eV zeigt si
hdie Anregung dieser Zustände als Kurve mit einem s
hmalen asymmetris
henMaximum bei 12.6 eV. Bei einem erhöhten Au�ösungsvermögen von ≈ 0.04 eVbesteht das Anregungsmaximum aus vielen nahezu äquidistanten Linien [Gei64℄,wie in Abb. 4.2 zu erkennen ist. Dies ist darauf zurü
kzuführen, dass die an-regbaren S
hwingungsterme eines Zustands so di
ht beieinander liegen, dass sieerst bei sehr hoher Au�ösung einzeln erkennar sind.Der Wirkungsquers
hnitt für diskrete Anregungen σexc ist eine Summe aus denAnregungswirkungsquers
hnitten jedes einzelnen Zustands3. Er beträgt unge-3σexc beinhaltet somit au
h die angeregten S
hwingungsterme des D-Zustands.22



4.2 Inelastis
he Streuung von Elektronen an molekularem Tritium

Abbildung 4.2: Energieverlustspektrum ho
henergetis
her Elektronen.Gezeigt ist das Spektrum na
h dem Dur
hgang von 25 keV-Elektronen dur
h mole-kularen Wassersto� bei einem Au�ösungsvermögen von ≈ 0.04 eV. Quelle: [Gei64℄fähr [Liu72℄:
σexc = 4πa2

0z
2 R

T

(

(0.62 ± 0.087) ln

(
T

R

)

+ (0.03 ± 0.005)

)

.Hierbei sind a0 der Bohr's
he Radius, z die Ladung des einfallenden Teil
hens,
R die Rydbergenergie und T = 1

2mev
2 die kinetis
he Energie des einfallendenTeil
hens mit der Elektronenmasse me.Es gibt au
h Vibrations- und Rotationsanregungen von Tritiummolekülen imBerei
h ∆E / 2 eV. Die Vibrationsanregungen haben bei hohen Elektronen-energien jedo
h sehr kleine Wirkungsquers
hnitte, und die Rotationse�ekte ge-hen als quasielastis
he Streuung in den Wirkungsquers
hnitt elastis
her Streu-ung ein. Daher können die Molekülanregungen in diesem Energieberei
h ver-na
hlässigt werden [Glu03℄.Bei der dissoziativen Anregung erfolgt eine Anregung des Wassersto�moleküls,gefolgt von Dissoziation:

e + H2 → e + H∗
2 → e + H+ H∗ (4.4)

e + H2 → e + H∗
2 → e + H+ H (4.5)Die S
hwellenenergie für den Prozess gemäÿ Glei
hung (4.4) beträgt ≈ 15.3 eV,während die Energie für den zweiten Prozess (4.5) bei ≈ 10 eV liegt.Der Wirkungsquers
hnitt dissoziativer Anregung σdiss beträgt näherungsweise[Liu72℄:

σdiss = 4πa2
0z

2 R

T

(

(0.18 ± 0.02) ln

(
T

R

)

+ (0.25 ± 0.06)

)

. 23



4 Transmission der ElektronenDiese Glei
hung enthält ebenfalls den Wirkungsquers
hnitt dissoziativer Ionisa-tion, bei der ein angeregtes H+∗
2 -Ion in H+ und H∗ zerfällt. Für ho
henergetis
heElektronen ist jedo
h nur der Prozess (4.4) bedeutsam, dessen Wirkungsquer-s
hnitt mit sinkender Energie rapide abnimmt [Vro69℄. Bei hohen Elektronen-energien kann der Me
hanismus der dissoziativen Ionisation somit verna
hlässigtwerden.Der Wirkungsquers
hnitt der gesamten Anregung σecxtot beträgt nun:
σecxtot = σexc + σdiss.4.2.2 IonisationNeben der Anregung des Wassersto�moleküls ist au
h Ionisation von Molekülenmögli
h. Die Ionisierungsenergie beginnt bei ≈ 15.4 eV und zeigt si
h im Ener-gieverlustspektrum als s
hwa
hes Kontinuum [Gei64℄.Bei der Ionisierung von H2 entstehen entweder negative Ionen H−

2 dur
h Aufnah-me eines Elektrons oder positive Ionen H+
2 dur
h Entfernen eines Elektrons. DerIonisierungsprozess negativer Ionen kann jedo
h für ho
henergetis
he Elektro-nen verna
hlässigt werden, so dass nur die Bildung positiver Ionen berü
ksi
htigtwerden muss [Gold65℄.Näherungsweise gilt für den Wirkungsquers
hnitt σion der Ionisation [Liu72℄:

σion = 4πa2
0z

2 R

T

(

(0.71 ± 0.02) ln

(
T

R

)

+ (1.30 ± 0.40)

)

.4.2.3 Winkeländerung na
h einem StoÿUlsh et al. führten Experimente dur
h, bei denen 25 keV-Elektronen an mole-kularem Wassersto� streuten. Bei diesen Experimenten wurden normierte dif-ferentielle Wirkungsquers
hnitte gemessen für Streuwinkel von 1°, 2°, 3°, 4°, 5°,7° und 10°. Als Ergebnis dieser Messungen kann festgehalten werden, dass dieWirkungsquers
hnitte umso gröÿer sind, je kleiner die Streuwinkel sind. Au-ÿerdem existieren groÿe Streuwinkel erst bei höheren Energieverlusten, wie inAbb. 4.3 zu erkennen ist [Uls72℄. Bei höheren Streuwinkeln entspri
ht der Streu-prozess einer quasifreien Elektronstreuung ähnli
h dem Comptone�ekt, da derEnergieverlust ∆E deutli
h gröÿer ist als die Bindungsenergie des Elektrons imMolekül.Innerhalb der letzten 30 eV unterhalb der Endpunktsenergie, die beim KATRINExperiment im Wesentli
hen gemessen werden, sind ledigli
h Streuwinkel bis zu5° von Bedeutung. Den gröÿten Wirkungsquers
hnitt in diesem Berei
h erhältman für die Winkel 1° und 2°, die ein s
harfes Anregungsmaximum bei einemEnergieverlust von ≈ 13 eV haben.
24



4.3 Berü
ksi
htigung der Energieverluste

Abbildung 4.3: Winkeländerung na
h einem Stoÿ. Dargestellt ist der di�e-rentielle Wirkungsquers
hnitt als Funktion des Energieverlustes für vers
hiedeneStreuwinkel. Im linken Diagramm ist für die Winkel 1° und 2° das Anregungsma-ximum bei ≈ 13 eV und das bei ≈ 15 eV beginnende Ionisationskontinuum zuerkennen. Weiterhin ist in beiden Diagrammen zu sehen, dass der di�erentielleWirkungsquers
hnitt für gröÿere Winkel immer kleiner wird und si
h zu höherenEnergieverlusten vers
hiebt. Bei den gröÿeren Winkeln handelt es si
h um quasi-freie Elektronstreuung. Quelle: [Uls72℄4.3 Berü
ksi
htigung der EnergieverlusteWie in Abs
hnitt 4.1 bereits erwähnt, muss eine Modi�zierung der analytis
henTransmissionsfunktion aufgrund der Anregung und Ionisation der Tritiummo-leküle dur
h die β-Elektronen erfolgen. Die abgewandelte Funktion wird Ant-wortfunktion fres(E, qU) genannt und ist eine i-fa
he (i = 0, 1, 2, ...) Faltungder Energieverlustverteilung der Elektronen in der Tritiumuelle mit der analyti-s
hen Transmissionsfunktion T (E, qU). Die Energieverlustverteilung wird dur
hdie Energieverlustfunktion f(∆E) bes
hrieben (s. Abb. 4.2), die im Folgendenerläutert wird.4.3.1 Die EnergieverlustfunktionBeim Tritium-β-Zerfall entstehen Elektronen, die beim Dur
hqueren der Quel-le Energie dur
h inelastis
he Stöÿe verlieren können. Dies hat zur Folge, dassdie Elektronen, falls sie den Detektor errei
hen, mit einer geringeren Energieals ihrer Startenergie na
hgewiesen werden. Der Energieverlust wird dur
h dienormierte Energieverlustfunktion f(∆E) bes
hrieben, wel
he den totalen inelas-tis
hen Wirkungsquers
hnitt σtot und den energiedi�erentiellen Wirkungsquer-s
hnitt dσ/d∆E beinhaltet [Ase00℄:
f(∆E) =

1

σtot
·

dσ

d∆E

1 =

E/2∫

0

f(∆E) d∆E

(4.6)
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4 Transmission der Elektronen
∆E bes
hreibt den Energieverlust der Elektronen.Wie in der Einleitung erwähnt, besteht das Ziel dieser Arbeit darin, eine Me-thode zu entwi
keln, mit der die Energieverluste der Elektronen innerhalb derQuelle � und damit die Form der Energieverlustfunktion � präzise bestimmtwerden können.4.3.2 Die AntwortfunktionDie normierte Antwortfunktion fres(E, qU) ist in Abb. 4.4 als Funktion derRetardierungsenergie qU für monoenergetis
he, isotrop emittierte β-Elektronendargestellt. Sie basiert auf den Standardparametern des KATRIN Experimentes:Die Energieau�ösung beträgt ∆E = 0.93 eV, die Quellsäulendi
hte ρd = 5 ·

E - qU [eV]
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Abbildung 4.4: Die Antwortfunktion des KATRIN Experiments. Dar-gestellt ist der Verlauf der normierten Antwortfunktion für isotrop emittierte β-Elektronen mit fester Startenergie E = 18.6 keV als Funktion der Retardierungs-energie qU . Die Energieverlustverteilung der Elektronen in der Quelle für eine Säu-lendi
hte ρd = 5 · 1017 
m−2 wird hierfür mit der Transmissionsfunktion gefaltet.Die Transmissionswahrs
heinli
hkeit ungestreuter Elektronen liegt bei P0 = 41.3%und de�niert das Plateau der Funktion. Wie bei der Transmissionsfunktion be-trägt die Energieau�ösung ∆E = 0.93 eV, und der maximale Startwinkel ist auf
θ = 50.77◦ begrenzt.

1017 
m−2, und der maximal akzeptierte Startwinkel ist θmax = 50.77°.Wegen der s
harfen Energieau�ösung und der hohen S
hwelle für die Anregungvon T2 lassen si
h in der Funktion zwei Berei
he unters
heiden:� Im Berei
h von 0 eV bis ≈ 12 eV verlieren die Elektronen keine Ener-gie dur
h inelastis
he Stöÿe. Dieser Berei
h ist 
harakterisiert dur
h den26



4.3 Berü
ksi
htigung der Energieverlustes
harfen Anstieg und das Plateau, wel
hes den Prozentsatz der ungestreu-ten Elektronen angibt.� Ab ≈ 12 eV gibt es einen weiteren Anstieg der Antwortfunktion, und die-ser Teil der Funktion repräsentiert den Anteil der inelastis
h gestreutenElektronen, die aufgrund ihres Energieverlustes erst bei geringeren Reta-dierungsspannungen transmittiert werden.Das relative Verhältnis zwis
hen gestreuten und ungestreuten Elektronen � unddamit au
h die relative Höhe des Plateaus � wird dur
h die Quellsäulendi
htefestgelegt.Mathematis
h kann die Antwortfunktion unter Berü
ksi
htigung der Streuwahr-s
heinli
hkeiten P0, P1, P2, ... folgendermaÿen dargestellt werden:
fres(E, qU) = T (E, qU) ⊗ P0 +

T (E, qU) ⊗ P1 · f(∆E) +

T (E, qU) ⊗ P2 · (f(∆E) ⊗ f(∆E)) +

...

(4.7)Dies bedeutet, dass für i-fa
he Streuung (i = 0, 1, 2, ...) die Energieverlustfunkti-on i-fa
h mit der Transmissionsfunktion gefaltet wird. In der Glei
hung werdenkeine winkeländernden Stöÿe berü
ksi
htigt, sonst gäbe es eine Korrelation zwi-s
hen f(∆E) und T (E, qU).Die Antwortfunktion des KATRIN Experimentes beinhaltet, dass die letzten ≈10 eV unterhalb der Endpunktenergie E0, d.h. der Berei
h mit der hö
hstenSensitivität auf die Neutrinomasse mν , ni
ht dur
h inelastis
he Streuung be-ein�usst werden. Au
h für göÿere Messintervalle von 20 eV (25 eV) unterhalbder Endpunktenergie beträgt der Anteil inelastis
her Streuung an der gesamtenSignalrate nur 1% (2%) [Osi01℄.
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5 Experimentelle Bestimmung derEnergieverlustfunktionIn diesem Kapitel wird erläutert, wie die Energieverlustfunktion mit experi-mentellen Messungen bestimmt werden kann. Die Messungen werden unter Ver-wendung einer Elektronenkanone dur
hgeführt und mit einer Monte-Carlo-Si-mulation na
hgebildet. Das Simulationsprogramm liefert realitätsnahe Daten,die verwendet werden können, um die Energieverlustfunktion f(∆E) aus denMessergebnissen zu extrahieren. Na
h der Bes
hreibung des Simulationspro-gramms werden die Analyses
hritte erläutert, mit denen die Einfa
hstreufunk-tion ε1(∆E) ermittelt werden kann. Die Bestimmung der eigentli
hen Energie-verlustfunktion ist Thema des nä
hsten Kapitels.5.1 Die ElektronenkanoneDie Energieverlustfunktion f(∆E), die als Faltung mit der Transmissionsfunk-tion T (E, qU) Bestandteil der Antwortfunktion fres(E, qU) ist, soll vor Beginnder eigentli
hen Messungen des KATRIN Experimentes experimentell bestimmtwerden.Zu diesem Zwe
k wird eine Elektronenkanone verwendet, die hinter der WGTS(rear system) in einem Magnetfeld Begun steht, das s
hwä
her ist als das Magnet-feld BS der Quelle. Aus diesem Grund gilt für die Elektronen vor dem Eintrittin die Quelle das glei
he Prinzip wie vor dem Eintritt in das Spektrometer:Elektronen mit zu groÿen Startwinkeln werden magnetis
h re�ektiert. Analogzu Glei
hung (4.3) gilt somit für den maximal akzeptierten Startwinkel:
θegun = asin(√Begun

BS

) (5.1)Dur
h Messungen der Antwortfunktionen für vers
hiedene Werte der Säulen-di
hte ρd kann man die Energieverlustfunktion experimentell bestimmen1.5.2 Das SimulationsprogrammDie Simulation der Messungen, wel
he Grundlage für alle weiteren Bere
hnungenist, erfolgt mit numeris
hen Monte-Carlo-Methoden. Im Simulationsprogramm1Das theoretis
he Verfahren kann in [Kat04℄ na
hgelesen werden.28



5.2 Das Simulationsprogrammhat die Elektronenkanone eine konstante Intensität sowie ein gauÿförmiges Ener-giespektrum. Da zum jetzigen Zeitpunkt keine Details über die tatsä
hli
heWinkelverteilung der Elektronenkanone bekannt sind, wird eine isotrope Win-kelverteilung am Eingang der WGTS angenommen.Innerhalb des Simulationsprogramms dur
hläuft jedes Elektron auf dem Wegvon der Elektronenkanone zum Detektor bestimmte Stationen, die im Folgendenerläutert werden.Start der Elektronen Zunä
hst werden Startwinkel θ und Energie E des Elek-trons dur
h Zufallszahlen bestimmt. Die Energie wird gauÿverteilt gewür-felt mit dem Erwartungswert µ = 18600 eV und der Standardabwei
hung
σ = 0.5 eV. Der Winkel kann am Eingang der WGTS Werte zwis
hen
0 ≤ θ ≤ 6◦ einnehmen. Dieser Wert wird gewählt, da zu diesem Zeit-punkt keine Aussage über das Design der Elektronenkanone gema
ht wer-den kann. Sowohl der Energiewert als au
h die Gröÿe des Winkels werdenmit dem Zufallszahlengenerator TRandom erzeugt, der Teil der am Cernentwi
kelten, objektorientierten Software Root ist. Au
h alle weiteren Zu-fallszahlen werden mit diesem Programm generiert.We
hselwirkungen in der Quelle Dana
h wird überprüft, ob das Elektron beimDur
hgang dur
h die WGTS mit einem oder mehreren Tritiummolekülenwe
hselwirkt und Energie dur
h inelastis
he Stöÿe verliert. Dies ges
hiehtwie folgt:Die gesamte Länge der Tritiumquelle wird dur
h die Säulendi
hte ρd aus-gedrü
kt (s. Abb. 5.2). Gemäÿ Glei
hung (3.5) gilt für die mittlere freieSäulendi
hte:

(ρd)frei =
1

σtot
.Diese gibt die dur
hs
hnittli
he Weglänge an, die ein Elektron ohne We
h-selwirkung mit einem Tritiummolekül innerhalb der Quelle zurü
klegt. Dader We
hselwirkungspunkt eines Stoÿes abhängig ist von der mittleren frei-en Säulendi
hte und zusätzli
h von dem Winkel θ, unter dem das Elektronin die Quelle eintritt, muss dies bei der Bere
hnung berü
ksi
htigt werden.Daher gilt für den Ort der We
hselwirkung (ρd)∗:

(ρd)∗ =
1

σtot
· cos θ.Im Computerprogramm wird der Weg dur
h die Quelle nun wie folgt si-muliert:Der im Mittel zurü
kgelegte Weg eines Elektrons in der WGTS folgt einereiner Exponentialverteilung mit dem Erwartungswert der mittleren freienSäulendi
hte (ρd)frei und wird daher exponentialverteilt gewürfelt. Da-na
h wird überprüft, ob der Ort der We
hselwirkung no
h innerhalb derQuelle liegt, d.h. (ρd)∗ ≤ ρd. Ist dies ni
ht der Fall, so kann das Elektrondie Quelle ungestört dur
hqueren. Findet eine We
hselwirkung innerhalb29



5 Experimentelle Bestimmung der EnergieverlustfunktionAbbildung 5.1: We
hsel-wirkung in der Tritium-quelle. In der Abbildung istdie WGTS dargestellt, derenLänge in der Einheit der Säu-lendi
hte ρd angegeben wird.Ein Elektron, das unter demWinkel θ in die Quelle ein-tritt, stöÿt mit einem Tritium-molekül zusammen, na
hdemes eine Stre
ke, die der mittle-ren freien Säulendi
hte (ρd)freientspri
ht, zurü
kgelegt hat.Im dargestellten Fall wird dieBedingung (ρd)∗ ≤ ρd für eineWe
hselwirkung innerhalb derQuelle erfüllt.der Quelle statt, so verliert das Elektron Energie und ändert seinen Win-kel.Energieverlust und Winkeländerung Mit Hilfe der Energieverlustfunktion desTroitsker Experimentes, das in Kapitel 2 erwähnt worden ist, wird derEnergieverlust der Elektronen festgelegt. Beim Troitsker Aufbau wurdeim Gegensatz zum Mainzer Experiment eine gasförmige Tritiumquelle ver-wendet. Au
h beim KATRIN Experiment kommt eine gasförmige Quellezum Einsatz, daher wird für das Simulationsprogramm die Troitsker Funk-tion als Modell genommen.An das bei diesem Experiment gemessene Transmissionsspektrum wurdeeine Energieverlustfunktion bestehend aus einer Gauÿ- und einer Lorentz-kurve angepasst, so dass die Energieverluste dur
h die normierte Funktion
f(∆E) =







A1 · exp
(

−2(∆E−ǫ1)2

ω2
1

) für ∆E < ǫc

A2 ·
ω2

2

ω2
2+4(∆E−ǫ2)2

für ∆E ≥ ǫc

(5.2)bes
hrieben werden können [Ase00℄2, die in Abb. 5.2 dargestellt ist. DieGauÿkurve bes
hreibt das Anregungsspektrum der Elektronen mit einemMaximum bei 12.6 eV, während die Lorentzkurve das Kontinuum wieder-gibt, das vorwiegend dur
h die bei 15.4 eV beginnende Ionisierung desTritiummoleküls hervorgerufen wird.Da die Energieverlustfunktion eine kontinuierli
he Funktion ist, wird inder Simulation das Von Neumann-Vefahren verwendet, um diskrete Ener-gieverluste zu würfeln.Bei diesem Verfahren wird zunä
hst eine imaginäre Box um die Funkti-on gelegt und dann je eine Zufallszahl für den Energieverlust ∆E∗ unddie Amplitude A der Funktion innerhalb dieser Box gewürfelt. Für die2Der Referenz [Ase00℄ können ebenfalls die Parameter der Funktion entnommen werden.30



5.2 Das Simulationsprogramm
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Abbildung 5.2: Energieverlustfunktion des Troitsker Experimentes.Dar-gestellt ist das an die Troitsker Daten angepasste Energieverlustspektrum als Funk-tion des Energieverlustes ∆E. Es besteht aus einer Gauÿ- und einer Lorentzkurve,die entspre
hend das Anregungsspektrum mit einem Maximum bei 12.6 eV und dasKontinuum, hervorgerufen dur
h die bei 15.4 eV beginnende Ionisierungsenergie,zeigen.Funktion gemäÿ Glei
hung (5.2) bedeutet dies, dass ∆E∗-Werte zwis
hen
∆E∗ = 0 und ∆E∗ = 50 sowie A-Werte zwis
hen A = 0 und A = 0.204zufällig bestimmt werden.Dana
h wird überprüft, ob die Energieverlustfunktion gemäÿ Glei
hung(5.2) in Abhängigkeit des gewürfelten ∆E∗-Wertes kleiner oder glei
h dergewürfelten Amplitude A-Wert ist, d.h.

f(∆E∗) ≤ A. (5.3)Ist diese Glei
hung erfüllt, so liegt der zufällige Funktionswert unterhalbder analytis
hen Funktion. Der gewürfelte ∆E∗-Wert bestimmt den Ener-gieverlust, der von der Startenergie subtrahiert wird, so dass das Elektroneine geringere Energie Eneu besitzt. Für den anderen Fall werden erneutZufallszahlen gewürfelt, bis Glei
hung (5.3) erfüllt ist.Der bes
hriebene Prozess wird für jedes Elektron dur
hgeführt, so dassman mit dem Von Neumann-Verfahren ein Histogramm von Energiever-lusten erhält, das die analytis
he Funktion bes
hreibt. Das Prinzip diesesVerfahrens wird in Abb. 5.3 no
h einmal verdeutli
ht.Neben der Energie ändert si
h na
h jedem Stoÿ au
h der Winkel, unterdem si
h das Elektron auf Zyklotronbahnen um die jeweilige Magnetfeld-linie bewegt. Diese Winkeländerungen werden ni
ht dur
h Glei
hung (4.7)bes
hrieben. Das Elektron wird dur
h den Stoÿ abgelenkt und dana
h auf31



5 Experimentelle Bestimmung der EnergieverlustfunktionAbbildung 5.3: VonNeumann-Verfahren. Beidiesem Verfahren werden zu-nä
hst Zufallszahlen für ∆E∗sowie zufällige Zahlen für dieAmplitude A innerhalb derBox bestimmt. Dana
h wirdgeprüft, ob die Energiever-lustfunktion in Abhängigkeitdes gewürfelten ∆E∗-Werteskleiner oder glei
h dem ge-würfelten A-Wert ist, also indem rot s
hra�erten Berei
hliegt. Für jedes Elektronwird der Prozess so langewiederholt, bis die Bedingung
f(∆E∗) ≤ A erfüllt ist.eine neue Bahn gezwungen, entlang derer es si
h dann unter dem neuenWinkel bewegt. Hierbei gibt es eine Korrelation zwis
hen Energieverlustund Streuwinkel aufgrund der Energie- und Impulserhaltung (s. Abb. 4.3).Innerhalb der letzten 30 eV unterhalb der Endpunktenergie, die im We-sentli
hen beim KATRIN Experiment gemessen werden, ist die Änderungdes Winkels na
h einem Stoÿ sehr klein (vgl. Abs
hnitt 4.2).Im Simulationsprogramm wird die Winkeländerung ni
ht in Abhängigkeitdes Energieverlustes bestimmt, sondern wegen der kleinen Streuwinkel fürjedes Elektron zufallsverteilt zwis
hen 0◦ ≤ β ≤ 2◦ gewürfelt. Der gewür-felte Wert des Streuwinkels wird zum jeweiligen Winkel θ addiert, undman erhält auf diese Weise den Winkel θneu.Na
h jedem Stoÿ wird erneut ein We
hselwirkungspunkt gewürfelt und derzurü
kgelegte Weg bis zu diesem Punkt zu (ρd)∗ addiert. Gilt immer no
h

(ρd)∗ ≤ ρd, so wird erneut ein Energieverlust und eine Winkeländerunggewürfelt. Der Vorgang wird wiederholt, bis der Ort der We
hselwirkungauÿerhalb der Quelle liegt, d.h. (ρd)∗ > ρd. Wird die letztgenannte Bedin-gung erfüllt, so erfolgt eine erneute Überprüfung des Winkels, unter demdas Elektron die Quelle verlässt.Verlassen der Quelle Na
h dem Dur
hqueren der Quelle, werden alle Elek-tronen mit gröÿeren Winkeln θneu als der maximal akzeptierte Winkel
θmax gemäÿ Glei
hung (4.3) magnetis
h re�ektiert. Mit den bereits er-wähnten Standardparametern ergibt si
h ein maximal akzeptierter Winkel
θmax = 50.77◦.Überwindung des elektris
hen Filters Zuletzt wird in der Analysierebene desHauptspektrometers die elektrostatis
he Energieanalyse na
h Glei
hung(3.3) dur
hgeführt. Analysiert wird in diesem Fall die Energie Eneu desElektrons beim Verlassen der Quelle � diese muss ni
ht identis
h mit derStartenergie E sein � na
hdem der Anteil an Transversalenergie E⊥ fast32



5.3 Vorgehensweise zur Bestimmung der Energieverlustfunktionvollständig in longitudinale Energie E‖ gemäÿ Glei
hung (3.2) umgewan-delt worden ist. In der Simulation werden für das elektris
he Potential qUWerte zwis
hen 18605 eV und 18550 eV gewählt. Eine vorher festgelegteAnzahl an Elektronen dur
hläuft dann den bes
hriebenen Weg von derElektronenkanone zum Detektor für jeden Spannungss
hritt, so dass dieWerte für die Übers
hussenergien der detektierten Elektronen zwis
hen -5eV und 50 eV liegen.Jedes Elektron, das Glei
hung (3.3) erfüllt, wird nun gezählt. Somit er-hält man für alle Spannungss
hritte eine gewisse Anzahl an Elektronen,die transmittiert und am Detektor na
hgewiesen werden. Innerhalb desbes
hriebenen Programms werden das Verlassen der Quelle und die Über-windung des elektris
hen Filters glei
hzeitig geprüft. Die gesamte Simu-lation ist vereinfa
ht in einem Flussdiagramm ohne Berü
ksi
htigung deradiabatis
hen Transformation dargestellt (s. Abb. 5.4).5.3 Vorgehensweise zur Bestimmung derEnergieverlustfunktionNa
h der Bes
hreibung des Simulationsprogramms wird nun erläutert, auf wel-
he Weise die Energieverlustfunktion f(∆E) bestimmt werden kann.5.3.1 Bere
hnung der Streuwahrs
heinli
hkeitenDie Bere
hnung der Streuwahrs
heinli
hkeiten Pk (k = 0, 1, 2...) erfolgt mit Hilfeder Poissonverteilung. Die Verteilungsfunktion lautet:
f(k;λ) =

λk

k!
e−λ k = 0, 1, 2, ...Hierbei gibt k die Anzahl der Ereignisse und λ � glei
hzeitig Erwartungswertund Varianz der Verteilung � die Zahl der erwarteten Ereignisse innerhalb einesvorgegebenen Intervalls an.Die zu bere
hnenden Stoÿwahrs
heinli
hkeiten hängen ab von dem Verhältnisder Säulendi
hte ρd/cos θ und der freien Säulendi
hte (ρd)frei in Abhängigkeit derEintrittswinkel θ in die Quelle. Für die Anzahl der erwarteten Stoÿereignisse

µ(θ) gilt somit:
µ(θ) = λ =

ρd

(ρd)frei · cos θ
.Aus dieser Glei
hung folgt sofort für die Streuwahrs
heinli
hkeiten:

Pk (µ(θ)) =
µ(θ)k

k!
e−µ(θ) k = 0, 1, 2, ... (5.4)33



5 Experimentelle Bestimmung der Energieverlustfunktion

Abbildung 5.4: Vereinfa
htes Flussdiagramm der Simulation. Dargestelltist der Weg eines Elektrons mit einer Startenergie E und einem Startwinkel θvon der Elektronenkanone zum Detektor ohne Berü
ksi
htigung der adiabatis
henTransformation. Innerhalb der WGTS wird überprüft, ob das Elektron Energiedur
h inelastis
he Stöÿe verliert. Ist dies der Fall, so erhält es eine geringere Ener-gie Eneu sowie einen neuen Winkel θneu, unter dem es si
h auf Zyklotronbahnenentlang der Magnetfeldlinien bewegt. Na
h dem Dur
hqueren der Quelle kann dasElektron das Spektrometer nur dann errei
hen, wenn sein Winkel kleiner ist alsasin√ BS

Bmax
. Zuletzt erfolgt die Energieanalyse in der Mitte des Spektrometers. Istdie Longitudinalenergie E‖ gröÿer als das elektris
he Potential qU , so erfolgt eineTransmission, und das Elektron wird positiv gezählt.

Diese Glei
hung ist jedo
h ni
ht ausrei
hend, da die Winkelverteilung der Elek-tronenkanone berü
ksi
htigt werden muss, die dur
h eine normierte Funktion
f

′

(θ) ausgedrü
kt werden kann. Bestimmt wird die Funktion dur
h die Bes
haf-fenheit der Elektronenkanone. Unter Verwendung der adiabatis
hen Transfor-mationsregel gemäÿ Glei
hung (3.2) kann dann die normierte Winkelverteilung
f(θ) der WGTS bere
hnet werden.Wie bereits erwähnt, steht das Design der Elektronenkanone no
h ni
ht fest, da-her wird innerhalb der Simulation eine isotrope Winkelverteilung am Eingang34



5.3 Vorgehensweise zur Bestimmung der Energieverlustfunktionder WGTS angenommen. Es gilt somit:
f(θ) = sin θmit π/2∫

0

f(θ) dθ = 1
(5.5)Werden die Glei
hungen (5.4) und (5.5) kombiniert, so können die Streuwahr-s
heinli
hkeiten P k unter Berü
ksi
htigung der Winkelverteilung bere
hnet wer-den:

P k(µ(θ)) =

π/2∫

0

f(θ) · Pk(µ(θ)) dθ

=

π/2∫

0

sin θ ·
µ(θ)k

k!
e−µ(θ) dθ k = 0, 1, 2, ...

(5.6)
5.3.2 Messung der experimentellen TransmissionsfunktionDie Transmissionsfunktion Tegun(E, qU) der Elektronenkanone kann bestimmtwerden, indem eine Leermessung ohne Tritiummoleküle in der Quelle (ρd = 0)dur
hgeführt wird, da die Elektronen in diesem Fall keine Energie dur
h inelas-tis
he Streuung verlieren. Mathematis
h ist die Funktion eine Faltung der ana-lytis
hen Transmissionsfunktion T (e, qU) mit dem Energiespektrum der Elek-tronenquelle Segun:

Tegun(E, qU) = T (E, qU) ⊗ Segun (5.7)Da die Energie der Elektronenkanone gauÿförmig verteilt ist, wird die analy-tis
he Transmissionsfunktion mit einer Gauÿkurve gefaltet. Hierbei wird einemögli
he Korrelation von Energie und Startwinkel der Elektronen wegen desfehlenden Designs der Elektronenkanone vena
hlässigt. Die Faltung führt zueiner Verbreiterung der experimentellen Transmissionsfunktion, auÿerdem sindder Anfang und das Ende des Anstiegs gauÿvers
hmiert, wie in Abb. 5.5 zusehen ist.Eine weitere Besonderheit der experimentellen Transmissionsfunktion bestehtdarin, dass der Anstieg der Funktion im negativen Berei
h beginnt. Zur Erklä-rung werden folgende Begri�e eingeführt:
E : mittlere Energie des Elektrons
η := E − qU : Übers
hussenergie des Elektrons
η := E − qU : mittlere Übers
hussenergie des ElektronsDie Elektronen haben eine mittlere Energie E = 18.6 keV, daher gibt es einemittlere Übers
hussenergie η, die auf der x-A
hse aufgetragen ist. Wegen dergauÿförmigen Energieverteilung der Elektronenkanone starten au
h Elektronen35



5 Experimentelle Bestimmung der Energieverlustfunktion
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Abbildung 5.5:Experimentellbestimmte Trans-missionsfunktion.In dem oberen Dia-gramm wird dieFunktion Tegun fürElektronen mit einermittleren Energie
E = 18.6 keV alsFunktion der Re-tardierungsenergie
qU gezeigt. Dur
hdie Faltung mitdem gauÿverteiltenEnergiespektrum derElektronenkanoneverbreitert si
h dieFunktion und istam Anfang sowieEnde des Anstiegsgauÿvers
hmiert.Dies wird an demAuss
hnitt der Funk-tion im unterenDiagramm no
heinmal verdeutli
ht.mit einer um ǫ ∈ R > 0 höheren Energie E = E + ǫ, wel
he damit eine Über-s
hussenergie η = η + ǫ besitzen. Da die Übers
hussenergie gröÿer ist als diemittlere Übers
hussenergie (η > η), können die Elektronen au
h bei höherenRetardierungsenergien die Analysierebene überwinden. Dies entspri
ht in Abb.(5.5) einer Transmission im negativen Berei
h.5.3.3 Messungen der AntwortfunktionenInnerhalb des Simulationsprogramms können vers
hiedene Werte für die Säu-lendi
hte ρd eingestellt werden. Abhängig von der Wahl des jeweiligen Wertes,erhält man normierte Antwortfunktionen, die in Abb. 5.6 gezeigt sind.Die Simulationen sind für die Säulendi
hten ρd = 5 · 10−17 
m−2 (grün), ρd =

3 · 10−17 
m−2 (rot) und ρd = 1 · 10−17 
m−2 (blau) dur
hgeführt worden. Esist zu erkennen, dass das Plateau der Funktionen � und damit der Anteil derungestreuten Elektronen � desto höher ist, je geringer der Wert der Säulen-di
hte gewählt wird. Für die Referenzsäulendi
hte des KATRIN Experimentes(ρd = 5 · 10−17 
m−2) beträgt der Anteil ungestreuter Elektronen ungefähr
P0 ≈ 18% und ist damit geringer als der Referenzwert P0 = 41.3% (s. Kapitel36



5.3 Vorgehensweise zur Bestimmung der Energieverlustfunktion
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Abbildung 5.6: Messungen der Antwortfunktionen für vers
hiedeneSäulendi
hten. Das Diagramm zeigt simulierte Messungen für Elektronen miteiner mittleren Energie E = 18.6 keV als Funktion der Retardierungsenergie qU .Die Säulendi
hten betragen ρd = 5 · 10−17 
m−2 (grün), ρd = 3 · 10−17 
m−2 (rot)und ρd = 1 · 10−17 
m−2 (blau). Es ist zu erkennen, dass der Anteil ungestreuterElektronen (de�niert dur
h das jeweilige Plateau) mit abnehmender Säulendi
htezunimmt.4.3.2). Dies ist darauf zurü
kzuführen, dass bei der eigentli
hen Messung dasTritiumgas in die Mitte des Quellrohres eingeleitet wird, und die Elektronensomit im Mittel die Hälfte des Rohres dur
hlaufen. Dagegen passieren die Elek-tronen bei der bes
hriebenen Kalibrationsmessung immer die gesamte WGTS3.Weiterhin ist zu erkennen, dass Transmission für Übers
hussenergien mögli
hist, die kleiner als die mittlere Übers
hussenergie und damit kleiner oder glei
hNull sind. Dies liegt an der Gauÿverteilung der Startenergie und ist bereits imvorangegangenen Abs
hnitt erklärt worden.Wie bereits in Kapitel 4.3 erwähnt, lassen si
h innerhalb jeder Antwortfunkti-on zwei Berei
he unters
heiden: Unterhalb von ≈ 12 eV �ndet keine Streuungstatt, oberhalb dieses Wertes verlieren die Elektronen Energie dur
h inelastis
heStoÿprozesse.Der zuletzt genannte Teil der Antwortfunktion lässt si
h no
h in weitere Be-rei
he unterteilen. Ab ≈ 12 eV ist ein Anstieg der Funktion zu erkennen, derauf einfa
he Streuprozesse zurü
kzuführen ist. Dana
h gibt es einen weiterenAnstieg der Antwortfunktion ab ≈ 24 eV, der zusätzli
h zu den ionisierendenEinfa
hstreuungen den Prozess zweifa
her Streuung widerspiegelt. Der Beginnder Dreifa
hstreuung ab ≈ 36 eV ist nur bei der grünen Kurve mit der hö
hstenSäulendi
hte zu erkennen. Bei den anderen beiden Kurven ist die Di
hte der3Der Zusammenhang zwis
hen dem Anteil ungestreuter Elektronen und Länge der WGTSist gemäÿ Glei
hung (5.4) ni
ht linear. 37



5 Experimentelle Bestimmung der EnergieverlustfunktionTritummoleküle zu gering, um einen weiteren Anstieg erkennen zu lassen.Die genannten Berei
he können dur
h die Gröÿen εi(∆E) (i = 0, 1, 2, ...) be-s
hrieben werden, die si
h aus der experimentell bestimmte Transmissionsfunk-tion Tegun(E, qU) und der Form der Energieverlustfunktion dσ/d∆E zusammen-setzen:
ε0(∆E) = Tegun(E, qU)

ε1(∆E) = Tegun(E, qU) ⊗
dσ

d∆E

ε2(∆E) = Tegun(E, qU) ⊗
dσ

d∆E
⊗

dσ

d∆E
· · ·

(5.8)
ε0(∆E) bes
hreibt den Berei
h ohne Streuprozesse, ε1(∆E) den Teil der Funk-tion, der einfa
he Streuung beinhaltet, ε2(∆E) den Berei
h, der zusätzli
h zwei-fa
he Streuungprozesse berü
ksi
htigt usw.Mit den Streuwahrs
heinli
hkeiten Pi(µ(θ)) (i = 0, 1, 2, ...) na
h Glei
hung (5.6)lässt si
h die Antwortfunktion gemäÿ Glei
hung (4.7) ums
hreiben zu:
fres(E, qU) = Tegun ⊗ P0(µ(θ)) +

Tegun ⊗ P1(µ(θ)) ·
dσ

d∆E
+

Tegun ⊗ P2(µ(θ)) ·
dσ

d∆E
⊗

dσ

d∆E
+ · · ·

= P0(µ(θ)) · ε0(∆E) + P1(µ(θ)) · ε1(∆E) + P2(µ(θ)) · ε2(∆E) + · · ·(5.9)Wie in Abs
hnitt 5.3.1 bes
hrieben, geht in die Bere
hnung der Streuwahrs
hein-li
hkeiten u.a. der totale inelastis
he Wirkungsquers
hnitt über die Relation
(ρd)frei = 1/σtot ein. Die Form der Energieverlustfunktion ist damit normiert,und im weiteren Verlauf dieser Arbeit sind f(∆E) und dσ/d∆E als Bezei
hnun-gen der Energieverlustfunktion glei
hbedeutend.Um die Energieverlustfunktion zu bestimmen, müssen zunä
hst die Funktio-nen εi(∆E) bere
hnet werden. Aus diesem Grund werden mehrere Messungen
α, β, γ,... der Antwortfunktion fres(E, qU) für vers
hiedene Säulendi
hten simu-liert, so dass unter Verwendung von Glei
hung (5.9) ein lineares Glei
hungsys-tem aufgestellt werden kann:
fα
res(E, qU) − Pα

0 (µ(θ)) · ε0(∆E) = Pα
1 (µ(θ)) · ε1(∆E) + Pα

2 (µ(θ)) · ε2(∆E) + · · ·

fβ
res(E, qU) − P β

0 (µ(θ)) · ε0(∆E) = P β
1 (µ(θ)) · ε1(∆E) + P β

2 (µ(θ)) · ε2(∆E) + · · ·

fγ
res(E, qU) − P γ

0 (µ(θ)) · ε0(∆E) = P γ
1 (µ(θ)) · ε1(∆E) + P γ

2 (µ(θ)) · ε2(∆E) + · · ·

· · · (5.10)Neben den Antwortfunktionen kann au
h die Funktion ε0(∆E) = Tegun(E, qU)(s. Glei
hung (5.8)) auf der linken Seite des Glei
hungssystems gemessen werden.Mit den bere
hneten Streuwahrs
heinli
hkeiten Pi(µ(θ)) können die Funktionen38



5.3 Vorgehensweise zur Bestimmung der Energieverlustfunktion
εi(∆E) dann dur
h Lösung des Glei
hungssystems bestimmt werden.5.3.4 Lösung des linearen Glei
hungsystemsBevor das Glei
hungssystem (5.10) aufgestellt und gelöst wird, muss festgelegtwerden, wie viele Messreihen und für wel
he Säulendi
hten die Messreihen si-muliert werden. Aus diesem Grund gibt es folgende Vorüberlegungen:Die Säulendi
hten der einzelnen Simulationen sollten so klein gewählt werden,dass Vierfa
hstreuung innerhalb der Anwortfunktionen fres(E, qU) jeweils ver-na
hlässigt werden kann. Glei
hzeitig müssen sie aber ausrei
hend ho
h sein,damit die dreifa
he Streuung einen messbaren Beitrag liefert.Na
h diesen vorausgehenden Betra
htungen werden fünf vers
hiedene Messrei-hen mit den Säulendi
hten ρd = j · 10−17 
m−2 (j = 1, 2, 3, 4, 5) simuliert, umdaraus dreidimensionale Matrizen A ∈ R

3×3 aufzustellen.Über die Bere
hnung der Determinaten einer Matrix kann geprüft werden, obein lineares Glei
hungssystem eindeutig lösbar ist und entspre
hend für einequadratis
he Matrix die inverse Matrix A−1 bere
hnet werden kann. Dies istnur dann der Fall, wenn die Determinante unglei
h Null ist4.Aus diesem Grund erfolgt eine Bere
hnung der Determinaten für alle mögli
henKombinationen der simulierten Daten und damit der Streuwahrs
heinli
hkeiten,aus denen si
h die Matrix zusammensetzt. Diejenigen Parameter, die den Wertder Determinante maximieren, bestimmen dann die Referenzsäulendi
hten, fürwel
he die tatsä
hli
hen Messungen später dur
hgeführt werden sollten.Das beste Ergebnis erhält man für die Matrix, bestehend aus den Streuwahr-s
heinli
hkeiten für die Säulendi
hten ρd = j · 10−17 
m−2 (j = 1, 3, 5), wäh-rend die Matrix mit den Streuwahrs
heinli
hkeiten der Säulendi
hten ρd =
j · 10−17 
m−2 (j = 1, 2, 3) das s
hle
hteste Ergebnis, d.h. die kleinste Deter-minante, liefert. Dies entspri
ht der Erwartung, da die letztgenannten Säulen-di
hten zu gering sind, um ausrei
hend groÿe Werte für die Wahrs
heinli
hkeitdreifa
her Streuung zu erhalten.Die SimulationDie simulierten Messdaten werden nun folgendermaÿen erzeugt:Zunä
hst werden drei Messreihen bei Einstellung der Referenzsäulendi
hten
ρd = j · 10−17 
m−2 (j = 1, 3, 5) sowie eine Leermessung mit ρd = 0 
m−2dur
hgeführt. Während einer Messreihe werden Retardierungsenergien zwis
hen
qU = 18605 eV und qU = 17550 eV in Abständen von 0.1 eV eingestellt undfür jeden S
hritt die transmittierten Elektronen gezählt. Die Anzahl der Elek-tronen, die mit der mittleren Energie E = 18600 eV starten, beträgt 12 · 106für jeden eingestellten Spannungss
hritt. Von diesen Elektronen errei
hen ≈ 107Elektronen das Hauptspektrometer und werden transmittiert, wenn die einge-4Es können numeris
he Probleme auftreten, wenn die Determinante sehr klein ist, weil dieMatrix sehr kleine Eigenwerte hat. Derartige Probleme bei der Bere
hung der Inversenwerden in Abs
hnitt 6.3.3 no
h ausführli
h behandelt. 39



5 Experimentelle Bestimmung der Energieverlustfunktionstellte Retardierungsenergie klein genug ist5.Das lineare Glei
hungssystem (5.10) kann nun, wie in Abs
hnitt 5.3.3 bes
hrie-ben, aufgestellt und dur
h Multiplikation mit der inversen Matrix gelöst werden.Das Ergebnis ist in Abb. 5.7 dargestellt sind.
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Abbildung 5.7: Lösung des linearen Glei
hungssystems. Dargestellt sinddie Funktionen ε1(∆E) (rot), ε2(∆E) (blau) und ε3(∆E) (grün) als Funktion dermittleren Übers
hussenergie E− qU . Das Glei
hungssystem ist für Messreihen mitden Säulendi
hten ρd = j · 10−17 
m−2 (j = 1, 3, 5) aufgestellt worden.In dem Diagramm erkennt man die Funktion ε1(∆E) (rot) mit einem Anstiegab ≈ 12 eV, die Funktion ε2(∆E) (blau) mit einem Anstieg ab ≈ 24 eV und dieFunktion ε3(∆E) (grün) mit einem Anstieg ab ≈ 36 eV.Während die Einfa
hstreufunktion ε1(∆E) no
h experimentell bestimmt werdenkönnte, z.B. dur
h Verwendung eines Tritiumgases mit sehr geringer Säulendi
h-te ρd ≪ (ρd)frei, in dem die Elektronen nur einfa
h streuen, sind experimen-telle Messungen der Zweifa
hstreufunktion ε2(∆E) und Dreifa
hstreufunktion
ε3(∆E) ni
ht zu realisieren. Diese Funktionen erhält man ledigli
h dur
h diebes
hriebene Entfaltung.5Bei einer Leermessung werden für E−qU > 0 somit ≈ 107 Elektronen pro Spannungsss
hrittgezählt, bei den anderen Messreihen ist die Zahl der detektierten Elektronen neben derRetardierungsenergie zusätzli
h abhängig vom Energieverlust und dementspre
hend gerin-ger.40



5.3 Vorgehensweise zur Bestimmung der EnergieverlustfunktionGemäÿ Glei
hung (5.8) gilt:
ε1(∆E) − Tegun(E, qU) ⊗

dσ

d∆E
= 0 (5.11)

ε2(∆E) − ε1(∆E) ⊗
dσ

d∆E
= 0. (5.12)Zur Überprüfung des Entfaltungsergebnisses sind daher in Abb. 5.8 (a) die Ein-fa
hstreufunktion ε1(∆E) und in Abb. 5.8 (
) die Zweifa
hstreufunktion ε2(∆E)(beide violett) dargestellt. Ebenfalls in diesen Digrammen sind entspre
hend dieFaltungen der zugehörigen Funktionen Tegun(∆E)⊗dσ/d∆E und ε1(∆E)⊗dσ/d∆E(beide s
hwarz) gezeigt. Die Di�erenz der Funktionen (5.11) ist in Abb. 5.8 (b),die Di�erenz der Kurven (5.12) in Abb. 5.8 (d) zu sehen.Es ist erkennbar, dass die jeweiligen Funktionen sehr gut übereinstimmen undAbwei
hungen nur auf die höheren Raus
hanteile der entfalteten Funktionenzurü
kzuführen sind, die dur
h numeris
he Probleme bei der Lösung des Glei-
hungssystems mittels Matrixinversion zustande kommen (s.o.).

Abbildung 5.8: Überprüfung des Entfaltungsergebnisses. Dargestellt sindin Abb. (a) die Funktionen ε1(∆E) (violett) und Tegun(E, qU)⊗ dσ/d∆E (s
hwarz),die nahezu identis
h sind. Dur
h Di�erenzbildung der beiden Funktionen in Abb.(b) wird gezeigt, dass der Unters
hied bedingt dur
h numeris
he Probleme auf denhöheren Raus
hanteil der entfalteten Funktion zurü
kzuführen ist. Analog sind dieFunktionen ε2(∆E) (violett) und ε1(∆E)⊗ dσ
d∆E

(s
hwarz) in Abb. (
) dargestellt.Au
h in diesem Fall zeigt die Di�erenzbildung in Abb. (d), dass der Unters
hiednur auf numeris
he Fluktuationen bei der Entfaltung zurü
kzuführen ist. 41



5 Experimentelle Bestimmung der EnergieverlustfunktionWie bereits in Abb. 5.7 erkennbar, ist das Entfaltungsergebnis der Einfa
hstreu-funktion ε1(∆E) genauer, da für alle eingestellten Säulendi
hten die Einfa
h-streuprozesse den gröÿten Beitrag zum Glei
hungssystem liefern.Für das weitere Vorgehen werden nur die Einfa
hstreufunktion ε1(∆E) zusam-men mit der experimentellen Transmissionsfunktion Tegun(E, qU) benötigt, umdie Glei
hung 6
Tegun(E, qU) ⊗

dσ

d∆E
= ε1(∆E) (5.13)zu lösen bzw. die Energieverlustfunktion dσ/d∆E zu entfalten. Die beiden Funk-tionen können wie bes
hrieben bestimmt werden und sind in Abb. 5.9 zu sehen.Im folgenden Kapitel werden drei vers
hiedene Methoden vorgestellt, mit denendie Energieverlustfunktion entfaltet werden kann. Aus diesem Grund werdenDe�nition und Eigens
haften der Faltung no
h einmal genauer erläutert.
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Abbildung 5.9: Funktion für Einfa
hstreuung und Transmissionsfunkti-on. Dargestellt sind die Funktionen Tegun(E, qU) = ε0(∆E) (blau) und ε1(∆E)(rot) als Funktion des Energieverlustes ∆E. Dur
h eine Faltung der Transmissi-onsfunktion Tegun(E, qU) mit der zu bestimmenden Energieverlustfunktion dσ/d∆Eerhält man die Funktion ε1(∆E).
6Diese Glei
hung folgt direkt aus Glei
hung (5.9).42



5.3 Vorgehensweise zur Bestimmung der EnergieverlustfunktionDie FaltungDe�nition der Faltung Die Faltung zweier reeller Funktionen f(t) und g(t)(f, g : R → R) ist folgendermaÿen de�niert:
f(t) ⊗ g(t) =

∞∫

−∞

f(t − ζ) g(ζ) dζ (5.14)Es wird über das Produkt von g(t) mit einer vers
hobenen und gespiegel-ten Funktion f(t) integriert. Ans
hauli
h versteht man unter einer Faltungdie Gewi
htung einer Funktion mit einer anderen. In Glei
hung (5.14)gibt der Funktionswert von g(ζ) an, wie stark der um ζ zurü
kliegendeWert von f(t − ζ) in den Wert der Ergebnisfunktion f(t) ⊗ g(t) eingeht.Die Faltung ist kommutativ, distributiv und assoziativ. Des Weiteren giltder Faltungssatz, wel
her besagt, dass die Faltung zweier Funktionen imZeitraum eine Multiplikation der zugehörigen Fouriertransformierten imFrequenzraum ist und umgekehrt:
f(t) ⊗ g(t) ⇐⇒ F (f) · G(f) (5.15)Hierbei sind F (f) und G(f) die Fouriertransformierten von f(t) und g(t).Glei
hung (5.14) de�niert die Faltung zweier kontinuierli
her Funktio-nen. Oftmals sind Funktionen jedo
h nur zu N diskreten Zeiten tk (k =

0, 1, ..., N −1) bekannt, d.h. man hat Werte f(tk) zu den Zeiten tk genom-men. Auf diese Weise erhält man einen Datensatz, der aus einer Zahlen-folge fk = f(tk) besteht. Die Fouriertransformierte Fj der Zahlenfolge fkerhält man über die Diskrete Fouriertransformation:
Fj =

1

N

N−1∑

k=0

fke−2πi· jk
NDie diskrete Faltung zweier Zahlenreihen ist wie folgt de�niert:

hk ≡ (f ⊗ g)k =

N−1∑

l=0

fk−l · gl (5.16)Für beide Funktionen fk und gk muss die Anzahl N der Datenpunkteglei
h sein7. Ist die Anzahl der Werte bei einer der beiden Funktionenkleiner, so wird die Funktion mit Nullen aufgefüllt.Die Fouriertransformierte Hj der Datenreihe hk ist das Produkt der Fou-riertransformierten von Fj und Gj , daher lautet der diskrete Faltungssatz:
hk = (f ⊗ g)k ⇐⇒ Hj = Fj · GjSomit ist die Faltung der Folgen fk und gk im Zeitraum ein Produkt der7Glei
hung (5.16) wird häu�g au
h mit dem Vorfaktor 1/N de�niert. 43



5 Experimentelle Bestimmung der EnergieverlustfunktionFouriertransformierten Fj und Gj im Frequenzraum.Im Rahmen dieser Arbeit werden Messungen simuliert, in denen die trans-mittierten Elektronen bei diskret angelegten Retardierungsspannungen ge-zählt werden. Aus diesem Grund erhält man auss
hlieÿli
h diskrete Spek-tren bzw. Funktionen, so dass im Folgenden nur diskrete Faltungssummenbetra
htet werden.Entfaltung Entfaltung ist die Umkehrung der Faltung von zwei Funktionen undwird ebenso wie die Faltung dur
h Glei
hung (5.16) bes
hrieben. Der Un-ters
hied zur Faltung besteht darin, dass die Funktion gl auf der re
htenSeite unbekannt ist. Glei
hung (5.16) kann au
h als lineares Glei
hungs-system in allgemeiner Form ges
hrieben werden:Ax = b (A ∈ R
n×n ∧ x,b ∈ R

n) (5.17)Hierbei sind A = fk−l eine bekannte Matrix, b = (f ⊗ g)k ein bekannterSpaltenvektor und x = gl der gesu
hte Lösungsvektor. Glei
hung (5.17)bzw. (5.16) kann auf vers
hiedene Arten gelöst werden, die im weiterenVerlauf dieser Arbeit aufgezeigt werden.5.4 ErgebnisZum Abs
hluss dieses Kapitels wird no
h einmal das bereits bestimmte Ergebnis(s. Abb. 5.7 bzw. 5.10 (a)) mit dem Ergebnis des Glei
hungssystems vergli
hen,das für Messreihen mit den Säulendi
hten ρd = j · 10−17 
m−2 (j = 1, 2, 3)aufgestellt worden ist (s. Abb. 5.10 (b)). In Abb. (a) überwiegt das intrinsi-s
he Raus
hen, verursa
ht dur
h die Statistik der Simulation, das au
h bei dertatsä
hli
hen Messung auftreten wird. Demgegenüber herrs
ht in Abb. (b) dasnumeris
he Raus
hen vor, wel
hes seine Ursa
he in der s
hle
ht bestimmten Ma-trix hat. Das s
hle
htere Signal- zu Raus
hverhältnis der (j = 1, 2, 3) - Messungentspri
ht der Erwartung aufgrund der bestimmten Matrixdeterminanten.Somit können über die Bere
hnung der Determinanten optimale Werte für dieSäulendi
hten festgelegt werden, wel
he Referenzwerte für die späteren tatsä
hli-
hen Messungen darstellen. Mit der bes
hriebenen Computersimulation kann au-ÿerdem gezeigt werden, dass die Bestimmung der Einfa
hstreufunktion ε1(∆E),wel
he die Grundlage zur Entfaltung der Energieverlustfunktion liefert, überexperimentelle Messungen mögli
h ist.
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5.4 Ergebnis

Abbildung 5.10: Ergebnis der Entfaltung für Glei
hungssysteme, auf-gestellt für vers
hiedene Säulendi
hten. Abb. (a) zeigt die Lösung des li-nearen Glei
hungssystems, bei der die Matrix für die Referenzsäulendi
hten ρd =
j · 10−17 
m−2 (j = 1, 3, 5) aufgestellt worden ist. In Abb. (b) setzt si
h die Ma-trix aus den Streuwahrs
heinli
hkeiten für die Säulendi
hten ρd = j · 10−17 
m−2(j = 1, 2, 3) zusammen. Deutli
h erkennbar ist das unters
hiedli
he Signal- zuRaus
hverhältnis der einzelnen Funktionen in den beiden Diagrammen.
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6 Enfaltung derEnergieverlustfunktionWie in Abs
hnitt 5.3 erläutert, kann eine diskrete Faltung gemäÿ Glei
hung(5.16) als lineares Glei
hungssystem Ax = b (A ∈ R
n×n ∧ x,b ∈ R

n) darge-stellt werden:
N−1∑

j=0

fi−j
︸︷︷︸

=A · gj
︸︷︷︸

=x = (f ⊗ g)i
︸ ︷︷ ︸

=b (6.1)Für Glei
hung (5.13), die dur
h Entfaltung der Energieverlustfunktion gelöstwerden soll, gilt daher:A =̂ Tegun(E, qU), b =̂ ε1(∆E), x =̂
dσ

d∆EDies bedeutet, dass die Funktion Tegun(E, qU) als Matrix und die Funktionen
ε1(∆E) und dσ/d∆E als Vektoren ges
hrieben werden, deren Elemente dur
h dieindividuellen Messwerte bei vers
hiedenen Retardierungsspannungen gegebensind.Das lineare Glei
hungssystem gemäÿ Glei
hung (6.1) kann im einfa
hsten Falldur
h Multiplikation mit der inversen Matrix A−1 gelöst werden. Diese Metho-de wurde bereits getestet [Ste03℄, führt aber im Allgemeinen zu Problemen mitnumeris
hen Fluktuationen. Diese können unterdrü
kt werden, wenn man dieMessung so dur
hführt, dass die Breite der Transmissionsfunktion kleiner ist alsdie S
hrittweite der Retardierungsspannung beim Messprozess.Das Resultat der Entfaltung mittels Matrixinversion ist in Abb. 6.1 zu sehen. Indie Simulation gingen ein gauÿförmiges Energiespektrum der Elektronenkanonemit σ = 0.5 eV, eine Binbreite von 0.5 eV sowie eine Breite der Transmissions-funktion, die kleiner als 0.5 eV ist, ein.Dargestellt ist das Ergebnis der Entfaltung (grün) als Funktion des Energiever-lustes −∆E. Die rote Kurve ist das Eingangsmodell und die blaue Kurve einSpline�t an die Daten. Das Ergebnis stimmt bis ≈ 30 eV re
ht gut mit demEingangsmodell überein, aber es muss berü
ksi
htigt werden, dass eine Entfal-tung mit dieser Methode nur dann mögli
h ist, wenn die Binbreite, mit der dieTransmissionsfunktion abgetastet wird, gröÿer ist als die Breite der Funktion.Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden drei Verfahren vorgestellt, mit denendie Energieverlustfunktion au
h dann entfaltet werden kann, wenn der Abstandder Bins 0.1 eV und die Breite der Transmissionsfunktion gröÿer als 0.1 eVist. Zunä
hst wird die stufenweise Entfaltung und in diesem Zusammenhang die46



6.1 Die stufenweise EnfaltungAnwendung digitaler Filter erläutert. Dana
h wird das iterative BiCG-Verfahrenerklärt, bevor zuletzt die Singulärwertzerlegung bes
hrieben wird.
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Abbildung 6.1: Ergebnis der Entfaltung mittels Matrixinversion. Darge-stellt sind das Eingangsmodell (rot), das Ergebnis der Entfaltung mit Fehlerbalken(grün) und eine Splinekurve an das Ergebnis der Entfaltung (blau) als Funktiondes Energieverlustes −∆E. Grundlage für die Entfaltung ist eine S
hrittweite derMessungen von 0.5 eV und eine Breite der Transmissionsfunktion von weniger als0.5 eV. Quelle: [Kat04℄6.1 Die stufenweise EnfaltungDas lineare Glei
hungssystem gemäÿ (6.1) kann gelöst werden, indem für jedes
i = 1, 2, ..., N -1 stufenweise die Werte für gj bzw. dσ/d∆E bere
hnet werden:

i = 1 ⇒ g0 =
(f ⊗ g)1

f1

i = 2 ⇒ g1 =
(f ⊗ g)2 − f2g0

f1

i = 3 ⇒ · · ·

(6.2)
6.1.1 Test mit analytis
hen FunktionenZunä
hst wird das Verfahren der stufenweisen Entfaltung gemäÿ Glei
hung(6.2) mit der analytis
hen Transmissionsfunktion T (E, qU) und der analyti-s
hen Funktion für einfa
he Streuung εan

1 (∆E) dur
hgeführt, um die Methodean unverraus
hten Daten zu testen.Die Funktion εan
1 (∆E) erhält man dur
h eine diskrete Faltung von T (E, qU)mit der Funktion f(∆E) des Troitsker Experimentes. Die Faltung erfolgt dur
h47



6 Enfaltung der Energieverlustfunktionnumeris
he Integration na
h der Simpsonregel, bei der man das Integral einerbeliebigen Funktion f(x) in einem bestimmten Intervall [a, b] näherungsweiselöst, indem die Funktion f(x) abs
hnittsweise dur
h eine Parabel angenähertwird.Folgende Funktionen werden nun zum Test der stufenweisen Entfaltung verwen-det:
f = T (E, qU), g =

dσ

d∆E
, (f ⊗ g) = εan

1 (∆E)Das Ergebnis dσ/d∆E der Entfaltung (blau) ist in Abb. 6.2 dargestellt. Es ist zu
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Abbildung 6.2: Stufenweise Entfaltung mit analytis
hen Funktionen.Dargestellt ist das Ergebnis der Entfaltung (blau) und das Eingangsmodell (rot)als Funktion des Energieverlustes ∆E. Bis ≈ 14 eV ist die blaue Kurve identis
hmit der roten, ab ≈ 14 eV beginnen Fluktuationen, die sehr s
hnell anwa
hsen.erkennen, dass die Funktion bis ≈ 14 eV de
kungsglei
h mit der Energieverlust-funktion des Troitsker Experimentes (rot) ist, wel
he dur
h die Faltung mit derTransmissionsfunktion in das Ergebnis des Faltungsintegrals εan
1 (∆E) eingeht.Ab ≈ 14 eV beginnen Fluktuationen, die mit gröÿeren ∆E-Werten immer weiteranwa
hsen. Da die Fluktuationen in Abb. 6.2 nur auf numeris
he Probleme zu-rü
kzuführen sind, wird im Folgenden geprüft, ob diese dur
h Anwendung einesdigitalen Filters gedämpft werden können.6.1.2 Digitale FilterFilter werden verwendet, um störendes Raus
hen in einem bestimmten Fre-quenzberei
h zu unterdrü
ken. Auf diese Weise werden nur diejenigen Frequen-zen dur
hgelassen, die relevant sind für das zu untersu
hende Signal.48



6.1 Die stufenweise EnfaltungEin allgemeiner Filter nimmt eine Eingangsfolge xk auf und erzeugt eine Aus-gangsfolge yn gemäÿ der Glei
hung:
yn =

M∑

k=0

ckxn−k +
N−1∑

j=0

djyn−j−1 (6.3)Jeder Ergebniswert yn setzt si
h zusammen aus dem aktuellen und M vorherigenEingangswerten sowie aus den N vorhergehenden Ergebniswerten. Die Koe�-zienten ck und dj , wel
he die Filterantwort de�nieren, sind Konstanten, die fürdie jeweilige Anwendung bere
hnet werden müssen. Bei den digitalen Filterngibt es zwei Gruppen:1) Ni
htrekursive Filter (N = 0)Bei diesen Filtern, die au
h FIR-Filter (vom Englis
hen: �nite impulse re-sponse) genannt werden, entfällt die zweite Summe in Glei
hung (6.3). JederErgebniswert hängt nur von den M+1 Eingangswerten ab. Aufgrund der feh-lenden Rü
kkopplung können Flukuationen ni
ht anwa
hsen, und FIR-Filtersind daher immer stabil.2) Rekursive Filter (N 6= 0)Diese Filter, bei denen die zweite Summe in Glei
hung (6.3) bere
hnet wird,heiÿen au
h IIR-Filter (vom Englis
hen: in�nite impulse response). Mit ih-rer Hilfe lassen si
h gewüns
hte Filterfunktionen mit weniger Koe�zientenrealisieren.Zur Dämpfung der in Abs
hnitt 6.1.1 bes
hriebenen Fluktuationen wird einrekursiver Filter entworfen.Zwis
hen den Koe�zienten ck, dj und der Filterfunktion (au
h Übertragungs-funktion) H(z) gilt folgender Zusammenhang (vgl. z.B. [Tie02℄):
H(z) =

M∑

k=0

ckz
−k

1 +
N−1∑

j=0
djz−j+1

(6.4)Die Variable z ist de�niert als z = e2πif/fa und wird weiter unten no
h genauererläutert.Glei
hung (6.4) zeigt, wie die Filterfunktion H(z) über die Koe�zienten ck und
dj bere
hnet werden kann. Um einen bestimmten Filter zu entwerfen, muss manjedo
h das Umgekehrte ma
hen: die Filterkoe�zienten mit einer gewüns
htenÜbertragungsfunktion bere
hnen. Es liegt also ein inverses Problem vor, fürwel
hes es keine Universallösung gibt.Das gebräu
hli
hste Verfahren zur Bere
hnung der Filterkoe�zienten ist die bi-lineare Transformation (C → C), bei der die Übertragungsfunktion eines konti-nuierli
hen (analogen) FiltersH(s) in der s-Ebene auf die Übertragungsfunktion49



6 Enfaltung der Energieverlustfunktion
H(z) eines diskreten (digitalen) Filters in der z-Ebene abgebildet wird. Dur
hdie Transformation wird die linke Halbebene in s (Re(s) < 0) auf das Innere desEinheitskreises in z abgebildet, während die imaginäre A
hse (Im(s)) auf denEinheitskreis selbst (|z| = 1) transformiert wird.Analoge Filter sind stabil, wenn ihre Polstellen in der linken Hälfte der s-Ebeneliegen, daher sind digitale Filter dann stabil, wenn ihre Pole im Inneren desEinheitskreises der z-Ebene liegen [Wer06℄.Zwis
hen den Variablen s und z besteht folgender Zusammenhang:

s =
1

α
·
1 − z−1

1 + z−1
=

1

α
·
z − 1

z + 1

z =
1 + αs

1 − αs
mit α ∈ R > 0

(6.5)Die Variable α ist z.B. die Abtastrate, mit der ein Signal pro Zeitintervall abge-tastet wird. In Abb. 6.3 wird die bilineare Transformation no
h einmal verdeut-li
ht. Der Frequenzgang analoger Filter ist auf der imaginären A
hse der s-Ebene

Abbildung 6.3: Die bilineare Transformation. In dem Diagramm ist dieTransformation der s-Ebene in die z-Ebene und umgekehrt verans
hauli
ht. Quel-le: [Wer06℄de�niert, daher be�ndet er si
h bei digitalen Filtern auf dem Einheitskreis der
z-Ebene. Der Zusammenhang mit der Frequenz ergibt si
h dur
h Einsetzen von
z = e2πif/fa (f ist der Frequenzgang des Analog�lters, der auf die Abtastfrequenz
fa normiert ist.) bzw. s = iω:

ω =
1

α
· tan

(

π ·
f

fa

)Bei der Transformation von der s-Ebene in die z-Ebene gibt es eine Ar
ustan-gens-Verzerrung, da der Übergang von der imaginären A
hse (-∞ bis +∞) der
s-Ebene auf den Einheitskreis in der z-Ebene ni
ht linear erfolgen kann [Wer06℄.Diese Verzerrung muss beim Filterentwurf berü
ksi
htigt werden.Der Entwurf des digitalen Filters ges
hieht nun wie folgt:Zunä
hst wird eine Übertragungsfunktion |H(iω)|2 = H(s)H(−s) bestimmt,50



6.1 Die stufenweise Enfaltungbevor die Polstellen der Funktion bere
hnet werden. Aus den Polstellen derlinken s-Halbebene wird dann eine stabile Filterfunktion H(s) gebildet, bevordie bilineare Transformation gemäÿ Glei
hung (6.5) dur
hgeführt wird. Dur
hKoe�zientenverglei
h mit Glei
hung (6.4) können dann die Filterkoe�zienten
ck und dj bestimmt werden.6.1.2.1 Bestimmung der Raus
hfrequenzenUm die Fluktuationen bzw. das Raus
hen zu �ltern, müssen zunä
hst die Raus
h-frequenzen bestimmt werden1. Aus diesem Grund werden Fouriertransformatio-nen des Faltungsergebnisses (s. Abb. 6.2), der analytis
hen Energieverlustfunk-tion und der Di�erenz der beiden Funktionen dur
hgeführt.Jede dieser drei Funktionen wird in Abs
hnitte der Gröÿe ∆E = 3.2 eV unter-teilt, bevor eine Fouriertransformation jedes einzelnen Abs
hnitts mit der Bi-bliothek four1 [Num02℄ erfolgt2. Dana
h wird ein dreidimensionales Diagrammerzeugt mit den ∆E-Werten auf der x-A
hse, den Frequenzen auf der y-A
hseund den Amplituden der jeweiligen Frequenzanteile auf der z-A
hse. In diesenDiagrammen kann abgelesen werden, wel
he Frequenzanteile in den vers
hiede-nen Energieberei
hen dominieren.Das Frequenzspektrum für die analytis
he Energieverlustfunktion ist in Abb.6.4 dargestellt. Diese Funktion besteht aus einer Gauÿ- und einer Lorentzkurve.Die Fouriertransformierten FT der beiden Funktionen sind im kontinuierli
henFall entspre
hend eine Gauÿ- und eine beidseitige Exponentialfunktion:Funktion f(t) Fouriertransformierte F (ω)Gauÿkurve e− 1

2
t2

σ2 e− 1
2
σ2ω2Lorentzkurve a

a2+t2
e−a|ω|Bei der Gauÿkurve f(t) ers
heint die Breite σ der Funktion im Nenner, währendsie bei F (ω) im Zähler steht. Daher gilt: Je breiter f(t), desto s
hmaler F (ω)und umgekehrt. Das Glei
he ist gültig für die Lorentzfunktion: Je breiter dieLorentzkurve, desto steiler fällt die zugehörige Exponentialfunktion ab, umge-kehrt gilt Entspre
hendes.Abs
hnittsweise de�nierte Funktionen haben abgewandelte Fouriertransformier-te. Theoretis
h wird die FT einer beliebigen Funktion f(t) dur
h Integrationvon −∞ bis +∞ bere
hnet. Da im Allgemeinen bei der Dur
hführung von Ex-perimenten nur ein Funktionsabs
hnitt der Länge T gemessen wird, erfolgt dieIntegration in diesem Fall von −T/2 bis +T/2. Dies bedeutet, dass die Funktion1Es handelt si
h ni
ht um Frequenzen im eigentli
hen Sinne, sondern um reziproke Werte desEnergieverlustes. Der Einfa
hheit halber werden diese Werte jedo
h im weiteren Verlaufals Frequenzen bezei
hnet.2Eine Fouriertransformation ist nur mögli
h, wenn die Anzahl der eingelesenen Werte eineZweierpotenz ist. Bei einer Binbreite von 0.1 eV und 32 Werten erhält man gerade einIntervall der Gröÿe ∆E = 3.2 eV. 51



6 Enfaltung der Energieverlustfunktion
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Abbildung 6.4: Frequenzspektrum der analytis
hen Energieverlustfunk-tion. In dem Diagramm ist die Frequenzamplitude als Funktion der jeweiligenFrequenz f und des Energieverlustes ∆E aufgetragen.
f(t) dur
h eine modi�zierte Funktion fm(t) ersetzt werden muss [Ohm02℄:

fm(t) = f(t) · rect

(
t

T

)

rect(t/T) ist die Re
hte
kfunktion, mit der f(t) multipliziert wird, da nur ein Teilder Funktion betra
htet wird3. Dur
h Umkehrung des Faltungstheorems gemäÿGlei
hung (5.15) erhält man nun die FT der modi�zierten Funktion Fm(ω) stattder gesu
hten Funktion F (ω):
Fm(ω) = F (ω) ⊗FT

[

rect

(
t

T

)]

= F (ω) ⊗ T · si(π · ω · T )Die Funktion si(x) = sinx/x wird au
h Spaltfunktion genannt4. Wegen der oszil-latoris
hen Ausläufer der si-Funktion treten ebenfalls oszillatoris
he Anteile in
Fm(ω) auf, die in F (ω) keine Entspre
hung haben.In Abb. 6.5 ist das Frequenzspektrum der analytis
hen Energieverlustfunkti-on no
h einmal aus einer anderen Perspektive zu sehen. Da ledigli
h positiveEnergie- und Frequenzwerte aufgetragen sind, besteht die FT aus einseitigenFunktionen. In dem Diagramm sind die breite Gauÿfunktion bis ≈ 16 eV und3Statt einer Re
hte
kfunktion werden oft Fensterfunktionen verwendet (z.B. Hamming- oderGauÿfenster). Für die Bestimmung der Raus
hfrequenzen rei
ht jedo
h eine Re
hte
kfunk-tion aus und wird der Einfa
hheit halber verwendet.4Sie tritt bei der Beugung am Spalt auf.52



6.1 Die stufenweise Enfaltung
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Abbildung 6.5:Frequenzspek-trum der analy-tis
hen Energie-verlustfunktionum 180° gedreht.Aus dieser Per-spektive kann dieSignalfrequenz fürjeden x-Wert ∆Eder Energieverlust-funktion abgelesenwerden.die steil abfallende Exponentialfunktion ab ≈ 16 eV zu erkennen, die im Berei
hhöherer Frequenzen wegen der Multiplikation mit dem Re
hte
kfenster oszilliert.Normalerweise müsste die Exponentialfunktion s
hon bei 14 eV beginnen, aberdur
h die Unterteilung der gesamten Funktion in kleine Abs
hnitte werden im4. Abs
hnitt (12.8 eV - 16 eV) Teile der Gauÿ- und Lorentzkurve zusammenfouriertransformiert. Aus diesem Grund ist die FT eine Mis
hung aus breiterGauÿ- und steiler Exponentialfunktion.Trotz der bes
hriebenen Multiplikation mit der Re
hte
kfunktion treten in der
FT der Gauÿfunktion keine Oszillationen auf. Dies liegt daran, dass die Gauÿ-kurve so s
hmal ist. Sie kann in zwei Abs
hnitten transformiert werden, und dieRe
hte
kfunktion beinhaltet daher mindestens die Hälfte der Kurve. Als Ergeb-nis der Fouriertransformation erhält man eine derart breite Gauÿkurve, dass dieOszillationen in dem betra
hteten Berei
h des Frequenzspektrums ni
ht enthal-ten sind.Na
hdem die Signalfrequenzen der analytis
hen Energieverlustfunktion bestimmtworden sind, erfolgt eine Betra
htung des Frequenzspektrums der entfaltetenFunktion (s. Abb. 6.6). Wie erwartet sind in dem Diagramm die numeris
henFluktuationen zu erkennen, die sehr s
hnell anwa
hsen und si
h über das ge-samte Frequenzspektrum verteilen. Wegen des s
hnellen Anwa
hsens der Am-plituden ist die z-A
hse logarithmis
h aufgetragen.Um die Raus
hfrequenzen genau zu bestimmen, wird zuletzt die Di�erenz deranalytis
hen und entfalteten Funktion gebildet und fouriertransformiert (s. Abb.6.7). Au
h in diesem Diagramm ist die z-A
hse logarithmis
h aufgetragen. Eskann abgelesen werden, dass das Raus
hen bei höheren Frequenzen s
hon ab
≈ 15 eV beginnt und si
h über das gesamte Spektrum verteilt.Na
h Bestimmung der Signal- und Raus
hfrequenzen kann nun ein geeigneterFilter entworfen werden, der die numeris
hen Fluktuationen dämpft. 53



6 Enfaltung der Energieverlustfunktion
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Abbildung 6.6: Frequenzspektrum der entfalteten Energieverlustfunkti-on. Dargestellt ist die Frequenzamplitude als Funktion der jeweiligen Frequenz fund des Energieverlustes ∆E. Je gröÿer die ∆E-Werte sind, desto gröÿer sind dieFrequenzamplituden, die auf die Fluktuationen innerhalb der entfalteten Funktionzurü
kzuführen sind. Wegen des s
hnellen Anwa
hsens der Amplituden sind die
z-Werte logarithmis
h aufgetragen.6.1.2.2 Anwendung eines Tiefpass�ltersZusammengefasst lautet das Ergebnis des letzten Abs
hnitts wie folgt:Das Signal beginnt bei ≈ 10 eV und ist im Frequenzberei
h bis ≈ 14 eV überdas gesamte Frequenzspektrum verteilt. Die Oszillationen bei höheren Energien,die dur
h das Abs
hneiden der Funktion entstehen und ebenfalls im gesamtenSpektrum zu sehen sind, werden ni
ht berü
ksi
htigt, da sie keinen Beitrag zumSignal liefern. Ab ≈ 14 eV existieren Signalfrequenzen zwis
hen 0 eV−1 und

≈ 1.5 eV−1, die im weiteren Verlauf kleiner werden und gegen Null gehen. DieRaus
hfrequenzen beginnen bei ≈ 15 eV und sind glei
hmäÿig über das Fre-quenzspektrum verteilt. Im Berei
h höherer Energien wa
hsen sie sehr s
hnellan und gehen gegen Unendli
h.Es ist sofort ein Problem erkennbar: Die Raus
hfrequenzen überde
ken ab einemEnergieverlust von ≈ 21 eV die Signalfrequenzen. Jeder Filter, der die Fluktua-tionen dämpft, wird ebenfalls zumindest einen Teil des Signals dämpfen. BeimKATRIN Experiment sind die letzten ≈ 10 eV unterhalb der Endpunktenergieder Berei
h mit der gröÿten Sensitivität auf die Neutrinomasse, und in diesemBerei
h sollte der Filter no
h ni
ht einsetzen5.Na
h dieser einleitenden Betra
htung kann festgehalten werden, dass ein But-terworth-Tiefpass�lter am besten geeignet ist, um die auftretenden numeris
hen5Die Grenzfrequenz ωc des Filters wird in Abhängigkeit des Energieberei
hs bestimmt.54



6.1 Die stufenweise Enfaltung
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Abbildung 6.7: Frequenzspektrum der Raus
hamplituden. In dem Dia-gramm sind die Frequenzamplituden logarithmis
h als Funktion der jeweiligenFrequenz f und des Energieverlustes ∆E aufgetragen. Die Frequqnzamplitudendes Raus
hens, die ab ≈ 15 eV beginnen, erhält man dur
h Fouriertransformationder Di�erenz aus analytis
her und entfalteter Energieverlustfunktion.

Abbildung 6.8: Frequenzgang eines Butterworth Tiefpass�lters. Darge-stellt ist die auf 0 dB normierte Verstärkung A(ω) als Funktion der Frequenz ωfür die Filterordnungen 1 (rot) bis 5 (violett). Die Grenzfrequenz ωc ist auf 1 rad/snormiert. Je geringer die Ordnung ist, desto �a
her verläuft der Frequenzgang desFilters. Quelle: Wikipedia
55



6 Enfaltung der EnergieverlustfunktionFluktuationen zu dämpfen. Butterworth�lter sind kontinuierli
he Filter, derenFrequenzgang unterhalb einer festgelegten Grenzfrequenz mögli
hst �a
h ver-läuft. Mit steigender Ordnung des Filters wird dieser immer steiler, wie in Abb.6.8 zu sehen ist. Das Verfahren zur Bestimmung der Filterkoe�zienten, wel
hesin Abs
hnitt 6.1.2 bes
hrieben worden ist, wird anhand eines Beispiels (Entwurfeines Butterworth-Tiefpass�lters N -ter Ordnung) verdeutli
ht.Zunä
hst wird das Betragsquadrat der Übertragungsfunktion bestimmt:
|H(iω)|2 =

1

1 +
(

ω
ωc

)2N

mit iω=s
⇐⇒ H(s) · H(−s) =

1

1 +
(

s
iωc

)2NHierbei sind ωc die Abs
hneidefrequenz und N die Filterordnung. Nun müssendie Polstellen der Funktion bere
hnet werden. Na
h kurzer Zwis
henre
hnungerhält man das Ergebnis [Wer06℄:
sk = ωc · e iπ(2k+N−1)

2N k = 1, 2, ..., 2NDie Polstellen liegen verteilt auf dem Mittelpunktkreis der s-Ebene mit demRadius ωc. Da nur die stabilen Polstellen in der linken s-Halbebene in die Trans-ferfunktion eingehen, lautet das Ergebnis damit:
H(s) =

b0
∏N

k=1 (s − sk)mit dem Skalierungsfaktor b0. Na
h Dur
hführung der bilinearen Transformationkönnen die Filterkoe�zienten ck und dj dur
h Koe�zientenverglei
h bestimmtwerden. Dana
h kann der Filter gemäÿ Glei
hung (6.3) auf die Daten angewandtwerden.Die Bere
hung der Koe�zienten erfolgt mit der freien Software bwlp [Hol08℄.Innerhalb des Programms bwlp können für jede Abs
hneidefrequenz die Koe�-zienten des Filters für die gewüns
hte Ordnung N bere
hnet werden.Der Filter wird nun wie folgt angewandt: Bis 14 eV werden alle Frequenzen bis
5 eV−1 dur
hgelassen, bevor ab 14 eV die Abs
hneidefrequenz auf ωc = 1.5 eV−1gesetzt wird und zu höheren Energien hin langsam gegen Null geführt wird. Na
heinem Test der vers
hiedenen Filterordnungen zeigt si
h, dass ein Tiefpass�lter3. Ordnung die Fluktuationen am besten dämpft.Das Ergebnis ist in Abb. 6.9 zu sehen. Die blaue Kurve ist die ge�lterte, entfalte-te Funktion. Deutli
h ist zu erkennen, dass ab ≈ 25 eV die Fluktuationen wiederanwa
hsen. Ein Filter 5. Ordnung, der in Abb. 6.10 dargestellt ist, dämpft dieFluktuationen au
h bei hohen Energien, allerdings gibt es einen Übers
hwinger,der bei 14 eV liegt und gröÿer ist als beim Filter 3. Ordnung.Die Ursa
he dieser Übers
hwinger liegt in einer Kürzung der unendli
h langenAusgangsfolge des idealen Filters mit einem re
hte
kförmigen Betra
htungsfens-ter. Im betra
hteten Fall wird zwar keine Re
hte
kfunktion verwandt, aber fürhöhere Ordnungen hat der Butterworth-Tiefpass�lter eine immer steilere Flan-ke. Für einen Filter 5. Ordnung wird also näherungsweise der ideale Frequenz-gang des Filters mit der FT eines Re
hte
kfensters gefaltet und man erhält Os-56



6.1 Die stufenweise Enfaltung
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Abbildung 6.9: Anwendung eines Butterworth-Tiefpass�lters 3. Ord-nung auf die entfaltete Energieverlustfunktion. Der Filter setzt bei 14 eVein und dämpft die Fluktuationen der entfalteten Funktion (blau) bis ≈ 25 eV.Dana
h wa
hsen die Fluktuationen no
h einmal an, bevor sie ab ≈ 45 eV deranalytis
hen Funktion (rot) annähern.zillationen, die auf die si-Funktion zurü
kzuführen sind (s. Abs
hnitt 6.1.2.1).Dieser E�ekt wird au
h als Gibbs's
hes Phänomen bezei
hnet [But03℄.Beim KATRIN Experiment hat der Berei
h um 14 eV unterhalb der Endpunkt-energie eine höhere Sensitivität auf die Neutrinomasse als der Berei
h um 25 eV.Aus diesem Grund eignet si
h na
h einem Verglei
h der beiden Filter beim KA-TRIN Experiment ein Butterworth-Tiefpass�lter 3. Ordnung für die Dämpfungder Fluktuationen besser als ein Filter höherer Ordnung.6.1.3 Entfaltung der EnergieverlustfunktionNa
hdem die stufenweise Entfaltung mit ans
hlieÿender Filterung an analyti-s
hen Funktionen getestet worden ist, soll nun überprüft werden, ob eine Ent-faltung au
h mit simulierten Daten mögli
h ist.Mit den im vorherigen Kapitel bestimmten Funktionen Tegun(E, qU) und ε1(∆E),die in Abb. 5.9 gezeigt sind, erhält man als Ergebnis der Entfaltung die Energie-verlustfunktion dσ/d∆E, wel
he in Abb. 6.11 dargestellt ist. Die entfaltete Kurve(blau) hat die glei
he Form wie die analytis
he Funktion (rot), aber sie besitzteinen hohen Raus
hanteil. Es handelt si
h jedo
h ni
ht um numeris
he Fluktua-tionen wie bei den analytis
hen Funktionen, da diese erst bei ≈ 15 eV beginnenund immer weiter anwa
hsen. Stattdessen liegt intrinsis
hes bzw. sto
hastis
hesRaus
hen vor, wel
hes bei allen Messprozessen auftritt und nur dur
h eine Er-höhung der gemessenen Elektronenanzahl verringert werden kann. 57



6 Enfaltung der Energieverlustfunktion
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Abbildung 6.10: Anwendung eines Butterworth-Tiefpass�lters 5. Ord-nung auf die entfaltete Energieverlustfunktion. Der Filter setzt bei 14 eVein und hat an dieser Stelle einen starken Übers
hwinger. Dana
h werden dieFluktuationen der Energieverlustfunktion (blau) gedämpft, so dass sie si
h deranalytis
hen Funktion (rot) annähert.Na
h Anwendung des Tiefpass�lters zum Glätten der Daten erhält man das inAbb. 6.12 gezeigte Ergebnis. Da der Filter erst ab 14 eV einsetzt, erfolgt keineDämpfung der Kurve (blau) unterhalb dieser Energie. Die Oszillationen, die bei14 eV beginnen (s. Abs
hnitt 6.1.2.2), bleiben zwis
hen 14 eV und 18 eV groÿ.Erst zu höheren Energien hin nähert si
h die ge�lterte der analytis
hen Kurvean, bis die Kurven fast identis
h sind.Es kann festgehalten werden, dass die Tests der Entfaltungsmethode an analyti-s
hen Funktionen auf der einen und simulierten Messdaten auf der anderen Seitezu qualitativ unters
hiedli
hen Resultaten führen. Dies liegt vermutli
h daran,dass die Matrix im analytis
hen Fall sehr kleine Eigenwerte und damit eine De-terminante nahe Null besitzt. Demgegenüber erhöhen im Falle simulierter Datendie kleinen Raus
hanteile der Messungen die Determinante und stabilisieren so-mit das Ergebnis (vgl. au
h Abs
hnitt 5.3.4).Da die analytis
hen Funktionen mit den simulierten Messdaten ni
ht direkt ver-glei
hbar sind, werden die zwei no
h verbleibenden Entfaltungsmethoden nur anden simulierten Daten getestet.
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6.1 Die stufenweise Enfaltung
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Abbildung 6.11: Stufenweise Entfaltung mit simulierten Daten. Darge-stellt ist das Ergebnis der Entfaltung (blau) und das Eingangsmodell der Simula-tion (rot) als Funktion des Energieverlustes ∆E. Die blaue Kurve hat die glei
heForm wie die rote, aber sie hat einen erhöhten Raus
hanteil, der auf den simuliertenMessprozess zurü
kzuführen ist.
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Abbildung 6.12: Anwendung eines Butterworth-Tiefpass�lters 3. Ord-nung auf die entfaltete Energieverlustfunktion. Der Filter beginnt bei 14eV und dämpft die Fluktuationen der entfalteten Funktion (blau) daher unterhalbvon 14 eV ni
ht. Zwis
hen 14 und 18 eV sind Oszillationen zu erkennen, die aufdas Einsetzten des Filters zurü
kzuführen sind.
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6 Enfaltung der Energieverlustfunktion6.2 BiCG-VerfahrenEine weitere Mögli
hkeit zur Entfaltung der Energieverlustfunktion ist die BiCG-Methode (vom Englis
hen: Bi
onjugate Gradient method). Bei dieser handelt essi
h um ein iteratives Verfahren, mit dem lineare Glei
hungssysteme der FormAx = b näherungsweise gelöst werden können. Sie ist eine Erweiterung derCG-Methode (vom Englis
hen: Conjugate Gradient method). Beide Methodenwerden na
h einer kurzen Zusammenfassung von iterativen Verfahren allgemeinerläutert.6.2.1 Iterative LösungsverfahrenIterative Methoden werden benutzt, um lineare Glei
hungssysteme zu lösen.Dazu werden die Komponenten eines näherungsweise gegebenen oder aber un-bekannten Startvektors x0 sukzessiv modi�ziert, bis Konvergenz von Axj (j =
0, 1, 2, ...) mit b eintritt. Die Veränderung des Vektors kann abhängig vom jewei-ligen Lösungsverfahren unters
hiedli
h sein, d.h. es können eine oder mehrereKomponenten glei
hzeitig oder in bestimmter Reihenfolge abgeändert werden.Es gibt zwei Arten von iterativen Verfahren: Stationäre und Ni
htstationäreMethoden.1) Stationäre VerfahrenEine Iteration x(j+1) := T

(
x(j)
) heiÿt stationär, wenn die Iterationsvor-s
hrift T unabhängig vom jeweiligen Iterationss
hritt de�niert ist, d.h. dieInformation zur Bere
hnung der Lösung bleibt bei jedem S
hritt glei
h. Ma-thematis
h wird dies in folgender Glei
hung ausgedrü
kt:x(j) = Bx(j−1) + 
 j = 1, 2, 3...Hierbei sind B ∈ R

n×n eine Matrix und 
 ∈ R
n ein Vektor. Um eine Itera-tionsvors
hrift für die Lösung des Glei
hungssystems Ax = b zu erhalten,wird im Allgemeinen die Matrix A additiv zerlegt. Zu den stationären Me-thoden gehören das Ja
obi-Verfahren, die Gauss-Seidel-Methode, der SOR-Algorithmus (vom Englis
hen: Su

essive Overrelaxation Method) und dasSSOR-Verfahren (vom Englis
hen: Symmetri
 Su

essive Overrelaxation me-thod).2) Ni
htstationäre VerfahrenEine Iteration x(j+1) := Tj

(
x(j)
) heiÿt ni
htstationär, wenn die Iterations-vors
hrift Tj abhängig ist vom jeweiligen Iterationss
hritt j, d.h. jeder Ite-rationss
hritt enthält eine andere Information zur Bere
hnung der Lösung.Die Information besteht übli
herweise aus inneren Produkten von Residuenoder Vektoren, die aus dem Verfahren selbst stammen. Zu den ni
htstatio-nären Methoden gehören neben vielen anderen der bereits genannte CG- undBiCG-Algorithmus.60



6.2 BiCG-VerfahrenStationäre Methoden sind im Normalfall weniger e�ektiv, können aber einfa
herverstanden und implementiert werden. Dagegen sind ni
htstationäre Methodeneine relativ moderne Entwi
klung, die zwar e�ektiv sind, aber s
hwerer zu ana-lysieren.66.2.2 Der CG-AlgorithmusDie CG-Methode wurde von Hestenes [Hes52℄ und Lan
zos [Lan52℄ unabhängigvoneinander entwi
kelt. Sie löst näherungsweise lineare Glei
hungssysteme Ax= b, deren Matrix A folgende Voraussetzungen erfüllt.� A ist symmetris
h. Dies ist der Fall, wenn für die Koe�zienten der Matrix
aij = aji bzw. A = AT gilt. Eine symmetris
he Matrix ist also glei
h ihrerTransponierten.� A ist positiv de�nit, wenn für das Skalarprodukt der Matrix mit einembeliebigen Vektor x 6= 0 〈x,Ax〉 > 0 erfüllt ist.� Es liegt eine reelle Matrix A vor.Zwei Vektoren x und y sind orthogonal zueinander, wenn für das Skalarprodukt

〈x,y〉 = 0 gilt. Die beiden Vektoren sind konjugiert oder A-orthogonal, wennzusätzli
h die Relation
〈Ax,y〉 = 〈x,Ay〉 = 0im Falle einer symmetris
hen Matrix A erfüllt ist.Zur Bes
hreibung des CG-Algorithmus wird die folgende Notation gebrau
ht: hist die Lösung des Glei
hungssystems Ax = b und (h - x) ist der Fehlervektorvon x als Näherung von h. Die Di�erenz r = b - Ax ist das Residuum vonx, |r|2 wird als quantitative Gröÿe quadratis
hes Residuum genannt. Auÿerdemwird ein Hilfsvektor p eingeführt, der die jeweilige Su
hri
htung angibt.Für den CG-Algorithmus gelten die Relationen

〈ri, rj〉 = 0,
〈pi,Apj

〉
= 0 (i 6= j), (6.6)d.h. die Residuen r0, r1, ...sind orthogonal zueinander, und die Ri
htungsvekto-ren p0,p1, ... sind konjugiert.7 Die beiden Glei
hungen (6.6) sind wi
htig, umden CG-Algorithmus herzuleiten und werden bei dem Verfahren selbst ni
ht be-re
hnet. Im Folgenden wird die Herleitung kurz erläutert.Der Vektor xj+1 kann ausgedrü
kt werden alsxj+1 = xj + αjpj (6.7)6Weitere Vor- und Na
hteile sowie eine ausführli
he Bes
hreibung aller Verfahren können in[Bar06℄ na
hgelesen werden.7Die Beweise �nden si
h in [Hes52℄. 61



6 Enfaltung der Energieverlustfunktionund damit gilt für den Residuumvektor:rj+1 = rj − αjApj.Da die Residuumvektoren orthogonal zueinander sind (6.6), gilt 〈(rj − αjApj), rj

〉
=

0 und damit für αj

αj =
〈rj , rj〉
〈Apj, rj

〉Die Su
hri
htung pj+1 ist eine Linearkombination von rj+1 und pj, damit folgtpj+1 = rj+1 + βjpj =⇒
〈Apj , rj

〉
=
〈Apj,pj

〉
.Dur
h weitere Bere
hnungen unter Ausnutzung von Orthogonalitäts- und Kon-jugationsrelationen erhält man8

βj =
〈rj+1, rj+1〉

〈rj , rj〉
.Zusammengefasst lautet der Algorithmus wir folgt:Algorithmus : CG-VerfahrenEingabe : Startvektor x0Ausgabe : Ergebnis xm (m = 1, 2, ...)Bere
hne r0 = p0 = b−Ax0for j = 0, 1, 2, ... do

αj = 〈rj ,rj〉/〈Apj ,pj〉xj+1 = xj + αjpjrj+1 = rj − αjApj

βj =
〈rj+1,rj+1〉

〈rj ,rj〉pj+1 = rj+1 + βjpjif rm ≈ 0 thenbreakendendOhne Auftreten von Rundungsfehlern wird na
h m Iterationss
hritten ein Wertxm errei
ht, für den das Residuum rm ≈ 0 ist. Dieser S
hätzwert xm ist diegesu
hte Lösung h. Wenn das Residuum deutli
h gröÿer als Null ist, so wirdderjenige Wert xm als Ergebnis gewählt, für den das Residuum am kleinsten ist.8Eine ausführli
he Herleitung des Algorithmus be�ndet si
h in [Saa96℄.62



6.2 BiCG-Verfahren6.2.3 Der BiCG-AlgorithmusDie Orthogonalitäts- und Konjugationsrelationen gemäÿ Glei
hung (6.6) sindnotwendige Voraussetzung für die Herleitung des CG-Algorithmus und werdenmathematis
h nur dann erfüllt, wenn eine reelle, symmetris
he und positiv de�-nite Matrix vorliegt. Aus diesem Grund wurde der BiCG-Algorithmus als Erwei-terung des CG-Verfahrens entwi
kelt, der Glei
hungssysteme mit allgemeinenMatrizen näherungsweise löst. Er wurde erstmals von Lan
zos [Lan52℄ vorge-s
hlagen und später von Flet
her [Fle76℄ weiterentwi
kelt.Bei dem BiCG-Algorithmus werden vier Vektoren rj , r̄j, pj, p̄j benötigt, wel
hedie folgenden Biorthogonalitäts- und Bikonjugationseigens
haften besitzen9:
〈ri, r̄j〉 = 〈r̄i, rj〉 = 0 (j < i)

〈p̄i,Apj

〉
=
〈pi,AT p̄j

〉
= 0 (j < i)Der Algorithmus sieht dann folgendermaÿen aus:Algorithmus : BiCG-VerfahrenEingabe : Startvektor x0Ausgabe : Ergebnis xm (m = 1, 2, ...)Bere
hne r0 = b−Ax0Wähle r̄0 derart, dass 〈r0, r̄0〉 6= 0Setze p0 = r0 und p̄0 = r̄0for j = 0, 1, 2, ... do

αj = 〈rj ,r̄j〉/〈Apj ,p̄j〉xj+1 = xj + αjpjrj+1 = rj − αjApjr̄j+1 = r̄j − αjAT p̄j

βj =
〈rj+1,r̄j+1〉

〈rj ,r̄j〉pj+1 = rj+1 + βjpjp̄j+1 = r̄j+1 + βjp̄jif rm ≈ r̄m ≈ 0 thenbreakendendDie Iteration bri
ht ab, wenn na
h m Iterationss
hritten für beide Residuum-vektoren rm ≈ r̄m ≈ 0 gilt. Der zugehörige Vektor xm ist die gesu
hte Lösung.Der CG-Algorithmus ist somit nur ein Spezialfall des BiCG-Algorithmus fürreelle, symmetris
he und positiv de�nite Matrizen, bei dem rj = r̄j und pj =p̄j gesetzt wird.9Die Beweise können in [Fle76℄ na
hgelesen werden. 63



6 Enfaltung der Energieverlustfunktion6.2.4 Entfaltung der EnergieverlustfunktionNa
h der Bes
hreibung des Algorithmus wird dieser nun unter Verwendung dersimulierten Daten getestet. Dazu wird die Bibliothek linb
g [Num02℄ verwendet,innerhalb derer die Anzahl der Iterationss
hritte festgelegt werden muss. Die-se ist abhängig von dem Residuum, das bei jedem S
hritt bere
hnet wird. ImAllgemeinen nimmt das Residuum na
h einer bestimmten Anzahl von S
hrit-ten einen minimalen Wert ein und verändert si
h dana
h ni
ht mehr, so dassKonvergenz eintritt.Das Ergebnis der Entfaltung na
h Anwendung des BiCG-Algorithmus ist inAbb. 6.13 zu sehen. Als Eingangsvektor x0 wird der Nullvektor gewählt, so dasskeine Information über die Form der Energieverlustfunktion in den Algorithmuseingeht. Die entfaltete Funktion (blau) hat bis ≈ 38 eV die Form des Eingangs-modells (rot), oberhalb dieses Wertes strebt sie zu negativen Werten. Au
h bei
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Abbildung 6.13: Entfaltung der Energieverlustfunktion unter Anwen-dung des BiCG-Algorithmus. Dargestellt ist das Ergebnis der Entfaltung(blau) als Funktion des Energieverlustes ∆E. Bis ≈ 38 eV hat die blaue Kurvedie Form des Eingangsmodells (rot), bei höheren Energien tritt keine Konvergenzein. Das Raus
hen der Funktion ist auf den simulierten Messprozess zurü
kzufüh-ren.einer Erhöhung der Iterationss
hritte wird das Residuum ni
ht kleiner, daher istdie dargestellte Funktion das bestmögli
he Ergebnis. Da beim KATRIN Experi-ment im Wesentli
hen die letzten 30 eV unterhalb der Endpunktenergie relevantsind, hat die Form der entfalteten Funktion im Berei
h ab 38 eV keine groÿeBedeutung.Das Raus
hen innerhalb des Lösungsvektors hat die glei
he Ursa
he, die bei derstufenweisen Entfaltung s
hon bes
hrieben worden ist (vgl. Abs
hnitt 6.1.3). Es64



6.3 Die Singulärwertzerlegungist zurü
kzuführen auf statistis
he Fluktuationen des simulierten Messprozessesund daher sto
hastis
h verteilt.Der Algorithmus wird no
h einmal mit dem Entfaltungsergebnis der stufenwei-sen Entfaltung als Eingangsvektor x0 ausgeführt. Das Ergebnis bleibt jedo
hglei
h, und es ändert si
h nur die Anzahl der Iterationss
hritte. Diese wird ge-ringer, da der Eingangsvektor in diesem Fall eine ähnli
he Form wie der Lö-sungsvektor hat.6.3 Die SingulärwertzerlegungNa
hdem bereits zwei Entfaltungsmethoden vorgestellt worden sind, erfolgt eineBes
hreibung der Singulärwertzerlegung als dritte Mögli
hkeit zur Entfaltungder Energieverlustfunktion.6.3.1 Theoretis
he GrundlagenEine quadratis
he Matrix A ∈ C
n×n, zu der eine inverse Matrix A−1 bere
hnetwerden kann, wird in der Linearen Alegbra reguläre oder ni
htsinguläre Matrixgenannt. Dagegen heiÿt eine Matrix A ∈ C

m×n, zu der keine inverse MatrixA−1 existiert, singuläre Matrix. Eine singuläre Matrix besitzt keine Eigenwerte.Jede Matrix lässt si
h jedo
h als Produkt dreier spezieller Matrizen darstellen,aus dem die sogenannten Singulärwerte der Matrix abgelesen werden können,wel
he ähnli
h den Eigenwerten die Eigens
haften der Matrix 
harakterisieren.Diese Methode heiÿt Singulärwertzerlegung (Abk.: SVD für Singular Value De-
omposition).Unter der Annahme, dass die Anzahl der Zeilen glei
h der Anzahl der Spaltenist, d.h. o.B.d.A m = n, lässt si
h die Matrix A wie folgt zerlegen [Gol65℄:A = U ·W ·V∗, (6.8)mit den unitären Matrizen U ∈ C
m×m und V ∈ C

n×n - V∗ ist die Adjungiertevon V - sowie der Diagonalmatrix W ∈ R
n×n mit reellen, positiven Diago-nalelementen wj . Die Diagonalelemente heiÿen Singulärwerte von A und sindni
htnegative Quadratwurzeln der Eigenwerte von A∗A oder AA∗. Die Spaltender Matrizen U und V sind orthonormal zueinander, d.h. es gilt:U∗U = V∗V = 1.Bei Matrizen über R entspri
ht die adjungierte Matrix genau der transponiertenMatrix. Für reelle Glei
hungssysteme lässt si
h Glei
hung (6.8) somit folgender-maÿen s
hreiben:A = U ·W ·VT mit W = diag (wj). (6.9)Na
h der bes
hriebenen Zerlegung der Matrix A, kann die Pseudoinverse A−1bere
hnet werden. Die inversen Matrizen von U und V sind wegen der Orthogo-65



6 Enfaltung der Energieverlustfunktionnalität ihre Transponierten, die Inverse der Diagonalmatrix W ist eine Matrixmit den reziproken Elementen von wj . Aus Glei
hung (6.9) folgt sofort für dieBere
hnung von A−1:A−1 = V ·W−1 ·UT mit W−1 = diag ( 1

wj

)

. (6.10)Auf die Lösung von linearen Glei
hungssystemen mit Hilfe der SVD geht derfolgende Abs
hnitt ein.6.3.2 Lösung des linearen Glei
hungssystemsEs soll das lineare Glei
hungssytem der Form Ax = b für eine quadratis
heMatrix A ∈ R
n×n gelöst werden. Dabei gibt es Unters
hiede, je na
hdem obeine reguläre oder singuläre Matrix vorliegt.Eine reguläre Matrix A hat vollen Rang, daher haben au
h die Matrizen U, V,und W, in die A gemäÿ na
h (6.8) zerlegt wird, vollen Rang. Die Lösung desGlei
hungssystems erfolgt dur
h Multiplikation mit der inversen Matrix gemäÿ(6.10). Das Glei
hungssystem hat in diesem Fall eine eindeutige Lösung.Ist die Matrix A singulär, so gibt es einen Unterraum des Vektors x, der aufNull abgebildet wird, d.h. es gilt Ax = 0. Es gibt au
h einen Unterraum von b,Bildberei
h von A genannt, auf den x abgebildet werden kann. Die Dimensiondieses Bildberei
hs wird Rang von A genannt. Für singuläre Matrizen ist derRang der Matrix stets kleiner als n.









a a a a a
0 a a a a
0 0 a a a
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0









(6.11)Im Beispiel (6.11) für n = 5 ist der Rang der Matrix rg(A) = 3, die Dimensiondes Nullraums, au
h Kern der Matrix genannt, beträgt dim ker(A) = 2.Das bes
hriebene Glei
hungssystems kann mit (6.10) gelöst werden, wenn füralle Singulärwerte wj = 0 die zugehörigen reziproken Werte 1/wj glei
h Nullgesetzt werden: x = V ·W−1 ·UT · b (6.12)Bei der Lösung werden zwei Fälle unters
hieden:1) b = 0Dieser Fall ist trivial.2) b 6= 0Es muss herausgefunden werden, ob b im Bildberei
h von A liegt.66



6.3 Die Singulärwertzerlegunga) Ist dies gegeben, so gibt es eine Lösung x, tatsä
hli
h sogar mehr als eine,da jeder Vektor im Nullraum als Linearkombination zu x addiert werdenkann.b) Liegt b auÿerhalb des Bildberei
hs der singulären Matrix A, hat das Glei-
hungssystem analytis
h keine Lösung. Es kann jedo
h ein Lösungsvektorx konstruiert werden, wel
her das Glei
hungssystem näherungsweise löst.Im Fall 2a) wird derjenige Vektor mit der kleinsten Länge ||x||2 als reprä-sentative Lösung gesu
ht. Diesen Vektor erhält man dur
h Anwendung derSVD, da alle reziproken Werte 1/wj dur
h Null ersetzt werden, falls wj = 0ist.Im Fall 2b) kann der Vektor x konstruiert werden, indem die Summe derQuadrate
||b−Ax||2 (6.13)minimiert wird. Die Pseudoinverse liefert somit eine Lösung für das Problemder kleinsten Fehlerquadrate [Gre60℄.Zusammenfassend wird ein Glei
hungssytem nun folgendermaÿen gelöst:Zunä
hst erfolgt die Zerlegung einer beliebigen quadratis
hen Matrix A in dreiMatrizen gemäÿ Glei
hung (6.8). Ist einer der Singulärwerte wj = 0, so folgtdaraus sofort, dass A eine singuläre Matrix ist. Die verbleibenden Singulärwerte

wj 6= 0 werden dur
h die reziproken Werte ersetzt, um die inverse Matrix W−1zu bestimmen. Zuletzt wird die Pseudoinverse A−1 bere
hnet (6.10), um dieLösung der kleinsten Quadrate gemäÿ Glei
hung (6.12) zu erhalten.6.3.3 Numeris
he AnwendungWie kann die Singulärwertzerlegung und die Bere
hnung der Pseudoinversengenutzt werden, um Glei
hungssyteme der Form Ax = b numeris
h zu lösen?Analytis
h ist eine Matrix entweder singulär oder regulär. Numeris
h kann je-do
h der Fall auftreten, dass einige der wj sehr klein aber unglei
h Null sind.Je kleiner die wj sind, desto gröÿer sind die reziproken Werte 1/wj, die in dieBere
hnung der Pseudoinversen A−1 eingehen. Da Computer nur mit endli
hvielen Stellen re
hnen können, treten bei groÿen Zahlen unvermeidli
he Run-dungsfehler auf. Wird mit gerundeten Zahlen weitergere
hnet, so können si
hdie Fehler verstärken und immer weiter anwa
hsen.Um dieses Problem zu umgehen, werden alle Singulärwerte wj unterhalb einergewissen S
hwelle wth auf Null gesetzt und damit der Rang der Matrix verklei-nert. Wie beim analytis
hen Fall werden dana
h die verbleibenden Singulärwerte
wj 6= 0 dur
h die reziproken Werte ersetzt, um die Pseudoinverse A−1 bere
h-nen zu können. Auf den ersten Bli
k s
heint dabei Information verloren zu ge-hen, die für die Lösung des Glei
hungssystems von Bedeutung ist. Tatsä
hli
hwerden nur sol
he Linearkombinationen verworfen, die dur
h Rundungsfehler67



6 Enfaltung der Energieverlustfunktiondominiert sind. Diese Kombinationen sind für die Lösung wertlos und könneneinen Lösungsvektor x erzeugen, der über alle Grenzen wä
hst. Glei
hzeitig wirddabei die euklidis
he Norm (6.13) gröÿer mit der Folge, dass das Ergebnis eines
hle
hte Näherung darstellt. Ein besseres Ergebnis erhält man also, indem alle
wj unterhalb einer bestimmten Grenze dur
h Null ersetzt werden. Dies führtjedo
h zu einem anderen Problem: Wie soll die Grenze bestimmt werden, un-terhalb derer die Singulärwerte verna
hlässigt werden?Zunä
hst einmal ist die Bestimmung der S
hwelle von dem jeweiligen Computer-programm abhängig, da in man
hen Fällen Rundungsprobleme dur
h ges
hi
kteUmstellung des Codes umgangen werden können. Liegt jedo
h ein hinsi
htli
hdieser Problematik optimiertes Programm vor, so lässt si
h die Grenze für diesesspezielle Programm mit Hilfe der euklidis
hen Norm (6.13) festlegen: Na
hdemvers
hiedene Lösungsvektoren x für die vers
hiedene S
hwellwerte wth bere
hnetworden sind, wird derjenige S
hwellwert herausgesu
ht, wel
her die euklidis
heNorm minimiert. Bei der Entfaltung der Energieverlustfunktion mit Hilfe derSVD ist somit kein Vorwissen über den Lösungsvektor x erforderli
h, wel
herallein aufgrund der Werte A und b bestimmt wird.6.3.4 Enfaltung der EnergieverlustfunktionDie konkrete Anwendung der Singulärwertzerlegung erfolgt mit der Bibliotheksvbksb [Num02℄. In Abb. 6.14 ist die Energieverlustfunktion als Ergebnis derEntfaltung dargestellt. Die Grenze, unterhalb derer alle Singulärwerte auf Nullgesetzt werden, liegt bei wref

th = 2.69.10 Bere
hnet wird die S
hwelle mit Hilfeder euklidis
hen Norm gemäÿ Glei
hung (6.13). Die entfaltete Kurve (blau) istzum gröÿten Teil de
kungsglei
h mit dem Eingangsmodell der Simulation (rot),auÿerdem wird die Funktion ni
ht dur
h Raus
hen überlagert.Ist der S
hwellwert niedriger als der optimale Wert und liegt z.B. bei wth = 0.95,so werden die Raus
hterme ni
ht ausrei
hend ge�ltert und gehen somit in dieLösung ein (s. Abb. 6.15 (a)). Liegt der Grenzwert oberhalb des optimalenWertes, z.B. bei wth = 5.39, wird Information ge�ltert, die für die Lösung desGlei
hungssystems von Bedeutung ist (s. Abb. 6.15 (b)). In Abb. 6.15 (
) ists
hlieÿli
h das Ergebnis einer Simulation gezeigt, bei der nur halb so viele Elek-tronen starten. Der optimale S
hwellwert in diesem Fall liegt bei wth = 3.14 undist damit höher als der bestimmte Referenzwert wref
th = 2.69. Dies führt dazu,dass das Eingangsmodell der Simulation bei einer geringeren Statistik ni
ht sogut reproduziert wird (vgl. mit Abb. 6.14).Insgesamt hängt das Ergebnis der Singulärwertzerlegung sehr emp�ndli
h vonder gewählten S
hwelle und zusätzli
h von der Anzahl der detektierten Elektro-nen ab.10Innerhalb des Simulationsprogramm svbksb wird die S
hwelle wth bere
hnet, indem dergröÿte Singulärwert wmax mit einem Eingabewert x multipliziert wird, d.h. wth = wmax ·x.68



6.3 Die Singulärwertzerlegung
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Abbildung 6.14: Entfaltung der Energieverlustfunktion mittels Singu-lärwertzerlegung. Das Diagramm zeigt das Ergebnis der Entfaltung (blau) alsFunktion des Energieverlustes ∆E. Es ist zu erkennen, dass die Form des Ein-gangsmodells (rot) sehr gut reproduziert wird.

Abbildung 6.15: Ergebnisse derEntfaltung mittels SVD für ver-s
hiedene S
hwellwerte. In Abb. (a)ist der S
hwellwert kleiner und in Abb.(b) gröÿer als der Referenzwert wth =
2.69, der die Euklidis
he Norm mini-miert. Abb. (
) zeigt das Ergebnis derEntfaltung, wenn die Anzahl der simu-lierten Elektronen um die Hälfte ver-ringert wird.
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6 Enfaltung der Energieverlustfunktion6.4 ErgebnisIn Abb. 6.16 sind no
h einmal die Ergebnisse der drei Entfaltungsmethoden imdirekten Verglei
h zu sehen. Alle drei entfalteten Funktionen folgen der Formder analytis
hen Troitsker Energieverlustfunktion.Während man mit der stufenweisen Entfaltung (6.16 (a)) und dem BiCG-Ver-fahren (6.16 (b)) das Raus
hen innerhalb der Energieverlustfunktion nur dur
heine signi�kante Erhöhung der Anzahl gemessener Elektronen verringern kann,wird es bei der Singulärwertzerlegung (6.16 (
)) dur
h das Verfahren selbst eli-miniert. Das heiÿt jedo
h ni
ht, dass die Anzahl der gemessenen Elektronenfür die Entfaltung mit der SVD beliebig verringert werden darf. Das sto
has-tis
he Raus
hen wird dur
h Festlegung der S
hwelle wth e�ektiv ge�ltert, undder S
hwellwert ist bei höherer Statistik kleiner. Das wiederum bedeutet, dassweniger Information verloren geht und die Detailtreue gröÿer ist (vgl. Abb. 6.14und Abb. 6.15 (
) sowie Kapitel 7).Ein Verglei
h der Methoden (a) und (b) zeigt, dass das Raus
hen, abgesehenvon dem ge�lterten Berei
h ab 14 eV in Abb. 6.16 (a), bei einer Entfaltung mitdem BiCG-Verfahren geringer ausfällt.Zudem muss berü
ksi
htigt werden, dass die Raus
hfrequenzen zur Anpassungdes digitalen Filters im Rahmen der Simulation genau bestimmt werden kön-nen, da die analytis
he Energieverlustfunktion als Eingangsmodell bekannt ist.Die genaue Form des Energieverlustspektrums beim KATRIN Experiment ist je-do
h unbekannt, so dass der entworfene Filter bei Anwendung auf die Messdatenmögli
herweise au
h in den Frequenzberei
h des zu messenden Energieverlust-spektrums s
hneidet.Im Gegensatz dazu ist bei den Methoden (b) und (
) vorab keine Informati-on über die Form des Spektrums nötig. Da das Ergebnis bei Anwendung derSingulärwertzerlegung zudem ni
ht dur
h Raus
hen gestört wird, s
heint dieseMethode auf den ersten Bli
k am besten geeignet zu sein, um die Energiever-lustfunktion zu entfalten.Es muss jedo
h au
h quantitativ überprüft werden, wel
he der drei Methodenin ihrer Genauigkeit ausrei
hend für das KATRIN Experiment ist. Diese Über-prüfung erfolgt im nä
hsten Kapitel.

70



6.4 Ergebnis

Abbildung 6.16: Verglei
h der drei vorgestellten Entfaltungsmethoden.Dargestellt sind die Ergebnisse der Entfaltungen (blau) bei Anwendung der stufen-weisen Entfaltung (a), des BiCG-Algorithmus (b) und der Singulärwertzerlegung(
). Zudem ist in jedem Diagramm die Troitsker Energieverlustfunktion (rot) ge-zeigt, die das Eingangsmodell der Simulation bildet. 71



7 Verglei
h der dreiEntfaltungsmethodenIn diesem Kapitel wird na
h einer kurzen Bes
hreibung der systematis
hen Un-si
herheiten des KATRIN Experimentes ein Programmpaket vorgestellt, mitdem überprüft werden kann, wie groÿ der Ein�uss der drei im vorangegange-nen Kapitel vorgestellten Methoden zur Entfaltung der Energieverlustfunkti-on auf die Messung des Neutrinomassenquadrates m2(νe) ist. Zusätzli
h zurbisher bes
hriebenen analytis
hen Energieverlustfunktion des Troitsker Experi-mentes wird ein weiteres Modell vorgestellt, das die erwarteten Energieverlusteder Elektronen in der Tritiumquelle detailliert bes
hreibt. Unter Verwendungdieses Modells in der Simulation der Messdaten erfolgt erneut ein Test der dreiEntfaltungsmethoden und eine Analyse der Ergebnisse.
7.1 Systematis
he Unsi
herheitenDie systematis
hen Unsi
herheiten beim KATRIN Experiment bestimmen densystematis
hen Fehler der Observablen m2(νe). Von den neun wi
htigsten Unsi-
herheiten1 liefert keine einen Beitrag, der gröÿer ist als ∆m2(νe) = 0.0075 eV2[Kat04℄, die meisten liegen signi�kant unter diesem Wert. Für die Abs
hät-zung der totalen systematis
hen Unsi
herheit ∆m2(νe)syst,tot werden daher fünfhauptsä
hli
he systematis
he E�ekte betra
htet, von denen jeder einen maxima-len Beitrag von ∆m2(νe) = 0.0075 eV2 liefert. Aus der quadratis
hen Additiondieser Unsi
herheiten ergibt si
h ein totaler systematis
her Fehler von:

∆m2(νe)syst,tot ≤ 0.017 eV2.Eine der systematis
hen Unsi
herheiten sind Energieverluste von Elektronenin der Tritiumquelle, die dur
h die Energieverlustfunktion f(∆E) bes
hriebenwerden. In Kapitel 6 sind drei Entfaltungsmethoden vorgestellt worden, mit Hil-fe derer si
h die Energieverlustfunktion aus experimentellen Daten bestimmenlässt.1Diese können in [Kat04℄ na
hgelesen werden.72



7.2 Simulation und Analyse der Messungen des KATRIN Experimentes7.2 Simulation und Analyse der Messungen desKATRIN ExperimentesUm den Ein�uss der entfalteten Funktionen auf die Messung des Neutrinomas-senquadrates m2(νe) zu bestimmen, werden mit dem Programmpaket eloss_�ts[Wei08℄ Messdaten des KATRIN Experimentes simuliert. Mit Hilfe dieser simu-lierten Messungen kann dann die Gröÿe der systematis
hen Unsi
herheit abge-s
hätzt werden, die aus der unvollständigen Kenntnis der Energieverlustfunktionherrührt.Zunä
hst wird die Energieverlustfunktion des Troitsker Experimentes als Histo-gramm eingelesen und eine i-fa
he (i = 1, 2, 3, 4) Faltung dieser Funktion mitsi
h selbst dur
hgeführt. Dana
h wird die Antwortfunktion fres(E, qU) dur
h
i-fa
he (i = 1, 2, 3, 4) Faltung der zuvor erhaltenen Funktionen mit der analyti-s
hen Transmissionsfunktion T (E, qU) bestimmt (vgl. au
h Kapitel 4).Im Ans
hluss daran wird der theoretis
he Verlauf, mit der das gemessene β-Spektrum bes
hrieben wird, dur
h Faltung der Antwortfunktion mit dem theo-retis
hen Tritium-β-Spektrum festgelegt. Da die Antwortfunktion dur
h die Fal-tung analytis
her Funktionen zustande kommt, wird die theoretis
he Messkurvedur
h generierte Zufallszahlen verraus
ht, so dass man auf diese Weise simu-lierte Messdaten erhält. Für der Simulation der Messung können vers
hiedeneParameter festgelegt werden, von denen einer das Neutrinomassenquadrat ist,wel
hes o.B.d.A. auf Null gesetzt wird. Der bes
hriebene Weg zur Gewinnung

Abbildung 7.1: Darstellung dereinzelnen S
hritte zur Simulationder Messdaten. Zunä
hst erfolgt ei-ne i-fa
he (i = 1, 2, 3, 4) Faltung derEnergieverlustfunktion (1), bevor mandur
h Faltung dieser Funktionen mitder Transmissionsfunktion die Ant-wortfunktion (2) erhält. Die Faltungder Antwortfunktion mit dem theore-tis
hen Tritiumspektrum und zusätzli-
hem zufallsverteilten Raus
hen liefertdie simulierten Messdaten (3). 73



7 Verglei
h der drei Entfaltungsmethodender Daten ist in Abb. 7.1 no
h einmal s
hematis
h verdeutli
ht.An die gewonnenen Messdaten werden dana
h bei einem Standard�t2 vier freieParameter angepasst: die Amplitude A, der konstante Untergrund B, der End-punkt des Tritium-β-Spektrums E0 und das Neutrinomassenquadrat m2(νe).Es existieren no
h weitere Gröÿen3, wel
he für die Anpassung benötigt werden,z.B. die entfaltete Energieverlustfunktion, die vor der Dur
hführung des Fitseingelesen werden muss.Ergibt si
h als Ergebnis des Fits ein Neutrinomassenquadrat unglei
h Null, soist dieses Ergebnis auf den dur
h das hinzugefügte Raus
hen resultierendenstatistis
hen Fehler, sowie auf die dur
h die entfaltete Energieverlustfunktionverursa
hte systematis
he Unsi
herheit zurü
kzuführen. Um diese Fehlerquellenzu trennen, werden insgesamt 1000 Messungen simuliert und für jede Messungdas Neutrinomassenquadrat ermittelt. Auf diese Weise erhält man eine Nor-

Abbildung 7.2: Bestimmung der systematis
hen Unsi
herheit. Im linkenDiagramm ist die Normalverteilung der ermittelten m2(νe)-Werte dargestellt, imre
hten Diagramm kann aus der Vers
hiebung des Erwartungswertes von Null dersystematis
he Fehler bestimmt werden.malverteilung der ermittelten m2(νe)-Werte und kann aus der Vers
hiebung desMittelwertes von Null den Beitrag der enfalteten Energieverlustfunktion zur ge-samten systematis
hen Unsi
herheit bestimmen, da die Vers
hiebung aufgrunddes statistis
hen Fehlers dur
h die Mittelung entfällt (vgl. Abb. 7.2).Die innerhalb dieses Programmpakets simulierten Messprozesse werden verein-fa
ht erzeugt, indem der aus analytis
hen Funktionen gewonnene theoretis
heVerlauf der Messkurve mit Hilfe von Zufallszahlen verraus
ht wird. Dies hatden Vorteil, dass viele Messdaten in sehr kurzer Zeit erzeugt werden und eineBestimmung der systematis
hen Unsi
herheiten relativ s
hnell mögli
h ist.Hierin unters
heidet si
h das Programm also von der in Kapitel 5 vorgestellten2Eine ausführli
he Bes
hreibung des Standard�ts kann in [Kra03℄ na
hgelesen werden.3Bei einer späteren realen Analyse müssen dieses Gröÿen bere
hnet, in systematis
hen Mes-sungen bestimmt oder der Literatur entnommen werden.74



7.3 Analyse der entfalteten EnergieverlustfunktionenSimulation, da bei dieser für vers
hiedene Retardierungsspannungen der Wegjedes einzelnen Elektrons von der Elektronenkanone zum Detektor bes
hriebenwird.7.3 Analyse der entfalteten EnergieverlustfunktionenNa
h Anwendung der in Abs
hnitt 7.2 bes
hriebenen Methode ergeben si
h fürdie vers
hiedenen Entfaltungsmethoden für die systematis
he Unsi
herheit desNeutrinomassenquadrates folgende Werte:Stufenweise Entfaltung ∆m2(νe) = 0.0771 ± 0.0004 eV2BiCG-Verfahren ∆m2(νe) = 0.0622 ± 0.0004 eV2Singulärwertzerlegung ∆m2(νe) = 0.0399 ± 0.0004 eV2Hierbei sind innerhalb der entfalteten Funktionen alle Werte ∆E ≤ 9.5 eV vorder Analyse auf Null gesetzt worden, da in diesem Berei
h keine Energieverlustemögli
h sind und die systematis
he Unsi
herheit damit verringert wird. Zusätz-li
h werden bei der BiCG-Methode alle Werte ab 38 eV auf Null gesetzt, um diedrei Methoden quantitativ zu verglei
hen.Die Ergebnisse zeigen, dass die systematis
he Unsi
herheit wie erwartet beiAnwendung der Singulärwertzerlegung am kleinsten ist. Auÿerdem liegen al-le Ergebnisse no
h ni
ht im erlaubten Unsi
herheitsberei
h von ∆m2(νe) =
0.0075 eV2.Da die Singulärwertzerlegung au
h an simulierten Daten getestet worden ist,bei denen die Elektronenzahl um die Hälfte verringert wurde (vgl. Abs
hnitt6.3.4), wird für diesem Fall ebenfalls der Beitrag zur gesamten systematis
henUnsi
herheit bere
hnet. Es ergibt si
h folgender Wert:Singulärwertzerlegung ∆m2(νe) = 0.0419 ± 0.0004 eV2Somit wird deutli
h, dass der Beitrag zur gesamten systematis
hen Unsi
herheitbei einer Verringerung der Elektronenzahl höher ist.7.4 Alternatives Modell zur Bes
hreibung derEnergieverlusteDas bisher verwendete Modell zur Bes
hreibung der Energieverluste ist einean die Troitsker Daten angepasste Energieverlustfunktion bestehend aus einerGauÿ- und einer Lorentzkurve, die nur grob die einzelnen Strukturen der An-regung und Ionisation des Tritiummoleküls wiedergeben. Im Folgenden werdendie drei vorgestellten Entfaltungsmethoden no
h einmal an einem detaillierterenModell getestet und analysiert. 75



7 Verglei
h der drei Entfaltungsmethoden7.4.1 Bes
hreibung des ModellsIn Abs
hnitt 4.2 sind alle Ionisations- und Anregungsprozesse bes
hrieben wor-den, bei denen Elektronen dur
h We
hselwirkungen mit Tritiummolekülen Ener-gie verlieren können. Wie in diesem Abs
hnitt erwähnt, gibt es diskrete Anre-gungen des Moleküls bei im Mittel 12.6 eV, dissoziative Anregung bei ≈ 15 eVsowie eine Ionisation des Moleküls mit einer bei 15.4 eV beginnenden Ionisie-rungsenergie.Das in Abb. 7.3 dargestellte Energieverlustspektrum wird mit dem Compu-terprogramm s
atter.
 [Glu03℄ erzeugt und berü
ksi
htigt alle bes
hriebenenReaktionen von Elektronen in molekularem Wassersto�. Diskretisiert man dasAnregungsspektrum mit einer Binbreite von 0.1 eV, so sind die einzelnen Ener-gieniveaus, die aufgrund von Moleküls
hwingungen aufgespaltet werden, sehrgut erkennbar. Neben dem Maximum der diskreten Anregung bei 12.6 eV istau
h die dissoziative Anregung bei 15 eV sehr stark ausgeprägt. Ebenfalls indem Energieverlustspektrum zu sehen ist das bei ≈ 15.4 eV beginnende Konti-nuum, das die Ionisation des Moleküls widerspiegelt.
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Abbildung 7.3: Detailliertes Energieverlustspektrum. Das Spektrum zeigtdie Energieverluste von Elektronen als Funktion des Energieverlustes ∆E. Erkenn-bar sind die einzelnen Energieniveaus zwis
hen ≈ 11 eV und ≈ 15 eV, die angeregtwerden können sowie das bei 15.4 eV beginnende Kontinuum, das die Ionisationdes Moleküls widerspiegelt.7.4.2 Entfaltung des EnergieverlustspektrumsDie Vorgehensweise zur Entfaltung des Energieverlustspektrums ist die glei
he,die in Kapitel 5 bes
hrieben worden ist. Der einzige Unters
hied besteht darin,76



7.4 Alternatives Modell zur Bes
hreibung der Energieverlustedass die Energieverluste mit dem im vorherigen Abs
hnitt bes
hriebenen Modellsimuliert werden und ni
ht mit der Funktion des Troitsker Experimentes. Ausdiesem Grund sollten die entfalteten Funktionen die Form des Spektrums, dasin Abb. 7.3 gezeigt ist, wiedergeben.Bereits an dieser Stelle soll erwähnt werden, dass die Ergebnisse der Entfaltungaufgrund der begrenzten Energieau�ösung des Spektrometers sowie der begrenz-ten Anzahl von ≈ 106 Elektronen, die dur
h die Simulation vorgegeben wordenist, ni
ht die einzelnen Strukturen des Modells reproduzieren können.In Abb. 7.4 sind die Entfaltungsergebnisse unter Anwendung der stufenweisenEntfaltung (a), der BiCG-Methode (b) und der Singulärwertzerlegung (
) darge-stellt. Bei der Singulärwertzerlegung beträgt der S
hwellwert, unterhalb dessenalle Singulärwerte glei
h Null gesetzt werden, wth = 3.80.Ein Verglei
h der drei Methoden zeigt, dass die Form des Eingangsmodells(grün) in allen drei Ergebnissen (blau) wiedergegeben wird. Wie erwartet beste-hen die entfalteten Funktionen im Wesentli
hen aus zwei Peaks, die den Maximader diskreten Anregung bei 12.6 eV sowie der dissoziativen Anregung bei 15 eVentspre
hen.In Abb. 7.4 (a) ist zu erkennen, dass keine Anwendung des digitalen Tiefpass-�lters auf das Ergebnis der stufenweisen Entfaltung erfolgt, da dieser Filter fürein spezielles Problem, nämli
h die Dämpfung der numeris
hen Fluktuationen(s. Abb. 6.2) entworfen worden ist. Jedo
h liegt dieses Problem zum einen imbetra
hteten Fall ni
ht vor, zum anderen unters
heidet si
h das Eingangsmodellvon der Troitsker Energieverlustfunktion f(∆E).Verglei
ht man die Methoden 7.4 (a) und 7.4 (b), so zeigt si
h, dass das Raus
henbei Verwendung des BiCG-Verfahrens etwas geringer ist als bei der stufenwei-sen Entfaltung. Weiterhin hebt si
h au
h bei verändertem Eingangsmodell dieSingulärwertzerlegung von den anderen beiden Verfahren ab, da bei Anwen-dung dieser Methode sto
hastis
he und numeris
he Fluktuationen unterdrü
ktwerden.7.4.3 Analyse des entfalteten EnergieverlustspektrumsFür die drei Ergebnisse werden erneut die systematis
hen Unsi
herheiten be-re
hnet. Es ergeben si
h folgende Werte:Stufenweise Entfaltung ∆m2(νe) = +0.0160 ± 0.0004 eV2BiCG-Verfahren ∆m2(νe) = −0.0179 ± 0.0004 eV2Singulärwertzerlegung ∆m2(νe) = −0.0072 ± 0.0004 eV2Innerhalb der entfalteten Funktionen werden au
h in diesem Fall alle Werte
∆E ≤ 9.5 eV vor der Analyse auf Null gesetzt (vgl. Abs
hnitt 7.3).Die systematis
he Unsi
herheit ist wie erwartet bei Anwendung der Singulär-wertzerlegung am kleinsten. Die Unsi
herheiten bei der Entfaltung mit demBiCG-Verfahren und der stufenweisen Entfaltung unters
heiden si
h nur mini-mal. 77



7 Verglei
h der drei Entfaltungsmethoden7.5 ErgebnisMit dem Programmpaket eloss-�ts, wel
hes im Rahmen des Mainzer Neutrino-massenexperimentes entwi
kelt wurde, können die entfalteten Energieverlust-funktionen quantitativ miteinander vergli
hen werden. Jede der drei Entfal-tungsmethoden wird an zwei unters
hiedli
hen Energieverlustmodellen getestet,bevor die systematis
hen Unsi
herheiten bere
hnet werden.Zunä
hst kann festgehalten werden, dass die systematis
hen Unsi
herheiten füralle drei Entfaltungsmethoden gröÿer sind, wenn die analytis
he Energieverlust-funktion des Toitsker Experimentes als Modell für die Energieverluste verwendetwird. Tests, bei denen die Troitsker Energieverlustfunktion dur
h Faltung mit ei-ner s
hmalen Gauÿkurve (σ = 0.1 eV) verbreitert worden ist, deuten darauf hin,dass dieses Ergebnis auf die Form der Funktion zurü
kzuführen ist. Der Berei
hum das Maximum der s
hmalen Gauÿkurve bei 12.6 eV sowie die Ni
htdi�eren-zierbarkeit bei 14 eV, an der Gauÿ- und Lorentzkurve aufeinandertre�en, kannvon der entfalteten Energieverlustfunktion ni
ht geeignet reproduziert werden.Ein Verglei
h der drei Entfaltungsmethoden untereinander zeigt, dass man fürbeide Eingangsmodelle mit der Singulärwertzerlegung das beste Ergebnis erzielt,da die systematis
hen Unsi
herheiten am kleinsten sind. Für das Energieverlust-spektrum, das die Wirkungsquers
hnitte aller Ionisations- und Anregungspro-zesse berü
ksi
htigt, wird ein Wert ∆m2(νe) = −0.0072 ± 0.0004 eV2 errei
ht,der gerade ausrei
hend für das KATRIN Experiment ist.
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7.5 Ergebnis

Abbildung 7.4: Ergebnis der Entfaltung. Dargestellt sind die entfaltetenFunktionen (blau) na
h Anwendung der stufenweisen Entfaltung (a), des BiCG-Algorithmus (b) und der Singulärwertzerlegung (
). Zusätzli
h ist in jedem Dia-gramm das Eingangsmodell der Simulation (grün) gezeigt. 79



8 Zusammenfassung und Ausbli
k8.1 ZusammenfassungSeit den 1990er Jahren konnten Oszillationsexperimente zeigen, dass Neutrinoseine Masse tragen. Das KATRIN Experiment, wel
hes si
h zur Zeit im Aufbaube�ndet, ist in der Lage, die Neutrinomasse im sub-eV-Berei
h direkt und mo-dellunabhängig zu bestimmen. Mit Hilfe eines ho
hau�ösenden MAC-E-Filtersund der Weiterentwi
klung experimenteller Te
hnologien aus den Vorgänger-experimenten in Mainz und Troitsk wird die Endpunktregion des Tritium-β-Spektrums präzise vermessen. Eine Neutrinomasse von m2(νe) = 0.35 eV kannmit einer Signi�kanz von 5σ na
hgewiesen werden; wird kein Neutrinomassen-signal beoba
htet, so lässt si
h eine Massenobergrenze von 0.2 eV mit 90% C.L.festlegen. Um dieses Ziel zu errei
hen, müssen die systematis
hen Unsi
herhei-ten des Experimentes sehr klein sein.Eine dieser systematis
hen Unsi
herheiten sind Energieverlustprozesse von β-Elektronen in der Quelle, die einen Beitrag zur gesamten systematis
hen Un-si
herheit liefern. Bes
hrieben werden diese dur
h die Energieverlustfunktion
f(∆E), die aus gemessenen Spektren von transmittierten Elektronen einer Elek-tronenkanone bestimmt werden muss.Im Rahmen dieser Arbeit wurde zunä
hst ein Computerprogramm entwi
kelt,das den Weg jedes einzelnen Elektrons von der Elektronenkanone zum Detek-tor für vers
hiedene Retardierungsspannungen simuliert. Mit dieser Simulati-on konnte gezeigt werden, dass die Einfa
hstreufunktion ε1(∆E), wel
he dieGrundlage zur Entfaltung der Energieverlustfunktion f(∆E) bildet, über ex-perimentelle Messungen bestimmt werden kann. Dazu werden mit einer Elek-tronenkanone Testmessungen für vers
hiedene Säulendi
hten ρd in der WGTSdur
hgeführt, mit Hilfe derer ein lineares Glei
hungssystem aufgestellt und mit-tels Matrixinversion gelöst werden kann.Um optimale Werte für die Säulendi
hten der Testmessungen festzulegen, wurdedie Determinante der aufgestellten Glei
hungssysteme bere
hnet. Das beste Er-gebnis erhält man für Säulendi
hten ρd = j · 10−17 
m−2 mit j = 1, 3, 5, wel
heReferenzwerte für die späteren tatsä
hli
hen Messungen darstellen.Weiterhin wurden drei vers
hiedene Methoden vorgestellt, mit denen die Ener-gieverlustfunktion unter realistis
hen Bedingungen mit einer S
hrittweite derRetardierungsspannung von 0.1 eV entfaltet werden kann. Die Methoden wur-den mit Hilfe von zwei vers
hiedenen und unters
hiedli
h detaillierten Ener-gieverlustmodellen getestet, die beide als Modell für die Energieverluste derElektronen innerhalb der Simulation herangezogen wurden.80



8.2 Ausbli
kMit dem bereits existierenden Programmpaket aus dem Mainzer Experimentkonnte der Ein�uss der entfalteten Funktionen auf die gesamte systematis
heUnsi
herheit des KATRIN Experimentes bestimmt werden. Das beste Ergebniserhält man unabhängig von dem in der Simulation verwendeten Energieverlust-modell bei Anwendung der Singulärwertzerlegung.Bei Verwendung des Modells, das na
h bisheriger Kenntnis die Energieverlusteam besten wiedergibt [Glu03℄, liegt der Beitrag der systematis
hen Unsi
her-heit der entfalteten Funktion auf das Neutrinomassenquadrat bei ∆m2(νe) =
−0.0072± 0.0004 eV2 und ist damit gerade ausrei
hend für das KATRIN Expe-riment.Bei dem stark vereinfa
hten Energieverlustmodell bestehend aus einer Gauÿ-und einer Lorentzkurve mit jeweils zwei freien Parametern, das an die Messdatendes Troitsker Experimentes angepasst wurde, ist der Wert der systematis
henUnsi
herheit etwas höher. Dies liegt vermutli
h an der Form der Kurve, die vonder entfalteten Energieverlustfunktion ni
ht reproduziert werden kann.Insgesamt konnte in dieser Arbeit gezeigt werden, dass au
h für ein breitesEnergiespektrum der Elektronenkanone und ohne eine Winkelselektion ein aus-rei
hendes Ergebnis erzielt werden konnte. Dur
h Erhöhung der Elektronenratesowie einer s
härferen Energieverteilung dur
h zusätzli
he Winkelselektion kanndas Entfaltungsergebnis vermutli
h no
h weiter verbessert werden.8.2 Ausbli
kIm Rahmen dieser Arbeit wurde eine Entfaltungsmethode bes
hrieben und ge-testet, mit Hilfe derer si
h die Energieverlustfunktion f(∆E) der Elektronenim KATRIN Experiment aus Messungen der Transmissionsspektren von mo-noenergetis
hen Elektronen bestimmen lässt. Die auf diesem Wege gewonneneEnergieverlustfunktion liefert einen Beitrag zum systematis
hen Fehler des Ex-perimentes, der mit den KATRIN Anforderungen verträgli
h ist.In der Zukunft sollte das verwendete Simulationsprogramm weiterentwi
keltwerden, da einige Parameter und experimentelle Gegebenheiten zum Zeitpunktdieser Arbeit no
h ni
ht bekannt waren, wie z.B. das Design der Elektronenka-none. Sobald dieses feststeht, können die Energie- und Winkelverteilung in derSimulation an die experimentellen Vorgaben angepasst werden.Weiterhin kann die Verteilung der Säulendi
hte in der Tritiumquelle präzisiertwerden, da eine homogene Verteilung der Tritiummoleküle innerhalb der WGTSin die Simulation einging und diese Annahme nur näherungsweise erfüllt ist.Um den Beitrag der entfalteten Energieverlustfunktion zur gesamten systema-tis
hen Unsi
herheit weiter zu minimieren, sollte die Zahl der Elektronen in derSimulation erhöht werden. Da die Elektronenzahl von experimentellen Gegeben-heiten wie z.B. der Elektronenkanone abhängig ist, müssen diese Gegebenheitenbei der Simulation berü
ksi
htigt werden. Die Elektronenkanone, die für die Ka-librationsmessungen verwendet werden soll, wird am MIT entwi
kelt. Sie beruhtauf dem Prinzip einer Penningfalle, in der dur
h Einstrahlung von Radiofre-quenzsignalen vers
hiedene s
harfe Energiezustände der Elektronen präpariert81



8 Zusammenfassung und Ausbli
kwerden können. Somit ist eine Winkelselektion mögli
h und insgesamt mehr In-formation vorhanden als in der vorliegenden Arbeit berü
ksi
htigt wurde. Obdieses neuartige Konzept der Elektronenkanone erfolgrei
h sein wird, ist zumjetzigen Zeitpunkt no
h ni
ht abzusehen.In einem alternativen Konzept für eine Elektronenkanone wird UV-Li
ht einerLED auf die Rü
kseite eines dünnen Metall�lms geleitet und löst dort Sekundär-elektronen aus. Au
h hier könnte eine Winkelselektion zusätzli
h erfolgen, indemdie Photoemission nur von sehr kleinen Flä
hen einer Kugelober�ä
he bei ver-s
hiedenen Radien ges
hieht. Die Ri
htung des elektris
hen Feldes relativ zumMagnetfeld hängt emp�ndli
h von diesem Emissionsort ab und de�niert dentransversalen Energieanteil beim Start der Elektronen. Erste Tests mit mehre-ren dur
h Li
htfasern de�nierten Photoemissionspunkten sind vielverspre
hend.Die begonnenen Untersu
hungen deuten auÿerdem darauf hin, dass mit diesemPrinzip die Elektronenrate bis in den am Detektor no
h na
hweisbaren Berei
hoptimiert werden kann [Val08℄ , [Hei09℄.Um den Zeitaufwand für die Kalibrationsmessungen beim KATRIN Experimentzu begrenzen, besteht die Mögli
hkeit, die Anzahl der startenden Elektronen fürdie einzelnen Retardierungss
hritte zu verbessern. Zusätzli
h sollte überprüftwerden, ob die S
hrittweite der Retardierungsspannungen im Berei
h unterhalbvon 10 eV sowie in dem Ionisationsberei
h ab 15.4 eV vergöÿert werden kann,ohne dass dabei Information verloren geht.Im Weiteren sollten Vibrations- und Rotationsanregungen von Tritiummole-külen im Berei
h ∆E / 2 eV des Energieverlustspektrums näher betra
htetwerden. Diese wurden aufgrund ihrer kleinen Wirkungsquers
hnitte, die mit zu-nehmender Elektronenenergie abnehmen, für 18.6 keV-Elektronen im Mainzerund Troitsker Experiment sowie in der vorliegenden Simulation verna
hlässigt.Es gibt somit mehrere Mögli
hkeiten, die Simulation des systematis
hen Mess-prozesses der Energieverlustfunktion auf der Grundlage dieser Arbeit zu präzi-sieren.
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A Anwendung der Simulations- undAnalyseprogrammeA.1 SimulationsprogrammMit dem Programm energy.
pp wird der Weg eines einzelnen Elektrons vonder Elektronenkanone zum Detektor simuliert. Zu Beginn muss die Anzahl derstartenden Elektronen Ntot sowie die Säulendi
hte rho_d festgelegt werden.Ebenfalls müssen die zwei Dateinamen bestimmt werden, in wel
he die Antwort-funktion sowie die Streuwahrs
heinli
hkeiten ges
hrieben werden. Der Berei
hfür die Startwinkel t_min und t_max sowie die Winkeländerung b_min undb_max na
h einem Stoÿ, die bisher unabhängig vom Energieverlust gewürfeltwird, muss ebenfalls festgelegt werden1. Die Energie der Elektronen E0 wirdgauÿverteilt gewürfelt, Erwartungswert und Standardabwei
hung müssen zuvorfestgelegt werden.Zunä
hst wird der Winkel beim Eintritt in die WGTS überprüft, bevor die Ener-gieverluste unter Verwendung der Troitsker Energieverlustfunktion mit Hilfe desvon Neumann-Verfahrens bestimmt werden. Na
h Verlassen der Quelle erfolgteine erneute Winkelüberprüfung und glei
hzeitig wird die Energieanalyse dur
h-geführt. Die adiabatis
he Transformation na
h Verlassen der WGTS ist bereitsprgrammiert, während die adiabatis
he Transformation vor dem Eintritt in dieQuelle no
h in das Programm eingefügt werden muss.Das Simulationsprogramm greift auf ROOT-Bibliotheken zurü
k, die zuvor ein-gebunden werden müssen.Das Programm energy_
s.
pp unters
heidet si
h hinsi
htli
h der Bestimmungder Energieverluste, die mit der Routine s
atter.
 bestimmt werden. Der Restdes Programms ist identis
h mit energy.
pp.A.2 MatrixinversionMit dem Ma
ro MatrixInv.C erhält man als Lösung des aufgestellten Glei-
hungssystems die Einfa
hstreu-, Zweifa
hstreu- und Dreifa
hstreufunktion. Ein-gelesen werden die Antwortfunktionen sowie die Streuwahrs
heinli
hkeiten, dieman als Ergebnis des Simulationsprogramms erhält. Zum jetzigen Zeitpunktmüssen die Antwortfunktionen bereits normiert sein, und die experimentelle1Änderungsvors
hlag: Anzahl der Elektronen, Säulendi
hte und Dateinamen sollten demProgramm zu Beginn als Parameter übergeben werden. 83



A Anwendung der Simulations- und AnalyseprogrammeTransmissionsfuntion multipliziert mit der Streuwahrs
heinli
hkeit P0 muss zu-vor subtrahiert werden (s. Glei
hung 5.10). P0 erhält man, indem ein Mittelwertaus den Werten gebildet wird, die das Plateau der jeweiligen Antwortfunktionde�nieren.A.3 Stufenweise Entfaltung und Digitaler FilterDas Programm falteps1.
 wird benutzt, um die stufenweise Entfaltung dur
h-zuführen. Verwendet werden die analytis
he Energieverlust- und Transmissi-onsfuntion. Um eine Entfaltung mit simulierten Daten dur
hzuführen, muss dieRoutine abgeändert oder das Programm x verwendet werden (s. Abs
hnitt A.5).Der in Ans
hnitt 6.1.2.2 bes
hriebene Filter wird mit dem Programm dig�l-ter.
pp auf die unge�lterten Daten angewendet, die man als Ergebnis der stu-fenweisen Entfaltung erhält. Vor dem Start des Programm müssen die Abta-strate fs (reziproker Wert der Binbreite) sowie die Anzahl der Datenpunkte Nfestgesetzt werden. Weiterhin müssen die Filterordnung Norder sowie die Ab-s
hneidefrequenz f
 eingegeben werden. Einzelheiten zum Skalierungsfaktor s�können in [Hol08℄ na
hgelesen werden.A.4 BiCG-MethodeDie Anwendung der BiCG-Methode erfolgt mit dem Programm linb.
pp. Ein-gelesen werden die Einfa
hstreufunktion und die Transmissionsfunktion, beideals Spaltenvektor! Weiterhin müssen die Anzahl der Datenpunkte NP sowie dieAnzahl der Iterationss
hritte ITMAX eingegeben werden. Einzelheiten zu denWerten ITOL und DP TOL, die ebenfalls vor dem Start des Porgramms be-stimmt werden müssen, können in [Num02℄ na
hgelesen werden.Die zugehörigen Bibliotheken aus den Numeri
al Re
ipes müssen eingebundenwerden.A.5 SingulärwertzerlegungMit dem Programm svd_analysis.
pp erfolgt die Anwendung der Singulärwert-zerlegung. Folgende Parameter müssen dem Porgramm übergeben werden: DieTransmissionsfunktion, die Einfa
hstreufunktion und der S
hwellwert. Im weite-ren Verlauf des Programms kann man auswählen, ob die stufenweise Entfaltungoder die Singulärwertzerlegung dur
hgeführt werden soll. Weiterhin gibt es einengraphis
h hervorgehobenen Teil, der die eukidis
he Norm bere
hnet.Die zugehörigen Bibliotheken aus den Numeri
al Re
ipes müssen eingebundenwerden.84



A.6 AnalyseprogrammA.6 AnalyseprogrammEine ausführli
he Bes
hreibung des Programmpakets eloss_�ts erfolgt in Ab-s
hnitt 7.2. An dieser Stelle wird nur die Reihenfolge der anzuwendenen Befehleerläutert.Dur
h Ausführen des Programms 
al
_eloss_from_table wird zunä
hst die Ener-gieverlustfunktion als Histogramm eingelesen, die als Modell für die simulier-ten Daten dient (Troistker Energieverlustfunktion oder Histogramm, das mits
atter.
 erzeugt wird). Dana
h muss der Befehl make�tgaseous.sh eingegebenwerden, um die Energieverlustfunktion und andere Daten in die zugehörigenHeaderdateien zu s
hreiben. Mit m
.sh werden im Ans
hluss 1000 Monte-Carlo-Simulationen erzeugt.Für die Analyse muss mit 
al
_eloss_from_table die entfaltete Energieverlust-funktion eingelesen werden, bevor erneut make�tgaseous.sh ausgeführt wird.Zuletzt erfolgt die Analyse der Daten mit �t.sh.Das Ergebnis erhält man, wenn na
h einem We
hsel in den Ordner data derBefehl extra
t_m2_1000.s
ript eingegeben wird.
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