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1 Einleitung

Seit der Etablierung des sehr erfolgreichen Standardmodells der Teilchenphysik in den
60er Jahren des letzten Jahrhunderts wurden Neutrinos lange Zeit als masselose Teil-
chen betrachtet. In der jlingeren Vergangenheit haben Neutrinooszillationsexperimente
jedoch gezeigt, dass Neutrinos eine Masse besitzen und somit weitere Experimente moti-
viert, die zum Ziel haben, diese zu messen. Eines dieser Experimente ist das KArlsruhe
TRItium Neutrino (KATRIN) Experiment, das um eine Grofenordung sensitiver auf
die Neutrinomasse sein wird als bisherige direkte Neutrinomassenexperimente.
KATRIN wird die Energie von Elektronen aus Tritium-3-Zerféllen mit hoher Genauig-
keit zu vermessen. Da diese Elektronen am Quellmaterial selbst stofsen kénnen, spielen
Energieverluste bei diesen Stofen, die durch eine Energieverlustfunktion beschrieben
werden, eine besondere Rolle. Eine ungenaue Kenntnis der Energieverlustfunktion tragt
zur systematischen Unsicherheit der Neutrinomasse bei. Sie soll deshalb in vorausgehen-
den Messungen ermittelt werden. Das vorrangige Ziel dieser Arbeit ist es, Methoden fiir
moglichst exakte Bestimmung der Energieverlustfunktion zu entwickeln und zu optimie-
ren, um die von dieser Fehlerquelle hervorgerufene Unsicherheit der Neutrinomasse zu
minimieren.

Als eine weitere Ursache fiir die systematische Unsicherheit der Neutrinomasse gilt die
Teilchendichte in der gasférmigen Tritiumquelle, die in den Langzeitmessungen von
KATRIN méglichst stabil gehalten werden muss. Aus diesem Grund wird eine Mdglich-
keit zur regelméfigen Messung dieser Dichte in Simulationen getestet, die unbemerkten
Verdanderungen vorbeugen soll.

Die Arbeit ist folgendermafien strukturiert:

e Kapitel 2| bietet eine kurze Einfithrung in die Neutrinophysik und befasst sich mit
der geschichtlichen Entwicklung und einigen grundlegenden Phanomenen.

e Kapitel [3| stellt das KATRIN-Experiment vor und erliautert den technischen Auf-
bau sowie die zugrundeliegenden physikalischen Mechanismen.

e In Kapitel 4] wird speziell auf die Streuprozesse in der Tritiumquelle von KATRIN
und ihre Bedeutung eingegangen. In der zweiten Hélfte des Kapitels wird dabei
ein besonderer Schwerpunkt auf Rotations- und Vibrationsanregungen gelegt.

e Die tatséichliche Bestimmung der Energieverlustfunktion durch Entfaltung wird in
Kapitel [f|erklart. Hier finden sich auch erste Analysen zur moglichen Verbesserung
des Verfahrens.

e In Kapitel[f] werden alternative Entfaltungsverfahren fiir die Energieverlustfunkti-
on gezeigt. Den Grofsteil des Kapitels nimmt dabei der BiCGstab(l)-Algorithmus
ein.



KAPITEL 1. EINLEITUNG

e In Kapitel [7] wird die Messzeit und die Messzeitverteilung fiir die Bestimmung der
Energieverlustfunktion untersucht.

e Ein Verfahren zur Bestimmung der Séulendichte in der Tritiumquelle wird in Ka-
pitel [§] vorgestellt.

e Die Ergebnisse der Arbeit werden schlieklich in Kapitel [0] zusammengefasst.



2 Einfihrung in die Neutrinophysik

Seit ihrer Entdeckung stellen die Neutrinos Wissenschaftler immer wieder vor neue
Herausforderungen. Ihre Eigenschaft, nur schwach mit Materie wechselzuwirken, macht
einen enormen technischen Aufwand zur Detektion notwendig. Dariiber hinaus sind vie-
le Fragen {iber Neutrinos bis heute ungelost: Ist das Neutrino sein eigenes Antiteilchen?
Wie ist die absolute Neutrinomasse? Warum ist die Neutrinomasse im Vergleich zu
den anderen Elementarteilchen so klein? Diese Fragen machen Neutrinos zum wichtigen
Gegenstand aktueller Forschung.

Dieses Kapitel soll eine kurze Einfiihrung in die Geschichte und die grundlegenden Phi-
nomene der Neutrinophysik geben.

2.1 Die geschichtlichen Anfange der Neutrinophysik

Das Neutrino wurde 1930 von Pauli postuliert und zum ersten Mal schriftlich in einem
offenen Brief von ihm an seine Kollegen erwihnt [Pau30]. Das dort zunéchst noch Neu-
tron genannte Teilchen wurde nach der Entdeckung des eigentlichen Neutrons durch
Chadwick im Jahre 1932 in Neutrino umbenannt. Nachdem man a- und v-Zerfille als
Zweikorperzerfille mit Spektren diskreter Energien kennengelernt hatte, hatte man fiir
den (-Zerfall ebenfalls ein solches Spektrum erwartet. Das tatsdchlich durch Chadwick
im Jahr 1914 gemessene kontinuierliche (-Spektrum [Chal4] hatte dieser Erwartung
widersprochen und fiir den Fall, dass lediglich Tochterkern und Elektron bzw. Positron
am Zerfall beteiligt sind, die Energie- und Impulserhaltung verletzt. Pauli fithrte daher
das Neutrino als drittes beteiligtes Teilchen ein, das beim (-Zerfall mit verschiedenen
Geschwindigkeiten und Winkeln emittiert werden kann und damit die Energie- und
Impulsbilanz wieder ausgleicht. Ein weiterer Grund fiir dieses Postulat war die Erhal-
tung des quantenmechanischen Drehimpulses. Da ein Atomkern beim [-Zerfall stets
eine ganzzahlige Spininderung vollzieht und das e* aber den Spin J = % davontragt,
folgerte Pauli, dass es ein weiteres beteiligtes Teilchen mit Spin % geben musste.

Erst 1956, als durch Kernreaktoren starke Neutrinoquellen zur Verfiigung standen, wur-
de das Neutrino schlieklich durch Reines und Cowan experimentell nachgewiesen [Rei59].
Die Spaltprodukte in einem Reaktor zerfallen als 3~ -Strahler und erzeugen daher Elek-
tronantineutrinos. Diese wurden mit Hilfe des sogenannten inversen (3-Zerfalls

p+v, »n+et. (2.1)

nachgewiesen. Der benutzte Detektor bestand dabei im Wesentlichen aus Cadmiumchlo-
rid in wéssriger Losung. Das bei entstehende Positron annihiliert innerhalb kiirzes-
ter Zeit zu zwel y-Quanten mit je 511 keV, wihrend das Neutron durch Stoke mit den
Protonen der Wagsermolekiile innerhalb einiger pus moderiert wird und schlieklich durch
einen Cadmiumkern aufgrund seines grofen Wirkungsquerschnittes fiir Neutronenein-
fang absorbiert wird. Der nun angeregte Cadmiumkern emittiert beim Zuriickfallen in
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den Grundzustand ebenfalls y-Strahlung. Der Nachweis des Elektron-Antineutrinos ge-
lang bei [Reib9] also iiber die Detektion zweier 7-Signale, die zeitlich um einige ps
versetzt waren.

Wenige Jahre spéter konnte von einer Gruppe um Lederman, Schwartz und Steinber-
ger gezeigt werden [Dan62|, dass es eine weitere Sorte von Neutrinos gab, die Myon-
Neutrinos. Dazu wurden 15 GeV Protonen auf ein Beryllium-Target geschossen und
somit u.a. Pionen und Kaonen erzeugt. Diese konnten nun noch im Flug nach

™ —ut+y, Kt —ut+4u, (2.2)
T = a4+, K™ —u +v,

zerfallen und somit einen Strahl von hochenergetischen myonischen (Anti-)Neutrinos
erzeugen. Hadronen und Myonen wurden durch eine 13.5m dicke Eisen-Abschirmung
blockiert, so dass nur die Myon-Neutrinos in eine Funkenkammer gelangen konnten, die
aufgrund verschiedener Leuchtspuren Elektronen und Myonen nachweisen und eindeutig
voneinander unterscheiden konnte. Tatséchlich beobachtete man lediglich Myonen und
schloss damit, dass Reaktionen der Form

vutn—pu +p  Uutp—pt+n (2.4)

in der Kammer stattfanden. Die folgenden Prozesse, die fiir v, zu beobachten wéren,
traten hingegen nicht auf:

vutn—e +p  pu+p—et+n. (2.5)

Damit war gezeigt, dass es sich bei v, und v, tatséchlich um verschiedene Teilchen
handelt und die zweite Sorte Neutrinos war entdeckt.

Nach der Entdeckung des Tauons im Jahre 1975 durch Perl [Per75], bestand wenig Zwei-
fel daran, dass auch diesem Lepton ein entsprechendes Neutrino zuzuordnen war. Im
Jahr 2000 wurde dieses Tauon-Neutrino im DONUT Experiment am Fermilab schliefs-
lich zum ersten Mal direkt nachgewiesen [Kod0I]. Seit den 1960er Jahren bilden die
oben genannten Teilchen (ve,e), (vu, 1) und (vr,7), zuziiglich ihrer Antiteilchen, den
leptonischen Sektor des Standardmodells, in dem die Neutrinos als masselose Teilchen
behandelt werden.

2.2 Neutrinooszillation - Physik jenseits des
Standardmodells

Ab den 1960er Jahren wurde unter Leitung von Raymond Davis Jr. das Homestake-
Experiment unternommen, das zum Ziel hatte, den Neutrinofluss der Sonne zu messen.
Neutrinos entstehen in der Sonne durch die Netto-Reaktionsgleichung [Zub04]:

2¢” + 4p — 3He + 2v, + 26.73 MeV. (2.6)

Die Uberschussenergie von 26.73 MeV wird dabei sowohl als kinetische Energie der Neu-
trinos, wie auch als Warmestrahlung frei. Davis stellte fest, dass der gemessene Neutri-
nofluss nur etwa ein Drittel von dem betrug, der durch das Standardmodell der Sonne



vorhergesagt wurde. Da das Standardmodell der Sonne anderweitig gut verifiziert war,
suchte man zur Ldsung des nun enstandenen solaren Neutrinoproblems nach einer Er-
klarung in den Eigenschaften des Neutrinos selbst. Davis erhielt nach der Bestédtigung
seiner Messung durch GALLEX und SAGE in den 1990er Jahren schlieflich den Nobel-
preis im Jahre 2002.

Das solare Neutrinoproblem wird heute durch Neutrinooszillationen erklart. Hierbei sind
die Flavour-Figenzustédnde v, mit o = e, 4, 7 nun nicht mehr mit den Masseneigenzu-
stdnden v; mit ¢ = 1,2,3 identisch, sondern hingen iiber

V) = ZUM-M) (2.7)
i) = D Usilva) (2.8)

zusammen. U ist hierbei eine 3 x 3 unitdre Matrix, genannt Maki-Nakagawa-Sakata-
Matrix (MNS), und kann als Analogon zur CKM-Matrix auf dem Quark-Sektor be-
trachtet werden. Sie enthélt die Mischungswinkel ©;; nach

c12€13 c12€13 s13e”"
_ i i
U= | —s12023 — c12523513€"° 12023 — 512523513€" 523C13 (2.9)
i i
512823 — C12€23513€"°  —C12523 — S12C23513€"  C23C13

mit den Abkiirzungen s;; = sin ©;; und ¢;; = cos ©;;. Fiir den Fall, dass Neutrinooszil-
lationen CP-verletztend sind, ist  von Null verschieden.

Die Masseneigenzustinde gehorchen nach der zeitabhéngigen Schrédingergleichung der
Zeitentwicklung (vgl. [Sch97])

i(t)) = e "5 ), (2.10)
mit
/2 2 m; m
E; = pi+mi%p+%zE oF fir p>>m; (h=c=1). (2.11)

E =~ p bezeichnet hier die Energie des ultrarelativistischen Neutrinos.
Wenn man nun auf einen reinen Flavour-Eigenzustand |v,) die Zeitentwicklung (2.10])
anwendet und (2.7)) sowie (2.8) benutzt, gelangt man zu:

Va(®)) =D Unie ™ Fillv;) = > UnilUgie™ i |ug). (2.12)
) iﬂ

Mit Hilfe dieses Zustands lisst sich nun die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir den Fla-
vouriibergang v, — vg berechnen:

P(vo — vg,t) = [(vslva(t))|* = dag — 2Re > UailU;UsUs;[1 — e8] (2.13)

j>t

2
5mij

L
Ajj= (B — Ejt= E und 5m12j =m? — m? (2.14)
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Vergeht keine Zeit (¢t = 0), was bedeutet, dass ebenfalls keine Strecke zuriickgelegt wird
(L = ct = 0), so findet mit einer Ubergangswahrscheinlichkeit von P (v, — v3,0) = dag
demnach keine Neutrinooszillation statt. Ebenfalls keine Oszillation ist moglich, wenn
6ml2j =0V 4,5 ist. Wenn Neutrinooszillation auftritt, miissen sich also mindestens zwei
Neutrinomassen voneinander unterscheiden, was insbesondere bedeutet, dass nicht alle
Neutrinos masselos sind.

Neutrinooszillationsexperimente koénnen nach iiber die Messung der Amplitude
der Oszillation die Mischungswinkel ©;;, sowie liber Messung der Frequenz die Diffe-
renzen der Neutrinomassenquadrate 6m12j bestimmen. Eine Bestimmung der absoluten
Neutrinomasse ist mit solchen Experimenten jedoch unmoglich, genauso wie die Festle-
gung der Massenhierarchieﬂ

Mittlerweile haben mehrere Experimente die Existenz von Neutrinooszillationen eta-
bliert. So wurden neben solaren Neutrinos beim SNO-Experiment [Aha05] beispielswei-
se entsprechende Beobachtungen beim Super-Kamiokande-Experiment mit atmosphéri-
schen Neutrinos [Fuk98|, beim KamLAND-Experiment mit Reaktorneutrinos [Kam05|
und beim K2K-Experiment mit Beschleunigerneutrinos [Ahn06| gemacht.

2.3 Die Bestimmung der Neutrinomasse

Nachdem man mittlerweile durch die Entdeckung der Neutrinooszillationen von der
Existenz massiver Neutrinos ausgeht, werden die Versuche, die Masse der Neutrinos zu
messen oder zumindest die Massenskala einzuschrénken, weiter vorangetrieben.

FEine Moglichkeit, die Summe aller Neutrinomassen durch die Untersuchung der Struk-
turbildung und Entwicklung des Universums einzuschrénken, liefert die Kosmologie. So
ldsst sich auf Basis von Messungen des kosmischen Mikrowellenhintergrundes mittels
des WMAP Satelliten jene Summe festlegen auf [Han10]:

> m, < 1.19eV. (2.15)

Zieht man weitere Messungen hinzu, wird diese Finschrinkung noch strenger. Allerdings
sind derartige Grenzen stets modellabhingig.

Eine weitere Moglichkeit zur Abschéitzung der Neutrinomasse ist die Untersuchung des
neutrinolosen doppelten (§-Zerfalls (Ov33). Wihrend beim gewthnlichen doppelten (-
Zerfall (2v303) einfach zwei (-Zerfélle simultan stattfinden, wird hierbei das Antineu-
trino, welches im ersten Zerfall emittiert wird, im zweiten Zerfallsvertex als Neutrino
eingefangen. Der neutrinolose doppelte (-Zerfall ist daher nur moglich, wenn es sich
bei dem Neutrino um ein Majorana-Teilchen handelt, sprich Teilchen und Antiteilchen
identisch sind.

Gemessen wird hier die effektive Majoranamasse

2 2 2ioy
ZUeimi Z]Uei] e“'%m,
i i

die eine Summe der Masseneigenwerte m;, die iiber Uezl- mischen, darstellt. Man beachte,
dass hier Interferenz zwischen den einzelnen Summanden auftreten kann.

(my,) = : (2.16)

'Zur Erklirung der Hierarchie siche Abschnitt



— e

2vBB OvBp

Abbildung 2.1: Schematische Darstellung des gewéhnlichen Doppel-3-Zerfalls (links) und des
neutrinolosen Doppel-G-Zerfalls (rechts). Quelle: COBRA Homepage.

Bisher ist strittig, ob beim Heidelberg-Moskau-Experiment [Kla06] ein Ov(3/3-Signal
nachgewiesen wurde. Experimente wie GERDA oder Majorana sollen deshalb in na-
her Zukunft genauere Ergebnisse liefern.

Eine modellunabhingige Moglichkeit zur Neutrinomassenbestimmung bieten Experi-
mente, die das Tritium-3-Spektrum nahe des Endpunktes untersuchen und die (quadra-
tische) Neutrinomasse lediglich anhand kinematischer Bezichungen, d.h. Energie- und
Impulserhaltung, ermitteln. Gemessen wird hier

3
m?(ve) = Y |Ueil®m?. (2.17)
=1

Hierbei handelt es sich im Gegensatz zu (2.16) um eine einfache gewichtete Summe der
quadratischen Neutrinomassen, und es konnen keine destruktiven Interferenzen auftre-
ten. Tritium-Experimente eignen sich daher besonders, um die absolute Neutrinomas-
senskala festzulegen.

Die bisherigen Tritium-Experimente in Troitsk und Mainz gaben die Obergrenzen auf

Mainz:  m,, <2.3eV  |Kra05]

Troitsk:  m,, <2.05eV  [Lob03| (2.18)

an. Beim Troitsk-Experiment trat die sogenannte Troitsk-Anomalie auf - eine Erho-
hung der Z&hlrate 5-15eV unterhalb des Endpunktes des B-Spektrums, die mit einer
halbjdhrlichen Periode die Position dnderte. Das Troitsk Ergebnis enthélt deshalb eine
phénomenologische Korrektur dieser Anomalie.

Da beide genannten Experimente ihre maximale Sensitivitéit erreicht haben, soll das
KATRIN-Experiment als Nachfolger mit einer Sensitivitit von 200 meV die Neutrino-
masse messen oder zumindest eine striktere obere Schranke liefern. Auf das KATRIN-
Experiment soll im Kapitel [3| ndher eingegangen werden.



2.3 Die Bestimmung der Neutrinomasse




3 Das KATRIN-Experiment

In diesem Kapitel sollen die prinzipielle Funktionsweise und die physikalischen Grundla-
gen zum Verstdndnis des KATRIN-Experiments erldutert werden. Dazu wird zunéchst
auf die Motivation des Experiments eingegangen, bevor das Tritium-3-Spektrum kurz
vorgestellt wird. Anschliefsend werden die wichtigsten Komponenten im Aufbau von
KATRIN genannt. Dabei werden die Schwerpunkte auf die Tritiumquelle und das Haupt-
spektrometer gelegt, die in dieser Arbeit eine hervorgehobene Rolle spielen.

3.1 Motivation fiir das KATRIN-Experiment

Um die vorhandenen sehr kleinen Neutrinomassen zu erkldren, existieren verschiede-
ne Erweiterungen des Standardmodells. Vor allem zu nennen sind hier die Seesaw-
Mechnismen Typ I und II. Beim Seesaw I Mechanismus werden superschwere (und daher
noch nicht beobachtete) rechtshindige Neutrinos NN; eingefiihrt. Die leichten Neutrinos
v; werden dabel umso leichter, je schwerer die schweren Neutrinos werden. Modelle nach
dem Seesaw I Mechanismus bevorzugen die sogenannte normale Hierarchie der leichten
Neutrinos (m; < mg < ms). Beim Seesaw II Mechanismus wird ein neues Higgs-Triplett
eingefiihrt, das an die leichten Neutrinos koppelt. Modelle dieser Art bevorzugen hiufig
quasi-entartete (m; ~ mg ~ m3) Massen. Des Weiteren existieren supersymmetrische
Modelle, sowie Modelle mit zusétzlichen Dimensionen zur Erklarung der Neutrinomas-
sen.

Da aus Neutrinooszillationsexperimenten Am2 . = [Am3,| ~ 7-1075eV? [Ahm03] und
|Am3;| ~ 2.4 - 1073 eV? [Nak10] bekannt ist und aukerdem Am3, + Am3, + Ami; =0
gelten muss, lassen sich fiir den Fall normaler Hierarchie (m; < mg < ms3) die Neutri-
nomassen als Funktion von m; darstellen (s. Abb. [3.1). Das KATRIN-Experiment kann
durch eine Festlegung oder weitere Einschrinkung der Massenskala engere Randbedin-

gungen fiir beschreibende Modelle liefern.

Auch in der Kosmologie und Astrophysik ist eine moglichst genaue Kenntnis der Neu-
trinomasse wiinschenswert, da relic neutrinos aufgrund ihrer hohen Haufigkeit von
336cm ™3 einen signifikanten Beitrag zur gesamten Energiedichte unseres Universums
leisten. Des Weiteren spielen Neutrinos als heiffe dunkle Materie eine wichtige Rolle in
der Strukturbildung unseres Universums auf grofen Skalen, da kosmologische Modelle
stark von dem Verhéltnis von kalter dunkler Materie (CDM) zur heifien dunklen Materie
der Neutrinos (VHDM) abhéngen.
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Abbildung 3.1: FEigenwerte der Neutrinomassen als Funktion der kleinsten Neutrinomasse
my fiir normale Hierarchie. Fiir die derzeit bekannten Differenzen |Am3,| und |Am3,| erkennt
man fir relativ grofie Massen my, dass die Massendifferenzen gegeniiber den absoluten Mas-
sen vernachlissigbar sind und eine quasi-Entartung vorliegt. Bei kleineren Massen wird diese
Entartung aufgehoben. Die farbigen Boxzen zeigen den Anteil der Neutrino-Flavours am ent-
sprechendem Masseneigenwert nach jetzigen Mischungsparametern (rot: ve, grin: v, blau: vy ).
Quelle: [KATO04).

3.2 Das Tritium-3-Spektrum

Beim KATRIN-Experiment soll die Ruhemasse des Elektronantineutrinos direkt durch
Untersuchung des 8-Spektrums beim Tritium-(3-Zerfall

H—*Het + e + 7 (3.1)

bestimmt werden. Unter der Ndherung, dass der Mutterkern lediglich einen Impuls bei
dem Zerfall davontrigt und die Riickstofkenergie aufgrund der grofen Masse gegeniiber
Elektron und Neutrino vernachléssigt werden kann, lautet das S-Spektrum [Alt03]:

dN
A 2 2 o4 —F —m- o2
dE_R(E)\/(EO E)? —m2, et O(Ey — E — my,?). (3.2)
mit
2
R(E) = T?’Fh? cos’ Oc|M|>F(Z 4 1,E) p (E + mec®)(Ey — E). (3.3)

Dabei wurden folgende Bezeichnungen verwendet:
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Gr die Fermi Kopplungskonstante

Oc¢c der Cabibbowinkel

M(E)  das Kernmatrixelement

F(Z,E) die Fermifunktion des Elektrons unter Beriicksichtigung
der Coulomb-Wechselwirkung mit dem Kern

P der Impuls des Elektrons

E die kinetische Energie des Elektrons

Ey die Endpunktsenergie des S-Spektrums
Mec? die Ruheenergie des Elektrons

my, c? die Ruheenergie des Elektronantineutrinos

In Abb. ist das (-Spektrum fiir zwei unterschiedliche Neutrinomagsen dargestellt.
Es wird deutlich, dass sich unterschiedliche Neutrinomassen besonders am Ende des
Spektrums durch einen anderen Endpunkt und einen anderen Kurvenverlauf bemerk-
bar machen. Aus diesem Grund wird sich die Messung vor allem auf diesen Endbereich

1.

N

a) ' 100 N

~

80

[a.u.]

60 |

40 |

count rate
count rate [a.u.]

20 |

S -3 —2 —1 0
E—E, [eV)

Abbildung 3.2: a) Gesamtes Tritium-(3-Spektrum. b) Ausschnitt der Endpunktsregion. Quelle:
|KATO4)].

konzentrieren. Da nur 2- 107! aller Elektronen in den Bereich 1eV unterhalb der End-
punktsenergie fallen, ist flir das Experiment neben einer hohen Energieauflésung die
Luminositét der Quelle von besonderer Bedeutung. Vor diesem Hintergrund wird Triti-
um aus folgenden Griinden als Quellmaterial verwendet:

e Tritium besitzt mit Ey = 18.6keV die zweitniedrigste Endpunktsenergie der be-
kannten (-Strahler. Dies ist wichtig, da der Anteil der Elektronen, die in den
Endbereich fallen, mit 1/E3 steigt.

e Die Halbwertszeit von Tritium ist mit 1, = 12.3 a vergleichsweise klein, wodurch
weniger Quellmaterial fiir eine hohe Luminositét bendtigt wird.

e Der Tritium-f3-Zerfall ist iibererlaubt, womit das Kernmatrixelement M (FE) als
energieunabhingige Konstante aufgefasst werden kann.

e Tritium besitzt eine sehr einfache elektronische Struktur, wodurch die Endzustan-
de der Tochtermolekiile leicht zu berechnen sind.
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e Durch die kleine Kernladungszahl Z = 1 streuen nur wenige Elektronen inelastisch
mit dem Tritium.

3.3 Der Aufbau des KATRIN-Experiments

In diesem Abschnitt wird der Aufbau des KATRIN-Experiments beschrieben und die
einzelnen Komponenten kurz vorgestellt. Dabei wird der Schwerpunkt auf die Tritium-
quelle und das Hauptspektrometer gelegt, da die Eigenschaften dieser Systeme fiir diese
Arbeit eine besondere Rolle spielen.

()

(@) L= sass=an

Abbildung 3.3: Der Aufbau des KATRIN-Experiments mit fensterloser gasformiger Tritium-
quelle (a), Transportsystem (b), Vorspektrometer (c¢) und Hauptspektrometer (d) sowie dem
Elektronendetektor (e). In dem gelb markierten rear system befindet sich u.a. die Elektronenka-
none fir Kalibrationsmessungen. Quelle: [Wol0§).

3.3.1 Die Tritiumquelle

Die sogenannte fensterlose, gasformige Tritiumquelle (engl. windowless gaseous tritium
source, WGTS) stellt die Standardquelle fiir 3-Elektronen wihrend der Langzeitmes-
sungen von KATRIN dar. In die 10 m lange Réhre mit einem Durchmesser von 90 mm
wird mittig kaltes Tritiumgas mit 27K und einer Reinheit e > 95% eingelassen. Die
Tritiummolekiile diffundieren daraufhin in einer Zeit von ca. 1s zu den 5m enfernten
Enden der Rohre, wo der Grokteil abgepumpt wird. Die Zerfallswahrscheinlichkeit fiir
jedes Molekiil betriigt daher etwa 107Y. Elektronen aus 3-Zerfillen werden von einem
Magnetfeld innerhalb der Quelle mit Bg = 3.6 T adiabatisch zu den beiden Enden der
Quelle gefithrt. Die WGTS trigt im Experiment zur systematischen Unsicherheit bei.
Dieser Beitrag riihrt im Wesentlichen von Fluktuationen der Sdulendichte paﬂ her. Diese
soll withrend der Messungen 5- 10’7 cm ™2 betragen und mit einer Genauigkeit von 0.1%
bekannt sein. Dies fithrt zu technischen Herausforderungen, da Parameter wie der Ein-
lassdruck des Gases oder die Rohrentemperatur mit grofser Genauigkeit und Stabilitit
eingestellt werden miissen.

'Die Siulendichte gibt die Anzahl der Teilchen pro Fliche an, die man durch Projektion der Quelle
auf ihre Querschnittsfliche erhélt.
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longitudinal source profile (approx.)

el

2 = ‘ -
\ |

T, pumping T, pumping
T, injection

T, molecules

Abbildung 3.4: Schematische Ansicht der WGTS und des Dichteprofils der Tritiummolekiile.
Quelle: [Hug08].

Fiir die Signalrate S der Quelle gilt:

S : pd ! Po(pd, Gmax) = (pd)eff (34)

& e —
1 + cos Opax

mit Opax als maximal akzeptierten Startwinkel der Elektronen und Py als Wahrschein-
lichkeit fiir ein Elektron ohne Streuung an Ts die Quelle zu passieren. Py ist dabei ein
Mittelwert iiber alle méglichen Startpositionen in der Quelle und allen Startwinkeln bis
Omax- Die effektive Saulendichte (pd)eg ldsst sich daher als Siulendichte einer virtuellen
Quelle von ungestreuten Elektronen auffassen. Erhéht man nun die Sdulendichte, um
eine hohere Signalrate zu erzielen, wird die effektive Sdulendichte nicht etwa beliebig
grofs, sondern erreicht asymptotisch einen Grenzwert, da Py gleichzeitig kleiner wird:

1 d—oo (pd)frei 1
1+ cos Omax p 0(pd, Omax) 2 2-0

(pd)est (3.5)

(pd)srei bezeichnet hier die aus der mittleren freien Weglénge d = 1/po abgeleitete mitt-
lere freie Sdulendichte und o den totalen Wirkungsquerschnitt von Ty fiir Elektronen-
streuung. Wie aus Abb. ersichtlich, wird KATRIN deutlich ndher an dieser idealen
effektiven Sdulendichte operieren als die Vorlduferexperimente.

3.3.2 Das Transportsystem

Das Transportsystem hat die Aufgabe, mittels Magnetfeldern die Elektronen aus den
B-Zerfallen adiabatisch zu den Spektrometern zu fiihren. Aufserdem sollen verbliebene
Tritiummolekiile entfernt werden, um zu verhindern, dass sie ins Hauptspektrometer ge-
langen, dort zerfallen und somit fiir einen Untergrund sorgen, der die Sensitivitit auf die
Neutrinomasse verschlechtert. Dafiir wird die aktive differentielle Pumpstrecke (DPS)
benutzt, welche mithilfe von Turbopumpen Tritium abpumpt und (nach Aufbereitung)
in die Quelle zuriickfithrt. Dahinter befindet sich die passive kryogene Pumpstrecke
(CPS), an der weiteres Tritium ausgefroren wird.
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Abbildung 3.5: Effektive Sdulendichte in der WGTS in Einheiten des mazimal erreichbaren
Wertes 2(pd)es/(pd)sre; und in Abhdngigkeit der Sdulendichte pd fiir unterschiedliche mazimale

Startwinkel ©,,,,. Fingezeichnet sind zudem die Parameter fiir das Troitsker, Mainzer und das
KATRIN-Ezperiment. Quelle: [KAT04).

3.3.3 Das Vorspektrometer

Das Vorspektrometer ist wie das Hauptspektrometer ein MAC-E-Filter (s. . Es ist
3.38m lang, hat einen Durchmesser von 1.7m und dient als Vorfilter fiir das Haupt-
spektrometer. Nur Elektronen mit einer Energie von E > 18.3keV konnen das Vor-
spektrometer passieren. Es filtert damit bereits den Grofiteil der Elektronen heraus, der
fiir die Messung nahe des Endpunktbereichs ohnehin uninteressant ist. Das Vorspektro-
meter reduziert somit den Untergrund in der Messung, da diese Elektronen ansonsten
ionisierende Stofe mit dem Restgas im Hauptspektrometer vollziehen kénnten.

3.3.4 Das Hauptspektrometer - ein MAC-E-Filter

Das in Abb. schematisch dargestellte Hauptspektrometer ist fiir die eigentliche Ana-
lyse der Energie der Elektronen verantwortlich und bildet mit 23m Linge und 10m
Durchmesser das Kernstiick des KATRIN-Experiments. Das Hauptspektrometer ist ein
sogenannter MAC-E-Filter (engl. Magnetic Adiabatic Collimation and Electrostatic Fil-
ter). MAC-E-Filter sind im Prinzip Gegenfeldanalysatoren, bei denen die Energie eines
geladenen Teilchens in Abhéngigkeit davon gemessen wird, ob bei einer bestimmten an-
gelegten Gegenspannung Transmission auftritt oder nicht. Zusédtzlich werden bei einem
MAC-E-Filter die Teilchen adiabatisch durch Magnetfeldlinien gefiihrt und fithren daher
eine Zyklotronbewegung um diese Feldlinien aus.

Die kinetische Energie der Elektronen im Hauptspektrometer von KATRIN kann man
sich als Summe der Energien aus transversaler und longitudinaler Bewegung vorstellen:

FEyn = E” + F,. (3.6)
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Abbildung 3.6: Schematische Zeichnung des KATRIN-Hauptspektrometers. FEingezeichnet
sind Analysierebene und Magnetfeldlinien, sowie die tberzeichnete Zyklotronbewegung eines
Elektrons. Unten ist die Richtung des Impulses relativ zum Magnetfeld zu sehen. Quelle: [Hug08].

Dabei ist

EJ_ = Ekin sin2 (C] (37)
E” = Ekin COS2 © (3.8)

mit © als Winkel zwischen Impulsvektor und Magnetfeldlinie. Durch ihre Zyklotron-
bahnbewegung erhalten die Elektronen im nichtrelativistischem Grenzfall ein magneti-

sches Moment
E

5
Ist die relative Magnetfeldinderung AB/B klein wihrend einer Zyklotronperiode, so hat
die Bahnbewegung Zeit ihren Radius anzupassen und das magnetische Moment u ist
erhalten. Da die Magnetfeldstirke B zur Spektrometermitte hin abfillt, muss dann nach
Gleichung [3.9] die Energie der transversalen Bewegung E| ebenfalls abnehmen. Diese
Energie wird aufgrund der magnetischen Gradientenkraft (ebenfalls nichtrelativistisch)

p= il = (3.9)

—

F=V(ji-B) (3.10)

parallel zu den Magnetfeldlinien in die longitudinale Bewegung transferiert. Die Erhal-
tung von p ist damit gleichbedeutend mit der Adiabasie. Da der MAC-E-Filter durch
sein Retardierungspotential nur sensitiv auf die longitudinale Energie Ej ist, ist dieser
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Effekt der adiabatischen Kollimation also durchaus sehr wichtig, da durch eine Ande-
rung der Magnetfeldstirke {iber mehrere Grofenordnungen sichergestellt wird, dass in
der Analysierebene Eyj, ~ E” ist und damit tatséchlich die gesamte kinetische Energie
beriicksichtigt wird. Dariiber hinaus sollten die Bereiche minimaler Magnetfeldstirke
und maximaler Retardierungsspannung in der Analysierebene in der Mitte des Spek-
trometers moglichst gut zusammenfallen. Die nichtrelativistische Betrachtung ist bei
KATRIN wegen vmax = 1.04 = 1 in guter Ndherung erfiillt.

Mit Gleichung und konstantem g erhélt man die verbleibende transversale Energie
eines Elektrons in Abh#ngigkeit zur transversalen Anfangsenergie also nach

B
(EL)s = (EL)i- gf-

Die Energieauflosung des MAC-E-Filters entspricht (E )¢, wenn man davon ausgeht,
dass die gesamte Energie des Elektrons am Anfang als Transversalenergie Fy =~ 18600 eV
vorliegt:

(3.11)

Bmin
Bmax ‘
Der MAC-E-Filter ist ein integrierender Hochpassfilter, da alle Elektronen, die die Trans-
missionsbedingung

AE = (E) f.max = Eo - (3.12)

Bt > qU (3.13)
erfiillen, gleichermafen transmittiert werden, unabhingig von ihrer Energie. Mit A als
Bezeichnung fiir die Analysierebene und S als Quelle l&sst sich unter Ausnutzung
von [3.6] und schreiben als:

B
Ef' —qU = (E - E) — qU = (E — (E -sin® Og - B—A)) —qU > 0. (3.14)
S

Lost man diese Ungleichung nach ©g auf, sieht man, dass nur Elektronen mit Startwin-

keln
E—qUB
O < Ogmax = arcsin Eq Fj‘ (3.15)

die Analysierebene iiberwinden kénnen. Hinzu kommt bei KATRIN, dass die Elektronen
in der Quelle in einem Magnetfeld Bg starten, das kleiner ist als Bpax am Pinch-
Magneten. Daher werden Elektronen mit Winkeln, die kleiner sind als der kritische
Winkel

Bgs

~ 50.77° (3.16)

Omax = arcsin
max

magnetisch reflektiert (KATRIN-Standardparameter: Bg = 3.6 T, Bpax = 6T). Diese
Wahl Bg < Bpax wird getroffen, um jene Elektronen zu reflektieren, die aufgrund ihres
grofsen Winkels lange Wege in der Quelle zuriicklegen und daher mit gréfserer Wahr-
scheinlichkeit inelastisch streuen. Beriicksichtigt man die beiden genannten begrenzen-
den Faktoren und aufserdem nur Elektronen, die in den vorderen Halbraum emittiert
werden, so gelangt man zur analytischen Transmissionsfunktion:

0 E—qU <0
T(E,qU) = 2 fir 0<E—qU <AE. (3.17)
A

1 AE < E—qU
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Diese Funktion ist in Abb. dargestellt. Man erkennt dort, dass fiir negative Uber-
schussenergien E — qU keine Transmission auftritt und erst mit einer gewissen Steigung
am Nullpunkt einsetzt. In dem Bereich der Steigung kénnen nach zunéchst je-
ne Elektronen mit kleinen Winkeln © und daraus resultierender grofter longitudinaler
Energie E) passieren. Mit groferen Uberschussenergien werden schlieflich auch Elektro-
nen mit immer grofkeren Winkeln durchgelassen, solange bis der maximale akzeptierte
Winkel ©pax bei 0.93 eV Uberschussenergie erreicht ist.

12~ 0s =0°  Omax = 50.77°
B AE =093 &V
 —
1 —
= B
2 o8
= B
o B
1
=" L
£ o6
£ B
g L
= 04—
« I
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Abbildung 3.7: Die analytische Transmissionsfunktion nach (3.17). Die Breite der Flanke
wird durch den mazimal akzeptierten Startwinkel © 4, definiert. Quelle: [Wol0§).

Man beachte, dass diese Transmissionsfunktion keine inelastischen Stofe der Elektronen
mit Tritium beriicksichtigt. Zieht man Energieverluste hinzu, erhilt man die sogenannte
Antwortfunktion fres, die in Kapitel f] beschrieben wird.

Eine ausfiihrliche Herleitung der analytischen Transmissionsfunktion findet man in [Val04].

3.3.5 Der Detektor

Zur Detektion der transmittierten Elektronen wird ein Silizium-Halbleiter-Detektor ver-
wendet, der in 148 Pixel unterteilt ist. Dadurch erhélt der Detektor eine rdumliche Auf-
16sung, die bendtigt wird, um bei Testmessungen Inhomogenititen in den elektromagne-
tischen Feldern in der Analysierebene zu registrieren. Im Prinzip braucht der Detektor
keine hohe Energieauflosung, da die prizise Analyse der Energien vom Hauptspektro-
meter ibernommen wird. Zur Untergrundreduzierung besitzt der Detektor dennoch eine
Auflésung von etwa <1keV fiir Energien um 18600 eV.
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4 Streuprozesse in der Quelle

Dieses Kapitel befasst sich mit den Streuprozessen von Elektronen an Tritiummolekiilen
in der Quelle von KATRIN und ihren Auswirkungen auf die Transmission. Es wird dabei
ein Verstindnis fiir die Energieverlustfunktion, Transmissionsfunktion, Antwortfunktion
und ihren Zusammenhdngen vermittelt, das fiir die weiteren Ausfithrungen in dieser
Arbeit notwendig ist.

4.1 Die Energieverlustfunktion

Da in der WGTS Elektronen mit Tritiummolekiilen streuen konnen und daher Ener-
gieverluste erfahren, muss die Energieverlustfunktion f(AFE) fiir die Transmission der
Elektronen beriicksichtigt werden, sofern die S&ulendichte von 0 verschieden ist. Die
Energieverlustfunktion beschreibt die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, dass ein gewisser
Energieverlust AFE auftritt. Mit dieser Wahrscheinlichkeitsinterpretation muss gelten:

1= / F(AE)dAE. (4.1)

Die Energieverlustfunktion setzt sich hierbei aus dem energiedifferentiellen Wirkungs-
querschnitt do/dAE und dem totalen Wirkungsquerschnitt oyo; zusammen:

1 do

Da sich do/daE und f(AF) nur um einen Faktor /oy unterscheiden, werden im Laufe
dieser Arbeit beide Funktionen Energieverlustfunktion genannt. Die Normierung wird
dabei an entsprechender Stelle aber stets gewihrleistet.

Es sei zu beachten, dass bei der Energieverlustfunktion do/daE iiber die Streuwinkel
integriert wird. Die vollstdndige Beschreibung wére hier also der doppelt-differentielle
Wirkungsquerschnitt d°c/daardo. Zur Vereinfachung des Problems wird die Winkelab-
héngigkeit hier allerdings nicht beriicksichtigt. Dies ist gerechtfertigt, da in dem fiir
KATRIN relevanten Energiebereich bis 30eV unterhalb des Endpunkts nur entspre-
chend kleine Energieverluste eine Rolle spielen. Fiir derart kleine Energieverluste liegt
die Winkelverteilung bei e-Ha-Streuung relativ scharf um ca. 1° (vgl. [Uls72]). Abb.
zeigt das von uns benutzte Modell der Energieverlustfunktion. Zu erkennen sind die
verschiedenen Arten von Energieverlusten:

e Elastische Stofse. Energieverluste durch elastische Stofe gehen hauptsichlich mit
sehr kleinen Energieverlusten < 1eV einher. Der Grund dafiir ist die viel grofere
Masse des Tritiummolekiils gegeniiber dem Elektron und der damit verbundene
geringe Impuls- und Energieiibertrag.

19
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Abbildung 4.1: Modell der Energieverlustfunktion. Zu erkennen sind Energieverluste durch
elastische Stéfle (< 1eV), elektronische Anrequngen inkl. Vibrationszustinden (11-15€V), dis-
soziative Anregung (15eV) und Ionisation (ab 15.4eV).

e Anregung. In dem Bereich zwischen 11 — 15eV findet man die Struktur der
elektronischen Anregungen des T9-Molekiils. Angeregt werden hier vor allem die
B(2po!'Xf) und C(2pr!Il,) Molekiilorbitale. Fiir diese beiden elektronischen Zu-
stdnde werden auch die Vibrationsanregungen berticksichtigt.

e Dissoziative Anregung. Die Dissoziation nach
e+Hy —e+H) —»e+H+H (4.3)

ist der vorwiegende dissoziative Prozess fiir 18.6 keV Elektronen und ist im Modell
bei etwa 15eV gut zu erkennen.

e Tonisation. Ab ~ 15.4eV beginnt das Kontinuum der Ionisation.

Das Modell beruht dabei auf Streuexperimenten von Elektronen an molekularem Was-
serstoff. Die Ergebnisse dieser Experimente sind im Falle der Anregung, Dissoziation
und lonisation auch fiir Tritium giiltig, da beide Isotope die gleiche elektronische Struk-
tur aufweisen. Im Falle der elastischen Stoffe und der Vibrationsanregungen fiihrt dies
aufgrund der unterschiedlichen Masse allerdings zu einem Fehler.

Das in [Wol08| vorgestellte Modell der Energieverlustfunktion umfasste bereits elektro-
nische Anregungen und Ionisation. Eine Beschreibung dieser Prozesse ldsst sich dort
finden. Die in dieser Arbeit ebenfalls beriicksichtigten Rotations- und Vibrationsanre-
gungen werden in Abschnitt ndher erldutert. Aukerdem werden die Auswirkungen
der hinzugefiigten elastischen Streuung in Abschnitt gezeigt.



21

4.2 Die Transmissionsfunktion

Zur Messung der Antwortfunktion wird bei KATRIN eine UV-Laser-basierte Elektro-
nenkanone (engl. e-gun) verwendet. Da die genauen Eigenschaften dieser e-gun noch
nicht bekannt sind, wird fiir die spektrale Breite o = 0.2eV angenommen, die mithilfe
einer UV-LED-basierten Elektronenkanone bereits realisiert wurde [Val09]. Dies hat zur
Folge, dass die in [3.3.4] eingefiihrte analytische Transmissionsfunktion fir diese Messung
um den Effekt dieser ,Energieunschirfe erweitert werden muss. Dies geschieht durch
Faltung der analytischen Transmissionsfunktion mit dem Energiespektrum der e-gun:

Tegun(anU> = T(quU) ® Segun- (44)
In Abb. erkennt man, dass durch diese Faltung die Kanten in der Transmissions-

o o
(o)) [ee]

Transmission Probability
o
5

0.2

E-qU [eV]

Abbildung 4.2: Transmissionsfunktion unter Einbeziehung der Energieverbreiterung einer e-
gun mit gaufférmigem Spektrum und o = 0.2eV.

funktion verschmiert werden und sich der Bereich der Flanke verbreitert. Aufterdem
erkennt man, dass Transmission fiir Uberschussenergien F — qU < 0 stattfinden kann.
Dies hingt damit zusammen, dass weiterhin fiir ein festes £ = 18.6 keV aufgetragen
wird. Diese Energie stellt allerdings nur die mittlere Startenergie der Elektronen dar.
Tatséchlich starten auch Elektronen mit E* > F und koénnen deshalb auch bei héheren
Retardierungsspannungen die Analysierebene iiberwinden.

4.3 Antwortfunktion und Streufunktionen

Die Antwortfunktion fres 14sst sich als eine Art effektive Transmissionsfunktion verste-
hen. Sie beriicksichtigt Energieverluste durch inelastsiche Stofe und ist daher auch fiir
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nichtverschwindende Séulendichten giiltig. Sie gibt die relative Intensitéit, die man am
Detektor misst, als Funktion der Retardierungsspannung an. Die Antwortfunktion ist
niherungsweise eine i-fache Faltung der Transmissionsfunktion mit der Energieverlust-
funktion:

freS(quU) :T(E,QU) ® Py

do
do do
+T(EqU)® Py - IAE ® PN

+...

mit P; als Wahrscheinlichkeit fiir i-fache Streuung. Fiir die Messung der Antwortfunktion
mit der e-gun ist 7" in dieser Gleichung entsprechend durch Tegun zu ersetzen. Da sich
diese Arbeit im Folgenden ausschlieflich mit e-gun-Messungen befasst, wird T fortan
als Synonym fiir Teeun gebraucht.
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Abbildung 4.3: Beispiel einer Antwortfunktion mit den KATRIN Standardparametern und
einer Sdulendichte von pd = 3 - 10" cm™2.

Man kann Gleichung (4.5) mit den Abkiirzungen
co(AE) = T(E,qU)

do
e2(AE) = T(EqU) ® _go_ ® _do_

dAE ~ dAE
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vereinfachen zu:
fres(Equ) =F- Eo(AE) + P - él(AE) + Py - EQ(AE) + ... (47)

Die Funktionen ¢; sind hierbei die i-fach-Streufunktionen. Diese Streufunktionen kann
man ihrerseits wieder als effektive Transmissionsfunktionen auffassen; sie gelten jedoch
nur fiir jeweils i-fach gestreute Elektronen. In Abb. f.4]sind diese Funktionen dargestellt.

Transmission Probability

Abbildung 4.4: Transmissionsfunktion T = ey (schwarz) und die Streufunktionen €1 (rot), s
(griin) und €3 (blaw).

Man erkennt, dass ungestreute Elektronen geméfs der bereits diskutierten Transmissions-
funktion die Analysierebene passieren. Die durch €; reprisentierten einfach gestreuten
Elektronen beginnen erst ab ca. 12eV in groferem Umfang transmittiert zu werden.
Dies ergibt sich daraus, dass diese Elektronen in den meisten Fillen einen Energiever-
lust AE > 12eV erfahren haben, da sich geméf der Energieverlustfunktion in Abb.
in diesem Bereich die ersten Anregungen des Tritiums befinden. Ein kleiner Teil der ein-
fach gestreuten Elektronen werden allerdings auch im Bereich von 1-11 eV transmittiert,
was sich darin widerspiegelt, dass €¢; hier nicht den Wert 0 annimmt. Diese Elektronen
miissen zwangsldufig einen kleinen Energieverlust durch elastische Streuung erfahren
haben. Die Funktionen es und e3 liefern ab ca. 25 bzw. 40eV einen groferen Beitrag.
Hier gelten analoge Uberlegungen.

Da die Antwortfunktion in Abb. lediglich eine durch die Streuwahrscheinlichkeiten
P; gewichtete Summe aus den Streufunktionen darstellt, ist die Form dieser Funkti-
on nun physikalisch sehr leicht verstédndlich. So entspricht sie im Bereich bis 11eV im
Wesentlichen der Transmissionsfunktion ungestreuter Elektronen. Ein ,Knick“ in der
Antwortfunktion, wie er bei &~ 12eV deutlich und bei &~ 25eV schwach zu erkennen ist,
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deutet dementsprechend auf das Einsetzen der Transmission von einfach bzw. zweifach
gestreuten Elektronen hin.

Dadurch, dass sich die Streufunktionen lediglich aus der Energieverlustfunktion und
der Transmissionsfunktion zusammensetzen, sind sie nur vom experimentellen Aufbau
von KATRIN abhéngig und hingen im Gegensatz zur Antwortfunktion nicht von der
Saulendichte ab.

4.4 Die Streuwahrscheinlichkeiten

Die Wahrscheinlichkeit P/, dass ein Elektron k-mal in der Quelle streut, ist gegeben

durch die Poissonverteilung
k

Pi(p) = by (4.8)

mit u als Erwartungswert der Anzahl der Streuungen. p ergibt sich dabei aus dem
Verhéltnis der Sdulendichte rd/cos© zur bereits in Abschnitt eingefiihrten mittleren
freien Sdulendichte (pd)gyei:

pd

() = (e 0036

(4.9)
Da nicht alle Elektronen mit dem gleichen Winkel © in die Quelle eintreten, ist zur Be-
rechnung von mittleren Streuwahrscheinlichkeiten noch die normierte Winkelverteilung
f(©) in der Quelle interessant. Die mittleren Streuwahrscheinlichkeiten Py (u(©)) lauten
dann:

7r/2

Pe(u(©)) = [ FO)PLu(©)d6. (110)
0

Die Winkelverteilung f(©) innerhalb der Quelle berechnet sich aus der Winkelvertei-
lung f/(©) der Elektronenkanone durch adiabatische Transformation. Von der e-gun
ist bereits bekannt, dass sie kleine Winkeldivergenzen in der Gréfsenordnung von 1-2°
besitzen wird, die genaue Winkelverteilung kann allerdings erst nach Fertigstellung be-
stimmt werden. In dieser Arbeit wird daher eine isotrope Verteilung in der Quelle mit
f(©) = sin © angenommen.

Man beachte, dass P(u(0)) fir £ > 1 nur ndherungsweise die richtigen Streuwahr-
scheinlichkeiten angibt, da in Gleichung keine winkeldndernden Stéfe beriicksich-
tigt werden. Tritt bspw. ein einzelnes Elektron mit Winkel © in die Quelle ein, so besitzt
es P{(u(©)) und Py(u(©)) als einfache bzw. zweifache Streuwahrscheinlichkeit. Fiihrt
es nun allerdings einen winkeldndernden Stof mit © — © durch, so hat Pj(u(0)) of-
fenbar keine Anwendung gefunden. Die Ndherung ist dennoch gut erfiillt, da wie bereits
erwahnt in den Stofen nur sehr kleine Winkeldnderungen stattfinden.

4.5 Rotation und Vibration zweiatomiger Molekiile

Wie bereits in Abschnitt §.1] erwéhnt, enthilt unser Modell der Energieverlustfunktion
Rotations- und Schwingungsanregungen des Wasserstoffmolekiils. Quantenmechansich
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wird das Problem des zweiatomigen Molekiils durch die Schrédingergleichung

2 2
(5 AR + 5 An(Ra)) (@11

h2
B 2me

(Aci(re1) + Aca(re2)) + Epot(rs, Rj)] Y(ri, Rj) = EY(ri, Ry)

formuliert. Die ersten beiden Terme des Hamilton-Operators stehen dabei fiir die ki-
netische Energie der Kerne A und B. Aufserdem wurde in den beiden darauffolgenden
Summanden die kinetische Energie zweier Elektronen beriicksichtigt, was dem Fall des
Tritiummolekiils entspricht. Der letzte Term E,o(r;, R;) fasst die potentielle Energie
aller beteiligten Teilchen zusammen. Im Gegensatz zur Schrédingergleichung des Was-
serstoffatoms ist Gleichung nicht mehr analytisch losbar. Um diesem Umstand
entgegenzuwirken, wird die Born-Oppenheimer-Niherung verwendet. Die Idee dieser
Néherung ist, dass sich die Kerne aufgrund ihrer viel gréoferen Masse gegeniiber den
Elektronen viel langsamer bewegen. Die Elektronenhiille kann sich dadurch praktisch
instantan an den aktuellen Kernabstand R anpassen. Die Elektronenenergie hingt da-
mit parametrisch von R, nicht jedoch von der Geschwindigkeit der Kernbewegung ab.
Durch diese Ndherung lasst sich die Wellenfunktion v (r;, R;) fiir einen elektronischen
Zustand mit den Quantenzahlen k = (m, L, A) als ein Produkt

Ui (ri, Rj) = xr(Ry) ¥R (ri, Ry) (4.12)

aus der Wellenfunktion xx(R;) der Kernbewegung und der elektronischen Wellenfunkti-
on ¥9(r;, R;) schreiben. Setzt man diesen Ausdruck in die Schrodingergleichung (4.11)
ein, erhdlt man neben einer Gleichung fiir die elektronische Wellenfunktion die Gleichung

K2 B2
[_ <2MA Aa(Ra) + oMp AB(RB)) + Epot (R, k)] xk(R;) = Exi(R;)  (4.13)

fiir die Kernbewegung. Das Potential
Epot(Rj, k) = Epor(R, k) = (Eidy) + (Epor(ri, R;)) (4.14)

setzt sich aus der mittleren kinetischen Energie der Elektronen und der mittleren po-
tentiellen Energie von Kernen und Elektronen zusammen. Erstere ldsst sich dabei aus
der Gleichung fiir die elektronische Wellenfunktion berechnen. Die Born-Oppenheimer-
Niherung bedeutet fiir die Bewegungsgleichung der Kerne also, dass die Elektronen
lediglich durch einen zusétzlichen bindenden Term im Potential der Kerne beitragen.
Beim Ubergang zu Schwerpunktskoordinaten und Einfiihren der reduzierten Masse M =
Ma-Mp/Ms+Mp wird aus die Gleichung
h2

—mA + Epot (R, k) Xk(Rj) = Exk(Rj). (4.15)
in formaler Analogie zur Schrédingergleichung des Wasserstoffatoms. Sie ldsst sich daher
ebenfalls mit einem Separationsansatz
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16sen. Setzt man diesen in Gleichung (4.15)) ein, erhilt man fiir den Radialteil

1 d (., dS 2M J(J+1)R*]
mm(R‘Cm)*m[E‘Ep“(R)‘W §=0 (@17

mit J als Drehimpulsquantenzahl, die aus den Eigenwerten des Betragsquadrates des
Drehimpulsoperators J? stammt.

4.5.1 Der starre und nicht-starre Rotator

Die Energieniveaus eines starren Rotators lassen sich nun unmittelbar aus Gleichung
(4.17) ableiten, indem man fiir R einen festen Gleichgewichtsabstand R, einsetzt. Da-
durch verschwindet der erste Term und der Ausdruck in eckigen Klammern muss eben-
falls Null ergeben. Da bei einem starren Rotator mit der Gesamtenergie E fiir die kine-
tische Energie Eyi, = F — Fpot = Erot gilt, ergibt sich damit:

J(J + 1)

E.. =
rot 2M R?

(4.18)

In der Spektroskopie werden hier haufig die Termwerte F'(J) = E(J)/he in der Einheit
1

cm™ - angegeben. Diese schreiben sich dann zu
J(J +1)h?
Fot=——5 =BJ(J+1 4.19
rot 2heM Rg e ( + ) ( )
mit der Rotationskonstanten
B n [Be] -1 (4.20)
=—— =cm . :
¢ drcMR?’ ¢
Mochte man nun auf den nicht-starren Rotator verallgemeinern, kann man den Ansatz
machen, dass dig Zentripetalkraft F, = —Mw? - R gleich der riicktreibenden Kraft
F, = —(9E/or)R ist. Die riicktreibende Kraft kann dabei in der N&he des Gleich-

gewichtsabstandes R, in guter Niherung als proportional zur Auslenkung angesehen
werden:

F,=—-k-(R—R.)-R. (4.21)
Aus der Relation J? = I?w? = M?R*w? folgt dann

1)h?
Mw?R = W Lk (R-R.) (4.22)
J(J + 1)R?
= R - Re - ]\H)RB (4:23)

Durch die Rotation wird der Kernabstand also aufgeweitet. Mit dem der Kraft aus
Gleichung (4.21)) zugehorigen Potential ergibt sich die Energie des nicht-starren Rotators
zZu

J(J +1)r? n lk(R— R.). (4.24)

E pr—
rot 2M R? 2
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Ersetzt man hier nun R mittels Gleichung (4.23) durch R, und entwickelt nach kleinen
Auslenkungen [Dem09] liefert dies

JJ+ 1R JA(J + 1)t
2M R2 2M2k RS

Erot = (4.25)

bzw. als Termwert

h3

— 2 2 ; —
Frot—BeJ(J+1)_DeJ (J+1) + ... mit De—m

(4.26)
Die Abstédnde zwischen den einzelnen Energieniveaus werden durch die Beriicksichtigung
der Zentrifugalaufweitung also vor allem fiir grokere J etwas nach unten korrigiert.

4.5.2 Schwingung zweiatomiger Molekiile

Fiir ein nichtrotierendes Molekiil mit J = 0 hingen die Losungen fiir S(R) in Gleichung
(4.17) nur noch von der Form des Potentials Ej,q(R) ab. Fiir ein Parabelpotential er-
geben sich hier die bekannten Energien des harmonischen Oszillators

B(v) = <y + ;) hw, w= % (4.27)

mit der Schwingungsquantenzahl v und k als Konstante des Potentials. Fiir R ~ R, ist
dies eine gute Naherung. Fiir grofsere Auslenkungen ist dieser Ansatz allerdings unpas-
send, weil z.B. das reale Potential hier gegen die Dissoziierungsenergie Fp konvergieren
muss, wihrend das Parabelpotential gegen F = oo strebt. Es wird deshalb hiufig das
Morse-Potential

2
Epor(R) = Ep - [1 _ o alR-R) (4.28)

verwendet, welches fiir R — oo gegen E = Ep konvergiert und eine bessere Beschreibung
des tatsichlichen Potentials ermdglicht. Es weicht allerdings fiir kleine R von diesem ab,
da es bei bspw. R = 0 einen endlichen Wert F < Ep annimmt, wihrend das reale
Potential gegen co geht (vgl. Abb. [.5)). Das Morse-Potential wird gern verwendet, da
es exakte Losungen besitzt, im Gegensatz zu einem allgemeinen Potenzreihenansatz mit
dem (4.17)) nur noch numerisch 16sbar ist. Die Energieniveaus im Morse-Potential lauten:

)= (v o B (0 1Y’ a2

Die Niveaus sind damit im Vergleich zum harmonischen Oszillator nicht mehr &quidi-
stant.

4.5.3 Rotations-Schwingungs-Wechselwirkung

Nachdem in den vorangegangenen Abschnitten Rotation und Schwingung getrennt be-
handelt wurden, soll nun der allgemeine Fall eines zweiatomigen Molekiils, das sowohl
schwingt als auch rotiert, betrachtet werden. Da die Schwingungsfrequenz in der Regel
deutlich grofer ist als die Rotationsfrequenz, werden wihrend einer Rotationsperiode
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Re R

Abbildung 4.5: Schematischer Vergleich zwischen Parabel-, Morse- und realem Potential des
Nay-Molekiils. Quelle: [Dem09].

mehrere Schwingungsperioden durchlaufen, in denen sich der Abstand R sténdig éndert.
Dies hat zur Folge, dass sich wegen der Drehimpulserhaltung und |J| = Jw = M R?w
auch die Rotationsfrequenz w periodisch dndert. Es muss daher in der Gleichung der
Rotationsenergie der quantenmechanische Mittelwert von 1/r? beriicksichtigt wer-
den, um eine mittlere Rotationsenergie

J(J +1)h2

<Er0t > = oM

L 1
/wvibngvib dR (4.30)

zu erhalten. Méchte man dies wieder als Termwert schreiben, erhilt man nun die von
der Schwingungsquantenzahl v abhingige Rotationskonstante

hoT oL 1
Bl/ = m /'(Z)Vib(lj, R)ﬁlb\,lb(y, R) dR (4:31)
0

Fiir das Morse-Potential gelten dann die Beziehungen

1

B, = B, — . (1/ + 2) mit o, < Be, (4.32)
1

D, =D, — 3 <1/ + 2) mit B < De. (4.33)

Fiihrt man nun, ausgehend von der Energie der rotationslosen Schwingungen aus Glei-

chung (4.29), den Termwert

G) = we <V + ;) ~wee <u + ;) : (4.34)
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ein, ergibt sich der mit der Gesamtenergie zusammenhéngende Termwert T' = E/hc im
elektronischen Zustand FE; zu

T(v) = T(E;) + G(v) + F(J,v) (4.35)

1 1\?
= T(B;) + we <u + 2) — Wee <,, + 2) + B, J(J +1) = D, J*(J + 1)

im Morse-Potential. Die Schwingungs-Rotations-Niveaus sind damit ndherungsweise
durch einen Satz von Konstanten ausgedriickt.

4.5.4 Rotations-Schwingungs-Uberginge und ihre Bedeutung fiir das
Modell

Zur Veranschaulichung sind die Rotations- und Schwingungsniveaus schematisch in Ab-
bildung dargestellt. Hier ist zu erkennen, dass sich jeder elektronische Zustand in

AE

(v',J')/\c

Emission

Absorption_—; elektronische
Ubergéange (UV / vis)

<
m
< x
=
\
1
1
1
1
I 1
1 \
1 \
1 1
1 1
1 \
\
1
\’H\H‘Illl
o <
~a =
hA

Rotations-Schwingungs- reine Rotations-
Ubergéange Ubergénge

Abbildung 4.6: Schen?atische Darstellung der Rotations- und Vibrationsstruktur elektronischer
Zustande und einiger Uberginge. Quelle: [Dem09].

verschiedene Schwingungsniveaus unterteilt, die wiederum eine Rotationsstruktur be-
sitzen. Zwischen den verschiedenen Zustinden existieren nun Ubergiéinge verschiedener
Ar. So sind bspw. Rotations- und Schwingungsiiberginge mit oder ohne Anderung des
elektronischen Zustands moglich.

Unser Modell beinhaltet die Vibrationsstruktur des Ha-Molekiils fiir die B(2po!¥})
und C(2pr!Il,) Molekiilorbitale. Das B-Orbital verteilt sich dabei auf Zustinde mit
den Schwingungsquantenzahlen v = (0,1,...,27) und das C-Orbital auf Zusténde mit
v=(0,1,...,13). In unserem Modell der Energieverlustfunktion aus Abbildung hat
dies eine detailliertere Struktur im Bereich der elektronischen Anregungen zur Folge,

'Diese gehorchen bestimmten Auswahlregeln.
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da zusitzliche Uberginge aus dem Grundzustand des Ho-Molekiils (150123) mdoglich
sind. Die Rotationsstruktur ist in diesem Modell nicht enthalten. Die einzelnen Vibra-
tionsniveaus sind damit Mittelungen iiber die zugehorigen Rotationsniveaus. Die in der
Simulation verwendete Schrittweite von 0.1eV, die der Grofenordnung der Vibrations-
aufspaltung entspricht, macht die Beriicksichtigung der Rotation, die eine um ein bis
zwei Grokenordnungen kleinere Aufspaltung verursacht, weitgehend uninteressant.

Die ebenfalls méglichen reinen Schwingungsiibergénge im elektronischen Grundzustand
des To, welche zu kleinen Energieverlusten fithren, die vergleichbar sind mit denen
aus der elastischen Streuung, werden ebenfalls nicht beriicksichtigt: Der Wirkungsquer-
schnitt fiir derartige Prozesse ist bei 18.6 keV-Elektronen 10-100 mal kleiner als der fiir
elastische Streuung [GIu03].

Zuletzt sei angemerkt, dass die Verwendung von Daten zur e-Hs Streuung zu einer et-
was groferen Aufspaltung der Schwingungszustinde in unserem Modell fiithrt, als dies
tatséchlich bei dem Ty in der Quelle der Fall sein wird. Bei dreifacher Masse wiirde
man nach Gleichung in harmonischer Ndherung Abstédnde erwarten, die etwa
1/v/3 =~ 0.58 mal so grof sind.

Eine ausfiihrliche Behandlung von Rotations- und Schwingungszustinden von Mole-
kiilen findet man z.B. in [Hak97].



5 Entfaltung der Energieverlustfunktion

In diesem Kapitel wird das aktuelle Standardverfahren zur Entfaltung der Energiever-
lustfunktion erkldrt. Nach einer ausfiihrlichen Beschreibung aller bendtigten Schritte
werden gegen Ende des Kapitels erste Untersuchungen zum Auffinden eines optimalen
Entfaltungsergebnisses vorgestellt. Alternative Verfahren zur Entfaltung sind in Kapitel
[6] beschrieben.

5.1 Standardverfahren zur Entfaltung

Das Standardverfahren, die Singuldrwertzerlegung, liefert aktuell die kleinste systema-
tische Unsicherheit der quadratischen Neutrinomasse. Um dieses Verfahren anwenden
zu konnen, miissen zunichst die Transmissionsfunktion 7" und die Streufunktion €; aus
simulierten Daten und einer anschlieffenden Matrixinversion gewonnen werden. Aus die-
sem Grund wird zundchst die Simulation und Matrixinversion erkldrt, bevor die Singu-
larwertzerlegung beschrieben wird. Zuletzt soll erldutert werden, wie sich der Beitrag
zur systematischen Unsicherheit der Neutrinomasse errechnet.

5.1.1 Simulation der Messdaten

Zur Erzeugung von simulierten Antwortfunktionen bei verschiedenen Sdulendichten wird
eine einfache Monte-Carlo-Simulation verwendet, die Elektronen mit den Starteigen-
schaften Energie F und Winkel © verschiedene Stationen durchlaufen ldsst. Diese Sta-
tionen sind: Start an der Elektronenkanone, Eintritt in die WG'TS, Wechselwirkungen
in der WGTS, Eintritt ins Hauptspektrometer und Passieren der Analysierebene. Dieses
Verfahren wird fiir eine bestimmte Anzahl von Elektronen fiir verschiedene Retardie-
rungsspannungen angewandt. Diese Retardierungsspannungen werden standardméifkig
mit einer Schrittweite von 0.1eV von -5€eV bis 50 eV durchgefahren.

Start an der Elektronenkanone

Da die Elektronen in der Elektronenkanone durch Photoeffekt erzeugt werden und die
Anzahl der herausgelsten Elektronen zeitlich nicht konstant ist, kann die Produktions-
rate nur im zeitlichen Mittel angegeben werden. Fiir ein gewisses Zeitintervall ist die
Anzahl erzeugter Elektronen deswegen poissonverteilt bzw. fiir entsprechend viele Elek-
tronen niherungsweise gaufsverteilt sein. Daher wird der Simulation ein Mittelwert 7
von gestarteten Elektronen iibergeben, um anschliefsend eine Zufallszahl n von Elektro-
nen innerhalb einer Gaufverteilung mit Mittelwert 7 und Standardabweichung o = v/n
zu generieren. Trotz gleicher Messzeit ¢ < 71 ist damit die tatsdchliche Anzahl gestarte-
ter Elektronen fiir verschiedene Spannungen etwas unterschiedlich. Typischerweise wird

31
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7 = 20 Mio. fiir alle Spannungsschritte verwendef] da dies mit einer vorrausichtlichen
Elektronenrate der e-gun von ~ 1-10° % innerhalb der 4 Wochen Messzeit, die fiir diese
Messungen bei KATRIN eingeplant ist, gut zu erreichen ist.

Jedes Elektron startet mit einer gewissen Energie. Diese wird ebenfalls zufillig mit
einer Gaufsverteilung mit Mittelwert p = 18.6 keV und Standardabweichung o = 0.2€eV,
definiert durch das Spektrum der e-gun, bestimmt.

Alle Zufallszahlen der Simulation werden mit dem Zufallszahlengenerator TRandom3
aus dem C++ framework ROOT erzeugt.

Eintritt in die WGTS

Der Simulation wird ein maximaler Startwinkel ©egun, max ibergeben, wobei als Stan-
dardparameter Oegun, max = 1° dient. Dadurch, dass das magnetische Feld in der WGTS
grofer ist als an der e-gun, wird dieser Winkel adiabatisch transformiert zu:

B
O8,max = arcsin <sin(®egun, max) | 5 S ) ~10.1° (5.1)
egun

mit ©g max als maximalem Winkel in der Quelle. Nun wird fiir jedes Elektron zufillig
ein Winkel aus einer isotropen Verteilung zwischen 0 und ©g max erzeugt.

Wechselwirkungen in der WGTS

Nach dem Eintritt in die WGTS koénnen die Elektronen elastisch oder inelastisch an
Tritiummolekiilen stoffen. Die Hiufigkeit dieser Wechselwirkungen ist charakterisiert
durch die in Gleichung (3.5)) bereits eingefithrte mittlere freie Sdulendichte

_ 1
Utot(E)'

Da Elektronen mit gréfseren Winkeln einen langeren Weg in der Quelle zuriicklegen, ist
ihre effektive mittlere freie Sdulendichte

(pd)frei = (5'2)

(pd)esr = (pd)frei - cOS O (5.3)

entsprechend kleiner. Diese Grofe stellt eine Projektion von (pd)fe auf die Langsachse
der Quelle dar. Die zuriickgelegte Sdulendichte bis zur ersten Wechselwirkung wird nun
zufallig nach der Exponentialverteilung

1 1,
Ex = e (pPdef fir >0 54
¥ <<pd>eﬂ> (der 2 (5.4)

bestimmt. Diese Verteilung besitzt den Erwartungswert (pd)es. Ist die zuriickgelegte
Séulendichte (pd)* groker als die Sdulendichte pd der Quelle, so findet keine Wechsel-
wirkung statt. Ist sie kleiner, so kommt es zur Streuung. In diesem Fall werden mit Hilfe

'Natiirlich ist eine derartige Gleichverteilung im Allgemeinen nicht die beste Wahl, um Messdaten zu
erzeugen, die eine moglichst kleine systematische Unsicherheit zur Observablen m?(v.) liefern. Tn
Kapitel [7] findet man Untersuchungen zur Messzeit.
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des Programms scatter.c [Glul ein Energieverlust und eine Winkeldnderung fiir das Elek-
tron bestimmt. Mit der neuen Energie und dem neuen Winkel wird dann abermals nach
der Verteilung ein neuer Wechselwirkungspunkt erzeugt. Dieser Vorgang wird so
lange wiederholt bis die gesamte zuriickgelegte Saulendichte ) (pd)! > pd ist oder die
maximale Anzahl von Wechselwirkungen erreicht ist. Diese Maximalanzahl wurde fiir
unsere Zwecke auf 20 festgelegt. Beim Erreichen dieser Anzahl gilt das Elektron als in
der Quelle verloren. Dieser Fall ist aufgrund seiner geringen Wahrscheinlichkeit jedoch
von keinerlei praktischer Bedeutung.

Eintritt ins Hauptspektrometer

Auf dem Weg zum Detektor miissen die Elektronen den Pinch-Magneten mit dem maxi-
malen Magnetfeld Bmax passieren. Aufgrund der magnetischen Reflektion werden nach
Gleichung (3.16)) alle Elektronen mit © > ©pax nicht weiter berticksichtigt.

Passieren der Analysierebene

Zuletzt erreichen die Elektronen die Analysierebene und die Transmissionsbedingung
(3.14) wird iiberpriift. Alle Elektronen mit zu kleiner longitudinaler Energie werden
nicht transmittiert.

Die Simulation liefert, neben einer kiinstlichen Messung der Antwortfunktion, die fiir die
Entfaltung wichtigen Streuwahrscheinlichkeiten P;. Auferdem wird ein fiir die Analyse
der systematischen Unsicherheiten, die durch die Entfaltung der Energieverlustfunk-
tion induziert werden, notwendiges Modell der Energieverlustfunktion extrahiert. Fiir
zusitzliche Analysen konnen auferdem die Streufunktionen ausgegeben werden.

5.1.2 Matrixinversion

Um die Energieverlustfunktion zu gewinnen, werden zunéchst verschiedene Messungen
a, 3, 7... der Antwortfunktion mit unterschiedlichen Siulendichten pd durchgefiihrt, wo-
von eine Messung mit pd = 0 erfolgt. Nach Gleichung lassen sich die verschiedenen
Antwortfunktionen dann in ein Gleichungssystem

fas(E,qU) — Ps' - €o(AE) =P -e1(AE) + P - eo(AE) + ...
FE(EqU) — P eo(AE) = P’ e)(AE)+ P} - e3(AE) + ... (5.5)
Ts(B.qU) — P - eg(AE) =P} -e1(AE) + P} - e2(AE) + ...

res

schreiben. Hier sind auf der linken Seite die Antwortfunktionen und die Transmissions-
funktion T(E,qU) = eo(AE) durch Messung bei einer Saulendichte von Null bekannt.
Desweiteren erhélt man die Streuwahrscheinlichkeiten P durch Simulationen oder be-
rechnet sie ndherungsweise. Durch Inversion der Matrix A, die aus den Streuwahr-
scheinlichkeiten besteht, lassen sich nun die Streufunktionen €; berechnen. Da vierfache
Streuung aufgrund ihres kleinen Beitrages vernachldssigbar ist, handelt es sich bei A
um eine 3 x 3 Matrix.

Grundsétzlich sind nur Matrizen mit det A # 0 invertierbar. Numerisch kénnen aller-
dings auch sehr kleine Eigenwerte der Matrix A und damit sehr kleine Determinaten
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zu Problemen fithren. Es sollte deswegen ein Satz von Séulendichten gewéhlt werden,
der die Determinante maximiert. Eine Siulendichte von 6 - 10'” cm™2 sollte aus tech-
nischer Sicht maximal erreichbar sein. Zudem wird angenommen, dass sie nach unten
als beliebig klein eingestellt werden kann. Es wurde deshalb die Determinante fiir jede
3er-Kombination der Sdulendichten pd = j - 10" cm™2 mit j = (0.5, 1,2,3,4,5,6) aus-
gerechnet. Hier lieferte die Kombination mit j = (0.5,3,6) den besten Wert. Offenbar
bevorzugt die Problemstellung maximale und (annéhernd) gleichgrofe Abstinde der
Saulendichten.
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Abbildung 5.1: Die vier fiir die Matrizinversion verwendeten Antwortfunktionen mit den
Séulendichten 0 (schwarz), 0.5 107 cm=2 (rot), 3- 10" cm=2 (griin), 6 - 101" cm =2 (blau,).

Abbildung zeigt die durch Matrixinversion berechneten Streufunktionen und ver-
gleicht sie mit denen, die durch die Simulation ausgegeben wurden. Alle berechneten
Funktionen besitzen dabei ein zusétzliches numerisches Rauschen, beschreiben den Ver-
lauf im Mittel allerdings gut. Fiir die Streufunktionen ey und e3 ergeben sich dariiber
hinaus systematische Abweichungen ab ca. 40 bzw. 30eV. Dies ist nicht weiter stérend,
da fiir die Entfaltung im néchsten Abschnitt nur €; weiterverwendet wird. Das
Rauschen besitzt je nach Streufunktion eine Amplitude in der Grékenordnung von 1073
bis 1072.

5.1.3 Entfaltung mittels Singuldrwertzerlegung

Nun da die Streufunktionen ¢; aus der Matrixinversion bekannt sind, ldsst sich aus der
Definitionsgleichung von €; (vgl. (4.6))

do

61(AE) = T(E,QU) ® m

(5.6)
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Abbildung 5.2: Abbildung (a) zeigt den Verlauf der durch Matrizinversion berechneten Streu-
funktionen e, (rot), e3 (griin) und €3 (blau) im Vergleich zu den entsprechenden Streufunktionen
aus der Simulation (schwarz). Abbildung (b) zeigt die Differenz zwischen simuliertem und be-
rechnetem ¢;.

die Energieverlustfunktion entfalten. 7" und €; sind aufgrund der bei der Messung diskret
angelegten Retardierungsspannungen allerdings auch nur an diskreten Punkten bekannt.
Die eigentliche Definition der Faltung

f(2) ® g(z) = / fx — E)g(e)de (5.7)

mit den kontinuierlichen Funktionen (f,g: R — R) geht dann {iber zu einer diskreten
Faltung

F

he=(f@ g9 = Jr—1- a1 (5.8)
!

Il
o

mit hy als k-tem Eintrag des Faltungsproduktes h. Die Anzahl der Datenpunkte N
muss dabei in den Funktionen f und g gleich sein. Ist dies nicht der Fall, so wird eine
Funktion mit Nullen aufgefiillt. Dadurch, dass die Funktionen im diskreten Fall nur
eine Folge von Zahlen darstellen, kénnen diese auch als Vektoren b = (hg, h1,...hn—1)
und x = (g0, g1, - - - gn—1) aufgefasst werden. Nach Gleichung entsprechen die f_;
dann den Komponenten einer Matrix A. Die diskrete Faltung ist damit als lineares
Gleichungssystem

b=A x (5.9)

mit A € R™" und b,x € R” formuliert. Auf unser Problem bezogen finden die Ent-

sprechungen
do
= ¢ (AFE A=T(FE = — 1
b 61( )7 ( ,QU), X IAE (5 O)
Anwendung. Die Gleichung (5.9)) kann nun abermals durch Matrixinversion gelost wer-

den, allerdings fiihrt dies zu numerischen Problemen und liefert nur unter bestimmten
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Voraussetzungen sinnvolle Ergebnisse. Es werden daher spezielle Losungsverfahren fiir
Gleichungssysteme mit diinnbesetzten Matrizen bendtigt, d.h. fiir Matrizen mit vielen
Eintréagen die gleich oder sehr nahe an Null sind. In [Wol08] wurde die Singuldrwertzer-
legung (engl. singular value decomposition, SVD) mit der stufenweisen Entfaltung und
dem BiCG-Algorithmus verglichen und als passendstes Losungsverfahren herausgestellt.
Das Berechnen der Inversen ist problematisch, weil det A ~ 0 gilt. Aus diesem Grund
wird in der SVD eine pseudoinverse Matrix A~! bestimmt. Diese Pseudoinverse kann
auch fiir singuldre Matrizen, also fiir Matrizen, die wegen det A = 0 keine inverse Matrix
besitzen, berechnet werden. Dazu wird die Matrix A € R™*" zunéchst in ein Produkt

A=U.%.V* (5.11)

mit den unitdren Matrizen U € C™*™ und V € C" "™ gowie der Diagonalmatrix
¥ € R™*" die die Quadratwurzeln der Eigenwerte von A*A enthélt, zerlegt. Diese
Singuldrwerte o; sind das Analogon zu den Eigenwerten einer reguldren Matrix. Fiir un-
seren Fall sind nur symmetrische Matrizen mit m = n und reellen Eintragen interessant.
Im reellen Fall entspricht die Adjungierte ihrer Transponierten:

A=U-2.- VI nit X = diag(oy). (5.12)

Nach dieser Zerlegung kann die Pseudoinverse nach

A'=Vv.2".U" mit 7' =diag (;) (5.13)
7
berechnet werden. Die Matrix X! enthilt dabei also die reziproken Singulirwerte.
Die Pseudoinverse geht fiir reguldre Matrizen in die Inverse iiber. Da eine singulire
Matrix mindestens einen Singuldrwert mit o; = 0 besitzt, werden bei der Bildung der
Pseudoinversen in fiir alle Singuldrwerte, die gleich oder nahe bei Null sind, auch
die zugehdrigen reziproken Werte 1/o; = 0 gesetzt.
Man beachte, dass das Gleichungssystem mit singuldrer Matrix A im Gegensatz
zu einem mit reguldrer Matrix, das immer eine eindeutige Lésung hat, keine Lisung
besitzen muss. Selbst wenn eine Losung existiert, ist diese aufgrund des nicht maxima-
len Rangs und ker(A) > 0 in jedem Fall nicht eindeutig, da jede Linearkombination
von einer Losung x mit Vektoren aus dem Unterraum, der von A auf Null abgebil-
det wird, wieder Losung des Gleichungssystems ist. Im Falle der Losbarkeit liefert die
Singulérwertzerlegung den Lésungsvektor mit der kleinsten Norm ||x||?. Existiert keine
Losung, so 16st sie das sogenannte Problem der kleinsten Fehlerquadrate, d.h. es wird
eine Naherungslosung x ausgegeben, die die Summe der Quadrate

b — Ax|[? (5.14)

minimiert.

In der numerischen Anwendung werden die Singuldrwerte im Allgemeinem nicht exakt
gleich Null sein, sondern nur sehr klein. Es wird deshalb ein Grenzwert oy, definiert,
unter dem alle Singulérwerte mit o; < oy, gleich Null gesetzt werden. Das Ergebnis der
Entfaltung wird natiirlich empfindlich von der Wahl fiir o, abhéngen. Bei Bedarf kann
unser Programm svd __deconvolution deswegen verschiedene Grenzwerte mit bestimmter
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Abbildung 5.3: Beispiel einer entfalteten Energieverlustfunktion (blau) fir oy, = 0.27% - 0max
Mit Opgp als mazimalem Singuldrwert in 3. Zum Verlgleich ist das Modell der Energieverlust-

funktion in rot eingezeichnet.

Rasterung durchprobieren und entscheidet sich dann automatisch fiir den Wert mit der
kleinsten euklidischen Norm
\/Z Wim — Yire)® (5.15)
i

mit y; ,m, und y; . als i-tem Eintrag des Modells der Energieverlustfunktion bzw. der ent-
falteten Funktion. Die euklidische Norm taugt jedoch nur bedingt, um die Qualitiat der
Entfaltung abzuschétzen. Von eigentlichem Interesse ist hier die induzierte systemati-
sche Unsicherheit auf mze. Mit der Berechnung dieser Unsicherheit befasst sich deshalb
der folgende Abschnitt

5.1.4 Ermittlung der systematischen Unsicherheit

Um den Beitrag zur systematischen Unsicherheit der quadratischen Neutrinomasse mge,

der durch ein ungenaues Entfaltungsergebnis entsteht, abzuschitzen, wird das evalua-
tion Programmpaket verwendet, das auf bereits beim Mainzer Neutrinomassenexperi-
ment eingesetzter Software beruht. Es besteht im Wesentlichen aus einer Monte-Carlo-
Simulation zur Erzeugung von KATRIN-Messdaten und einem Fit des 8-Spektrums an
diese Daten.

Zur Erzeugung der Messdaten wird zunéchst das Modell der Energieverlustfunktion
mehrmals mit sich selbst gefaltet, um die Energieverlustfunktionen fiir ein- bis vierfache
Streuung zu erhalten. Diese Energieverlustfunktionen werden unter Einbeziehung der
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Streuwahrscheinlichkeiten dann mit der Transmissionsfunktion gefaltet, was die Ant-
wortfunktion liefert (vgl. Gleichung ) Zuletzt wird die Antwortfunktion mit dem
theoretischen (-Spektrum gefaltet und somit das gemessene [-Spektrum bestimmt. Da
dieses gemessene Spektrum nur aus Modellfunktionen entstanden ist, wird es mit Zufalls-
zahlen verrauscht, um simulierte Messdaten zu erzeugen. Bei dieser Simulation kénnen
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Abbildung 5.4: Die bei der Simulation erzeugten Funktionen: (a) Null- bis dreifache Faltung
des Energieverlustmodells mit sich selbst (hier in logarithmischer Darstellung), (b) Antwort-
funktion, (c) simuliertes gemessenes Tritium-3-Spektrum.

verschiedene Parameter wie beispielsweise das Neutrinomassenquadrat oder der Unter-
grund eingegeben werden. Die Neutrinomasse kann hier 0.B.d.A. auf Null gesetzt werden.
Die Simulation wird bei unseren Tests insgesamt 1000 mal durchgefiihrt, um ebenso viele
simulierte KATRIN-Messungen zu erhalten. Das Verrauschen mit Zufallszahlen macht
es moglich, viele Messdaten in kurzer Zeit zu erzeugen.

An die Daten wird nun ein Modell des gemessenen (-Spektrums gefittet [Kra03|, bei
dem als Fitparameter die Amplitude, der Untergrund, das Neutrinomassenquadrat und
der Endpunkt des [-Spektrums eingehen. Zusétzlich werden eine Messzeitverteilung,
die Endzustandsverteilung des (HeT)"™ Tochtermolekiils und die Antwortfunktion ein-
gelesen. Die Antwortfunktion wird dabei wie im vorangegangenen Teil der Simulation
durch Faltung erzeugt, dieses Mal jedoch mit der entfalteten Energieverlustfunktion als
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Eingabe. Durch die Erzeugung der Spektren mit Zufallszahlen schwanken die Ergebnis-
se fiir den Fitparameter mge um einen Mittelwert. Die Differenz dieses Mittelwerts der
1000 Spektren zur eingangs verwendeten Neutrinomasse von Null liefert die systemati-
sche Unsicherheit Amlz,e, die durch die Entfaltung der Energieverlustfunktion induziert

wird. Fiir die in Abbildﬁngbereits gezeigte Entfaltung mit oy, = 0.27%@ betréigt die

| m(v) distribution | | m(v) distribution |

m2 histo m2 histo
Entries 1000 Entries 1000
X* / ndf 63.27/87 X* 1 ndf 83.12/91
25| Constant 22.85+0.94 ] 25| Constant 22.18+0.93
Mean 0.0005057 + 0.0005716 Mean 0.02168 + 0.00057
Sigma 0.01665 + 0.00045 { Sigma 0.01667 + 0.00047 ’
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Abbildung 5.5: Die Ergebnisse fiir den Fitparameter m?,ﬁ fiir jeweils 1000 simulierte Mes-
sungen. Im Diagramm links wurde dabei das Energieverlustmodell, mit der auch die Simulation
gestartet wurde, fir den Fit verwendet. Rechts wurde hingegen eine entfaltete Energieverlust-
funktion mit oy, = 2% - Omas benutzt. Der Betrag der Verschiebung der Verteilung definiert die
durch Entfaltung induzierte systematische Unsicherheit.

systematische Unsicherheit

Am?, = (8.2-107% +5.7-107%)eV2 (5.16)

Die Entfaltung erfiillt damit gut die KATRIN-Anforderung von Am?_ < 0.0075eVZ.

5.2 Ermittlung eines optimalen Schwellwerts

Wie bereits in Abschnitt [5.1.3]erwihnt, ist die Qualitdt der Entfaltung vom Schwellwert
oyn abhéngig. Zur Beurteilung dieser Qualitédt stehen die in Gleichung genannte
Fuklidische Norm und die in Abschnitt beschriebene systematische Unsicherheit
Am?je zur Verfiigung. Die Unsicherheit ist dabei diejeniege Grofse, die von eigentlichem
physikalischen Interesse ist und auf die optimiert werden muss.

Zum Auffinden eines idealen Schwellwertes wird die Entfaltung fiir verschiedene oy
durchgefithrt und jeweils die Kuklidische Norm und die induzierte systematische Un-
sicherheit berechnet. Im interessanten Bereich der betragsmifig kleinsten Werte wird
ot mit einer Schrittweite von 0.01% - opax variiert. Das Ergebnis ist in Abbildung
dargestellt. Grundsétzlich ergibt sich fiir beide Gréfsen ein dhnliches Bild: Wihrend fiir

’Im nichsten Abschnitt wird gezeigt, dass es sich bei diesem Wert tatsédchlich um eine zu bevor-
zugende Schwelle handelt.
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Abbildung 5.6: Dargestellt sind die euklidische Norm und die systematische Unsicherheit
Am?je fiir verschiedene Schwellwerte oy, der Singuldrwertzerleqgung. Die gestrichelte Linie zeigt
die KATRIN-Anforderung von Am,%ﬂ < 0.0075eV2.

kleine Schwellwerte o, < 0.1% das Modell eher schlecht rekonstruiert wird, werden im
Bereich von 0.2% bis 0.4% die besten Ergebnisse erzielt. Geht man {iber diesen Bereich
hinaus, wird die Rekonstruktion langsam aber stetig schlechter.

Die euklidische Norm nimmt ihr Minimum bei ca. 0.3% an. Fiir die Unsicherheit Am2,
liegt das Minimum bei 0.27%. Dieser Wert befindet sich zudem mittig innerhalb eines
Bereichs von 0.2% bis 0.36%, fiir den man durchweg sehr kleine Amge erhilt und wird
daher als Standardschwellwert fiir die Singulérwertzerlegung genutzt.

5.3 Uberpriifung von Niherungen

In Abschnitt wurde die Antwortfunktion geméfs Gleichung als Summe von i-
fachen Faltungen der Energieverlustfunktion mit der Transmissionsfunktion vorgestellt.
Die Transmissionsfunktion geht dabei gleichermafsen in jeden Summanden, der die Bei-
trige der ¢-fach gestreuten Elektronen reprasentieren, als zu faltende Funktion ein. Dies
kann nur ndherungsweise der Fall sein, da die Transmissionsfunktion T'(F,qU) winkel-
abhéngig ist. Gestreute Elektronen haben durch die Stofe in der Regel aber eine Winke-
laufweitung erfahren, so dass sie geméf modifizierter Funktionen T"(E,qU), T" (E,qU)
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etc. transmittieren sollten. Allgemeiner gilt also:

fres(E,qU) =T(E,qU) ® Py

do
/
+T'(E,qU) @ P, IAE (5.17)
do do
/! o o
+T"(E,qU) @ Py IAE & IAE

+...

Mithilfe der Simulation soll untersucht werden, inwiefern die Ndherung T'(E,qU) =
T'(EqU) =T"(E,qU) = ... erfiillt ist. Dazu werden die Energieverluste bei Streuung
ausgeschaltet, Winkeldnderungen jedoch beibehalten. Da nur noch Energieverluste von
Null méglich sind, geht die Energieverlustfunktion in die Delta-Distribution iiber:

do
N I(AE). (5.18)

d(x) stellt unter Faltung das neutrale Element dar. Daher gilt
Fros(E\qU) = Py - T(E,qU) + P, - T'(E,\qU) + Py - T"(E,qU) + . .. (5.19)
oder anders gesprochen
co=T(EqU), e =T (EqU), e=T'(EqU) etc. (5.20)

Man muss sich also nur die Streufunktionen in der Simulation anschauen und erhilt
damit unmittelbar T'(E,qU), T"(E,qU) etc. Abbildung|5.7| zeigt diese Funktionen. Of-
fenbar sind sie nicht v6llig identisch und unterscheiden sich vor allem etwas in der Hohe
des Plateaus. Dies ist physikalisch sinnvoll, da nach der Gleichung Elektronen
mit einem Winkel von © > 50.77 ° magnetisch reflektiert werden. Die isotrope Startver-
teilung in der Quelle enthilt Winkel bis maximal 10.1°, womit fiir derart grofte Winkel
nur gestreute Elektronen in Frage kommen. Die Wahrscheinlichkeit p; fiir ein Elektron,
am Spektrometereingang reflektiert zu werden, steigt mit der Anzahl der Streuungen
¢ natiirlich an, was sich in der stirkeren Absenkung der Plateaus fiir Streufunktionen
héherer Ordnung widerspiegelt.
Aufgrund des geschilderten Zusammenhangs erscheint es sinnvoll, Korrekturfaktoren K;
mit

T=Ky-T, T'=K{-T, T'"=Ky-T etc. (5.21)

einzufiihren, die die Unterschiede in den Transmissionsfunktionen beriicksichtigen. Die
Reflektionswahrscheinlichkeit ist dann p; = 1 — K;. Die Korrekturfaktoren kénnen tiber
eine Mittelung der Funktion im Bereich des Plateaus zwischen 5 eV und 50 eV bestimmt
werden. Fiir null- bis dreifache Streuung ergibt sich:

Ky=1 + 0, K1 =0.999931 + 4-1075, (5.22)
Ky =0.999817 + 6-107F, K3 =0,999622 + 9-107°.

Der Effekt, dass einige wenige Elektronen reflektiert werden, ist auch zu erkennen, wenn
man die simulierten Antwortfunktionen verschiedener Sdulendichten vergleicht (s. Abb.
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Abbildung 5.7: Abgebildet sind die Streufunktionen ey (schwarz), €1 (grin), ea (blau) und
€3 (tirkis) aus einer Simulation ohne Energieverluste und einer Sdulendichte von pd = 6 -
10" ecm™2. Der grifite sichtbare Unterschied zwischen diesen Funktionen besteht in der Hihe
des Plateaus.

[.8). Mit pd > 0 wird hier nicht mehr die maximale Transmission ungestreuter Elektro-
nen erreicht. Stattdessen ist diese um den Faktor ) P;K; reduziert.

Nun ist natiirlich interessant, in welchem Mafe die Matrixinversion und damit die SVD
von der Einfiihrung dieser Korrekturfaktoren profitiert. Dazu werden fiir verschiede-
ne Schwellwerte noch einmal die systematischen Unsicherheiten Am?,e berechnet. In
Abbildung ist zu erkennen, dass die Modifikation kaum Auswirkungen auf das Ent-
faltungsergebnis hat. Die genannte N&herung kann damit ohne Weiteres angewendet
werden.

Zuletzt sei angemerkt, dass die unter angegebenen Korrekturfaktoren nur fiir un-
sere isotrope Winkelverteilung bis ©gmax = 10.1° in der Quelle giiltig sind. Méchte
man die K; mit einer anderen Winkelverteilung anwenden, miissen sie vorerst wieder
durch Simulation bestimmt werden. Auferdem stellt die Einfilhrung der Faktoren kei-
ne vollstindige Korrektur sondern nur eine Verbesserung dar. So wird der Effekt der
magnetischen Reflektion nach Gleichung zwar beriicksichtigt; davon abgesehen
findet allerdings auch noch eine winkelabhingige Transmission an der Analysierebene
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Abbildung 5.8: Abgebildet sind die Antwortfunktionen fir die Saulendichten 0 (rot) und 6 -
10" ecm™2 (griin) ohne Energieverlust. Der Graph wird in diesem Bereich durch das Rauschen
geprigt, das durch die zufillige Anzahl gestarteter Elektronen pro Intervall ensteht, dennoch ist
die Absenkung der relativen Intensitit gut zu erkennen.

gemift Gleichung statt. Dies &duflert sich darin, dass die Transmissionsfunktio-

nen fiir gestreute Elektronen ihren Maximalwert erst fiir eine hohere Uberschussenergie
— qU erreicht. Der Effekt ist in Abbildung[5.7 enthalten, allerdings kaum zu erkennen

und soll im néchsten Abschnitt mithilfe einer Test-Simulation verdeutlicht werden.

5.3.1 Demonstrations-Simulation

Um den Einfluss der winkelabhéngigen Transmission in der Analysierebene auf die
Antwortfunktion zu demonstrieren, wird eine weitere unphysikalische Test-Simulation
durchgefiihrt. Bei dieser werden wie bei der Simulation in Abschnitt [5.3]alle Energiever-
luste auf Null gesetzt. Auflerdem erfahren die Elektronen bei jeder Streuung stets eine
Winkelinderung von 40 °. Bei der verwendeten Siulendichte von 3 - 10'7 cm~2 machen
mit Py ~ 33% und P; ~ 31% die null- und einfach gestreuten Elektronen den groften
Anteil aus. Da alle Elektronen mit © = 0° gestartet werden, besitzen diese also jeweils
feste Winkel von 0° bzw. 40°, so dass man nach Gleichung bei 0eV Transmis-
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Abbildung 5.9: Abgebildet sind die systematischen Unsicherheiten Amﬁe fiir verschiedene
Schwellwerte oy, der Entfaltung. Die schwarze Kurve ist dabei unter Beriicksichtigung der Kor-
rekturfaktoren K; in der Matrizinversion entstanden. Die rote Kurve zeigt den urspringlichen
Verlauf ohne Korrekturen.

sion der ungestreuten und bei 0.64 eV Transmission der einfach gestreuten Elektronen
erwartet. Schaltet man zudem die ,Energieverschmierung® der e-gun mit oegyn = 0 aus,
so erhélt man die Antwortfunktion aus Abbildung

Man erkennt dort, dass durch die festen Winkel der meisten Elektronen die Flanke
der Antwortfunktion durch zwei getrennte Anstiege charakterisiert ist. Zudem zeigt der
Vergleich zur Antwortfunktion mit pd = 0, dass der Bereich maximaler Transmission
etwas spéater erreicht wird. Die Tatsache, dass die Kurve z.B. zwischen 0 und 0.64eV
keine Waagerechte beschreibt, ist darauf zuriickzufiihren, dass i-fach gestreute Elektro-
nen mit ¢ > 2 wieder beliebige Winkel zwischen 0 und O,y besitzen und daher einen
Beitrag u.a. im genannten Bereich leisten. Der bereits diskutierte Effekt der Absenkung
des Plateaus ist aufgrund der grofen Streuwinkel besonders ausgeprigt.
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Abbildung 5.10: Antwortfunktionen der Test-Simulation bei einer Sdulendichte von 0 (rot)
und 3 - 101" em=2 (blau). Die Graphen zeigen schematisch die Einflisse der winkelindernden
Stofie auf die Antwortfunktion: Zum einen eine Deformation der Flanke und zum andern eine
Reduzierung der gesamten Transmission.
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6 Alternative Entfaltungsmethoden

In diesem Kapitel wird zunéchst der BiCGstab(l)-Algorithmus (engl. Bi-Conjugate Gra-
dient Stabilized method), der wie die Singularwertzerlegung ein Verfahren zur Losung
diinnbesetzter linearer Gleichungssysteme der Form

b=A x (6.1)

darstellt, als alternative Entfaltungsmethode fiir die Energieverlustfunktion getestet.
Aufterdem soll die abschnittsweise SVD, die einen Versuch zur Verbesserung der SVD
flir unser Problem darstellt, vorgestellt werden.

6.1 Der BiCGstab(l)-Algorithmus

In [Wol08| wurde bereits der BiCG-Algorithmus fiir die Entfaltung der Energieverlust-
funktion getestet. Dieser war allerdings durch seine unregelmifige Konvergenz proble-
matisch zu handhaben. Genau dieses Problem geht der BiCGstab(l)-Algorithmus an,
der fiir die meisten Probleme gleichmifiger und/oder schneller konvergiert als BiCG.
Zum Versténdnis von BiCGstab(1) werden zundchst CG und BiCG vorgestellt, Algorith-
men, auf die BiCGstab(l) aufbaut. Abschliefend werden die Ergebnisse des Algorithmus
diskutiert.

6.1.1 Theorie

Die in diesem Abschnitt zu behandelnden Algorithmen gehéren zu den Krylow-Unterraum-
Verfahren. Krylow-Unterraum-Verfahren sind iterative Verfahren, bei denen zu einer
Naherungslosung xg von Gleichung und dem Residuum rop = b — Axg eine bessere
Néherungslésung x,, € xo + K,, mit dem m-ten Krylow-Unterraum

Kum = span(rg, Arg, A’rg,...,A™ ry) (6.2)

gesucht wird. m wird dabei fiir jeden Iterationsschritt um 1 erhéht. Zudem wird die
Petrov-Galerkin-Bedingung

r,=b-—-Ax,, L L, (6.3)

mit L,, als einem anderen m-dimensionalen Unterraum benutzt. Krylow-Unterraum-
Verfahren unterscheiden sich in der Wahl fiir £,,. Bei CG ist z.B. £,,, = ;.

Das CG-Verfahren

Der CG-Algorithmus ist fiir symmetrische, positiv definite, reelle Matrizen A anwend-
bar. Er verwendet Hilfsvektoren u;, die die Suchrichtung nach einer neuen Lésung vor-
geben. Zur Herleitung werden die Orthogonalitit der Residuen r; und die Konjugation
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der Vektoren u; ausgenutzt [Hes52)|, sprich:
(rij,r;) =0, (uw;,Au;)=0 fir #j. (6.4)
Der Vektor x;1 kann ausgedriickt werden als [Saa03]
Xj+1 = Xj + oju;. (6.5)
Damit gilt fiir die Residuen
rji1 =rj —ajAu,. (6.6)

Wenn die Residuumvektoren die Orthogonalitat (6.4) erfiillen, gilt ((r;—a;Au;),r;) =0
und damit:

ri,Tr;
o = <;:1j7;>j>. (6.7)
Da ujy; eine Linearkombination aus r;1 und u; ist, folgt:
Wjp1 = i+ Gy (6.8)
Aufgrund der Orthogonalitdt von Au; und u;_; ergibt sich als Konsequenz
(Auj,rj) = (Auj,u; — fj_1u_1) = (Auy, uy), (6.9)

Damit wird (6.7) zu o = &5:75)/(Au;,u;). Wenn man auberdem die Orthogonalitidt von
u; 41 nach Gleichung mit Au; ausnutzt, liefert dies

(rj41, Auy)

B = — LTI (6.10)
’ (uj, Auy)
Aus Gleichung erkennt man
1
Auj = ——(rj41 — 1) (6.11)
Q;
und damit
8 — L e — 1)) (e i) (6.12)
aj  (Auj,uy) (rj,))

Algorithmus [I] zeigt eine Zusammenfassung des Verfahrens. Im Falle der Konvergenz ist
nach m Iterationsschritten ein Losungsvektor mit ||r,,|| ~ 0 gefunden. Ist dies nicht der
Fall, kann derjenige Vektor x; als Nadherungslosung verwendet werden, fiir den die Norm
des Residuums r; am kleinsten ist.

Das BiCG-Verfahren

Die fiir das CG-Verfahren verwendeten Orthogonalitdts- und Konjugationsrelationen
(6.4) werden nur von symmetrischen, positiv definiten, reellen Matrizen erfiillt. Das
BiCG-Verfahren ist hingegen fiir beliebige Matrizen anwendbar und stellt eine Verallge-
meinerung von CG dar. Es fiihrt zusétzlich zum Residuum r; ein ,Schattenresiduum®
r; sowie einen weiteren zugehdrigen Vektor u; ein. Obwohl diese Vektoren im Algorith-
mus explizit berechnet werden, dienen sie lediglich dazu, die Koeffizienten o;; und g; zu
berechnen. Die genannten Vektoren erfiillen die Biorthogonalitéts- und Bikonjugations-
relationen [Fle72]

<I'Z',f'j> = <f'i,l‘j> =0, <l_li,Allj> = <ui,ATﬁj> fir j <. (613)
Der vollstédndige Algorithmus ist unter Algorithmus [2| zu finden.
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Algorithmus 1 CG-Verfahren

Eingabe : Startvektor x,
Ausgabe : Ergebnis x,,

j=-1
Berechne ro = b — Axg
Ug = Ip

repeat
j=J3+1
. _(riry)
7= TAu;u;)
Xjt+1 = Xj + aju;
ryp1 =1r; — Oszu]‘

B; = (Tjt1,041)
J (rjorj)

U1 = vt + G,
until ||rj1|| =0

Algorithmus 2 BiCG-Verfahren

Eingabe : Startvektor x,
Ausgabe : Ergebnis x,,

j=-1
Berechne ro = b — Axg
Wihle 1

ug = rop, Up = Io

repeat

J=7+1
(rj,T;)
Allj,ﬁj)
Xj+1 = X; + a5y
Fj+1 = Tj = AL
rjp1 =1r; — Oszj u;

Oéj:<

(i)
b= )
W1 = v+ Gy
W1 =T+ 050,
until ||rj;1|| =0
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Der BiCGstab(l)-Algorithmus

Der BiCGstab(1)-Algorithmus wurde geschaffen, um Probleme mit ungleichméfiger Kon-
vergenz des BiCG-Algorithus zu beseitigen bzw. um schnellere Konvergenz zu erzeugen.
Die Idee bei diesem Algorithmus besteht darin, stets nach einigen BiCG-Iterationen ein
Verfahren des minimalen Residuums (MR-Teil) durchzuftihren, in dem die Norm des
Residuums rp = qi(A)ry mit gx(A) als passendem Polynom k-ten Grades minimiert
wird. Der Algorithmus soll damit zur Konvergenz ,gezwungen® werden.

Algorithmus [3| berechnet iterativ ug_1, x; und ry fiir £ = [,2[,3l,.... Diese Schritte
nennt man die dufieren Iterationsschritte. Ein einzelner dufierer Iterationsschritt, indem
von k = ml zu k = ml + | gesprungen wird, enthilt einen inneren Iterationsvorgang.
Dieser besteht in der ersten Hélfte aus der Berechnung neuer BiCG-Vektoren und in der
zweiten Hélfte aus dem MR-Teil, in dem ein lokal minimiertes Residuum konstruiert
wird. Dazu wird fiir alle &k = ml 4+ ein qx = ¢miti = PmPm—1-- - po ermittelt, wobei
die p;s die Eigenschaften Grad [ und p;(0) = 1 besitzen und p,, die Norm ||ry| =
||pm (A)qr—i1(A)7k|| minimiert. Das Polynom g¢x_; ist dabei aus der vorherigen Iteration
bekannt.

Wenn wir annehmen, fiir ein & = ml und ein Polynom ¢ € Pr mit ¢x(0) = 1 die
Vektoren uy_1, X und rp bereits berechnet zu haben, so dass

up_1 = Qrup—1, rp=Qprry und x; mit Q= qx(4) (6.14)

ist, kann die innere Iterationsschleife im Falle | = 2 geméf des Schemas in Abbildung
dargestellt werden. Die Berechnung geschieht hierbei Zeile fiir Zeile. Die Pfeile zei-

Qrur—1 Qrrr
B | /
Qrug QrTk B
ap, | 7 I
Qg QrTk+1 AQru AQwr
Bre+1 | s | C
Ortinsr  Quresr AQuunis  AQuriis a
k41 IS l e

Qruks1 Qurres  AQuursi  AQuries  A2Quupst

Qrugyi1 Qiriye  AQuuipr  AQiriis A Quupst APQprige M
Y1,Y2 R
Qri2trt1  QuiaTri2

Abbildung 6.1: Berechnungsschema fiir BiCGstab(2). Quelle: [Sle93].

gen die Updates der Vektoren durch BiCG-Relationen an. So wird beispielsweise beim
Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile Qrui, = Q (7 — Brtin—1) = Qurk — BrQrbh—1
ausgenutzt, beim Ubergang von der zweiten zur dritten Zeile entsprechend Qgriy1 =
Qr (T — arAug) = Qrry — agAQpuy. Vektoren, die aus einer Matrixmultiplikation mit
A resultieren, sind eingerahmt. Es sind allerdings nicht alle Vektorupdates in Abbil-
dung zu finden. Die fiinfte Zeile kann nun bspw. wie folgt berechnet werden: Wegen
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Algorithmus 3 BiCGstab(l)
Eingabe : Startvektor x,
Ausgabe : Ergebnis x,,

k=—Il
Berechne ro = b — Axg
Wihle 1
P-1=0,po=1La=0w=1

repeat
k=k+1
Setze Uy = pr_1, 7o = r; und Tp = X,
pPo = —wWpo
(BiCG-Teil)

for j=0,...,/—1do

p1 = (7},70), B = Brt;j = b, po = p1

fori=0,...,j5 do

up =7r; — Bu;

end for
Ujt1 = A’LL]'
v = (Ujt1,70), @ = appj = 2
for:=0,...,5do
T =T — QUi
end for
?j+1 = A?j, i‘\o = /x\g — aﬁo
end for
(MR-Teil)
for j=1,...,ldo
fori=1,...,7—1do
1/~ ~
Tij = 57 (T3, Ti)
Ty =T — TijTs
end for
o~ S RPN
05 = <Tjarj>7 Y= 0-7j<"n0ari>
end for
/
N=YwW=M

for j=1—-1,...,1do
l

Vi =V = Dimja1 TiiVi
end for
for j=1,....l—1do

-1

W§' =i+ — Zi:jurl Tji7Vi+1
end for
To = Zo + Y170, To = To + 71, Uo = Uo + YUy
for j=1,....l—1do

170 = a() — "yjaj

To = To + ;T

To =To — YTy
end for

Setze uyy; 1 = Ug, Tpyy = 7o und Xpq = T
until ||rg|| =0
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Thto = Th+1 — Qg1 Augq folgt

QiTk+2 = QT — a1 AQrups1  und  AQpriio = AQkTki1 — a1 A*Qrugy1.
(6.15)
Durch Multiplikation von AQ7g,2 mit A kann der Vektor A%2Qyry,2 auf der Diagonalen
des Schemas berechnet werden. Nach 2[ Zeilen ergibt dies die Vektoren AirikH und
AZQkukJrl,l (Z = 0, N ,l).
Im MR-Teil werden diese Vektoren AirikH benutzt, um das minimale Residuum ryy
zu konstruieren. Dieser Vektor befindet sich als beste Ndherung durch Qgri4; im Krylow-
Unterraum K;_1(A; AQg7x+1). Die zur Linearkombination benétigten Skalare 7; werden
durch das modifizierte Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren bestimmt. Sind
diese Skalare bekannt, berechnen sich die neuen Vektoren der dufleren Iterationsschleife
Zu

l !
it = Qrripi— Y %A Qrrerr und w1 = Quukgi1— Y %A Qrukyi1- (6.16)

=1 =1

Der Algorithmus gewinnt mit steigendem [ an Komplexitét, sodass der Rechenaufwand
pro Iterationsschritt steigt. Aufgrund der schnelleren Konvergenz fiir viele Probleme
kann eine Wahl [ > 1 dennoch sinnvoll sein. Auferdem ist es moglich, dass BiCGstab(1)
fiir grofere [ konvergiert, wo BiCGstab(1) stagniert.

Eine ausfiihrliche Beschreibung des BiCGstahb(1)-Algorithmus lésst sich in [Sle93] finden.

6.1.2 Ergebnis

Wendet man den BiCGstab(l) Algorithmus auf unser Problem anl} so stellt man zu-
néchst fest, dass dieser tatsdchlich gute Konvergenzeigenschaften besitzt. So ist bspw.
die Wahl der Eingangsfunktion kaum von Bedeutung. Der Algorithmus liefert sowohl fiir
den Nullvektor als auch fiir das vergleichsweise grobe Energieverlustmodell des Troitsker
Experimentes [Ase00] als Eingabe das gleiche Ergebnis. Dariiber hinaus beeinflusst die
Wahl von | = 1,2,4 lediglich die Geschwindigkeit der Konvergenz, nicht jedoch das Re-
sultat. Da das Residuum jedoch in allen Féllen bereits nach wenigen Sekunden kleiner
als die Toleranz von 1070 ist, kann einfach [ = 1 verwendet werden.

Das Ergebnis der Entfaltung ist in Abbildung zu sehen. Dieses ist deutlich von
Rauschen geprigt, folgt jedoch im Mittel gut dem Energieverlustmodell. Die induzierte
systematische Unsicherheit auf m%e mit dieser Methode betrégt

Am? = (0.0092 = 0.0006) eV? (6.17)

und verfehlt damit knapp die KATRIN-Anforderung von Amge < 0.0075eV2. Die in
Abschnitt vorgestellte Singuldrwertzerlegung ist deshalb zu bevorzugen.

Tm vorliegenden Softwarepaket wird eine Implementation des BiCGstab(l)-Algorithmus aus der Meep-
Bibliothek [Mee] verwendet.
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Abbildung 6.2: Dargestellt ist die mit BiCGstab(1) entfaltete Energieverlustfunktion (blau)
im Vergleich zum Modell (rot).

6.2 Abschnittsweise Singuldrwertzerlegung

6.2.1 Motivation: Beriicksichtigung von geringen Energieverlusten

Die Beriicksichtigung von Energieverlusten durch elastische Streuung fiihrt zu einem
zusdtzlichen sehr scharfen Peak bei sehr niedrigen Energien im Modell der Energiever-
lustfunktion. Diese Modifikation beeinflusst daher auch das Ergebnis der Entfaltung
durch SVD und die Wahl des Schwellwertes oyy,.

Abbildung ermoglicht einen qualitativen Vergleich zwischen den Modellen und ihren
Entfaltungen. Es ist zu erkennen, dass die Entfaltung des aktuellen Modells neben dem
rekonstruierten Peak auch ein zusétzliches Rauschen iiber das gesamte Intervall enthalt.
Der Grund dafiir liegt in der unterschiedlichen Wahl des Schwellwertes. Die Festlegung
von oy, und die damit verbundene Manipulation der Pseudoinversen A~! entspricht
einem Filtern von Frequenzen in der entfalteten Funktion. So wird durch einen groferen
Schwellwert entsprechend stérker gefiltert, so dass nur niedrige Frequenzen am Ergeb-
nis beteiligt sind, wihrend ein kleiner Schwellwert kaum filtert und hohe Frequenzen
durchlisst, die u.a. durch numerisches Rauschen zustande kommen. Es muss also stets
ein Optimum zwischen einem verrauschten Ergebnis und einem zu grofen Informations-
verlust gefunden werden. Die Unterschiede in Abbildung werden durch genau diesen
Effekt erzeugt: Zur Rekonstruktion des scharfen Peaks sind hohere Frequenzen nétig,
die an anderer Stelle das Ergebnis (zumindest optisch) verschlechtern. Fiir den flache-
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Abbildung 6.3: Dargestellt sind das Modell (rot) und Entfaltungen (blau) der Energieverlust-
funktion (a) ohne und (b) mit kleinen Energieverlusten durch elastische Streuunyg.

ren Bereich ab 15eV, der die lonisation beschreibt, reichen offenbar niedrige Frequenzen
aus.

Dieser Zusammenhang fiihrt zu der Idee, die Singulédrwertzerlegung mehrmals auf jeweils
unterschiedliche Bereiche der Funktion anzuwenden, so dass fiir die unterschiedlichen
Intervalle unabhéngig voneinander ein geeigneter Schwellwert gefunden werden kann.

6.2.2 Ergebnis

Das Modell der Energieverlustfunktion ldsst einen scharfen Peak bei kleinen Energien
erwarten. Zudem befinden sich zwischen 10eV und 16 eV die Resonanzen der elektroni-
schen Anregungen, die zu einem sprunghaften Verhalten in der Energieverlustfunktion
fiihren. Das Kontinuum der lonissation ab 16 eV sowie der Bereich zwischen 1 und 10eV
werden dagegen durch einen recht glatten Verlauf der Kurve beschrieben. Aus diesem
Grund erscheint es sinnvoll, diese vier Bereiche einzeln zu entfalten. Die Abschnittsgren-
zen werden dazu bei 1, 10 und 16 €V gesetzt. Fiir jeden Abschnitt wird der Schwellwert
otn Mit einer Schrittweite von 0.01% variiert und derjenige Schwellwert mit der kleins-
ten euklidischen Norm (Gleichung (5.15))) ausgewihlt. Das Ergebnis ist in Abbildung
dargestellt. Wie man erkennt, wird der erste Peak und der Bereich der Resonanzen
dhnlich gut beschrieben wie bei der einfachen SVD aus Abbildung [5.3] Statt durch ein
hochfrequentes Rauschen wird die Kurve im Bereich zwischen 1 und 10eV nun durch
ein niederfrequentes oszillierendes Verhalten charakterisiert. Besonders zufriedenstellend
sieht der Bereich ab 16V aus, bei dem jegliches Rauschen verschwunden ist und der
Verlauf relativ gut das Eingangsmodell beschreibt. Dennoch ist diese Methode mit einer
erzeugten systematischen Unsicherheit von

Am? = (0.0058 £5.3-107%)eV2 (6.18)

14

der einfachen SVD unterlegen. Ein Grund dafiir kénnten ,Unstetigkeiten an den Ab-
schnittsgrenzen sein und eine Interpolation an diesen Stellen ware unter Umsténden in
der Lage, dieses Ergebnis zu verbessern.

Fiir weitere Untersuchungen zur abschnittsweisen SVD siehe |[Riill].
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Abbildung 6.4: Dargestellt ist das Ergebnis der abschnittsweisen SVD mit den Grenzen bei 1,
10 und 16 eV. Die Schwellwerte fiir die einzelnen Bereiche von links nach rechts lauten: 0.22%,

0.54%, 0.32%, 2.64%.
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7 Messzeitoptimierung

Dieses Kapitel beschéiftigt sich mit der fiir die Messung der Antwortfunktionen benétig-
ten Messzeit. Dabei wird zunichst abgeschitzt, wie lang die gesamte Messzeit fiir eine
qualitativ ausreichende Entfaltung der Energieverlustfunktion mindestens sein muss. Im
zweiten Teil wird dann ein Verfahren vorgestellt, das nach einer besseren Messzeitver-
teilung sucht.

7.1 Abschdtzung der benstigten Messzeit

Die bisher in dieser Arbeit gezeigten simulierten Messungen von Antwortfunktionen
wurden fiir dquidistante Messpunkte mit Abstdnden von 0.1 eV im Intervall von E—qU =
—5¢€V bis 50 eV erzeugt. Mit den daraus resultierenden 551 Messpunkten, der Statistik
von 7. = 20 Mio. pro Messpunkt der vier zu vermessenden Sidulendichten und einer Rate
der Elektronenkanone von 10%s~! ergibt sich eine Gesamtmesszeit von

4-551-20-10°
105s—1

= 440800s ~ 5.1d. (7.1)

Diese Messzeit enthilt noch keinerler ,Overhead”, der sich z.B. aus den notwendigen
Zeiten zur Anderung der Retardierungsspannung oder der Anderung der Siulendichte
in der Tritiumquelle ergibt.

Zur Reduzierung der Messzeit hat man nun die Moglichkeit, die Statistik n zu erniedri-
gen und/oder die Absténde zwischen den Messpunkten zu erhthen. Um zu iiberpriifen,
welche Kombination der beiden Méglichkeiten noch eine Entfaltung der Energieverlust-
funktion gewihrleistet, die der KATRIN-Anforderung geniigt, werden in Simulationen
alle Kombinationen von Statistiken n = (2.5, 5, 10,20) Mio. mit den Messpunktabstén-
den (0.1,0.2,0.5) eV getestet. Abbildung|[7.1]zeigt die nach dem Verfahren aus Abschnitt
ermittelten absoluten systematischen Unsicherheiten, die durch die Entfaltung indu-
ziert werden. Dort erkennt man grundsétzlich, dass fiir grofere Messzeiten (berechnet
nach (7.1))) kleinere Unsicherheiten [Am? | resultieren. Bereits ab etwa 1.1-10°s ~ 1.3d
sind hier mit den Binbreiten 0.1eV und 0.2eV Resultate zu erwarten, die die Anforde-
rung erfillen.

Des Weiteren sind die Ergebnisse fiir kleinere Messpunktintervalle bei gleicher Messzeit
tendenziell besser. Es empfiehlt sich daher die 0.1 eV-Intervalle zu verwenden.

7.2 Verfahren zur Optimierung der Messzeitverteilung

Die bisher gezeigten simulierten Messergebnisse fiir die Antwortfunktion wurden stets
mit gleichgrofien Messzeiten fiir alle Messpunkte erzeugt. Eine solche Gleichverteilung
stellt im Allgemeinem nicht die ideale Wahl dar, um in der zur Verfiigung stehenden

o7
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Abbildung 7.1: Dargestelit sind die Ergebnisse fiir |Am3€| fiir verschiedene Messzeiten der
zugrundeliegenden Antwortfunktionen. Die Farben kennzeichnen unterschiedliche Abstinde der
Messpunkte. Die verwendeten Statistiken simulierter Elektronen pro Messpunkt betragen bei
jeder Serie von links nach rechts: (2.5, 5, 10, 20) Mio. Die gestrichelte Linie zeigt die KATRIN-
Anforderung von Amge < 0.0075eV2.

Gesamtmesszeit eine Antwortfunktion aufzunehmen, die die induzierte systematische
Unsicherheit der quadratischen Neutrinomasse Am?,e minimiert, da sich statistische Un-
sicherheiten in bestimmten Bereichen der Antwortfunktion u.U. stdrker auf das Entfal-
tungsergebnis auswirken als in anderen. Ein Verfahren zum Auffinden einer verbesserten
Messzeitverteilung wird daher benétigt.

7.2.1 Beschreibung des Verfahrens

Um eine optimale Messzeitverteilung zu finden, wird ein iteratives Verfahren getestet,
das ausgehend von einer Gleichverteilung Ty = {t01,%02 .. .%o v} mit den Messzeiten
toq = to2 = -+ = to,n und zugehdrigem |Am? (Tp)| nach neuen Messzeitverteilungen
Ti = {t@l,t@"z,---,tz”N} mit ¢ = (1,2,...) und |Am12,6(T@)| < \Am?,e(Toﬂ sucht. Die
Anzahl der Messzeiten N wird dabei deutlich kleiner gewéhlt, als die verwendete Anzahl
von Messpunkten N’ = 551 der Standardsimulation, was zur Folge hat, dass mehrere
aufeinanderfolgende Messpunkte identische Messzeiten bekommen.

Bei dem Verfahren werden in einem ersten Schritt ,Zwischenverteilungen® 7; ;, mit k =
1,..., N erzeugt, die im Wesentlichen der Ausgangsverteilung T; entsprechen und nur
im k-ten Eintrag eine um den Faktor a erhdhte Messzeit aufweisen:

Tige = {tigs - a-tig, ... tint. (7.2)

Dabei werden iiblicherweise kleine Erhdhungen wie beispielsweise a = 1.1 verwendet.
Danach wird fiir jede Verteilung 7;  der Wert Amge (7i1) ermittelt. Dies geschieht fol-
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Abbildung 7.2: Zur Veranschaulichung: Schematische Darstellung der Anfangsverteilung Tg
(links) und einer daraus generierten Testverteilung 7oy, (rechts).

gendermafsen:

1. Fiir jede Verteilung 7;, werden Antwortfunktionen bei den Sdulendichten pd =
(0,0.5,3,6) - 10" cm™2 generiert. Dazu wird die erwartete Anzahl n’ der trans-
mittierten Elektronen fiir alle Energiebins (bezeichnet mit dem Index j) durch
Herunterskalieren der Ereignisanzahl aus der Standardsimulation mit einer Statis-
tik von 20 Mio. bestimmt. Der Skalierungsfakor ist also #.;/t; mit ¢] als Messzeit
des j-ten Intervalls der Standardsimulation. Um einen statistischen Fehler hinzu-
zufiigen, wird die tatsichliche Anzahl n der transmittierten Elektronen zufillig aus
einer Gaukverteilung mit Mittelwert n’ und o = v/n/ ermittelt. Daraufhin werden
die 551 Energiebins auf ihre jeweilige Messzeit normiert, um wieder Intensitéten zu
erhalten. Bei diesem Vorgehen wird der statistische Fehler, der bereits in der Stan-
dardsimulation enthalten ist, vernachléssigt. Damit dies gerechtfertigt ist, werden
die Messzeiten t,; < ¢ gewdhlt. Auf die beschriebene Art und Weise kinnen in
kurzer Zeit simulierte Antwortfunktionen fiir die zahlreichen 7; ;, generiert werden,
ohne die Simulation explizit durchzufiihren.

2. Mit den erhaltenen Antwortfunktionen bzw. deren Folgeergebnissen wird die Ma-
trixinversion, Singuldrwertzerlegung und die Bestimmung der systematischen Un-
sicherheit, wie in Abschnitt [5.1] beschrieben, durchgefiihrt.

Mit den berechneten Am2 (7; ) kann nun die Differenz
Dy = |Am;, (T3)] — |Amg, (rix)] (7.3)

als Mals fiir die Verdnderung der systematischen Unsicherheit Amge durch die Erhéhung
der Messzeit im k-ten Intervall eingefiihrt werden. Sie wird dabei gleich Null gesetzt,
wenn Dy < 0 ist, da es unsinnig erscheint, dass das Ergebnis bei einer Erhéhung der
Messzeit schlechter wird. Ein solches Ergebnis muss also auf numerische und statistische
Fluktuationen zuriickzufiithren sein.

Die neuen Messzeiten t;;1 ; der Messzeitverteilung T;,1 berechnen sich dann nach

tiv1j = (1+Dj-s) ti; (7.4)
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mit s als frei wiahlbarer Schrittweite des Verfahrens. Zuletzt wird die so erhaltene Mess-
zeitverteilung T;11 auf die Gesamtmesszeit der Verteilung T; normiert. Mit 7;1 kann
nun eine weitere Iteration gestartet werden.

7.2.2 ,Bump“-Analyse

Fiir das Verfahren zur Messzeitverteilung muss die induzierte systematische Unsicherheit
der quadratischen Neutrinomasse Amge fiir viele verschiedene Entfaltungen der Ener-
gieverlustfunktion berechnet werden, was aufgrund des in Abschnitt [5.1.4] beschriebenen
Vorgehens viel Zeit in Anspruch nimmt. Es wire daher wiinschenswert, ein einfach zu
berechnendes Mafs fiir die Qualitdt der Entfaltung zu konstruieren, das &hnliche Aussa-
gen wie die induzierte Unsicherheit macht. Dazu soll untersucht werden, welche Bereiche
der Energieverlustfunktion besonderen Einfluss auf Am2_haben.

Es wird deshalb in der Standardentfaltung der Energieverlustfunktion mit dem Schwell-
wert oy = 0.27% - omax jeweils eine Erhebung (engl. bump) an verschiedenen Stellen
eingebaut, um so einen Satz von modifizierten Energieverlustfunktionen zu erzeugen,
tiir die anschliefend jeweils Am?,ﬁ berechnet wird. Wahlt man als Breite der Erhebung
0.5eV und als Hohe 0.025, so ergeben sich fiir verschiedene Positionen des ,Bumps* die
in Abbildung dargestellten Werte fiir Am?je. Man erkennt, dass der Einfluss auf die
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Abbildung 7.3: Dargestellt sind die Ergebnisse fiir Am,%e fiir verschiedene Positionen von
kiinstlichen Erhebungen in der Energieverlustfunktion. Die gestrichelte Linie zeigt Am,%e der
Entfaltung ohne Modifikationen.

quadratische Neutrinomasse im Bereich um ca. 7eV besonders grof ist und zu den Seiten
in einem gaufsdhnlichen Verlauf abflacht. Bei niedrigen Energien fiihrt die beschriebene
Storung zu einer kleinen systematischen Verschiebung zu héheren Neutrinomassen, wéh-
rend sie bei groferen Energien eine Verschiebung zu kleineren Neutrinomassen bewirkt.
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Fasst man w; als die Funktionswerte des Graphen aus Abbildung [7.3] auf, so kann man
ausgehend von Gleichung (5.15]) eine modifizierte euklidische Norm

\/Z (Wi (Yim — yi,e)]2 (7.5)

konstruieren, in der die Differenzen zwischen Entfaltung und Modell mit den w; gewich-
tet werden. Zur Beurteilung, welche Messzeitverteilungen zu einer besonders kleinen
systematischen Unsicherheit Am,%e flihren, erwies sich jedoch auch die modifizierte eu-
klidische Norm nicht als zuverldssiges Maf. Fiir die Optimierung der Messzeitverteilung
wurde daher fiir jede Modifikation Am? bestimmt.

Ve

7.2.3 Ergebnis

Das in Abschnitt beschriebene Verfahren erweist sich als problematisch, da neben
den beinhalteten statistischen Unsicherheiten vor allem numerisches Rauschen aus der
Matrixinversion und der SVD die Ergebnisse verfilscht. So erkennt man nach wenigen
Iterationen in der Regel keine klare Tendenz zu einer bestimmten Verteilung 73, son-
dern erhilt eine verrauschte Version der Ausgangsverteilung. Um zu iiberpriifen, ob sich
derartige Effekte evtl. iiber viele Iterationen herausmitteln, wurden dennoch verschie-
dene Sétze von Parametern getestet und bis zu 50 Iterationen lang beobachtet. Mit
den Parametern a = 1.1, s = 50 und N = 56 konnte eine Messzeitverteilung gefunden
werden, die iiber stabile Charakteristika verfiigt. Diese in Abbildung dargestellte
Verteilung verfiigt iiber Peaks bei ca. 30eV und 45eV. Da diese Verteilung angesichts
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Abbildung 7.4: Dargestellt ist das auf eine Statistik von 20 Mio. normierte Ergebnis des be-
schriebenen Verfahrens. Die gestrichelte Linie zeigt die entsprechende Gleichverteilung.

der Form der Antwortfunktion, die bei 30 eV und 45¢eV einen eher glatten Verlauf hat,
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als willkiirlich erscheint, wird zur Uberpriifung eine vollstindige Simulation mit die-
ser Verteilung durchgefiihrtﬂ Die Energieverlustfunktion, die mithilfe dieser Simulation
bestimmt wurde, liefert die systematische Unsicherheit

Am?2, = (0.0023 =+ 0.0006) eV> (7.6)

und ist damit qualitativ schlechter als das Ergebnis aus der Gleichverteilung.

Das Verfahren ist somit unbrauchbar, um eine verbesserte Messzeitverteilung fiir die
Antwortfunktion zu finden. Auch leicht modifizierte Verfahren fiihren hier zu keiner
Verbesserung. So wurde bspw. eine auf unser Problem angepasste Version des Verfahrens
getestet, das zur Bestimmung der Messzeitverteilung in der Endpunktsregion des (-
Spektrums benutzt wurde [Kas08|. Auch hier offenbarten sich die gleichen numerischen
Probleme.

'Diese Simulation basiert nicht auf einer herunterskalierten Version der Simulation mit einer Gleich-
verteilung von 20 Mio. ¢ /bin!



8 Messung der Saulendichte

Da die Antwortfunktion iiber die Streuwahrscheinlichkeiten von der Sdulendichte pd
abhingt und unmittelbar die Observable m?,@ beeinflusst (vgl. Kapitel , ist es notig
wahrend der Tritium-Messungen von KATRIN pd zu iiberwachen, um etwaige Verin-
derungen iiber einen langeren Zeitraum zu beobachten und ungewollte Verschiebungen
von m?,e zu verhindern. Dies geschieht durch zwischenzeitliche e-gun-Messungen, bei
denen die Transmission der Elektronen nur fiir einige wenige Energien 0E; = E. — qU;
mit der Startenergie E, gemessen wird. Da die Form der Antwortfunktion durch die
Saulendichte definiert wird, ist es moglich diese durch Messung zweier Intensitidten bei
verschiedenen Retardierungsspannungen zu bestimmen. Um die Zeit fiir die eigentlichen
Messungen so wenig wie moglich zu beschneiden, sollten diese Messungen nur etwa 2 Mi-
nuten in Anspruch nehmen und nur etwa alle 2 Stunden durchgefiihrt werden [KAT04].
Dies setzt voraus, dass die Sdulendichteschwankungen iiber 2h klein gehalten werden
konnen. Ist dies nicht der Fall, muss héufiger gemessen werden. Wenn es moglich ist,
die absolute Intensitét der Elektronenkanone mit hinreichender Genauigkeit zu messen
und stabil zu erhalten, ldsst sich die Sdulendichte auch aus einem einzigen Messpunkt

0F1 = E. — qU7 bestimmen, mit entsprechender Zeitersparnis.

0.8 —

o
=N
I

o
~
I

Transmission Probability

o
S
I

0 | | | | . | .
0 10 20 30 40 50

E-qU [eV]

Abbildung 8.1: Schematische Ansicht der Saulendichtemessung. Dargestellt sind die Transmis-
sionswahrscheinlichkeiten fir verschiedene Uberschussenergien §E; (Punkte). Die Saulendichte
lisst sich mithilfe zweier Messpunkte bestimmen.

63
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Wie in Abbildung ersichtlich, kénnen Verinderungen von pd von einigen 1073 iiber
die gesamte Messzeit leicht zu inakzeptablen systematischen Unsicherheiten von mze fiih-
ren. Méchte man die induzierte Unsicherheit kleiner halten als die Obergrenze Am?, =
0.0075eV?2, welche bei KATRIN fiir die einzelnen experimentellen Parameter wie pd
festgelegt wurde, so fithrt dies zu einer Genauigkeitsanforderung von Apd/pd < 2 - 1073
fiir Messungen innerhalb der ersten 40 eV unterhalb der Endpunktsenergie.
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Abbildung 8.2: Abgebildet ist die induzierte systematische Unsicherheit Am?,e als Funktion
der Sdulendichteverinderung Ard/pa fiir verschiedene Messintervalle. Quelle: [KAT04).

In diesem Kapitel soll die Méglichkeit der Sdulendichtebestimmung durch einen Fit
untersucht werden.

8.1 Beschreibung des Fits

Ein naheliegender Ansatz zur Bestimmung der Sdulendichte aus Messungen der Inten-
sitdt bei verschiedenen Retardierungsenergien ist das Fitten der Funktion

Jres(E,qU) = A(Py - €0(AE) + P+ e1(AE) + Py - ©2(AE) + P3 - e3(AE))  (8.1)

mit
T () d
_ K ~u(®) - P
Pe(1(0©)) = / FOMFe 0w o) = o (52)
0

Die Sdulendichte pd geht hierbei als Fitparameter ein. Der zweite Fitparameter ist A,
ein Skalierungsfaktor, der die fehlende Normierung der eingebenen Intensititen bertick-
sichtigt. Die Streufunktionen ¢; (i = 1,2,3) sind aus der Matrixinversion zur Messung der
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Energieverlustfunktion (s. Kapitel 4) bekannt. Da sie jedoch nur aus diskreten Punkten
bestehen, werden sie fiir den Fit linear interpoliert, um eine kontinuierliche Funktion zu
erzeugen. Als Winkelverteilung wird einmal mehr die isotrope Verteilung f(©) = sin©
mit ©gmax = 10.1° verwendet. Durch Gleichung werden keine winkeldndernden
Stoke beriicksichtigt. Aufserdem wird i-fache Streuung mit ¢ > 4 vernachléssigt.

8.2 Ergebnisse

Der Fit wird nun an einer Simulation mit der Standardsdulendichte fiir die Tritium-
Messungen von pd = 5 - 1017 cm ™2 getestet. Es wird davon ausgegangen, dass mit einer
Elektronenkanone, die 1-10% e /s liefern kann, innerhalb von 2 Minuten an drei ver-
schiedenen Punkten gemessen wird. Deshalb wird fiir die Simulation eine Statistik von

51
N:H();)'lmszgl.lo(i (8.3)
pro Messpunkt gewéhlt. Der Fit wird dann mit allen Zweier- und Dreierkombinationen
aus den Werten {5, 10, 20, 30, 40} eV als Wahl fiir die Uberschussenergien durchgefiihrt,
um zu iiberpriifen, welche Wahl von Messpunkten geeignet ist und ob zwei Messpunkte
evtl. ausreichen.
In Tabelle sind die Ergebnisse gezeigt. Dort ist auch die relative Unsicherheit des

Fits
Upd

pd
mit u,q als absolutem Fehler des Fits, die eine Abschitzung der statistischen Unsicher-
heit erlaubt, und die relative Abweichung von der Simulation

(8.4)

Apd _ pdgy — pdsim (8.5)
pd pdsim .

angegeben. Man sieht, dass die Unsicherheit fiir einige Messpunktkombinationen Werte
annimmt, die kleiner sind als 2 - 1073, Die besten Ergebnisse werden hier mit (10, 40)
eV bei den Zweierkombinationen und (10, 20, 40) €V bei den Dreierkombinationen er-
zielt. Dariiber hinaus erkennt man, dass fast alle Ergebnisse um einige 10~2 unterhalb
der tatséchlichen Sdulendichte liegen. Dies deutet auf einen systematischen Fehler zu
kleineren Séulendichten bei dieser Methode hin.

Um genauere Ergebnisse zu erhalten, kann man die Statistik auf Kosten der Messzeit
erhoéhen. Dabei stellt man fest, dass die oben genannten Kombinationen auch hier die
besten Ergebnisse liefern. Einige davon sind in Tabelle[8.2|dargestellt. Erwartungsgeméf
sind die Unsicherheiten hier kleiner und liegen im Bereich 0.8 bis 1.3-1073. Zwar liefert
die Messpunktwahl (10, 20, 40) eV bei gleicher Statistik stets bessere Ergebnisse als die
Wahl (10, 40) €V, betrachtet man jedoch zusétzlich die Messzeiten, stellt man fest, dass
beide durchaus &hnlich effizient sind. So ergibt sich mit der Zweierkombination bei einer
Messzeit von etwa 200 s eine Unsicherheit von 0.99-1073, wihrend die Dreierkombination
bei vergleichbaren 180s die Genauigkeit 1.11 - 1073 liefert. Da eine gewisse Zeit fiir die
Anderung der Spannung notwenig ist, ist die Kombination (10, 40) eV zu bevorzugen.
Zusammenfassend kann gesagt werden, dass mit diesem Verfahren die Séulendichte mit
einer Genauigkeit bestimmt werden kann, die ausreichend fiir das KATRIN-Experiment
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Wahl der Fitergebnis Rel. Unsicherheit | apd [10-3]
Messpunkte [eV] [1017 cm—2] des Fits [£1073] pd
5, 10 5.8312 71.15 166.24
5, 20 5.0015 5.27 0.30
5, 30 4.9941 3.18 -1.18
5, 40 4.9873 2.13 -2.54
10, 20 4.9527 4.19 -9.45
10, 30 4.9639 2.40 -7.22
10, 40 4.9668 1.56 -6.64
20, 30 4.9817 5.38 -3.65
20, 40 4.9767 2.27 -4.65
30, 40 4.9727 3.61 -5.45
5, 10, 20 4.9692 3.71 -6.14
5, 10, 30 4.9737 2.10 -5.25
5, 10, 40 4.9733 1.36 -5.33
5, 20, 30 4.9917 3.00 -1.66
5, 20, 40 4.9824 1.70 -3.51
5, 30, 40 4.9844 2.00 -3.11
10, 20, 30 4.9648 2.39 -7.04
10, 20, 40 4.9693 1.44 -6.14
10, 30, 40 4.9671 1.55 -6.58
20, 30, 40 4.9761 2.19 -4.78

Tabelle 8.1: Fitergebnisse der Sdulendichte fiir verschiedene Kombinationen von Messpunkten
bei einer Statistik von 4-10°, die einer Messzeit von 120s (8 Punkte) bzw. 80s (2 Punkte) ent-
spricht. Zusdatzlich angegeben ist die relative Unsicherheit des Fits und die relative Abweichung
zu der in der Simulation eingestellten Sdulendichte von pd =5 - 10 cm—2.

Wahl der Statistik | Messzeit | Fitergebnis Rel.. . L’ZId
Messpunkte N [100] B [1017 em~2] Unsicherheit des | 72 .
[eV] Fits [£10~] [107]
10, 40 6 120 4.9767 1.28 -4.67
10, 20, 40 6 180 4.9822 1.11 -3.96
10, 40 8 160 4.9839 1.10 -3.21
10, 20, 40 8 240 4.9895 0.96 -2.10
10, 40 10 200 4.9805 0.99 -3.90
10, 20, 40 10 300 4.9871 0.86 -2.68

Tabelle 8.2: Fitergebnisse der Saulendichte fir die Messpuktkombinationen (10, 40) eV und
(10, 20, 40) eV fiir verschiedene Statistiken. Die entsprechenden Messzeiten sind fir eine e-gun
mit einer Rate von 1 - 105% angegeben.
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ist. Die vorhandene Abweichung zur Simulation iibersteigt den Wert von 2 - 1073 zwar
in den meisten Fillen, allerdings ist diese Gréofe auch nur bei der Bestimmung von
absoluten Sdulendichten von ausschlaggebender Bedeutung. Fiir einen kleinen Beitrag
zur systematischen Unsicherheit von mze bei KATRIN ist in erster Linie jedoch die

Stabilitdt der Sdulendichte entscheidend, welche hier mit einer Genauigkeit festgelegt
werden kann, die durch die Unsicherheit des Fits definiert wird.

8.3 Systematische Abweichungen des Fits

Um die Ursache der systematischen Verschiebung in den Ergebnissen zu kldren, wur-
de zunéchst die Ndherung der nichtberiicksichtigten winkeléindernden Stéfie untersucht.
Dazu wurde die Simulation erneut durchgefiihrt, wobei bei jeder Streuung der Winkel
beibehalten wurde. Die neu erhaltenen Streufunktionen ¢;, die anschliefsend durch Ma-
trixinversion berechnet wurden, wurden dann fiir die Fitfunktion verwendet und
die ebenfalls erhaltene Antwortfunktion damit gefittet. Es wurde dabei mit einer Statis-
tik von 20 Mio. Elektronen pro Energieintervall simuliert, um statistische Fehler soweit
wie moglich zu unterdriicken. Der Vergleich des Fits mit dem Fit der Antwortfunkti-
on gleicher Statistik, der Winkeldnderungen beinhaltet, zeigte keine Verbesserung des
Ergebnisses. In beiden Fillen lagen die relativen Abweichungen im Bereich um —3-1073.
Zur weiteren Untersuchung wurde ein neuer Satz von Simulationen mit den S#ulen-
dichten j - 10! em~2 mit j = (0.5,2,4,6) benutzt, um bei der Matrixinversion mit der
nun 4-dimensionalen Matrix auch die Streufunktion fiir vierfache Streuung €4 zu erhal-
ten. Nach entsprechender Modifikation der Fitfunktion zeigten sich in den Ergebnissen
jedoch keine nennenswerten Verdnderungen zum obigen Verfahren. Offenbar ist die Be-
riicksichtigung von lediglich j-facher Streuung mit j = (0,1,2,3) auch in diesem Fall eine
gute Naherung.

Dariiber hinaus wurden die Streufunktionen fiir den Fit verwendet, die man direkt aus
der Simulation erhélt, um eventuelle Einfliisse der Matrixinversion zu umgehen. Auch
hier zeigte sich die {ibliche Tendenz zu kleineren Sdulendichten.

Der Grund fiir die systematischen Abweichungen bleibt damit unklar.
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8.3 Systematische Abweichungen des Fits




9 Zusammenfassung und Ausblick

Das Karlsruhe Tritium Neutrino (KATRIN) Experiment wird den Endpunktbereich des
Tritium-G-Spektrums hochprézise vermessen und eine direkte Bestimmung der Masse
des Elektronantineutrinos im sub-eV-Bereich ermdglichen. Die Messung einer Neutrino-
masse von 0.35 eV kann dabei mit einer Signifikanz von 5o erfolgen. Wird kein Neutrino-
massensignal festgestellt, kann eine neue Obergrenze von 0.2eV (90% C. L.) angegeben
werden. Um eine solche Genauigkeit zu erzielen, miissen die systematischen Unsicher-
heiten aller Messgrofen moglichst klein gehalten werden. Zwei dieser Grofen sind die
Bestimmung der Energieverlustfunktion f(AF) und die Stabilitit der Saulendichte pd
in der Tritiumquelle.

In dieser Arbeit wurden zwei Verfahren zur Entfaltung der Energieverlustfunktion (SVD
und BiCGstab(l)) in Simulationen getestet und optimiert. Fiir die Simulationen wurde
dabei ein im Vergleich zu [Wol08| priziseres Modell der Wechselwirkung der Elektronen
in der Quelle benutzt, das auch elastische Streuung der Elektronen verbunden mit gerin-
gen Energieverlusten (< 1eV) beriicksichtigt. Fiir die Matrixinversion, mit der aus den
simulierten Messungen die Einfachstreufunktion €; errechnet wird, wurden die Determi-
nanten iiberpriift. Dadurch konnten optimale Referenzsiulendichten von j-10'7 cm™2 mit
j =10.5,3,6 fiir die Messung der Antwortfunktionen gefunden werden. Bei der anschlie-
flenden Entfaltung der Energieverlustfunktion aus €; und der Transmissionsfunktion T’
durch die Singulérwertzerlegung (SVD) wurde mit o = 0.27% - omax €in idealer Schwell-
wert ermittelt. Mit diesen Parametern und einer Statistik von 20 Mio. simulierter Elek-
tronen pro 0.1eV-Bin betrdgt der durch f(AFE) hervorgerufene Beitrag zur systemati-
schen Unsicherheit der quadratischen Neutrinomasse Am?2 = (8.2:107* £5.7-107%) eV?
und ist damit etwa eine Grofsenordnung kleiner als die Anforderung des KATRIN-
Experiments. Dariiber hinaus wurde das iterative BiCGstab(l)-Verfahren zur Entfaltung
getestet, das diese Genauigkeit jedoch nicht erreicht.

Bei der genannten hohen Statistik von 20 Mio. Elektronen pro Messpunkt werden fiir
die Gesamtmessung netto 5.1 Tage bendtigt (ohne Overhead fiir die Wechsel der Re-
tardierungsspannung oder der Sdulendichte). Eine verkiirzte Messzeit, die dennoch eine
Bestimmung der Energieverlustfunktion ermdéglicht, die den KATRIN-Anforderungen
geniigt, betrdgt netto etwa 1.3 Tage. Damit ist die bendtigte Messzeit aller Voraussicht
nach wesentlich kleiner als die bisher eingeplanten vier Wochen. Die Frage nach einer
verbesserten Messzeitverteilung mit individuell angepassten Messintervallen konnte im
Rahmen dieser Arbeit nicht gekldrt werden und stellt in Zukunft eine Mdglichkeit zur
weiteren Verbesserung des Messprozesses dar.

Um die Stabilitdt der Sdulendichte in der Tritiumquelle bei KATRIN zu gewihrleisten,
werden regelméfig Messungen der transmittierten Elektronen bei verschiedenen Retar-
dierungsspannungen durchgefiihrt. In dieser Arbeit wurde eine Methode zur Verfiigung
gestellt, die in der Lage ist, aus diesen Messungen die Stabilitdt der Sdulendichte mit
einer Genauigkeit von < 2-1073 zu iiberpriifen. Zudem konnte eine optimale Wahl von
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Messpunkten bei 10 eV und 20 eV Uberschussenergie bestimmt werden.

Insgesamt konnten mit dieser Arbeit also neue Methoden zur Bestimmung der Energie-
verlustfunktion und der Sdulendichte entwickelt und die vorhandenen Messprozeduren
verbessert werden.
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