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1 Einleitung

1972 vermutete T. Petrie [25]:

Petrie-Vermutung. Es sei X ein Homotopie-CP™, d.h. eine geschlossene 2n-dimen-
sionale Mannigfaltigkeit, die homotopieiquivalent zu CP™ ist. Auflerdem operiere S*
differenzierbar und nicht trivial auf X und es sei h : X — CP" eine Homotopiedqui-
valenz. Dann besteht der folgende Zusammenhang zwischen den Pontrjagin-Klassen von

CP™ und X :
h*p(CP™) = p(X)

Diese Vermutung wurde in verschiedenen Spezialfillen bewiesen [25; 26; 8; 17]. Unter
anderem zeigte A.Hattori [10], dass die Vermutung zutrifft, falls die S'-Operation auf
X von ,linearem Typ“ oder vom , Petrie-Typ* ist. Es ist bekannt, dass diese Bedingung
erfiillt ist, falls X' aus héchstens vier Zusammenhangskomponenten besteht [20; 30]. Da
x(X5") = x(X) gilt und die Zusammenhangskomponenten von X Kohomologie kom-
plex projektive Rédume sind, d.h. fiir jede Zusammenhangskomponente Fy von X* ' gilt
H*(Fy;Z) = Z[fg]/(fg‘)H) mit deg &y = 2 und ng = % dim Fp, ist diese Bedingung erfiillt,
falls n < 3 ist. AuBerdem ist bekannt, dass jede S'-Wirkung auf einem Homotopie-CP*
von linearem Typ ist [17].

Spéter wurde von A. Dessai und B. Wilking [9] gezeigt, dass eine effektive Operation
eines Torus vom Rang r auf X von linearem Typ ist, falls n < 4r — 1.

Das Hauptergebnis dieser Arbeit ist die folgende Verallgemeinerung dieser Resultate.

Theorem 1.1. Der Torus T vom Rang r operiere differenzierbar und effektiv auf dem
Homotopie-CP™ X.

(i) Falls XT aus héchstens 4r — 1 Zusammenhangskomponenten besteht, ist die T-
Operation auf X von linearem Typ.

(i1) Falls XT aus 4r Zusammenhangskomponenten besteht, ist die T-Operation von
linearem Typ oder vom Petrie-Typ.

(i5i) Falls n = 4r ist, ist die T-Operation auf X von linearem Typ.

In Kapitel 2 werden mit Hilfe dquivarianter Kohomologie einige Struktursitze iiber
Toruswirkungen auf Kohomologie komplex projektiven Réumen hergeleitet. Diese wer-
den in Kapitel 3 verwendet, um Theorem 1.1 zu beweisen. Kapitel 4 befasst sich unter
anderem mit dem oben erwihnten Resultat von A. Hattori. Mit Hilfe einfach zusam-
menh#ngender Chirugie wird auflerdem gezeigt, dass es im Homotopietyp einer geschlos-
senen Mannigfaltigkeit der Dimension m > 5 bis auf Diffeomorphie nur endlich viele
weitere Mannigfaltigkeiten mit den gleichen Pontrjagin-Klassen gibt.

Aus diesen beiden Resultaten und Theorem 1.1 ergibt sich das folgende Korollar.



Korollar 1.2. Fiir alle n > 3 gibt es bis auf Diffeomorphie hichstens endlich viele
Homotopie-CP"s, die eine effektive differenzierbare Operation eines Torus vom Rang
r> % zulassen.

Da es fiir n > 3 unendlich viele paarweise nicht diffeomorphe Homotopie-CP"s gibt [31;
24; 14], impliziert dieses Korollar, dass fast alle von ihnen keine effektive differnzierbare
Operation eines Torus vom Rang r > 7 zulassen.

Aus Therorem 1.1 und dem Ergebnis von A. Hattori folgt aulerdem:

Korollar 1.3. Es sei X ein Homotopie-CP™, der eine effektive differenzierbare Operation
eines Torus vom Rang r > % zuldsst. Dann sind X und CP" tangential homotopiedqui-
valent, d.h. es gibt eine Homotopiedquivaelenz h : X — CP", so dass TX und h*TCP"
stabil isomorph sind.

Die Aussage des letzten Korollars ist dquivalent zur folgenden Aussage [21; 12].

Korollar 1.4. Es sei X ein Homotopie-CP™, der eine effektive differenzierbare Operation

eines Torus vom Rang v > 7 zuldisst. Dann gibt es ein k € N, so dass X x RE und

CP"™ x R* diffeomorph sind.
Im Folgenden werden diese Bezeichnungen verwendet.

Definition 1.5. Es sei GG eine kompakte Lie-Gruppe. Dann wird ein topologischer Raum
X zusammen mit einer stetigen Operation ® : G x X — X als G-Raum bezeichnet.

Eine G-Mannigfaltigkeit ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit M zusammen mit
einer differenzierbaren Operation ® : G x M — M. Eine G-Mannigfaltigkeit M wird
als orientierte G-Mannigfaltigkeit bezeichnet, falls M orientiert ist und die G-Operation
auf M orientierungserhaltend ist.

Fine G-Abbildung oder dquivariante Abbildung ist eine stetige bzw. differenzierbare
Abbildung f : X — Y zwischen G-Réumen bzw. G-Mannigfaltigkeiten mit f(gz) =
gf(z) fir alle g € G und x € X.

Eine G-Homotopie H zwischen G-Abbildungen f,g : X — Y ist eine G-Abbildung
H:XxI—Y mit H(-,0) = f und H(-,1) = g. Dabei ist die Operation auf X x I
gegeben durch die Operation auf X und die triviale Operation auf I.



2 Aquivariante Kohomologie

2.1 Borel-Konstruktion

Es sei G eine kompakte Lie-Gruppe. Dann gibt es ein G-Prinzipalbiindel 7 : EG — BG
mit kontrahierbarem Totalraum EG und parakompakter Basis BG. Es ist bis auf Ho-
motopiedquivalenz eindeutig bestimmt und besitzt die folgende universelle Eigenschaft:

Ist F — X ein G-Prinzipalbiindel iiber einem parakompakten Raum X,
dann gibt es eine bis auf Homotopie eindeutige Abbildung fr : X — BG, so
dass F = fLEG.

Also ist durch

{ G-Prinzipalbiindel iiber X } — [X, BG]
E— fE

eine natiirliche Bijektion zwischen den Isomorphieklassen von G-Prinzipalbiindeln iiber
dem Raum X und den Homotopieklassen von Abbildungen X — BG gegeben.

Ist speziell G = SO(n), dann lisst sich ESO(n) — BSO(n) wie folgt konstru-
ieren. Fiir £ > 0 identifiziere SO(n) mit der Untergruppe der Matrizen der Form
(‘8 ng) mit A € SO(n) von SO(n + k) und SO(k) mit der Untergruppe der Matri-
zen der Form (EO” %) mit A € SO(k). Dann setze ESO(n)* = SO(n + k)/SO(k) und
BSO(n)* = ESO(n)*¥/SO(n), wobei SO(k) und SO(n) durch Rechtsmultiplikation ope-
rieren. Es gibt Inklusionen £SO(n)¥ < ESO(n)*! und BSO(n)* — BSO(n)k*1. Nun
setze ESO(n) = @ESO(n)k und BSO(n) = @BSO(n)k. Dann ist ESO(n)* k — 1-
fach zusammenhéngend und ESO(n) kontrahierbar [16, S.83], d.h. ESO(n) — BSO(n)
ist das gesuchte Biindel. Da jede kompakte Lie-Gruppe G zu einer Untergruppe einer
SO(n) isomorph ist, haben EG = ESO(n) und BG = ESO(n)/G die gewiinschten
Eigenschaften.

Mit Hilfe der exakten Homotopiesequenzen fiir die Faserungen EG¥ — BG* und
EG — BG sieht man, dass fiir ¢ < k

7g(BG) 2 7,1(G) 2 my(BG).

Daher zeigt die obige Konstruktion, dass es eine Folge geschlossener, orientierbarer Man-
nigfaltigkeiten BG*, k > 0, mit den folgenden Eigenschaften gibt:

e Vk € N BG* c BGF+!
e BG =, BG*

e Vg >03k>0Vk >k HIBG)= HI(BG*)



2.2 Lokalisierung

e EG* = n71(BG¥) ist eine geschlossene, orientierbare Mannigfaltigkeiten, auf der
G orientierungserhaltend operiert.

Es sei nun X ein G-Raum. Dann wird durch (h,z)g = (hg, g~ ') eine rechtsseitige G-
Operation auf EG x X definiert. Der Bahnenraum Xg = FG x ¢ X dieser Operation wird
durch [h, z] — m(h) zu einem X-Faserbiindel iiber BG und wird als Borel-Konstruktion
von X bezeichnet. Dabei bezeichnet [h, z] € X die Restklasse von (h,z) € EG x X.

Die Kohomologie von X¢ wird als dquivariante Kohomologie Hj\(X) = H*(Xg) von X
bezeichnet. Durch sie wird sowohl die Topologie des Raumes X als auch die G-Operation
auf X beschrieben.

Ist H C G eine abgeschlossene Untergruppe von G, dann sei f : BH — BG die
klassifizierende Abbildung des G-Biindels FH xy G — BH. f ist bis auf Homotopie
eindeutig bestimmt und es gilt Xz = f*Xq. Insbesondere gibt es einen natiirlichen
Homomorphismus res& : HY(X) — Hi(X). Ist speziell H = {1}, so erhilt man res :
H{(X) — Hi(X) = H*(X) und dieser Homomorphismus stimmt mit dem von der
Inklusion einer Faser X — X induzierten Homomorphismus iiberein.

Ist M eine geschlossene, orientierte Mannigfaltigkeit mit orientierungserhaltender G-
Operation, dann ist auch Mé = EGF x M orientierbar und zwischen Mé und Mg
bestehen die gleichen Zusammenhénge wie zwischen BG* und BG. Insbesondere besitzt
Mg den Homotopietyp eines CW-Komplexes.

2.2 Lokalisierung

In diesem Abschnitt wird das Lokalisierungstheorem fiir die dquivarianter Kohomologie
diskutiert. Es wird im néchsten Abschnitt dazu verwendet die Kohomologie der Fix-
punktmenge einer Torusoperation auf einem Kohomologie komplex projektiven Raum
zu berechnen.

Eine multiplikative Halbgruppe S D {1}, die im Zentrum eines Rings R enthalten
ist, wird als multiplikatives System bezeichnet. Ist M ein R-Modul, dann besteht der
lokalisierte Modul S~'M aus den Briichen = mit m € M,s € S und es gilt Tg—ll = T—;
genau dann, wenn es ein s € S mit ssym; = ssymg gibt. STM ist ein S~ R-Modul und
M + ST1M ein exakter Funktor.

Ist G ein Torus vom Rang r oder G = Z;, und k = Q bzw. k = Zj,, p prim, so gilt

Kt b] fir G=T,k=Q
H*(BG; k) = 4 [ty ..., 1] fiir G = 75,k = Zs
klte, ... te] @ Ao, .. o] fir G = 2k = Zy,p # 2

Dabei gilt im ersten und dritten Fall degv; = 1, degt; = 2. Im zweiten Fall ist degt; = 1.
In all diesen Féllen sei R = k[t1,...,t,] C H*(BG;k) und S = R — {0}.

Theorem 2.1 ([15, S.40,45]). Es seien G wie oben und M eine kompakte G-Mannigfal-
tigkeit. Dann ist der durch die Inklusion induzierte Homomorphismus

STVHY(M; k) — STYHE(MC: k)

ein Isomorphismus.



2 Aquivariante Kohomologie

Beweis. Zunichst wird MY = {z € X;S Nker{ H*(BG) — H*(BG,)} = 0} gezeigt.
Dazu reicht es zu zeigen, dass fiir jede echte abgeschlossene Untergruppe H C G
ker{ H*(BG) — H*(BH)} N S nicht leer ist.

Falls G = Zj, ist, so ist H isomorph zu ZIT)/ mit v < r. Also ist ker{ H*(BG) —
H*(BH)} NS #10.

Es sei nun G ein Torus vom Rang r und 7’ die Zusammenhangskomponente der 1
von H. Dann ist 7" ein Untertorus von T, U = H/T’ eine endliche abelsche Gruppe
und ker{H*(BG) — H*(BH) — H*(BT')} NS # (. Aulerdem ist BH = EG/H =
(EG/T")JU = BT'/U. Nach [6, S.141-142] gibt es daher eine Transferabbildung p* :
H*(BT') — H*(BH), so dass fiir die Projektion 7 : BT — BH p*r* = |U] gilt. Also
ist 7 : H*(BH) — H*(BT') injektiv.

Damit ist MY = {x € X; S Nker{ H*(BG) — H*(BG,)} = 0} gezeigt.

Um nun die Behauptung zu zeigen, geniigt es S~ H (M, M) = 0 zu zeigen. Dies ist
gleichbedeutet mit

Vo e Hy(M, M%) 3s € S zn*(s) =0,

wobei 7 : Mg — BG. Es sei nun V eine dquivariante Tubenumgebung von M¢ und fiir
y € M —V sei Uy eine dquivariante Tubenumgebung der Bahn G(y) von y [6, S.306].
Dann sind G(y) und U, bzw. M G und V G-homotopieiiquivalent. Da M kompakt ist,
gibt es y1,...,yn € M —V, so dass M durch V und U,,,...,U,, iiberdeckt wird. Da
MC C V ist, folgt

Vi=1,...,n3s;, €8 jn"(s;) =0€ H;(Uy,) = H5(G(y;)) = H (BGYy,)

Dabei sind ¢ : Uy, — M und ta : M — (M, Uy,) die Inklusionen.
Mit der langen exakten Sequenz fiir das Paar folgt hieraus

Vi=1,...,n 35 € Hy(M,U,) 13(5) =" (s1).

Wegen [, §; € HL(M, U, Uy,) folgt fiir x € HL(M, M%) = H;(M,V), dass 7*(s)z
im Bild von N
0=Hg(M,Vul U, — Hs(M, M%)
i=1
liegt. O
Bemerkung. Ist G ein Torus vom Rang r, dann ist H*(BG;Z) = Z[ty, ..., t,], degt; = 2.

Mit [6, S.141-142] ldsst sich daher zeigen, dass das Theorem in diesem Fall sinngemifl
fiir Kohomologie mit Koeflizienten in Z gilt.

Bemerkung. Bezeichnet Ry den Quotientenkérper von R, also Ry = k(t1,...,1,), so gilt
offenbar
Ro=S"'R=S"'H*BG;k)/S™'N.

Dabei bezeichnet N das Ideal der nilpotenten Elemente von H*(BG; k). Aus dem obigen
Theorem ergibt sich also

HE(M) @1+ (Bax) Ro = HE(M) @ (papy Ro = H* (M) @ Ry,

da H}(MC) 2 H*(MY; k) @, H*(BG; k).



2.3 Kohomologie komplex projektive Raume

2.3 Kohomologie komplex projektive Raume

In diesem Abschnitt sei G = T" oder G = Z] und k = Q bzw. k = Z,, p prim.
AuBerdem sei M ein k-Kohomologie komplex projektiver Raum, d.h. eine geschlossene
2n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit H*(M;k) = k[¢]/(&51h), degéo = 2, auf dem G
operiert.

Lemma 2.2. M ist genau dann nicht leer, wenn die Serre-Spektralsequenz {EE9} fiir
die Faserung M — Mg — BG degeneriert, d.h. EY? = ES? fiir alle p,q > 0.

Beweis. Falls die Spektralsequenz degeneriert, ist H*(Mg; k) = H*(BG; k) @ H*(M; k)
als H*(BG; k)-Modul. Also ist ST HE (M) = S~1H*(BG; k) @ H*(M;k) # 0.

Im anderen Fall sei 2 € M und {EP?} die Spektralsequenz zu (M, z) — (Mq, z¢) —
BG. Dann gilt fiir ¢ > 0 EY? = EPY. Also geniigt es zu zeigen, dass {EF?} degeneriert.
Da Eg’q = 0 fiir ungerade ¢, verschwindet das Differential ds. Da E‘g’o = 0 fir alle p,
sieht man, dass fiir einen Erzeuger &, von E§’2 gilt d.§, = 0 fiir » > 3. Da fiir gerade

4_7 ~
q durch & U & ein Erzeuger von EL'Y gegeben ist, verschwinden alle Differentiale d,
mit » > 3. O

Korollar 2.3. M ist nicht leer, falls G = T" oder G = Zyp und ptn+1.

Beweis. Falls G = T" und p oder ¢ ungerade ist, ist EY? = 0, also degeneriert die
Spektralsequenz.

Falls G = Z,, ist und p kein Teiler von n + 1 ist, kann wie folgt geschlossen werden.
Da E¥? = 0 fiir ungerade ¢, verschwindet zunéchst das Differential dy. Also gilt Eg’q =
H?(B; k) @ HI(M;Fk). Sei & € H*(M; k) = EJ” ein Erzeuger. Dann gilt

0= ds&l! = (n+ 1)&) Udséy € EY™ = H*(M) @ H*(BG).

Also ist d.& = 0 fiir » > 3.Wie im Beweis des Lemmas sieht man nun, dass alle Diffe-
rentiale d,, mit r > 3 verschwinden. O

Bemerkung. Da es auf CP! = S? eine freie Zy-Operation gibt, kann im obigen Korollar
nicht auf die Bedingung p t n + 1 verzichtet werden.

Theorem 2.4. Es sei M nicht leer und p # 2. Auferdem seien Fi,...,F; die Zusam-
menhangskomponenten von MEC, ¢ € F;, 0; g — F;, 1; : F;, — M die Inklusionen.
Dann gilt:

(i) He(M, k) = Hg(pt, k)[E]/(f(£)) mit deg§ = 2 und f(x) € Rlx] als HE(pt; k)-
Algebra.

(11) res: HAX(M k) — H*(M; k) ist gegeben durch & — &p.
(iii) f zerfdllt vollstindig in Linearfaktoren und

{F1,...,F;} — {Nullstellen von f}
F,—a; €R

ist eine Bijektion, wobei a; = I7uf(§) € R (i=1,...,1).



2 Aquivariante Kohomologie

(iv) Bezeichnet &; die Einschrdinkung von & auf F;, so gilt H*(Fj; k) = k[€oi]/( gj“)
und Y . (ni+1) =n+1, d.h. F; ist ein k-Kohomologie komplex projektiver Raum.

Beweis. (vgl. [15, S. 47-51]) Da die Serre-Spektralsequenz fiir die Faserung M — Mg —
BG degeneriert, ist
H{(M, k)= H*(BG, k) @ H* (M, k)

als H*(BG, k)-Modul. Also gibt es ein £ € HZ(M;k) mit res(¢) = &. Und durch
{1,&,...,€"} ist eine H*(BG, k)-Modulbasis von H(M;k) gegeben. Also gibt es ein
Polynom f(z) = 2™ + c12" 4 - -+ 4 ¢cpy1 € R[z], so dass

p: H*(BG, k)[z]/(f(z)) — HG(M) x— ¢ (2.1)

ein Isomorphismus von H*(BG, k)-Algebren ist.
Betrachte nun das Diagramm

Rolz] =2 HE(M, k) @y(5cy Ro —— @ H*(F}) ® Ry

|

H*(F,) ® Ry

Wegen (2.1) wird der Kern von p von f(x) erzeugt. Es seien f;(z) € Rg[x] normier-
te Polynome, so dass ker{p;} = (fi(x)). Offenbar gilt kerp = (), ker p; bzw. f(z) =
kgV{fi(x);i}. Da die p; surjektiv sind, erhélt man

grad f = > dimH*(F,)® Ry=» grad f; = grad [] £

Daher gilt:

(i) f(z) =11 fi(z)

(ii) Die f; sind paarweise teilerfremd.
Es sei a; = 771 (£) € R. Dann ist

pi(.% — CLZ‘) € f{*(Fl) ® Ry
nilpotent, d.h. es gibt ein N € N, so dass (z — a;)V € ker{p;} = (fi(x)). Daher ist
fi(z) = (x — a;)™*! fiir ein geeignetes n; € N Es folgt:
$@) = [ = ay!

Auflerdem sind alle a; paarweise verschieden.
Da
H*(F; x BG) =2 H*(F;) ® H'(F;) ® H'(BG) ® H*(BG),

gibt es ein b € HY(F;) ® HY(BG), so dass ¢ () = 15(&) + b+ a;. Da alle Elemente von
H'(BG) nilpotent sind, erhilt man

pile) = () + a;

10



2.3 Kohomologie komplex projektive Raume

Also ist
pile — @) = 1} (€)" € H¥(F}) C H'(Ey) © Ro = Rola]/((w — ;)" ).

Da H?(F;) ein k-Vektorraum mit dimy, H?4(F;) = dimg, H?**(F;) ® Ry ist, ist ¢}(&)?
ein Erzeuger von H??(F;) und daher H*(F}; k) = k[&o]/( nﬁl) .

In der Situtation des Theorems gilt H2(Mg) = H?*(M) @ H?(BG). Also sind ¢ und
(a1,...,a;) eindeutig bis auf Addition mit Elementen aus H?(BG) bzw. Elementen der
Form (a,...,a) aus H?>(BG)' bestimmt. Die a; werden auch als globale Gewichte der
G-Operation bezeichnet.

Bemerkung. Eine #hnliche Argumentation liefert im Fall p = 2, dass die Zusammen-
hangskomponenten von M Zs-Kohomologie komplex oder reell projektive Réume sind
und die Aussagen (i),(ii), (iii) des Theorems sinngeméf gelten. Lésst sich die G-Operation
auf M zu einer Operation eines Torus T fortsetzen, so zeigt die folgende Rechnung, dass

alle Zusammenhangskomponenten von M Zy-Kohomologie komplex projektive Riume
sind [6, S.163,378|.

> dim H (MY Zo) =Y dim H'(M; Zy) = x(M)

= (M) = x (M%)") = x(u)
= Z )i dim H (M Z)

Sie sind also insbesondere orientierbar.
Mit Hilfe eines universellen Koeffiziententheorems, lisst sich zeigen [6, S.393]:
Korollar 2.5. FEs sei M ein Z-Kohomologie komplex projektiver Raum und T ein Torus

der auf M operiert. Dann sind alle Zusammenhangskomponenten von M Z-Kohomologie
komplex projektive Rdume.

Im Beweis von Theorem 2.4 wurde nur zur Bestimmung der Kohomologie von M7
benutzt, dass die Koeffizienten aus Q stammen. Also gelten auch die anderen Aussagen
des Theorems in der Situation des Korollars fiir Kohomologie mit Koeffizienten in Z.

Korollar 2.6. FEs sei M ein Z-Kohomologie komplex projektiver Raum, auf dem der Torus
T operiere. Ist v; : Fy — M die Inklusion einer Zusammenhangskomponente von M7 .
Dann wird der Kern von i : H5%(M;Z) — HA(F;) von (€ — a;)™ erzeugt.

Beweis. Esseien R = H*(BT;Z) = Z[t1,...,t;Jund Ry = S"'H*(BT;Z) = Q(t1, . .., t.)
Betrachte das kommutative Diagramm

*

Rlz] —2= Hi (M) —~ H*(F)) ® R

Ry|x]

H*(F;) ® Ry

pi

In ihm sind die vertikalen Abbildungen injektiv. Im Beweis des Theorems wurde gezeigt,
dass der Kern von p; von (x — a;)™*! erzeugt wird. Mit dem Satz von GauB folgt, dass
der Kern von ¢} o p ebenfalls von (x — a;)™*"! erzeugt wird. Die Definiton von p liefert
nun die Behauptung. O

11



2 Aquivariante Kohomologie

Aus obiger Bemerkung folgt:

Korollar 2.7. In der Situation des vorherigen Korollars sei H eine Untergruppe von T.
Dann ist jede Zusammenhangskomponente von MH orientierbar.

Beweis. Es sei T" die Zusammenhangskomponente der 1 von H und fiir eine Primzahl
p € N bezeichne T, die Untergruppe der p-Torsion von U = H/T’. Dann ist U = @p T,

und
= (7)< ((m)")
Nun ist M7 ein Z-Kohomologie komplex projektiver Raum und die U-Operation auf

M™" ergibt sich aus der Einschrinkung der T /T’"-Operation auf M 7" Nach der obigen
AT
Bemerkung ist also <M T) * orientierbar. Die Behauptung folgt nun mit [6, S.175]. O

Do o

2.4 G-Vektorbiindel und aquivariante charakteristische Klassen

In diesem Abschnitt sollen einige Eigenschaften von G-Vektorbiindeln und dquivarianten
charakteristischen Klassen gezeigt werden. Zunéchst sollen aber einige Aussagen iiber
lineare Darstellungen eines Torus wiederholt werden.

Es sei T ein Torus vom Rang k, also T 22 R* /Z*. Dann sind alle irreduziblen komplexen
Darstellungen von 7' eindimensional und es gibt natiirliche Bijektionen

irreduzible komplexe _, gixk
T-Darstellungen

(¢:T — S — D¢y
und

irreduzible komplexe 1.
{ T-Darstellungen } — H(T;2)
(6:T — S") — 6°().
Dabei bezeichnet i einen Erzeuger von H!(S';Z). Also ist der Darstellungsring von T
gegeben durch R(T) = Z[tl,tfl,...,tk,tlgl]. Ist speziell T = S!, so ist t; durch die
Multiplikation auf C gegeben, d.h. t; : S1 x C — C (g,2) — gz.
Durch den Isomorphismus

H?*(BT;Z) = Hom(H,(BT),Z)

= Hom(mo(BT),Z) BT ist einfach zusammenh#ngend
= Hom(m(T),Z) ET ist kontrahierbar

~ Hom(H1(T),Z)

~ HY(T;7)

erhélt man aulerdem eine natiirliche Bijektion

{ irreduzible komplexe

2 .
T-Darstellungen } — H*(BT;Z)

(¢:T — S') — B¢*(c),

12



2.4 G-Vektorbiindel und dquivariante charakteristische Klassen

wobei B¢ : BT — BS' die klassifizierende Abbildung des S'-Biindels ET X St st
und ¢ € H?(BSY;Z) die universelle erste Chern-Klasse bezeichnet. Das Element von
H?(BT;7Z) (bzw. HY(T;Z), Z'**) das unter dieser Bijektion der irreduziblen Darstellung
¢ entspricht wird auch als Gewicht von ¢ bezeichnet.

Die irreduziblen reellen T-Darstellugen sind durch

(i) die triviale Operation auf R
(ii) die nicht-trivialen irreduziblen komplexen Darstellungen

gegeben. Dabei sind zwei irreduzible komplexe Darstellungen x1, x2 genau dann als reelle
Darstellungen isomorph, wenn 1 = x5 mit a = £1.

Bezeichnung 2.8. Um zwischen reeller und komplexer Isomorphie von T-Darstellungen
zu unterscheiden, wird die folgende Notation verwendet. Es seien x1, x2 reelle oder kom-
plexe T-Darstellungen und H eine Untergruppe von 7.

(i) x
(ii) x1 =ZHR X2, falls x1 und x2 als reelle H-Darstellugen isomorph sind.
X

) X1 =R X2, falls x1 und x2 als reelle T-Darstellugen isomorph sind.

)
(iii) x1 =c x2, falls x1 und x9 als komplexe T-Darstellugen isomorph sind.

)

(iv) x1 Zm.c X2, falls x1 und x2 als komplexe H-Darstellugen isomorph sind.

Definition 2.9. Es sei G eine kompakte Lie-Gruppe. Ein Vektorbiindel p : F — X
iiber einem G-Raum X zusammen mit einer G-Operation auf dem Totalraum FE, die die
folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) p: EF — X ist dquivariant.
(ii) Fiir allex € X und g € G ist g : By — Egy () linear,
wird G- Vektorbiindel genannt.

Das einfachste Beispiel eines G-Vektorbiindels {iber einer G-Mannigfaltigkeit M ist das
Tangentialbiindel TM auf dem G durch die Differentiale der Operation auf M operiert.
Ebenso wird das Normalenbiindel I/% einer G-Untermannigfaltigkeit IV von M zu einem
G-Vektorbiindel.

Satz 2.10 ([2, S.38]). Es sei E — X ein komplezes G-Vektorbindel und G operiere
trivial auf X. Dann g¢ibt es irreduzible G-Darstellungen Vi,...,V, und Vektorbiindel
Ey,....E, — X auf denen G trivial operiert, so dass

n
E=cDE oV

=1

Korollar 2.11. Es sei T ein Torus und E — X ein reelles T-Vektorbiindel, so dass T
trivial auf der Basis X operiert. Falls die T-Operation auf E keinen Fizpunkt aufSerhalb

des Nullschnitts besitzt, gibt es eine komplexe Struktur auf F, die es zu einem komplexen
T-Vektorbiindel macht.

13



2 Aquivariante Kohomologie

Beweis. Durch E' @ C ist ein komplexes T-Vektorbiindel tiber X gegeben. Es gibt also
paarweise verschiedene Gewichte w1, ..., ws; und komplexe Vektorbiindel Eq, ..., E5, so
dass

7i
E®Czr (PE V(i)
i=1
Dabei bezeichnet V(w;), die durch @; bestimmte T-Darstellung.
Da die komplexe Konjugation p: EQC — E®C, e® z — e ®7%, mit der T-Operation
kommutiert, gilt fiir g € T und v € E; @ V(w;)

9(p(v)) = p(g(v)) = p(g“v) = g~ p(v).

Daher gibt es ein 1, mit w; = —; und p(E; ® V(w;)) = E; @ V(;).
Bezeichnet (-, -) eine hermitesche Metrik auf E;, so induziert die Paarung

Ei®E~j — C v; @ vj <vi,p(vj)>

einen Isomorphismus von E’j und dem zu E; dualen Biindel EN';" .
Es gibt also Gewichte w1, ..., w, und komplexe Vektorbiindel F1,..., E,, so dass

E®C2=r PE @V (w) @ EfV(-w)).
i=1
Als reelles Vektorbiindel ist £ ® C isomorph zu E @ E. Unter diesem Isomorphismus
wird der erste Summand mit {v+ p(v);v € EQC} ={v e EQC;p(v) =v} C E®C
identifiziert.
Da fir v € E; @ V(w;) p(v) € Ef @ V(—w;) gilt, ist durch

@Ej®V(wj)—>E v v+ p(v)
i=1

ein Isomorphismus von reellen T-Vektorbiindeln gegeben. Also besitzt E eine komplexe
Struktur mit der gewiinschten Eigenschaft. O

Die Voraussetzungen des Korollars sind in der folgenden Situation erfiillt. Der Torus
T operiere differenzierbar auf der Mannigfaltigkeit M und F; sei eine Zusammenhangs-
komponente von M7T. Dann gibt es w1, ..., w; € H*(BT;Z) — {0}, so dass

V% = @Vl(wzk) (2.2)

Jj=1

Dabei entsprechen die v;(wj;) den E;®V (w;) aus dem Beweis des Korollars. Die w;; sind
bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt und werden als lokale Gewichte bei F; der
T-Operation auf M bezeichnet. Im Folgenden sei d;;; = dim v;(w;). Die T-Darstellung
auf einer Faser von V% wird auch als Normalendarstellung N(F;, M) bei F; bezeichnet.

Lemma 2.12. FEs sei G eine kompakte Lie-Gruppe und p : P — B ein G-Prinzipalbiindel.
Dann ist p* : Vect(B) — Vectg(P) eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen von
Vektorbiindeln iiber B und den Isomorphieklassen von G-Vektorbiindeln tiber P. Die zu

*

p* inverse Abbildung ist durch E +— E/G gegeben.
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2.4 G-Vektorbiindel und dquivariante charakteristische Klassen

Beweis. Fiir endliche Gruppen wird diese Aussage in [2, S.36] gezeigt. Die dortige Argu-
mentation bleibt auch fiir unendliche Gruppen richtig, sofern gezeigt werden kann, dass
fiir ein G-Vektorbiindel € : E — P E/G — B lokal trivial ist.

Betrachte hierzu zunéchst den Fall P = B x G. Es sei s : B - B x G, z — (z,1).
Dann induziert

E— s*E e ema(€(e))

einen Homdomorphismus E/G — s*E mit Inversem s*F — E — E/G. Dabei bezeichnet
m 1 B X G — G die Projektion auf den zweiten Faktor. Nun folgt die lokale Trivialitéit
von E/G — B aus der lokalen Trivialitit von s*E — B.

Der allgemeine Fall folgt nun aus der lokalen Trivialitit von P — B. O

Da fiir einen G-Raum X durch EG x X — X ein G-Prinzipalbiindel gegeben ist [6,
S.75], zeigt das obige Lemma, dass die Borel-Konstruktion F¢g eines G-Vektorbiindels
¢ : FE — X durch € : Eg — Xg, &(Jz,v]) = [z,&(v)], zu einem Vektorbiindel iiber
X¢ wird. Falls E orientiert ist und die G-Operation auf F orientierungserhaltend ist,
kann E¢ so orientiert werden, dass die Einbettung E — Eg, v +— [e,v], fiir jedes e €
EG orientierungserhaltend ist. Insbesondere gibt es einen Thom-Isomorphismus @4 :
HL(X) — HE™(E,E - X).

Die Eulerkasse e(Eq) = j*®¢(1) € HA(X) von Eg wird als dquivariante Eulerklasse
¢%(E) von E bezeichnet. Entsprechenend erhilt man die #iquivarianten Stiefel-Whitney-,
Chern- und Pontrjagin-Klassen von E aus den Stiefel-Whitney-, Chern- und Pontrjagin-
Klassen von Eg.

Im Folgenden sollen einige Figenschaften dieser charakteristischen Klassen hergeleitet
werden.

Korollar 2.13. Es seien E', E?> G-Vektorbiindel iber einem G-Raum X und f : X1 — X
eine G-Abbildung. Dann gilt

wY(E' ® E?) = w¥(EY) Uw®(E?)
wG(f*El) — f*wG(El)
Die entsprechenden Aussagen fiir Chern- und Pontrjagin-Klassen gelten ebenfalls.

Beweis. Nach Lemma 2.12 gilt mit p: EFG x X — Xg

B¢ @ Bg = p'(Eg © BG)/G = (p"(Eg) @ p*(E))/G
~ (EG x (E' @ F%))/G = (E' @ E?)¢.

Ananloge Rechnungen zeigen, dass aulerdem
E;® EL = (E'© B)g [*EG = (f*E)q
gilt. Hieraus folgt die Behauptung des Korollars. O

Es seien T ein Torus und V eine irreduzible komplexe T-Darstellung. Fasst man V'
als T-Vektorbiindel iiber einem Punkt auf, so ist ¢! (V) das Gewicht von V. Also liefert
Satz 2.10:
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2 Aquivariante Kohomologie

Korollar 2.14. Ist in der Situation von Satz 2.10 G ein Torus, c(E;) = H?fiEl(l + xij)
und a; das Gewicht von V;, so gilt:

C(E) = H(l + x5 + a;)
ij
e(E) = [ [(wij + a)
ij
A. Hattori und T. Yoshida [11] haben gezeigt, dass fiir einen lokal endlichen CW-

Komplex X, auf dem die kompakte Lie-Gruppe G operiert und dessen Borel-Konstruk-
tion X homotopieiquivalent zu einem CW-Komplex ist, durch

G-Linienbiindel
iber X

} — HZ(X;7Z)
L (L)

eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen von komplexen G-Linienbiindeln iiber X
und HZ(X,Z) gegeben ist.

Falls H'(X;Z) = 0 und G = T ein Torus ist, ist die Abbildung res : HA(X;Z) —
H?(X;7) surjektiv. Also lisst jedes Linienbiindel einen Lift der T-Operation zu, d.h. es
gibt eine T-Operation auf seinem Totalraum, die es zu einem T-Vektorbiindel macht.

Falls X ein Z-Kohomologie komplex projektiver Raum ist, gibt es also ein ,dquivari-
antes Hopf-Biindel“ v : E(y) — X, das clT('y) = £ erfiillt. Die Bedeutung von ~ zeigt die
folgende Aussage.

Satz 2.15. In der obigen Situation seien Fi,...,F} die Zusammenhangskomponenten
von XT, x; € F; und x; die T-Darstellung auf der Faser von ~ diber x;. Dann sind die
globalen Gewichte der T-Operation durch die Gewichte der x; gegeben. Insbesondere sind
die x; paarweise nicht isomorph.

Beweis. Es seien ¢; : x; — X die Inklusionen. Dann gilt nach der Definition der globalen
Gewichte aq,...,a; und der Wahl von ~:

a; = ;€ = tjci (v) = ¢f (1]7)

Nach Theorem 2.4 sind die a; paarweiese verschieden. Daher sind die y; paarweise nicht
isomorph. O

Die Darstellungen x; werden auch als Hopf-Darstellungen bei F; bezeichnet.

Satz 2.16. S! operiere auf dem Z-Kohomologie komplex projektiven Raum X. Es seien
m € N und Fy, Fy zwei Zusammenhangskomponenten von Xsl, die in der gleichen Zu-
sammenhangskomponente von XZm enthalten sind, und a1,as die zugehirigen globalen
Gewichte. Dann ist m ein Teiler von a1 — as.

Ist m eine Primzahl so gilt auch die Umkehrung.

Beweis. Es seien x; € F; (i = 1,2). Sind F; und F3 in der gleichen Zusammenhangskom-
ponente von X%m enthalten, so sind die Z,,-Darstellungen auf den Fasern von ~ iiber x;
und x5 isomorph. Da die Gewichte der S*-Operation auf diesen Fasern durch a; bzw. as
gegeben sind, folgt die Behauptung.
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2.5 Lineare Modelle

Sei nun m € N ein Primteiler von a1 — as. Da das Diagramm

H* (X3 L) <" Hy, (X3 Zn) —> H, (25 L)

1
S
T reSZm T T
L*

H*(X;Z) <"~ Hq(X;Z) — = HZ (35 Z)

kommutiert, sind die globalen Gewichte der Z,,-Operation durch die Reduktion modulo
m der globalen Gewichte der S'-Operation gegeben. Da a; = ap mod m, folgt die
Behauptung mit Theorem 2.4. O

2.5 Lineare Modelle

In Hinblick auf Theorem 2.4 stellt sich die Frage, welche a; € H?(BT,Z) als globale
Gewichte einer differenzierbaren Toruswirkung auf einem Kohomologie komplex projek-
tiven Raum realisiert werden kénnen.

Seien also a1,...,ar € H?(BT,Z) paarweise verschieden, ni,...,n;y € Nund A =
@le C"*l®V (a;) die durch die a; und n; gegebene komplexe T-Darstellung. Bezeichnet
P(A) den Raum der eindimensionalen komplexen Untervektorrdume von A, so wird
durch die T-Operation auf A eine Operation auf P(A) induziert. Offenbar gilt

k k
PA)" =P @ V(a)) = J{p € P(A);pc C"' @ V(a;)}.
=1 =1

Da das dquivariante Hopfbiindel von P(A) durch {(p,v) € P(A) x A;v € p} gegeben ist,
erhdlt man mit Satz 2.15, dass die globalen Gewichte der T-Operation auf P(A) durch
die a; gegeben sind.

Also lassen sich beliebige Elemente aus H?(BT;Z) als globale Gewichte einer Torus-
wirkung auf einem Kohomologie komplex projektiven Raum realisieren.

2.6 Konstruktion der Petrie-Operationen

Bei den in Abschnitt 2.5 konstruierten Toruswirkungen besteht der folgende Zusammen-
hang zwischen den Normalendarstellungen N (F;, M) und den Hopf-Darstellungen y; bei
F;
N(F;, M) =g @ (ni + 1)x;x; "
J#
Falls eine Toruswirkung diese Gleichung erfiillt, wird sie als linear oder von linearem
Typ bezeichnet.

W.-Y. Hsiang [15, S.108] vermutete, dass jede Toruswirkung auf einem Kohomologie
komplex projektiven Raum M linear ist. Allerdings zeigte T. Petrie [25; 27|, dass dies
zumindest fiir den Fall von S'-Operationen nicht zutrifft. In diesem Abschnitt soll die
Konstruktion aus [27] auf Tori vom Rang > 2 verallgemeinert werden.

Es seien T ein Torus vom Rang r, T =S'xT, p,qg > 2 zwei teilerfremde natiirliche
Zahlen, ay = :I:pq2é und x, p1,...,pn : T — S' nicht-triviale Darstellungen.
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2 Aquivariante Kohomologie

Nun werden T-Moduln Q4, N und M definiert. Es seien Q4 = H” und M = H = N,
wobei die T-Operation jeweils durch

“pr(g)ua, .-, pn(g)un)x(g)” il (ur,... up) € Q4
“Fpr(g)vr, - pn(g)on)x(9)™ " fiir (v1,...,vp) € Q-
(p+Q)/2xX(g)(P—Q)/2 fiir z € N,
“Hwx(g)" fiir w e M

(77>g)(u1a .- '7uh) =
(m,9)(v1,... 0p) =

und (n,g) € T gegeben ist. Setzt man nun Q = Q4 & Q_, so induziert die T-Operation
auf der Sphire S(f2) eine lineare T-Operation auf P(Q) = S(Q)/S* = CP*~1.
Sind a, b > 0 natiirliche Zahlen mit ap — bg = —1, so ist

w:N—>M w(zo +j21) = 28 + 7P + j2828 (20,21 € C)

eine eigentliche, T-iiquivariante Abbildung mit w™1(0) = 0. Durch Skalieren lisst sich
auBerdem erreichen, dass z +— ||w(z)||? keine kritischen Werte in ]0, 1] besitzt. )
Also ist auch F' : S(2) x N — M F(u,v,z) = 2(u,v) — w(x) eine eigentliche T-
dquivariante Abbildung. Dabei ist fiir u,v € H" (u,v) = > I, %wv;. Da St trivial auf M
und N operiert induziert F eine T-Abbildung F : P(Q) x N — M.
Satz 2.17. 0 € M st requlirer Wert von F und F. Also gilt:
o Z(w) = F~Y(0) ist eine T-Untermannigfaltigkeit von S(Q) x N

o X(w)=Z(w)/S* = F~1(0) ist eine T-Untermannigfaltigkeit von P(Q) x N

P(Q2)xN
VXEW;X =X(w)x M

Beweis. Es sei f:H" x H" — H f(u,v) = (u,v). Dann ist fiir ug, vo,u,v € H"
Df(uo,vo)(uav) = <UO,U> + <U, U0>~

Insbesondere ist (0, 0) der einzige kritische Punkt von f. Es sei nun (ug, vg) € S(H" xH").
Falls (ug,vo) = 0 ist, ist die Einschrankung von D I auf den Tangentialraum der
Sphére in (ug,vo) surjektiv.

Falls (ug,vg) # 0 ist, sei x € H, so dass w(z) = 2(ugp, vp). Dann ist

U0,v0)

H = (ug, v0) + Dw,(H)
= 1(ug, v0)R @ j(up, vo)R & k(up, vo)R + Dw, (H)
= D f(ug,v0) (=107 0)R & D fyg ) (=107, 0)R & D fu5 0) (—0k; 0)R + D, (H)
= D fugw0) (Tlug,v0) (S(H" x H")) 4+ Dw, (H),

da z — |Jw(z)||? keine kritischen Werte in ]0, 1] besitzt.
Insgesamt ergibt sich also, dass 0 € H ein regulérer Wert von F' ist. O

Neben T operiert auch die symplektische Gruppe Sp(n) auf Z(w). Diese Operation ist
durch die Einschrankung der durch g(u,v,z) = (gu, gv,x), g € Sp(n), (u,v,z) € H" x
H"™ x H gegebenen Operation auf H" x H" x H gegeben. Der Bahenenraum Z(w)/Sp(n)
ist

D(w) = {(z,t) € H x R; [lw(z)[|* + ¢* < 1}
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2.6 Konstruktion der Petrie-Operationen

falls n > 1 und 0D(w) falls n = 1. Die Bahnenabbildung ist gegeben durch p : Z(w) —
D(w), p(u,v,2) = (@, [ul|* — ||v]|).
Definiert man fiir die Identitét 7 : HH — H

Z(I) ={(u,v,z) € S(H" x H") x H;2(u,v) = I(x)}

und D(I) = Z(I)/Sp(n) analog zu Z(w) und D(w), so ist Z(I) diffeomorph zur Sphére
S(H" x H") und D(I) = D,

O: Zw) — Z(I), O(u,v,z) = (u,v,w(x)), ist eine Sp(n)-Abbildung. Die durch ©
induzierte Abbilung © : D(w) — D(I) ist die Einschrinkung von ¢ : H x R — H x R,
Y(x,t) = (w(z),t). Es sei 9O die Einschrinkung von © auf dD(w).

Lemma 2.18. + ist transversal zu OD(I). Daher ist ~1(0D(I)) = 0D(w) eine 4-
dimensionsale Mannigfaltigkeit. Auferdem hat 0O den Grad 1.

Beweis. Die erste Aussage folgt unmittelbar daraus, dass ||w(z)||? keine kritischen Werte
in ]0, 1] besitzt. Daher geniigt es, um den zweiten Teil der Aussage zu zeigen, zu zeigen,
dass w den Grad 1 hat.

w ist eine T-Abbildung, induziert also eine Abbildung wr : Ny — Myp. Sind Uy €
H*(Np,Nr — BT) und Uy € H*(M7, Mp — BT) die Thomklassen der Vektorbiindel
Nr — BT bzw. My — BT, so gilt wiUy = (grad w)Ux und daher

e(Mr) = (grad w)e(N7)

Da M als T-Darstellung isomorph zu xP?@y und N zu x? @ x? ist, folgt e(Mr) = pqd? =
e(Nr), wobei d das Gewicht von x bezeichnet. Insbesondere hat w den Grad 1. O

Lemma 2.19. D(w) ist homdomorph zum Kegel COD(w) von 0D(w).

Beweis. Es sei f : H x R — R eine differenzierbare Abbildung, die auf D(w) mit
lw(2)||? + t? iibereinstimmt und auBerhalb einer kompakten Teilmenge von H x R ver-
schwindet. Es sei £ das Vektorfeld —grad f. Da £ auflerhalb einer kompakten Menge
verschwindet, erzeugt es eine Einparametergruppe von Diffeomorphismen ¢;. Nun ist
durch h : COD(w) — D(w), h(0,s) = ¢_=_(0), 0 € 0D(w), s € [0, 1], ein Homdomorphis-
mus gegeben. O

Lemma 2.20. Die kritischen Punkte von X : 0D(w) — R, A(z,t) =t sind (0,%1).

Beweis. Fiir (x,t) € 0D(w) gilt t2 + ||w(x)||*> = 1. Daher kann ein Punkt (z,t) € 0D(w)
nur dann ein kritischer Punkt von A sein, wenn ¢ = 0 ist oder (x,t) = (0,£1) ist. Falls
t =0 ist, ist T(, AN T, D(w) C ker DH“’()H%M) Da 1 ein regulirer Wert von ||w(-)||?
ist, ist dim ker D|jw(- )|| )y N Tz H = 3. Da aber dim D(w) = 4 ist, kann D), ;) nicht
auf T(, ) D(w) Verschwmden O

Aus den beiden obigen Lemmata ergibt sich unmittelbar:
Korollar 2.21. dD(w) ist homdomorph zu S* und D(w) zu D,

Theorem 2.22. ©: Z(w) — Z(I) = S(H" x H") ist eine Homotopiedquivalenz.
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2 Aquivariante Kohomologie

Beweis. Die obigen Lemmata zeigen:

Z(w), Z(I) sind Sp(n)-Mannigfaltigkeiten mit zwei Orbittypen Sp(n)/Sp(n — 1) und
Sp(n)/Sp(n — 2). Die Bahnenriume sind jeweils homéomorph zu D?; so dass die sin-
guldren Orbiten den Punkten in 0D (w) bzw. dD(I) entsprechen. © induziert eine Ho-
motopiesiquivalenz 90 : 0D(w) — 0D(I).

Mit Hilfe der exakten Homotopiesequenz fiir die Faserung

Sp(n)/Sp(n —1) — p~ (9D (w)) — D(w)

sieht man, dass © : p~1(dD(w)) — p~1(0D(I)) eine schwache Homotopieiquivalenz ist.
Analog sieht man, dass © : Z(w) — p_1(8D( )) — Z(I) — p~Y(0D(I)) eine schwache
Homotopiedquivalenz ist.

Es seien D(w) D A 2 [ x 9D(w) und D(I) D B = I x dD(I), so dass ©(A) C B.
Nach [6, S.242] ist A = p~!(A) homotopiedquivalent zu p~1(dD(w)) und B = p~1(B)
homotopiedquivalent zu p~1(0D(I)).

Da © : A - 9D(w) — B — dD(I) eine Homotopiedquivalenz ist, ist auch © : A —
p~1(0D(w)) — B — p~1(0D(I)) eine schwache Homotopieiquivalenz.

Mit Hilfe der Mayer-Vietoris-Sequenz und dem Whitehead-Theorem sieht man nun,
dass © : Z(w) — Z(I) eine Homotopiedquivalenz ist. O

Theorem 2.23. Es sei ¥ eine Homotopiesphire der Dimension 2n + 1, auf der S* frei
und differenzierbar operiert, dann ist /St ein Homotopie CP"™. Auferdem ist das Hopf-
Biindel von X/S* gegeben durch ¥ xg1 C — X/S*.

Beweis. /8! ist eine 2n-dimensionale Mannigfaltigkeit und ¥ — ¥/S! ein S'-Prinzi-
palbiindel. Wegen BS!' = CP> ist dessen klassifizierende Abbildung homotop zu einer
Abbildung, die iiber ein f: X/S1 — CP" faktorisiert.

Die exakten Homotopiesequenzen fiir die Faserungen ¥ — ¥/S! und $?"+! — CP"»
zeigen, dass f fiir k < 2n+1 einen Isomorphismus von 7 (X/S!) und 7, (CP™) induziert.
Mit dem Whitehead-Theorem folgt die Behauptung. O

Korollar 2.24. X (w) ist homotopiedquivalent zu CP4"~1,

Die #quivarianten Hopf-Biindel von X (w) bzw. P() sind durch Z(w) xg1 C — X (w)
bzw. S(Q) xg1 C — P(Q) gegeben. Auflerdem gilt

Z(w)’X(w)T = (S(Q) X N|X(w ) |X(w)T
= S(2) X Nlp@yrx 0}
= S(9)|peyr * {0}.

Also stimmen die globalen Gewichte der Operation auf X (w) mit denen der Operation
auf P(Q) iiberein. Es folgt:

N(F, X(w)) & x™ @ x = P(n; + Dxin; " & xF & X%
J#
AuBerdem sieht man, dass die Hopf-Darstellungen der T-Operation auf X (w) durch
{pir pixt, pix®%, pix?* i =1, k}

gegeben sind.
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2.7 Der Gysin-Homomorphismus

2.7 Der Gysin-Homomorphismus

Die letzten beiden Abschnitte zeigen, dass die lokalen Gewichte einer Toruswirkung
auf einem Kohomologie komplex projektiven Raum nicht eindeutig durch ihre globa-
len Gewichte bestimmt sind. Allerdings lassen sich mit Hilfe des dquivarianten Gysin-
Homomorphismuses einige Relationen zwischen den lokalen und globalen Gewichten der
Operation herleiten.

Es seien M und N m- bzw. n-dimensionale geschlossene orientierte G-Mannigfaltig-
keiten und j : M — N eine dquivariante Einbettung. Dann ist der dquivariante Gysin-
Homomorphismus ji definiert durch die Komposition

o ) 5 HE™ 0 M) S HE™ (NN = M)~ B T),

Dabei bezeichnet ® den Thom-Isomorphismus des Normalenbiindels yﬁ von M. Der
Isomorphismus HE ™™™ (v, vy — M) = HE™™(N, N — M) wird durch die Einbettung
einer dquivarianten Tubenumgebung von M induziert.

Lemma 2.25. Es seien My, My, M3, My G-Mannigfaltigkeiten und ji : My — My, j :
My — My und js : Ms — My dquivariante Einbettungen mit jo(Ma) N js(Ms) = () Dann
gilt:

(i) (J2©j1)r = jar © ju
(ii) j3j3 =0 und j3jo =0
(i) jor(uU j5(v)) = jar(u) Uv fiir alle v e HE(My) und v € HE (M)
(iv) " (vy) = 52 (1)
Beweis. Die obige Situtation reduziert sich wie folgt auf den nich dquivarianten Fall. Es

seien M und N m- bzw. n-dimensionale geschlossene orientierte G-Mannigfaltigkeiten
und j : M — N eine dquivariante Einbettung und ¢ > 0. Dann gibt es ein £ > 0, so dass

HE(M) = HY(ME) HE™ ™ (N) = HT(NE)

Das Normalenbiindel von Mé in Né ist gegeben durch (Vﬁ)g Daher entspricht 7 :
HL(M) — HE™™(N) und den obigen Identifikationen gerade dem Gysin-Homomor-
phismus der Einbettung von Mé in Né. Also ergeben sich die obigen Eigenschaften des
dquivarianten Gysin-Homomorphismus aus den entsprechenden Aussagen des gewthnli-
chen Gysin-Homomorphismuses. O

Die folgenden Aussagen sind Verallgemeinerungen von Resultaten aus [25] und [29].

Theorem 2.26. Es sei M ein Z-Kohomologie komplex projektiver Raum, auf dem der
Torus T operiert. Auflerdem sei Fy eine Zusammenhangskomponente von M™ . Fiir die
vo(wo;) aus der Zerlegung 2.2 des Normalenbindels von Fy gelte c¢(vo(woj)) = 72(1 +

x15). Durch diese Zerlegung wird eine Orientierung auf 1/% induziert und es gilt

' (viy) = H(l‘lj + woj;) = ﬂ:H(go +ag — a;)"
lj i#£0
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2 Aquivariante Kohomologie

Insbesondere gilt

ng;?j =+ H(ao — ai)"iH.
J

i#0
Beweis. Nach Korollar 2.14 ist die Gleichung eT(y%) = [L,;(zi; + wo;) klar. Es ist
also nur €T(l/%) = £z +ao - a;)"* zu zeigen. Seien dazu j; : F; — M die

Einbettungen der Zusammenhangskomponenten der Fixpunktmenge. Da j/jo(1) = 0
fiir ¢ # 0, gibt es nach Korollar 2.6 eine ganze Zahl «, so dass

dor(1) = o JJ(€ = a)™ .
i#0
Durch Einschrianken auf gewdhnliche Kohomologie und Betrachtung des gewthnlichen
Gysin-Homomorphismuses sieht man « = +1. Also folgt

" (vi) = jgjo(1) = £ [ (€0 + a0 — as)™ 1.
i#0
]

Theorem 2.27. Es sei M ein Z-Kohomologie komplex projektiver Raum auf dem der
Torus T operiert. Auflerdem sei H eine Untergruppe von T und X eine Zusammen-
hangskomponente von M*™ . Dann gilt

dim X <2(x(X)—1).

Beweis. Es sei j : X — M die Einbettung von X in M. Dann gibt es ein a € H}.(M),
so dass

Es folgt

dim M — dim X = degji(1) >2 > (ni+1)
FNnX=0

= 2(x(M) — x(X))
= dim M + 2 — 2x(X).

Dabei wurde verwendet, dass fiir die Eulercharakteristik eines kompakten T-Raums X
X(X) = x(XT) gilt [6, S. 163]. O

Korollar 2.28. Der Torus T operiere auf dem Z-Kohomologie komplex projektiven Raum
M. Dann teilt jedes lokale Gewicht wo; bei Fy ein globales Gewicht a; — ag, j # 0.

Beweis. Es sei H der Kern der durch wg; gegebenen T-Darstellung. Dann gilt:
1
Y i+ 1) =x(X(H FR)) > 5 dim X (H, Fy) +1
FiCX(H,Fo)
1
> 3 dim Fy +1

:no—l-l
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2.7 Der Gysin-Homomorphismus

Also enthilt die Zusammenhangskomponente X (H, Fy) von X H die Fy enthilt, neben
Fjy eine weitere Zusammenhangskomponente F; von M T Eine dhnliche Argumentation
wie im Beweis von Satz 2.16 liefert nun die Behauptung. O
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3 Beweis von Theorem 1.1

In diesem Kapitel wird Theorem 1.1 bewiesen. Dazu wird zunéchst der Fall r = 1
betrachtet. AnschlieSend wird der Fall r > 2 auf diesen reduziert.

Es sei M ein Z-Kohomologie CP™, d.h. eine 2n-dimensionale geschlossene Mannig-
faltigkeit mit H*(M;Z) = Z[&]/(€0T) und degéy = 2. Der r-dimensionale Torus T
operiere differenzierbar auf M. Die Zusammenhangskomponenten von M7 werden mit
F; bezeichnet, n; = %dim F;. Die Hopf-Darstellungen und Normalendarstellungen wer-
den mit y; bzw. N(F;, M) bezeichnet.

Fiir eine Untergruppe H C T und eine Zusammenhangskomponente Fy von M7 be-
zeichnet X (H, Fy) die Zusammenhangskomponente von M H die Fy enthilt.

Definition 3.1. Man sagt, eine T-Operation auf M ist
(i) von linearem Typ bei Fy C M7T, falls
N(Fy, M) =g @ (ni + Dxixg -
i#£0

(ii) vom Petrie-Typ bei Fy C M7, falls es teilerfremde Zahlen p,q € N — {1,0} und
eine nicht triviale komplexe eindimensionale T-Darstellung y gibt mit

N(Ep, M) & x" & x =r P (ni + Dxixg " & xP & x°.
i#0
Die Operation ist von linearem Typ, wenn sie bei jedem F; C MT von linearem Typ
ist.

Die Operation ist vom Petrie- Typ, wenn sie bei jedem F; C M”T vom Petrie-Typ ist
und die Zahlen p, ¢ und die Darstellung x unabhéngig von ¢ sind.

3.1 DerFallr=1

In diesem Abschnitt werden nicht triviale S'-Operationen auf Kohomologie komplex
projektiven Rdumen untersucht. Da der Kern einer solchen Operation endlich ist, kann
angenommen werden, dass sie effektiv ist.

Dazu seien w;; € Z, so dass N(F;, M) =g >, t"* fiir alle i. Nach Theorem 2.26,
Korollar 2.28 und Satz 2.16 bestehen die folgenden Relationen zwischen den lokalen und
globalen Gewichten a; der Operation:

a) Hj;éi |aj — a; "t = [T wixl

b) Vk E|j wik\aj — a;

c) Vi ggT({a; —ai;j}) =1 = geT({wi; k})
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3.1 Der Fallr=1

Auflerdem kann ohne Einschrinkungen ag = 0 angenommen werden.

Lemma 3.2. Es sei m € Z, so dass X = X(Zm, Fy) neben Fy genau eine weitere
Zusammenhangskomponente Fy von MS" enthilt und mit | = %dimX

N(Fo,X) g]R (l — ng)tT

gilt. Dann ist
N(Fl, X) E'R (l — nl)trln'

Beweis. Es gilt N(Fy, X) =g Zk,mlﬂm t**. Also ist fiir wiy, € mZ X (Zuyy,» F1) C X.
Der Beweis von Korollar 2.28 zeigt, dass X (Z,, - F1) neben F) eine weitere Zusammen-
hangskomponente von M S enthalt. Also ist Fy C X (Zwlkanl) und es gibt ein d > 0
mit

> % g N(Fo, X (Zawyy,y Fr)) R dET

k w1k lwok

Also ist |wig,| = |m]. O

Theorem 3.3. S' operiere differenzierbar auf M, so dass M5 qus zwei oder drei Zu-
sammenhangskomponenten besteht. Dann ist die Operation von linearem Typ.

Beweis. Falls MS' aus zwei Zusammenhangskomponenten Fy und Fj besteht, folgt di-
rekt aus a) und b), dass die S'-Operatioin von linearem Typ ist.

Falls MS" aus drei Zusammenhangskomponenten Fj, F; und Fy besteht sind 3 Félle
zu unterscheiden:

(i) la1 —aol = |ag —ag| =1
(ii) |a1 — a0|, |a2 — CLO| >1
(iii) a1 —ag| =1 und |ag — ap| > 1

Im ersten Fall folgt aus a): |wog| = 1 fiir alle &k, d.h. die Operation ist linear bei Fp.
AufBlerdem ist dann |a; — az| = 2, nach b) nehmen die wy, woy also nur Werte in {1, 2}
an. Nach a) ist die Operation linear bei F} und F.

Im zweiten Fall kann wie folgt geschlossen werden. Seien pi,ps € N Primteiler von
a1 — ap bzw. ag — ag. Nach Theorem 2.4 und b), ¢) kann

b1 ! wol, - - -5 Wong+1 | a1 — ap D2 | Won1+2; -+ - - » Woni+no+2 | a2 — ap

Pljfazfao p2jfa1*ao

angenommen werden. Wegen a) ist die Operation dann linear bei Fp.

Im dritten Fall tritt (i) bei F1, d.h. es gilt (i) mit vertauschten a; und ag, oder (ii) bei
F, auf. Fir den ersten Fall ist bereits alles gezeigt, also kann angenommen werden, dass
der zweite Fall bei Fy auftritt, d.h. es gilt |a1 — aal, |ag — az| > 1.

Also ist die Operation linear bei Fy. Da |a; — az| und |ag — ag| teilerfremd sind, folgt
mit Theorem 2.27, Lemma 3.2 und a), dass die Operation linear bei Fjy und Fj ist. Aus
Symmetriegriinden folgt die Behauptung. O
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3 Beweis von Theorem 1.1

Korollar 3.4. Jede differenzierbare Operation eines Torus T auf einem Z-Kohomologie
komplex projektiven Raum M, deren Firpunktmenge aus hdéchstens drei Zusammen-
hangskomponenten besteht, ist linear.

Beweis. Es sei S' C T. Dann enthilt jede Zusammenhangskomponente von M S min-
destens eine Zusammenhangskomponete von M7T. Also besteht M*° " aus hochstens drei
Zusammenhangskomponenten. Also ist die S'-Operation auf M linear. Da dies fiir jede
S1 C T gilt, ist auch die T-Operation auf M linear. O

Theorem 3.5 ([20]). S operiere differenzierbar auf M, so dass M®' aus vier Zusammen-
hangskomponenten besteht. Dann ist die Operation von linearem Typ oder vom Petrie-
Typ. Im zweiten Fall haben alle Zusammenhangskomponenten von M5 die gleiche Di-
MENSION.

Dieses Theorem wurde von M. Masuda bewiesen. An dieser Stelle wird der Beweis
nur fiir den Fall isolierter Fixpunkte, M*® t = {zg, x1, z2, 23}, gefithrt. In diesem Fall ist
n = 3. Die Argumentation folgt hierbei I.J. Dejter [8].

Lemma 3.6. Fualls die S*-Operation in der obigen Situation nicht linear bei xq ist, gibt
es genau ein a;y, ig € {1,2,3}, das durch kein wqy geteilt wird.

Beweis. Angenommen, dass alle a; durch ein wq geteilt werden. Dann kann ohne Ein-
schrankungen angenommen werden, dass einer der drei folgenden Fille eintritt.

(i) wo3 | ar,a2 woilasz
(ii) wos | a1,a2,a3
(111) wo; ’ a; fiir ¢ = 1,2,3

Im dritten Fall ist die Operation nach a) und b) linear bei zg. Also kann in Fall (i)
wo2 | a3 und in Fall (ii) wp1, wez2 | ag angenommen werden. In beiden Féllen erhélt man
also

wWo3 ! ai, a2 wo1, Wo2 ! as.
Mit a) folgt nun
ai,az | wor,woz | a3 |wos| = ggT(wor, woz, woz) =1 ggT(ar,az) = ggT(a1,a2,a3) =1

Also gibt es ganze Zahlen by, by € Z, so dass wg1 = bjajaz und wpy = byajaz. Mit a)
folgt |CL3| = ]b1b2a1a2|.

Nun kann ohne Einschrinkungen as = +1 angenommen werden, da, falls a1 # +1 #
a2, 3 dim X (Za,q,,20) = 2 und X(X(Zg,a,,%0)) < 2 zu einem Widerspruch zu Theorem
2.27 fiithren.

Da die Operation als nicht linear bei xg vorausgesetzt ist, gilt |b1| # 1 # |ba|. AuBlerdem
sind by, by teilerfremd, da wegen

1 .
X(X(ZggT(bl,b2)a17$0)) 2> 9 dlmX(ZggT(bl,bz)aw‘To) +1=>3

71 € X (Zggr(by ,b2)ar> T0) 0der 22 € X (Zggr (b, hy)ay» To) gilt; also ggT(by,ba)ay | a1 oder
geT(b1,b2)as | 1.
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3.1 Der Fallr=1

Nach Lemma 3.2 und a) sind dann die lokalen und globalen Gewichte bei z3 gegeben
durch

w31 = iblal \al — CL3| = \al(l + blbz)’
w32 = :|:b2a1 ‘CLQ — a3| = ‘blbgal + 1‘
w33 — :|:(1 + blbg)(blbgal + 1) ‘ — a3| = ‘blbgal‘.

Nun liefert wss { a; — a3, a2 — a3, az einen Widerspruch.

Daher ist die Annahme falsch und es gibt mindestens ein a;, das durch kein wq geteilt
wird.

Angenommen a; und ag sind durch kein wyy teilbar. Dann gilt woq, wog, wos | ag und
wo; { wo; fiir ¢ # j. Mit Theorem 2.27 und Lemma 3.2 sieht man nun

{lws1l, [waal, lwss]} = {|worl, |wozl, [wos|}
Fiir 7,5 = 1,2, 3 seien ¢;; = ggT(wo;, woj) und b; € Z, so dass
|wo1| = c12¢13b1 |wo2| = c12¢23b2 |woz| = c32¢13b3.

Dann gibt es ein ¢ € Z, so dass a3 = qc1a¢13¢23b1b2bs und, wegen a), qajas = c12¢13¢23.
Auflerdem erhilt man

1 1
jaras| = — [ lwor| = — [ lwsr| = laz — asllar — aa|.
las| L, |as| %

Alsoist 1 = |14 g3|[1+ 23] Dies ist nur dann mdglich, wenn [as| = 2[a;| = 2[az|. Hieraus
folgt im Widerspruch zur Annahme |a;| = |a2| =1 und |az| = 2. O

In der Situation des vorangehenden Lemmas kann also angenommen werden, dass es
p,q¢,a, B,y € Nmit ggT(p,q) =1 gibt , so dass

(i) wojfar fur j =1,2,3
(i) wo1,woz | a2 und wog | a3
(ili) |wo1| = vp und |woz| = vq
(iv) [az| = ypga und |as| = |wos|B.
Lemma 3.7. In der obigen Situation gilt:
(i) a=p=v=1
(ii) p,q > 1
(iii) a1| =1

(iv) Die Operation ist nicht linear bei 5.
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3 Beweis von Theorem 1.1

Beweis. Mit a) erhélt man v = |a1|e8 und, wegen 3 dim X (Z,, zo) > 2, gilt v | a1 oder
v | as.

Falls v ein Teiler von a4 ist, gilt &« = f = 1 und = |a;|. Da die Operation nicht linear
bei xg ist, gilt auflerdem p,q > 1.

Um |a1| = 1 zu zeigen, geniigt es, wegen ggT (wo1, w2, wos) = 1, a1 | wos zu zeigen.
Angenommen a; { wps. Dann gilt nach Lemma 3.2 und a):

|wa1| = |a1p| lar — az| = |a1|(pg £1)
|waz| = |a1q| las — az| = |a1pg £ wo3]
|wa3| = (pq £ 1)|a1pg £ wo3| | — az| = |a1pq|.

Mit (pg £1) > 3 und ggT (a1, a1pq + wos), ggT (a1, pg + 1) | ggT (a1, wa3) = 1 ergibt sich
ein Widerspruch zu b).
Es muss also nur noch (iv) gezeigt werden. Es gilt

lay — az| = |1 £ ypq| lag — az| = v|pq & wo3| |laz| = |vpql-

Falls p kein Teiler von wos ist, ist X(Zp, z0) N M st = {z0,x2}, also kann nach Lemma
3.2 |wey| = vp angenommen werden, d.h. die Operation ist nicht linear bei xs.

Falls pq ein Teiler von wog ist, gilt x2, 23 € X (Zp, x0) N X (Zy, x0) und x1 & X (Zyp, x0)N
X(Zg,0). Da 3 dim X (Z,,20) = 2 = & dim X(Zq,2¢) und n = 3 erhélt man fiir i =
0,2,3 dim X (Zpq,2;) > 1. Mit Theorem 2.27 und (iii) erhélt man z2, 23 € X (Zyg, 20),
Wegen %dimX(qu,xo) =1 kann p | wey, wee ¢ | wa2, we3 angenommen werden. Daher
gilt way, waz, weg 1 |a; — az|, d.h. die Operation ist nicht linear bei z5.

Falls «y ein Teiler von ag ist, gilt aja | wo1, wo2, wos. Also ist |a1] = 1 = o und a) liefert
v =p.

Angenommen p = 1, dann sind die lokalen Gewichte bei x¢ gegeben durch

{lwoul, [wozl, [wosl} = {7, vq, lwos]}-

Da die Operation nicht linear bei xg ist, gilt also v # 1 # |wos| und ggT (7, |wes|) = 1.

Falls w3 1 ¢, siecht man mit Lemma 3.2, dass v | w31, w32 und |wp3| = |wss| angenom-
men werden kann. Falls wog | ¢, ist 23 € X (Zywgs, 0) C X (Zuwyy, o) N X (Zy, z0) und
%dim X (Zywos> x0) = 1, %dim X(Zupyy, w0) =2 = %dim X(Z, x0). Also kann v | w3y, w32
und w3 | w33, w32 angenommen werden. In beiden Fillen folgt

|ws1], [wsal, [wss| 1|1 £ we3y| = a1 — as|.

Also ist die Operation nicht linear bei x3. Nun gilt aber (iii), d.h. |a; — a3| = 1. Dies ist
im Widerspruch zu v # 1 # |wpg| nur dann méglich, wenn |wgsz|y = 2. Also sind p,q > 1.
Dass die Operation nicht linear bei x2 ist, kann wie im ersten Fall gezeigt werden.

Es muss also nur noch v = 1 gezeigt werden. Angenommen « > 1. Dann gilt |as], |as —
as] > 7 > 1. Da die Operation nicht linear bei z ist, ist |a; — az] = 1 und daher im
Widerspruch zu (ii) ypg = 2. O

Mit dem letzten Lemma erhalt man also:

lwo1| = p lai] =1
\w02| =4q |a2| =pPq
lwos| = pg £ 1 lag| = pg £ 1.
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3.2 Der Fall r > 2

Also ist die Operation bei xy und z3 vom Petrie-Typ. Durch Betrachtung der Z,q+1-
Darstellung N (X (Zpg+1,0), M)) erhdlt man auerdem:

lws1] =p mod pg+1 la1 — as| € {pq, pq £ 2}
lwsa] = ¢ mod pg+1 lag —az| =1
wss| = pg £ 1 | —as| =pg+1.

Mit a) erhélt man |a; —a3| = pg mod pg=+1, also |a; —ag| = pg. Wegen |wsa]|ws1| = pgq,
ist 0 < |wsz|, Jws1] < pg £ 1 und daher |wsz2| = ¢ und |wsz;| = p. Aufgrund des obigen
Lemmas ist die Operation also auch bei x1 und x3 vom Petrie-Typ. Damit ist Theorem
3.5 fiir den Fall n = 3 bewiesen.

3.2 Der Fall r > 2

In diesem Abschnitt werden einige Lemmata zusammengetragen, die in den folgenden
Abschnitten dazu verwendet werden die Ergebnisse des letzten Abschnitts auf den Fall
r > 2 zu verallgemeinern (vgl. [9]).

Lemma 3.8. Es seien Ty, Ty C T zwei Untertori, die T erzeugen, und Xo, X1 Zusam-
menhangskomponenten von M bzw. M2,

Dann ist Xo N X, € MT zusammenhdngend. Insbesondere enthdlt Xo N X1 maximal
ein Fi

Bewers. Falls Xg N X nicht leer ist, gibt es eine Zusammenhangskomponente Fj von
MT ., sodass Fy C XoN X1 € MT. Ist Fy eine weitere Zusammenhangskomponente von
MT mit F; € XoN X;. Dann gilt fiir j = 0,1 xo =7, c x1 und damit auch xo =¢ x1.
Mit Satz 2.15 erhilt man Fy = F; = XN X;. ‘ O

Lemma 3.9. Fiir jede Zusammenhangskomponente Fy von MT gilt:

()
N (Fo, M) =x @D N (Fo, X (T, Fo)),

wobei auf der rechten Seite der Gleichung iber alle Untertori T C T mit Korang
1 summiert wird.

(ii) Jedes Fy, i # 0 ist in genau einem dieser X (T, Fy) enthalten.
Beweis. (i)

N(Fo, M) = @ N(Fo, M)T = P N (Fo, X(T' Fo))

(ii) Fj ist nach Satz 2.15 genau dann in X (7', Fy) enthalten, wenn T C ker XiXg - Da
ker xixo ! den Rang r — 1 hat, ist dies genau dann der Fall, wenn T die Zusam-
menhangskomponente der 1 von ker x;x, L

O
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3 Beweis von Theorem 1.1

Bemerkung. Ist T ein beliebiger Untertorus von T, so erhélt man mit dem obigen Lemma

N(Fo, X(Ty, Fo)) = @D N(Fo, X (To, Fo)")
=p (D N(F. X (T, Fo) N X (To, Fo)) =z €D N(Fo, X(T', Fy))-
TocT
Insbesondere gilt fiir xg € Fp:
N(Fy, M) =g N(Fy, X(To, Fo)) ® €D N(Fo, X (T, Fy))
TogT
T M =g Ty, X (To, Fo) ® @ N(Fo, X(T, Fy)).

Tog T

Dabei wird jeweils iiber die Untertori T vom Korang 1 von 7' summiert.

Lemma 3.10.

(i) Die T-Operation auf M st genau dann von linearem Typ bei Fy, wenn die T'-
Operation auf X (T, Fy) fir alle Untertori T C T vom Korang 1 von linearem Typ
bei Fy ist.

(i) Die T-Operation auf M ist genau dann vom Petrie-Typ bei Fy, wenn es einen
Untertorus Ty C T mit Korang 1 gibt, so dass die T'-Operation auf X (Ty, Fo) vom
Petrie-Typ bei Fy und auf X(T Ey) fiir alle Untertori Ty # T c T vom Korang 1
von linearem Typ bei Fy ist.

Beweis. Falls die Operation auf M linear bei Fj ist, dann gilt

N(Fy, X(T, Fy)) =g N(Fy, M)" = B i+’
i#0,F;C X (T, Fp)

Also ist die Operation auf X (T, Fy) bei Fy linear. Die Umkehrung dieser Aussage folgt
aus Lemma 3.9.

Falls die Operation auf M vom Petrie-Typ bei Fy ist, sei Ty der maximale Torus von
ker x. Dann hat Ty den Rang » — 1 und es gilt

N(Fo, X (To, Fo)) ® xP @ x =g (N(Fo, M) @ x* @ x)™°
To

2p | @D+ 1)x; X" @ X" @ !
0

> P D x X ex
i;ﬁO,FiCX(To,Fo)

Fiir einen anderen Untertorus Ty # T C T vom Rang r — 1 gilt

N(Fy, X(T, Fy)) =g N(Fy, M)" = B i+’
i#0,F;C X (T, Fp)

Damit ist der erste Teil der Behauptung gezeigt. Die Umkehrung folgt auch hier aus
Lemma 3.9. ]
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3.2 Der Fall r > 2

Lemma 3.11. T operiere auf M und es gebe eine Untergruppe S* C T mit:

(i) Fiir alle Untertori T c T vom Korang 1 mit St ¢ T ist die T-Operation auf allen
Zusammenhangskomponenten X von ML von linearem Typ.

(i) Die T-Operation auf einer Zusammenhangskomponente Yy von MS" ist vom linea-
ren (bzw. Petrie-) Typ.

Dann ist die T-Operation auf M vom linearen (bzw. Petrie-) Typ.
Beweis. Es sei Fjy eine Zusammenhangskomponente von M7 . Falls Fyy in Y, enthalten
ist, gilt:

N(Fy, M) =g N(Fy,Yo) ® @ N(Fo, X (T, Fo)),
wobei auf der rechten Seite iiber alle Untertori 7 C T mit Korang 1 und S* ¢ T
summiert wird. Aus Lemma 3.9 folgt nun, dass die Operation bei Fj vom linearen (bzw.

Petrie-) Typ ist, d.h. es gibt eine komplexe eindimensionale, méglicherweise triviale,
T-Darstellung y mit S' C ker y und zwei Zahlen p,q € N, so dass

N(Fp, M) & x™ & x =r @ (ni + Dxixg ' & xP & x“.
i£0

Falls Fy nicht in Y, enthalten ist, kann wie folgt geschlossen werden. Es seien Fj
eine Zusammenhangskomponente von Yy, Ty C T der Untertorus vom Korang 1 mit
Fy C X(Ty, Fy), zp € Fo und z1 € Fy. Dann gilt

TooM =g Ty, X (S', Fo) & @D N(Fo, X(T, Fp))
S1gT

g T, X(S, F)® @ (ni+ Dxixg "
i, FiZ X (S, o)

Andererseits ist

TooM & XS x Zr Toy M & XS =R Ty F1 @ N(F1,M) @ X" @ x

=rr XXy © D+ Dxixg ' @ xP @ x*
i#£1
>,k Too Fo & @ (ni + Dxixg ' & X7 & x*.
i#£0
Also folgt

N (Fo, X (S, Fp)) @ xP1 @ x 21y Tug X (SY, Fo) © Tig Fo @ XP1 @ x

=70,R @ (ni + Dxixg ' @ X" & X7
i;ﬁO,Fl'CX(Sl,FQ)

Da S! trivial auf Tj,, X (S!, Fyy) operiert, setzt sich dieser Isomorphismus zu einem Isomor-
phismus von T-Darstellungen fort. Also ist die 7-Operation linear (bzw. vom Petrie-Typ)
bei F(]. ]
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3 Beweis von Theorem 1.1

Lemma 3.12. Der Torus T vom Rang r > 2 operiere fast effektiv auf M und es seien
Fy eine Zusammenhangskomponente von MT und Ty C T ein Untertorus vom Korang
1, so dass X (T, Fo) 2 Fy. Dann gibt es S& C Ty, so dass jeder Untertorus Ty C T vom
Korang 1 mit S} ¢ Ty fast effektiv auf X (S, Fo) operiert.

Beweis. Es sei S} C Ty, so dass dim X (5§, Fy) = maxgi 7, dim X (S*, Fyy). Nach Lemma
3.9 gilt:
N(Fo, M) =g N(Fy, X(5;, o)) @ @ N(Fo, X(T, Fy))
SigT
Da die T-Operation auf M fast effektiv ist, folgt

& N(Fo, X(T, Fy)) # 0.

SigT

Es sei nun 77 C T ein Untertorus vom Korang 1, so dass Sé ¢ T1. Angenommen T}
operiert nicht fast effektiv auf X (S§, Fy). Dann gibt es S} C Ty, so dass S} trivial auf
X(Scl), Fy) operiert. Wegen N(Fy, X (Ty, Fy)) # 0 ist St C Tp. Also erzeugen ST und Sé
einen Untertorus Ty von Ty vom Rang 2, der trivial auf X (S§, Fo) operiert. Ist T ein
Untertorus von T vom Rang r — 1 mit N (Fy, X (T, Fp)) # 0 und S} ¢ T, dann gibt es
S' < T N Ty und im Widerspruch zur Wahl von Sé gilt:

N(Fo, X(S', Fo)) D N(Fo, X(Sp, Fo)) ® N (Fo, X(T, Fy)).

3.3 Toruswirkungen mit bis zu 4r — 1
Fixpunktmengenzusammenhangskomponenten

Proposition 3.13. T operiere auf M und es gebe eine Untergruppe S* C T, die nicht
trivial auf M operiert, und eine Zusammenhangskomponente Y wvon MSI, so dass alle
bis auf hochstens drei Zusammenhangskomponenten von MT in'Y enthalten sind und T
nicht trivial auf'Y operiert.

Dann ist die Operation von linearem Typ.

Beweis. Die T-Operation auf allen Zusammenhangskomponenten # Y von M?S " ist von
linearem Typ, da diese hichstens drei Zusammenhangskomponenten von M7 enthalten.

Es sei Ty C T ein Untertorus vom Korang 1 mit S* ¢ Tj. Auf den Zusammenhangs-
komponenten von M0, die weniger als vier Zusammenhangskomponenten von M7 ent-
halten, operiert T linear.

Falls eine Zusammenhangskomponente Xy von M0 vier Zusammenhangskomponen-
ten von M7 enthilt, enthilt sie nach Lemma 3.8 bereits alle F}, die nicht in Y enthalten
sind. Es sei Ty # T C T ein beliebiger Untertorus mit Korang 1 und S ¢ T. Dann
konnen die Zusammenhangskomponenten von M7 jeweils hochstens zwei Zusammen-
hangskomponenten von M7 enthalten. Die T-Operation auf ihnen ist also linear.

Es seien Fy = XgNY und Fy # F} C Y eine weitere Zusammenhangskomponente von
M7T. Dann gilt nach Lemma 3.9

N(Fo, Xo) g N(Y,M) =01z P N(F,X(T, ) Zgix @D (ni+ Daxg -
StgfcT L, F7Y
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3.4 Toruswirkungen mit 4r Fixpunktmengenzusammenhangskomponenten

Mit Theorem 3.5 sicht man nun, dass die S'-Operation und damit auch die T-Operation
auf Xy von linearem Typ. Lemma 3.11 liefert dann das verlangte. O

Theorem 3.14. FEs seien T ein Torus vom Rang r, M ein Z-Kohomologie CP™ mit fast
effektiver differenzierbarer T-Operation. Falls M aus weniger als 4r Zusammenhangs-
komponenten besteht ist die Operation linear.

Beweis. Der Beweis wird mit Induktion nach r gefiihrt. Im Fall r = 1 ist die zuzeigende
Aussage die Aussage von Theorem 3.3.

Also kann r > 2 angenommen werden. Es seien F' eine Zusammenhangskomponente
von MT und Ty C T ein Untertorus vom Korang 1 mit X (Tp, F) # F. AuBerdem seien
S € Tp und Ty C T wie in Lemma 3.12. Dann operiert T} fast effektiv auf X (S{, F).
Insbesondere ist die T-Operation auf X (S3, F) nicht trivial.

Also ist die Operation auf M nach Proposition 3.13 linear, falls hochstens drei Zusam-
menhangskomponenten von M7 nicht in X (S, F) enthalten sind.

Falls hochstens 47 — 5 Zusammenhangskomponenten von M7 in X (S}, F) enthalten
sind, ist die Tj-Operation und damit auch die T-Operation auf X (S}, F') nach Induk-
tionsvoraussetzung linear. Nach Lemma 3.10 ist dann die 7-Operation auf X (Tp, F') C
X (84, F) ebenfalls linear.

Mit Lemma 3.10 folgt, dass die Operation auf M linear ist. O

Bemerkung. In der Situation des Theorems impliziert die Effektivitdt der T-Operation,
dass M7 aus mindestens r Zusammenhangskomponenten besteht, da andernfalls der
Rang von (), ker x; grofer oder gleich eins ist.

Korollar 3.15. Jede Toruswirkung auf einem Z-Kohomologie komplex projektiven Raum,
deren Fizpunktmenge aus vier Zusammenhangskomponenten besteht ist linear oder vom
Petrie-Typ. Im zweiten Fall haben alle Zusammenhangskomponenten der Fixpunktmenge
die gleiche Dimension.

Beweis. Es sei T der Kern der T-Operation. Falls der Rang von T / T groBer als 1 ist, ist
die Operation nach Theorem 3.14 linear.

Falls T'/T den Rang 1 hat, ist die Operation nach Theorem 3.5 linear oder vom Petrie-
Typ. O

Korollar 3.16 ([9]). Es seien T ein Torus vom Rang r, M ein Z-Kohomologie CP™ mit
fast effektiver differenzierbarer T-Operation. Falls n < 4r — 1, ist die Operation linear.

3.4 Toruswirkungen mit 4r
Fixpunktmengenzusammenhangskomponenten

Proposition 3.17. T operiere auf M und es gelte:

(i) Es gibt eine Untergruppe S C T und eine Zusammenhangskomponente Y wvon
Msl, die alle bis auf vier Zusammenhangskomponenten Fy, ..., Fy von MT enthilt.

(ii) Die T-Operation auf Y ist nicht trivial.

(iii) Es gibt keinen zu S* komplementdiren Torus T, so dass X(T, Fy) = --- = X (T, Fy).
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3 Beweis von Theorem 1.1

Dann ist die T-Operation auf M linear oder vom Petrie-Typ.

Beweis. Falls MS" neben Y nur eine weitere Zusammenhangskomponente Y besitzt, ist
die T-Operation auf Y nach Korollar 3.15 linear oder vom Petrie-Typ. Andernfalls ist
die T-Operation nach Korollar 3.4 auf allen Zusammenhangskomponenten # Y von M?® '
linear.

Es seien Ty C T ein Untertorus vom Korang 1 mit S! ¢ Tp und Xg eine Zusam-
menhangskomponente von M0, Dann kann nach Lemma 3.8 ohne Einschrinkungen
angenommen werden, dass einer der beiden folgenden Fille eintritt:

(i) Xo enthilt hochstens drei Zusammenhangskomponenten von M7 .
(ii) Es gilt XgNY # 0O und Fy, Fs, F3 C X).

Im ersten Fall ist die Operation auf Xy nach Korollar 3.4 linear.

Im zweiten Fall kann &hnlich wie im Beweis von Proposition 3.13 gezeigt werden, dass
die T-Operation auf X, von linearem Typ ist. Dazu sei Ty # T C T ein beliebiger
Untertorus mit Korang 1 und S' ¢ T. Nach Lemma 3.8 kénnen dann die Zusammen-
hangskomponenten von M7 jeweils hochstens drei Zusammenhangskomponenten von
M7 enthalten. Die T-Operation auf ihnen ist also linear.

Es seien Fy = XgNY und Fy # F5 C Y eine weitere Zusammenhangskomponente von
M7T. Dann gilt nach Lemma 3.9

N(Fp, Xo) Zgig N(Y,M) & (ns + L)xaxg '
~ax P NEX(T,F)© (na+ Dxaxg '

St¢TCT

3
2517R @(TLZ + 1)XiX61'
i=1

Also ist die S'-Operation und damit auch die T-Operation auf Xy von linearem Typ.
Die Behauptung folgt nun aus Lemma 3.11. O

Lemma 3.18. T operiere auf M und es gelte:

(i) Es gibt eine Untergruppe S' C T und eine Zusammenhangskomponente Y wvon
MSl, die alle bis auf vier Zusammenhangskomponenten Fy, ..., Fy von MT enthdlt.

(ii) Die T-Operation auf Y ist nicht trivial.
(iii) Es gibt einen zu S* komplementiren Torus Ty, so dass

X(To,Fl):-":X(To,F4) und FOZX(TQ,Fl)mY#(D

Dann ist die T-Operation auf M linear bei Fy.

Beweis. Essei Ty # T C T ein beliebiger Untertorus mit Korang 1 und S L7 T. Aus (iii)

folgt mit Lemma 3.8, dass die Zusammenhangskomponenten von M7 jeweils hichstens
zwei Zusammenhangskomponenten von M7 enthalten.
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3.4 Toruswirkungen mit 4r Fixpunktmengenzusammenhangskomponenten

Es seien

= P i+ Dax' Y2 = N(F1, X (To, F1)).
i€{0,2,3,4}

Dann gilt nach Lemma 3.9 Ty C ker 11 N ker ¢ und

N(Fy, M) &1 = P (ni + Dxix; " @ va.
i#1

Daher gilt fiir x¢g € Fy und x1 € Fi:

TooM g5 Toy M 25, g T, FL @ @ (ni + Dxixg !
i#1
7R MIXIX) D EB(W +1)xixo '
i#1
=1, T Fo & @(m +1xixg
i#0

Ist F5 # Fy eine zweite Zusammenhangskomponente von YT und Xo = X (To, F1), so
gilt

N(Fo, Xo) Zgig NV, M) =gir € N(F5, X(T, F5))
SlgTcT
4

=s1R @(nz +1)xixg |
i=1

Da Tj trivial auf N(Fp, Xo) operiert, setzt sich dieser Isomorphismus zu einem Isomor-
phismus von T-Darstellungen fort. Nach Lemma 3.9 ist T, M =g T, Y & N (Fp, Xo) und
daher

T:Y Z1y R TooFo @ @ (ni + 1)XiX51-
i#0,F;CY

Da S trivial auf Y operiert, ist die T-Operation auf M linear bei Fy. O
Lemma 3.19. T operiere auf M und es gelte:

(i) Es gibt eine Untergruppe S C T und eine Zusammenhangskomponente Y wvon
Msl, die alle bis auf vier Zusammenhangskomponenten Fy, ..., Fy von MT enthilt.

(i) Die T-Operation aufY ist linear oder vom Petrie-Typ.

(iii) Es gibt einen zu S' komplementdren Torus Ty, so dass

X(To,Fl):--':X(To,F4) und X(To,Fl)ﬂY:V)

Dann ist die T-Operation auf M linear.
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3 Beweis von Theorem 1.1

Beweis. Mit Lemma 3.8 und (iii) sieht man, dass die Zusammenhangskomponenten von
MS! gegeben sind durch Fi, ..., Fy und Y. Es sei Ty # T C T ein beliebiger Untertorus
mit Korang 1 und S' ¢ T. Aufgrund der dritten Voraussetzung und Lemma 3.8 kénnen
die Zusammenhangskomponenten von M7 jeweils hochstens zwei Zusammenhangskom-
ponenten von M7 enthalten. Also gibt es nach Lemma 3.9 und den Korollaren 3.4 und
3.15 eine eindimensionale komplexe T-Darstellung x mit 7y C ker y und p,q € N—{1,0},
so dass fiir j = 1,...,4 gilt

N(Fj, M) & X" @ x =x P (ni + Dxax; ' & X" & X%
i#j
Es seien Fyy eine Zusammenhangskomponente von Y7, zq € Fy und fiir j = 1,...,4
T; C T der Untertorus vom Korang 1, fir den F; C X(Tj, Fp) gilt, und x; € F;. Dann
gilt
TxoM =R TIOY@ @ N(F07X(T7F0))
StgTcT
4
~p Ty Y @ @(n, +1)xixg
i=1
und
TooM & X" @ x =y r Ty M © X" @
=1R Loy o @ @(ni + Dxaxg " @ x* @ X7
i#0
Also ergibt sich

NEY)ex"ox2ne P i+ Dxixg' ©x° o x?
i#0,F;CY

Da die T Operation auf Y aber linear oder vom Petrie-Typ ist, gibt es eine eindimen-
sionale T-Darstellung ¥ mit S* C ker y und p,§ € N — {1,0} , so dass

N Y)ex"ex= O (n+Dag' ex’ox"
1#0,F;CY

Also gilt fir j =1,...,4
Pioyeoi2nr "' exex’oxl

Dies ist nur dann méglich, wenn y =7, g x, d.h. es gibt a1, ..., a4 € {£1} mit X =7, ¢
X. Ohne Einschrankungen kann a; = az angenommen werden.

Da T von T} und 75 erzeugt wird, folgt Y** ¢ x. Insbesondere ist S' C ker y. Daher
ist x die triviale Darstellung. Also ist die T-Operation auf M linear bei Fi,..., Fy.
Auflerdem ist die T-Opertation auf Y linear. Daher folgt die Behauptung mit Lemma

3.11. 0

Theorem 3.20. FEs seien T ein Torus vom Rang r, M ein Z-Kohomologie CP™ mit fast
effektiver, differenzierbarer T-Operation. Falls MT aus 4r Zusammenhangskomponenten
besteht ist die Operation linear oder vom Petrie-Typ.
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3.4 Toruswirkungen mit 4r Fixpunktmengenzusammenhangskomponenten

Beweis. Der Beweis wird per Induktion nach r gefiihrt. Im Fall r = 1 ist die zuzeigende
Aussage ist die Aussage von Theorem 3.5.

Also kann r > 2 angenommen werden. Es seien F' eine Zusammenhangskomponente
von MT und Ty C T ein Untertorus vom Korang 1 mit X (Tp, F) # F. AuBerdem seien
S& C Tp und 77 C T wie in Lemma 3.12. Dann operiert T} fast effektiv auf X(Sé, F).
Insbesondere ist die T-Operation auf X (S}, F) nicht trivial.

Also ist die Operation auf M nach den Proposition 3.13 linear, falls X (S{, F) minde-
stens 47 — 3 Zusammenhangskomponenten von M7 enthilt.

Falls X (S}, F) 4r — 4 Zusammenhangskomponenten von M7 enthélt und die Be-
dingung (iii) aus Proposition 3.17 erfiillt ist die T-Operation auf M linear oder vom
Petrie-Typ.

Falls X (S}, F) 4r — 4 Zusammenhangskomponenten von M7 enthélt und die Bedin-
gung (iii) aus Lemma 3.19 erfiillt ist die T-Operation auf M linear, da die T}-Operation
und damit auch die T-Operation auf X (S}, F') nach Induktionsvoraussetzung linear oder
vom Petrie-Typ ist.

Falls X (S}, F) 4r — 4 Zusammenhangskomponenten von M7 enthilt und die beiden
obigen Bedingungen nicht erfiillt, ist die T-Operation auf X (S¢, F) nach Induktions-
voraussetzung und Lemma 3.18 linear. Nach Lemma 3.10 ist dann die T-Operation auf
X(Ty, F) C X (53, F) ebenfalls linear.

Falls hochstens 47 — 5 Zusammenhangskomponenten von M7 in X (S}, F) enthalten
sind, ist die T1-Operation und damit auch die T-Operation auf X (S}, F') nach Theorem
3.14 linear. Also ist auch die T-Operation auf X (Tp, F) C X (S}, F) linear.

Treten fiir jede Wahl von F, Ty und S§ nur die letzten beiden Fille auf, ist die T-
Operation auf M nach Lemma 3.10 linear. O

Korollar 3.21. In der Situation von Theorem 8.20 sei die T-Operation auf M wvom
Petrie-Typ. AufSerdem sei Ty die Zusammenhangskomponente der 1 von ker y.
Dann gilt

(i) M0 besteht aus r Zusammenhangskomponenten X', ... X".

(ii) Fir alle k enthdlt X* N MT vier Komponenten von MT, etwa FF,... FF.
(iii) dim Ff = ... = dim F}.
(iv) +dim M = —1 mod 4.

Beweis. Die Beweise von 3.20 und 3.17 zeigen, dass es eine S' C T mit den folgenden
Eigenschaften gibt.

(i) M S' besteht aus zwei Komponenten Y, Y7, wobei Yy 4r — 4 der F; und Y7 vier
der F; enthalt.

(ii) Die T-Operationen auf Yy und Y; sind vom Petrie-Typ.

(iii) Es gibt einen Untertorus S' ¢ T3 C T vom Rang r — 1, der fast effektiv auf Y
operiert.

Der Beweis von Korollar 3.15 zeigt, dass es einen Untertorus S* ¢ T C T vom Rang
r — 1 gibt, der trivial auf Y; operiert, und dass YlT aus vier Komponenten gleicher
Dimension besteht. Der Beweis von Lemma 3.10 zeigt T' = Tp.
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3 Beweis von Theorem 1.1

Wendet man dieses Argument wiederholt auf Yy und 73 an, so erhilt man die Punkte
(i), (i) und (iii).
Daher gilt

1 "1 "1
5 dim M + 1= ;(2dika +1)= 4;(2dimF1k +1).

Dies zeigt (iv). O

Bemerkung. Bezeichnet in der Situation des Korollars Xf die Hopfdarstellung bei Ff , SO
kann man ohne Einschrinkungen

IO ™=l xa0d) T =ex O T e X)) T e
annehmen. Fiir k =1,...,7 sei pp = X’f(x%)*l. Dann gilt
o) =e o x50a) T Zexor x50a) T Ze ok xA(a) T e X g

Korollar 3.22. FEs seien T ein Torus vom Rang r, M ein Z-Kohomologie CP™ mit fast
effektiver, differenzierbarer T'-Operation. Falls n = 4r — 1, ist die Operation linear oder
vom Petrie-Typ. Falls sie vom Petrie-Typ ist, sind alle Fixpunkte isoliert.

3.5 Der Fall n = 4r

D.M. James [17] bewies, dass jede nicht triviale S'-Operation auf einem Kohomologie
CP* von linearem Typ ist. Dieses Ergebnis ldsst sich mit einer dhnlichen Argumentation
wie in den beiden vorherigen Abschnitten verallgemeinern zu:

Theorem 3.23. Es seien T ein Torus vom Rang r, M ein Z-Kohomologie CP*" mit fast
effektiver, differenzierbarer T'-Operation. Dann ist die Operation auf M vom linearen

Typ.

Beweis. Falls M7 aus weniger als 47 + 1 Zusammenhangskomponenten besteht, ist die
Operation auf M nach Theorem 3.14 und Korollar 3.21 linear. Es kann also angenommen
werden, dass M7 aus 4r + 1 isolierten Punkten besteht.

Wie in den Beweisen der Theoreme 3.14 und 3.20 wird eine Induktion {iber r aus-
gefiithrt. Der Fall » = 1 wurde von D.M. James [17] gezeigt. Es kann also gleich r > 2
angenommen werden.

Es seien 2 € M7, Ty ein Untertorus von 7' vom Korang 1 und X = X (Tp, ) eine
Zusammenhangskomponente von X70. Nach Lemma 3.10 geniigt es fiir jede Wahl von
Ty und z zu zeigen, dass die T-Operation auf Xy linear ist. Dazu seien Sé C Tp und
Ty C T wie in Lemma 3.12. Dann operiert Ty fast effektiv auf Y = X (S}, x) und es
geniigt zu zeigen, dass die T-Operation auf Y linear ist.

Es treten die folgenden Fille auf:

(i) 3dimY <4r—6
(i) 1dimY =4r—5

(ili) $dimY =4r—4
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3.5 Der Fall n = 4r

(iv) 3dimY >4r —3

In den Féllen (i) und (iii) ist die 7-Operation auf Y nach Korollar 3.16 bzw. Induk-
tionvoraussetzung linear. Im Fall (iv) ist die T-Operation auf M nach Proposition 3.13
linear.

Im Fall (ii) ist die T-Operation auf Y nach Korollar 3.22 linear oder vom Petrie-
Typ. Auflerdem enthilt Y alle bis auf fiinf Fixpunkte der T-Operation auf M. Es sei-
en xp,...,xr; die Fixpunkte, die nicht in Y enthalten sind. Dann gibt es eine weitere
Zusammenhangskomponente Yy von M Sl, die hochstens drei oder alle x; enthélt. Die
T-Operation auf Yj ist also linear.

Es sei S} ¢ T C T ein Untertorus vom Korang 1 und X eine Zusammenhangskompo-

nente von M7 Dann treten die folgenden Fille auf:
(i) X enthilt hochstes drei oder fiinf der Fixpunkte der T-Operation
(i) z1,...,z4 € X, 25 ¢ X, Y NX =0
(iii) x1,...,23€ X, 24,25 € X, Y N X = {20} c M7T
(iv) z1,...,25 € X, Y N X = {wg} c MT.

Im ersten Fall ist die T-Operation auf X linear. Falls also fiir jede Wahl von T und X
nur dieser Fall auftritt, ist die T-Operation auf M nach Lemma 3.11 linear.

Im zweiten Fall kann &hnlich wie im Beweis von Lemma 3.19 geschlossen werden,
dass die T-Operation auf M linear ist. Die hier vorliegende Situation unterscheidet sich
némlich nur in den beiden folgenden fiir den Beweis unwesentlichen Punkten von der am
Anfang des Beweises des Lemmas beschriebenen Situation:

e Es kann eine Zusammenhangskomponente von M So geben, die zwei der x; enthélt.

e Fiir einen Untertorus T # T c T vom Korang 1 mit Sé Z T kann es eine Zusam-
menhangskomponente von M’ geben, die drei Fixpunkte der T-Operation enthilt.

In Fall (iii) kann &hnlich wie im Beweis von Proposition 3.17 geschlossen werden, dass
die T-Operation auf M linear ist. In der hier vorliegenden Situation kann es allerdings
einen Untertorus T’ # Ty € T vom Korang 1 mit St ¢ Th und eine Zusammenhangs-
komponente Xy von MTo geben, die vier Fixpunkte enthilt. Nach Lemma 3.8 gilt dann
zwingend x4, z5 € Xo, Xo NY # 0 und {21, 29,23} D XonX # (). Fiir jede andere Wahl
eines Untertorus 7T %+ T c T vom Rang r — 1 kann daher jede Zusammenhangskom-
ponente von M T hochstens drei Fixpunkte der T-Operation enthalten. Es geniigt also
anstelle von Fy aus dem Beweis von 3.17 ein 2 € Y7 — (Xo U X)) zu betrachten, um die
Linearitdt der T-Operation auf X und Xy zu zeigen.

In Fall (iv) besteht M7 aus X und 4r —5 isolierten Punkten. Da 3 dim M =0 mod 4,
ist die T-Operation auf M und damit auch die T-Operation auf Y linear. O
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4 Konsequenzen

D. Montgomery und C.T. Yang [24], C.T.C. Wall [31] und W.C. Hsiang [14] haben
gezeigt, dass es fiir n > 3 unendlich viele paarweise nicht diffeomorphe Homotopie-CP"s
gibt. In diesem Kapitel soll mit Hilfe der Ergebnisse des vorherigen Kapitels gezeigt
werden, dass nur endlich viele von ihnen eine effektive, differenzierbare Operation eines
Torus vom Rang > 7 zu lassen.

4.1 Spin®-Strukturen

In diesem und dem folgenden Abschnitt, wird der Beweis der Petrie-Vermutung von A.
Hattori [10] wiedergegeben. Dazu werden zunéchst einige Aussagen iiber die Gruppen
Spin‘(n) fir gerade n zusammengefasst, wie man sie zum Beispiel in [19, Chapter I,
Appendix D] oder [16, Chapter 11,13] findet.

Es sei Cl,, die Clifford-Algebra der quadratischen Form q(x1,...,7,) = 23 + - + 22
auf R", n > 4 gerade. Dann wird Cl,, von R" erzeugt und v, w € R” erfiillen die Relation

vw + wv = —2(v, w)

Bezeichnet ey, ..., e, die Standardbasis des R", so gilt Cl,, = C1% @ C1}, wobei CI% von
den Produkten der Form e;, * --- x e;, mit 41 < --- < 73 und geradem &k und C’l}1 den
Produkten dieser Form mit ungeradem k aufgespannt wird.

Die Untergruppe der multiplikativen Gruppe von Cl,, die von der Einheitssphére
S7—1 C R™ erzeugt wird, wird mit Pin(n) bezeichnet. Die Gruppe Spin(n) ist der Schnitt
Pin(n) N C1.

Es gibt genau eine irreduzible komplexe Cl,-Darstellung S. Diese ist eine reduzible
Spin(n)-Darstellung

S=A;LA_,

wobei Ay und A_ die Eigenriiume von w = i™/2e; - - - xe,, zu den Eigenwerten +1 bzw.
—1 sind. Da fiir alle v € R"™ vw = —ww, ist

0:R"x Ay - R"x A_ 0(v,98) = (v,v9)

elliptisch, d.h. fiir alle 0 #£ v € R™ ist 0(v,-) : Ay — A_ ein Isomorphismus.
Die Operation von Spin(n) x S! auf AL faktorisiert iiber (Spin(n) x S1)/Z,, wobei
Zo = {(1,1),(—=1,—1)} C Spin(n) x S!. Dies gibt Anlass zu der Definition

Spin®(n) = (Spin(n) x S1)/Z

Im Folgenden bezeichne [g, h] € Spin®(n) die Restklasse von (g, h) € Spin(n) x S.
Da fiir v € R” und x € S"1

1

zvr~ ' = —vxz!

—2(v,x)x"t = —v + 2(v, x)x € R"
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4.1 Spin®-Strukturen

gilt, gibt es eine Darstellung p : Spin(n) — SO(n) mit p(x)v = zve~! fir v € R” und
x € Spin(n).
Durch

p1: Spin‘(n) — SO(n) p1(lg, h])
po 1 Spin‘(n) — St p2([g, h])

r(9)
h2

sind dann Spin‘(n)-Darstellungen gegeben. Man hat die exakte Sequenz
1 — Zy — Spin®(n) nree SO(n) x St ——1.

Dabei ist Zy = {[1, —1], [1,1]} C Spin®.

Durch
n/2

T=<Kw(d) = H(cos 2m0; + egj—1e25 sin 2m0;), exp(2mily, jo11) | ; 0 € (R/7)"/*+1
j=1

ist ein maximaler Torus von Spin®(n) gegeben. Fiir 1 < j < § sei o : T' — S 1 so dass
aj(w(0)) = e*™ . Dann gilt in R(Spin®(n)) C R(T)

n/2

PO 1
AreA =] ©a;) @ p3
j=1
n2o 1
A+69A_:®(a; Da;?)®p;
j=1

und p1 =g a1 @ -+ D a9
Mit Hilfe der Uberlagerungstheorie lisst sich zeigen, dass es eine Inklusion 12) U(5) —
Spin‘(n) gibt, so dass das Diagramm

U(3)

Spin‘(n)

SO(n) x S1

kommutiert. Dabei gilt fiir (61, ...,60,/2) € (R/Z)"/?

. 27if1 270, 12\\ _ 1 cos 2761 — sin 276 cos 210, /2 — sin 270, /o
w(dlag(e REREA / )) - dlag (( sin2wf1  cos 270 > 1 (sin27r9n/2 cos 210, /2
und
n/2
0 ; ; 01 On /2 0;
w(diag(€2mal,...,627”0”/2)) =w| =, ..., ’ZJ
2 2 o 2
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4 Konsequenzen

Definition 4.1. Es sei Q — M ein SO(n)-Prinzipalbiindel. Eine Spin®-Struktur von @
ist ein Spin®(n)-Prinzipalbiindel P — M zusammen mit einem SO(n)-Biindelisomor-
phismus f : Q — P x,, SO(n). Durch L = P x,, S! ist ein S*-Biindel gegeben. Die erste
Chern-Klasse von L wird auch als erste Chern-Klasse von P bzw. ¢ (P) bezeichnet.

Ist £ — M ein orthogonales, orientiertes Vektorbiindel und @) das Biindel der ori-
entierten orthogonalen Rahmen von M, dann wird P auf als Spin®-Struktur von F
bezeichnet. In diesem Fall gilt £ = P x,, R".

Eine Spin®-Struktur des Tangentialbiindels einer orientierten Riemannschen Mannig-
faltigkeit M wird auch als Spin®-Struktur von M bezeichnet.

Im Folgenden wird @ mittels f mit P x,, SO(n) identifiziert, d.h. es wird Q = P X,
SO(n) angenommen.

Da U(%) eine Untergruppe von Spin®(n) ist, besitzt jedes Vektorbiindels E, das eine
komplexe Struktur besitzt, auch eine Spin®-Struktur mit ¢;(P) = ¢1(L) = ¢1 (Ag/QE) =
c1 (E)

Lemma 4.2. Es scien o € m1(SO(n)) = Zs und 3 € m1(S') =2 Z Erzeuger der jeweiligen
Gruppe. Dann ist

(p1 X p2)sm1(Spin(n)) = (a, B)Z C 71 (SO(n) x SY).

Beweis. Es seien 1 : I — SO(n) ein Repriisentant von o und 7 : I — S, t +— ™. Da
p1 : Spin(n) — SO(n) eine zweifache Uberlagerung ist, gibt es einen Lift 4; : I — Spin(n)
von ~y; mit 41(0) =1 und 41(1) = —1.

Durch 73 : I — Spin®(n), y3(t) = [J1(t), y2(t)], ist dann ein geschlossener Weg gegeben.
Da (p1 X p2) 03 ein Reprisentant von 4 (o, 8) ist und p1 x pa : Spin®(n) — SO(n) x S!
eine zweifache Uberlagerung ist, folgt die Behauptung. O

Theorem 4.3. Es sei X ein CW-Komplez, v : H*(X;7Z) — H?(X,Zs) die Reduktion
der Koeffizienten und Q@ — X ein SO(n)-Prinzipalbiindel. Dann gibt es zu jedem ¢ €
P Hw2(Q)) eine Spin°-Struktur P von Q mit c1(P) = c.

Beweis. Es sei L — X ein S!'-Prinzipalbiindel. Dann gibt es genau dann eine Spin®-
Struktur P fiir @ mit L & P x,, S, wenn es eine Abbildung F : X — BSpin‘(n) gibt,
so dass
BSpin‘(n)

£ le X Bpa

. 1

X fofLBSO(n) x BS

bis auf Homotopie kommutiert. Dabei bezeichnen f;, und fg die klassifizierenden Abbil-

dungen fiir L bzw. Q.
Es sei Z eine Homotopiefaser von Bp; x Bps dann ist

Zo falls k=1
7) =
m(2) {0 sonst

Es gibt also ein ¢ € H2(BSO(n)x BSY; Zs), so dass (fg X f1)*c genau dann verschwindet,
wenn es ein solches F' gibt.
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4.1 Spin®-Strukturen

Um ¢ zu bestimmen betrachte speziell X = BS', f; = id und fg = const bzw.
X = BSO(n), fo =id und fr, = const. Es gilt

(Bp1 X Bpz)«ma(BSpin®) = (p1 X p2)sm1(Spin®) = («, B)Z,

wobei a € m(BSO(n)) = m(SO(n)) = Zs und B € m(BS!) = m1(S) = Z jeweils ein
Erzeuger ist. Da aber («,0) bzw. (0,3) im Bild von (fg X fr). enthalten sind, ist in
beiden Féllen (fg x fr)*(c) # 0.

Also ist ¢ = wy +¢1 € H*>(BSO(n) x BSY;Zy) = H?(BSO(n);Zs) © H*(BS';Zs)
die Summe der zweiten universellen Stiefel-Whitney-Klasse und der Zs-Reduktion der
universellen ersten Chern-Klasse.

Da die Elementen von H?(X;Z) bijektiv den Isomorphieklassen von S*-Biindeln iiber
X entsprechen, folgt die Behauptung. O

Definition 4.4. Es sei Q — M ein SO(n)-Biindel und P eine Spin®Struktur von Q.
AuBerdem gebe es eine S'-Operation auf @, die mit der SO(n)-Operation auf ¢ kom-
mutiert. Dann wird eine S*-Operation auf P, die mit der Spin®(n)-Operation auf P kom-
mutiert und die S*-Operation auf Q = P x,, SO(n) induziert, als Lift der S*-Operation
bezeichnet.

Gibt es in der Situation der Definition einen Lift der S'-Operation von @ nach P, so
ist Pg1 eine Spin®-Struktur fiir Qg1 und mit L = P x,, ST gilt Lg1 = Pg1 x,, S1.

Operiert S' durch Isometrien auf der n-dimensionalen, orientierten Riemannschen
Mannigfaltigkeit M und ist () das Biindel der orientierten orthogonalen Rahmen von
TM. Dann liefern die Differentiale dieser Operation eine Operation auf Q. Ein Lift
dieser Operation in eine Spin®-Struktur von M, wird auch als Lift der S'-Operation auf
M bezeichnet.

Proposition 4.5 ([25, S. 127]). In der obigen Situation sei P eine Spin®-Struktur von M
und H(M;Z) = 0. Dann gibt es einen Lift der S'-Operation von M nach P.

Beweis. Da die Sequenz
1——= g1 —= Spin‘(n) -2~ S0(n) —=1 .

exakt ist, ist 7 : P — @ ein S'-Prinzipalbiindel. Da n > 2 ist, ist H'(Q;Z) = 0. Also
gibt es eine S'-Operation ® : S' x P — P, die 7 zu einer dquivarianten Abbildung macht
und mit der Prinzipaloperation von S! auf P kommutiert (vgl. Abschnitt 2.4 und [11]).
Diese kommutiert moglicherweise nicht mit der Spin¢(n)-Operation auf P. Im folgenden
wird gezeigt, wie ® verdndert werden kann, so dass diese Operationen kommutieren. Es
gelten die folgenden Aussagen:

(i) Es seien s € S, h € Spin®(n) und & € P. Dann gibt es ein 9(s, 2, h) € ST, so dass

O(s,z)h = ®(s,xh)(s,x, h).

(ii) Fiir t € §’1 gilt ﬁ(s,xt,h) = @E(s,x,h). Es gibt also ein ¢ : S x Q x SO(n) — S1,
so dass (s, z,h) = Y(s,m(z), h).

(iii) ¥(1,2z,h) =1 =1(s,z2,1) fiir alle z € Q
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4 Konsequenzen

(IV) 7/)(5152, Z, h) = Q,Z)(Sl, S22, h)w(827 Z, h)

(V) w(sa Z, hth) = ¢(87 Zhlv h2)¢(37 Z, hl)
Aus (iii) folgt, dass ¢ nullhomotop ist. Es gibt also eine eindeutige Abbildung ¥ St x
Q x SO(n) — R, so dass ¢ = exp o) und 9(1,2,1) = 0 fiir alle z € Q.

Aufgrund der Eindeutigkeit von 1, gelten die Gleichungen (iii) bis (v) fir ¢ anstelle
von 1 und Addition anstelle von Multiplikation. Insbesondere gilt:

1;(3, zh' Wh) — 1;(3, zh WY = 1;(3, z,h)

Fiir s € S und z € Q sei
A2 = [ sk dn,
Spin¢(n)
wobei dh das normierte Haarsche Mafl von Spin¢(n) bezeichnet. Dann gilt
v(s,zh) — (s, z) = /&(s,zhh’,h’_l) dh' — /&(s,zh’,h’_l) an’'

— /&(s,zh’,h’—lh) — (s, zh! W'Y db/
= 12(5’ Z? h)

und entsprechend
v(s182,2) = (51, 522) + (82, 2)

Es sei § = exp 0. Dann wird durch ®(s, z) = ®(s, z)7(s, 7(z)) eine neue S'-Operation
auf P definiert.
Fiir h € Spin®(n) erhélt man:

O(s,z)h = O(s,2)y(s, w(x))h
= (I)(S’ xh)q/)(s, 77(1")? h)ﬁ/(sv 77(1‘))

Wegen "y(s,jr(a:)h)fy(s,w(a:))_l — (s, mw(x), h) folgt hieraus ®(s,z)h = (s, zh).
Also ist ® ein Lift der S'-Operation. O

Theorem 4.6. Operiert S' differenzierbar auf der n-dimensionalen, orientierten Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit M mit H'(M;Z) = 0, so gibt es zu jedem ¢ € = (w§' (M)) C
Hgl(M, 7) eine Spin®-Struktur P auf M und einen Lift der S*-Operation nach P mit
Sl

cf (P)=c.

Beweis. Wegen H'(M;Z) = 0, ist H2, (M;Z) = H*(M;Z) ® H*(BS"; Z). Es seien ¢ wie
oben und Py die Spin‘-Struktur fiir TMg: mit ¢;(Py) = c¢. AuBerdem seien o € H?(M)
und dy € Z, so dass ¢ = « + dpt1. Die Einschriankung P von Py auf M ist eine Spin®-
Struktur fiir M und es gilt ¢; (P) = a. Nach Lemma 4.5 gibt es einen Lift ® : S'x P — P
der S'-Operation auf M.

Es sei P, = ES! x¢ P. Dann ist P, eine Spin®Struktur fiir TM g1 und es gibt ein
dy € Z, so dass ¢1(P1) = a + dyty. Wegen 1h(c1(Po)) = w5 (M) = ¢(c1(Py)), gibt es ein
d € Z mit dy — d; = 2d.
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Durch &' : S' x P — P ®'(g,z) = q)(g,gc)gd fir g € S' und x € P ist ein weiterer
Lift der S'-Operation gegeben. Es seien ®,®’ die durch ® bzw. &' induzierten S'-
Operationen auf L = P x,, S! fiir g,y € St und z € P gilt dann

(g, [x,y]) = [®'(g,2),y] = [(g, ), ¢*"y] = [(g, 2),y]g*" = O(g, [z, y])g*".
Also ist ¢1(ES! xg P) = c1(ES! x¢ P) + 2dt; = c1(P). O

Lemma 4.7. In der Situation des obigen Theorems sei ® ein Lift der S'-Operation von
M in eine Spin®-Struktur P. Auflerdem seien F; eine Zusammenhangskomponente von
MS" und z; € F;, w; das Gewicht der S'-Darstellung P X py Cla; und wyy, die lokalen
Gewichte der S'-Operation (vgl. 2.4).

Dann gibt es ein \; € Z mit

w; = 2)\1' + Z wikdik.
k

Beweis. Es gilt

¢ (Plr) = c1(Plr) +witt ¢ (i) = i) + 3 widity wS (TF) = wy(TF).
k

Wegen ) ) X )
¢} (Plp) =wi (TM|p) =wi (TF)+cf (vp,) mod 2

folgt die Behauptung. O

4.2 Der Index-Homomorphismus

M.F. Atiyah und I.M. Singer [4] definierten fiir eine kompakte G-Mannigfaltigkeit M
den Index-Homomorphismus indg : Kg(TM) — R(G). Er wird in diesem Abschnitt
dazu verwendet, die Petrie-Vermutung fiir S'-Operationen auf Kohomologie komplex
projektiven Rdumen vom linearen und vom Petrie-Typ zu beweisen.

Es sei G eine kompakte Lie-Gruppe. Es seien Y eine G-Mannigfaltigkeiten, M C Y
eine kompakte G-Untermannigfaltigkeit von Y und ¢ : M — Y die Inklusion. Dann ist
das Normalenbiindel N von T'M in TY gegeben durch das Pullback von V]\Y4 @ 1/}\//[ nach
TM. Durch eine geeignete Wahl einer dquivarianten Tubenumgebung von TM in TY
wird der erste Summand mit Punkten in Y und der zweite Summand mit Tangenten an
Y identifiziert.

I/}\//[ @l/}\//[ ist als reelles Vektorbiindel isomorph zu V}\//[ ®C Also besitzt N eine komplexe
Struktur. Nun hat man einen Homomorphismus

iv: Ko(TM) -2~ Kg(N) —“> Ka(TY) ,
wobei ® den Thom-Isomorphismus bezeichnet und i, durch die oben gewéhlte Tube-

numgebung von T'M in TY induziert wird.
Ist E eine reelle lineare G-Darstellung und j die Inklusion des Ursprungs, dann ist

ji: R(G) —2>Kg(E® E) —> Kq(TE)
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ein Isomorphismus.
Da es zu jeder kompakten G-Mannigfaltigkeit eine Einbettung ¢ in eine lineare G-
Darstellung E gibt, erhélt man einen Homomorphismus

indg = j; ' oy : Ka(TM) — R(G).

Er wird als Index-Homomorphismus bezeichnet und hingt nicht von der Wahl von ¢ und
E ab.

Es sei nun speziell M eine kompakte, orientierte Riemannschen Mannigfaltigkeit ge-
rader Diemension n > 4 mit H'(M;Z) = 0, auf der S! differnzierbar operiert. Au-
Berdem sei P eine Spin®-Struktur fiir M. Nach Theorem 4.5 gibt es dann einen Lift
der S'-Operation von M nach P. Also sind durch E, = P X$pinc(n) (P1 X A4) und
E_ = P Xgpine(n) (p1 X A_) komplexe S L_Vektorbiindel iiber TM gegeben. Auferdem
ist

0:Ey |t — E_|rm—m
(p’U76) = (p’/U’,U(s)

ein Isomorphismus von S!-Vektorbiindeln. Daher wird durch 6 ein Element §(P) =
[E+,E_,0] € Kgi(T'M) definiert.

Theorem 4.8. In der obigen Situation gilt:

e . |
indg1 (5(P)) = Y _(~1)” {e T tNA(F) Hg(yi(wik),thk)} [F}] € R(SY) = Z[t,t 7]
i k
und R
indg1 (6(P))(1) = {e*P2A(M)}[M]

Dabei hingt o; von der Wahl einer Orientierung von F; ab. Auferdem werden die
folgenden Bezeichnungen verwenden: Fiir ein m-dimensionales, komplexes Vektorbiindel
E mit Chern-Klasse ¢(E) = [[j (1 + xy) ist F(E,t) = Hkm Fiir ei-
ne differenzierbare Mannigfaltigkeit X mit Pontrjagin-Klasse p(X) = [[.(1 + t2) ist
AX) =TI, W fi + F; — M bezeichnet die Inklusion. Ansonsten werden die
Bezeichnungen aus Abschnitt 2.4 verwendet.

Beweis. Es sei n; = dim F;.

Da S! trivial auf F; operiert, ist Kgi (F;) = K(F;) ® R(S'). Also erhiilt man einen

Ringhomomorphismus

chg1 : Kq1(F;) — H*(F;,Q) ® R(SY)
E®V —ch(E)®V.

Dabei bezeichnet ch : K(F;) — H*(F;,Q) den Chern-Charakter. Nach [3, S.538] und [5,
S.556] gilt nun:

inds: (3(P)) = 3 (~1)" {Ch:if(ﬁf?;?@)ﬁmﬁ} T

7

. 1\os Chsl (fz*(P X Spin®(n) A-I— - P X Spin®(n) A—)) A(Fz)Q ]
=> (-1 { L0 @5 ©)) o(F) }[E]

i
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Der Zerlegung
[iTM =TF; © @ vi(wir)
k

entspricht eine Reduktion der Strukturgruppe von SO(n) nach H = SO(n;) x[] w U(dik),
d.h. es gibt ein ﬁ—Prinzipalbﬁndel Q — F; mit Q C ffQ. Bezeichnet 7 : P — Q die
Projektion, dann ist P = 77 1(Q) C ffP ein H-Prinzipalbiindel, H = Spin‘(n;) x
[T, U(dix). Q@ und P sind invariant unter der S'-Operation auf @ bzw. P.

Nun hat man die folgenden Isomorphismen von H-Darstellungen

Ay AN oA e A oA
AN @Al AL @A
p2 = py @ py
Dabei bezeichnen A’ , p4 Einschrénkungen von Spin®(n—n;)-Darstellungen auf [, U (dix)
und A, pfy Spin©(n;)-Darstellugen.
Also erhélt man
fz*(P X Spin® A+ - P X Spin® A_) = (P X |7 AIJF - P XHAL) X (P X g Al - P X |7 A’i)
fi (P Xspine p2) = P xpg py @ P xp ply
Die S'-Operation auf einer Faser von P liefert, einen Gruppenhomomorphismus ¢ :
Sl — T C H, so dass fiir jede H-Darstellung 1 die S'-Operation auf den Fasern von
P x g 1) gegeben ist durch 9 o ¢.

Es sei B = P/T und 7 : B — M. Dann operiert S' trivial auf B. AuBerdem ist
7 H*(M;Q) — H*(B;Q) injektiv [15, S.35] und fiir jede H-Darstellung 1 gilt

ﬂ*(p XHd}):pXTQ/J.

Indem man H*(M;Q) mit seinem Bild unter 7* identifiziert, erh&lt man mit c(v; (w;)) =
[1;(1+ ;i) [16, S.281-282]:

chgi (P xpg A — P xg A) = et Pxu) 2 =1 (F)e(F)
chgi (P x g A — P xpp A”) = e (Pxup)/ 2402 T (emm/2pwin/2 — =win/2=win/2)
kj
Chsl()\fl(V% Qr C)) = H(l _ ewjktwik)(l _ e—ljkt—wik)
ik
Es folgt der erste Teil der Behauptung. Der zweite Teil der Behauptung ergibt sich aus

einer zu den obigen Ausfiihrungen analogen Argumentation und der Kommutativitit
des folgenden Diagramms.

indsl

Kgi (M) —> R(S') —=Z[t,t71]
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Korollar 4.9. In der obigen Situtation gelte mit den Bezeichnungen aus Lemma 4.7
lwi| <>y |wik|dix fiir alle F;. Dann ist

{er P2 4(M)}M] = 0.

Beweis. Da die lokalen Gewichte der S'-Operation nur bis auf das Vorzeichen eindeutig
bestimmt sind, kann angenommen werden, dass sie alle positiv sind. Nach Voraussetzung
gilt dann 0 > \; > — >, wid;. Daher ist fiir alle ¢

z2—0

f:c (P) A~
lim {e z— NA(F)) H?(Vi<wik)azwik)} [F;] =0
!

Z— 00

lim {efi*cé(m NA(F) H F(vi(wik), Zwik)} [Fi] = 0.
k

Es sei

h:C*— C h(z) =indg1(6(P))(z2).

Dann ist h eine holomorphe Funktion und es gilt

lim A(z) =0 lim h(z)=0.

z—0 |z]—00

Mit dem Riemannschen Hebbarkei:cssatz und dem Satz von Liouville sieht man nun, dass
h konstant 0 ist. Wegen {e1(")/2A(M)}[M] = h(1) folgt die Behauptung. O

Satz 4.10. FEs sei M ein Z-Kohomologie komplex projektiver Raum der Dimension 2n.
Dann sind dquivalent:

(i) p(M) = (1+ &)™
(ii) {e*/2A(M)}M] =0 fiir alle k € Z mit k =n+1 mod 2 und |k| <n+1
Beweis. Es sei k =2j— (n+1), wie oben. Dann gilt 1 < j < n. Falls (i) gilt, so hat man

kéo/2 j kéo /2 §o i
MORA(M) = Mo/ (650/2 . 650/2)

+1
_ e (G0 "
eso — 1

Es folgt
{MO2A(M)}M] = res(e?(e* — 1)~ "FD;0)
=h+DL+I3+1
Dabei ist

I = / e7*(e* — 1)~ gy = —/ 73 (e* — 1)~z = — Iy
op) 00!

I = / e*(e” — 1)~y = — /7r jed (itw) (pmimtw )= gy 750
71 -m

I = / ejZ(eZ _ 1)_(n+1)dz _ / iej(ix—w)(eix—w _ 1)_(n+1)dx w00 0,
V4 s
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w > 0 und
1 [—w,w] = C y(z) =z +ir yo i [-m, ] — C m(x) = —iz +w
731 [~w,w] = C ys(z) = —z —in Ya:i[=m 7w = C pu(z)=iz-—w

Es gilt also (ii).

Um die Umkehrung zu zeigen geniigt es zu zeigen, dass p(M) eindeutig durch die
Gleichungen {e¥0/2A(M)}[M], k € Z mit k=n+ 1 mod 2 und |k| < n + 1, bestimmt
ist. Es seien nun ay, ..., ap, 9 € Q, so dass

n_1q n
A(M) = 1+ (n—2)lai&o + -+ 2lan_1&7 n_j— an&y falls n € 27

n—1_ n—1
14+ (n—2)aié+ - +2lana_§,° 1+au£02 falls n € 2Z + 1
2 2

Dann gilt:
1 /k\" k n—2 k 2 -
resedonyp = {0 ) TG et () agotay o firn €2l
%(%) +(§) ay + - -l—(%) anT—1_1+§anT—1 firne2Z+1
Da
1 o ... a’f_l
det | | =11y —ai) #0,
1 a, ... a7t i<j

falls a; # aj fiir i # j, folgt, dass A(M ) eindeutig durch die obigen Gleichungen bestimmt
ist. Da M ein Kohomologie komplex projektiver Raum ist, ist p(M) eindeutig durch

A(M) bestimmt. Also folgt die Behauptung. O

Theorem 4.11. Es sei M ein Z-Kohomologie komplex projektiver Raum der Dimension
2n, auf dem S' differenzierbar operiert. Falls fiir jedes F; die Ungleichung

n—1
n+1

|Z(n] + 1(ai —aj)| < Z Wik |di
k

i
erfiillt ist, gilt p(M) = (1 + &)™+,

Beweis. Fiir n < 2 ist die Aussage trivial. Also kann gleich 2n > 4 angenommen werden.
Betrachte zunichst den Fall, in dem a = n%rl > y (nj+1)a; und alle a;, w;;, gerade, ganze
Zahlen sind. Es sei k € Z, so dass |[k| <n+1und k=n+1 mod 2.

Da es auf M eine S'-invariante Riemannsche Metrik gibt und we(M) = (n + 1) ist,
gibt es nach Theorem 4.6 eine Spin®-Struktur P auf M und einen Lift der S'-Operation
nach P, so dass eine der beiden folgenden Gleichungen erfiillt ist.

¢t (P) = k(€ — aty) ¢t (P) = k(€ —aty) + 1

Im ersten Fall ist

k
el = Klos — al = L Sy 1) )] < Y el
JF#i k
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4 Konsequenzen

Im zweiten Fall hat man
jwil > |kllai —a| +1 < |wikld.
k
Mit Korollar 4.9 und Satz 4.10 folgt also die Behauptung.
Falls die Voraussetzungen an a, a;, w;; nicht erfiillt sind kann wie folgt geschlossen
werden. Durch @ : S* x M — M ®(g,z) = ¢*" Dz ist eine weitere S'-Operation auf
M gegeben. Die lokalen und globalen Gewichte dieser Operation ergeben sich aus denen

der urspriinglichen durch Multiplikation mit 2(n + 1). Also erfiillt die neue Operation
die Voraussetzungen des ersten Falls. O

Korollar 4.12. Es sei M ein Z-Kohomologie komplex projektiver Raum, der eine nicht
triviale S*-Operation von linearem Typ zulisst. Dann ist p(M) = (1 + &) +L.

Beweis. Falls die Operation auf M von linearem Typ ist, ist die Ungleichung aus Theo-
rem 4.11 efiillt. O

Korollar 4.13. FEs sei M ein Z-Kohomologie komplex projektiver Raum der Dimension
2n = 2(4h — 1), der eine S*-Operation vom Petrie-Typ zuldsst. Auferdem sei by, . .., by
die Folge der ganzen Zahlen, in der jedes globale Gewicht a; dieser Operation genau
(ni + 1)-mal auftritt.

Falls es ganze Zahlen p1,...,pn und d € N gibt, so dass die by, ...byy, durch

Py Phyp1+dy o pptd,pr+dpg, ... pp+dpg, pr+d(pg+ 1), ... pp + d(pg + 1)
gegeben sind, gilt p(M) = (1 + £3)"*L.
Beweis. Fiir alle ¢ gilt:

4

> (nj+ Dlay —ail =Y |bj — ail
i

>

<.
Il
—_

(lai — pj| +lai — pj — d

I
.MF

<
Il
-

_.I_

a; — pj — dpq| + |a; — pj — d(pg + 1)|)

>

> > Mpj+d—pjl+lpj+d—pj—d

=1

+lpj +d—pj —dpq| + |p; +d — p; — d(pq +1)|)
= 2hdpq

<
Il

Also erhalt man:

n—1
> wikldix — — 1\2(”1 +1)(a; —a;)| = D (nj+1)|a; — ai| + dp+ dg
k

i i
4h — 2
—d(pg+1) — P Z(nj + Dlaj —a;
JFi
>dpg—d(p—1)(¢—1)

>0

50



4.3 Chirurgie

Also ist die Ungleichung aus Theorem 4.11 erfiillt. O

Die Bedingungen, die in Korollar 4.13 an die S'-Operation gestellt werden, sind bei
den in Abschnitt 2.6 und Kapitel 3 diskutierten Operationen erfiillt. Also ergibt sich:

Korollar 4.14. Es sei M ein Z-Kohomologie komplex projektiver Raum der Dimension
2n und T ein Torus vom Rang r > 7. Falls M eine effektive T-Operation zuldsst, ist
p(M) = (1 + &)1

4.3 Chirurgie

In diesem Abschnitt wird mit Hilfe einfach zusammenhéngender Chirugie gezeigt, dass
es im Homotopietyp einer geschlossenen Mannigfaltigkeit der Dimension m > 5 bis auf
Diffeomorphie nur endlich viele weitere Mannigfaltigkeiten mit den gleichen Pontrjagin-
Klassen gibt.

Es sei (X, 0X) eine einfach zusammenhéngende, kompakte, m-dimensioale, orientierte
Mannigfaltigkeit und £ — X ein k-dimensionales orientiertes Vektorbiindel (k > m + 2,
m > 5).

Definition 4.15. Es sei (M,0M) eine kompakte m-dimensionale orientierte Mannig-
faltigkeit. (M,0M) kann so in (D™** S™+k=1) mit Normalenbiindel vy, eingebettet
werden, dass vyr|gns das Normalenbiindel von M in S™*#~1 ist. Die Isomorphieklasse
von vy ist unabhéngig von der Wahl der Einbettung.

Ein Kobordismus einer Abbildung f : (M,0M) — (X,0X) besteht aus einer m + 1-
dimensionalen kompakten Mannigfaltigkeit W mit OW = M U U™ U M'"™, U™ =
OM UOM', U =2 OM x I und einer Fortsetzung F : W — X von f mit F(z,t) = f(x)
fir (z,t) e OM x I =U.

Eine normale Abbildung f : (M,0M) — (X,0X) ist eine Abbildung vom Grad 1
zusammen mit einer orientierungserhaltenden Biindelabbildung b : vy — & iiber f.

Ein normaler Kobordismus (W, F, B) von f ist ein Kobordismus (W, F') von f zusam-
men mit einer Fortsetzung B : w — £ von b. Dabei ist w das Normalenbiindel von W in
D™k 5 T und

(M,0M) C (D™F % 0,8™ k=1 0)  (M',0M') c (D™ x 1,8™+F=1 x 1)
Ucsmk=lyr.
Mit Hilfe der Chirugie-Theorie wird die Frage untersucht, ob eine normale Abbildung

kobordant zu einer Homotopieiquivalenz ist. Das folgende Theorem beinhaltet die Ant-
wort auf diese Frage.

Theorem 4.16 ([7, S.31]). Es sei (f,b) eine normale Abbbildung, so dass flon einen
Isomorphismus in der Homologie induziert. Dann gibt es eine Invariante

Z  falls m =0 mod 4
o(f,b) € Zo fallsm=2mod4 |,
0 fallsm=1,3 mod 4
die genau dann verschwindet, wenn (f,b) normal kobordant zu einer normalen Abbildung

(f',b) ist, so dass f': M' — X eine Homotopieiquivalenz ist.
Falls m = 0 mod 4 ist, ist o(f,b) = %(signM — signX)
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4 Konsequenzen

ADb jetzt sei 0X = (.

Theorem 4.17 ([7, S.38]). Die normalen Kobordismenklassen entsprechen bijektiv den
Elementen a € mp11(T(£)) mit

h(a) NU = [X] € Hn(X),

wobei h : wuyk(T(€)) — Hpik(T(§)) den Hurewicz-Homomorphismus, U die Thom-
Klasse und T'(§) den Thom-Raum von & bezeichnen.

Beweis. Es sei f: M — X eine normale Abbildung. Dann induziert b eine Abbildung
Tb): T(vm) — T(€)

Es sei i : (D"FF, S"+k=1) — (T'(vyr),00) eine Abbildung, die in einer Tubenumgebung
von M mit der Projektion vy — T'(vyy) iibereinstimmt und alle Punkte auflerhalb dieser
Umgebung auf den Basispunkt von T'(vy/) abbildet. Dann ist durch T'(b) on ein Element
B von 7,4+ k(T(€)) gegeben und es gilt:

[(X] = fulM] = fe(ne(0) NT(0)"U) = T(b)s1e(e) NU = h(B) N U. (4.1)

Dabei bezeichnet ¢ einen Erzeuger von H,, (D", Snk=1),
Es sei W ein normaler Kobordismus von f, so dass OW = M U M’ und B|,,, = b,
B|,,,, = b'. Definiert man

¢ (D LS D) — (T(w),00) o = (DR, 8" — (T(varr), 00)

analog zu 1, so gilt T(B)o(| pnik g = T(b)on und T(B)o(| pnrkq = T(b)on’, d.h. T'(b)on
und T'(b) on’ sind homotop. Also hingt 3 nur von der normalen Kobordismenklasse von
f ab.

Es sei nun «a € m,44(T(§)), so dass h(a) N U = [X]. Dann gibt es einen Reprisen-
tanten f : (DR SmAk=1y _ (T(£),00) von a, der transversal zu X C T(€) ist. Also
ist M = f~1(X) eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit und man erhlt eine Biinde-
labbildung b : vy — & iiber ¢ = f|pr. AuBerdem ldsst sich M so orientieren, dass b
orientierungserhaltend ist.

Da T'(§) — X kontrahierbar ist, sind f und 7'(b) o homotop und eine zu (4.1) analoge
Rechnung zeigt, dass g eine normale Abbildung ist.

Ist f/: (D"HF S™Hh=1) — (T(€),00) ein weiterer Reprisentant von «, der transversal
zu X C T(€) ist. Dann gibt es eine zu X C T(£) transversale Abbildung H : (D"+F x
I, 8" I) — (T(€),00), so dass H|pnikyg = f und H|pnteyy = f. W = HH(X)
ist dann ein normaler Kobordismus von f und f’. O

In der obigen Situation ist T'(§) ein (k — 1)-fach zusammenhédngender CW-Komplex.
Daher ist der Kern von h endlich [23, 205-209]. Also gibt es nur endlich viele normale
Kobordismenklassen.

Definition 4.18. Zwei Faserbiindel £ — X und E’ — X heiflen faserhomotopiedquiva-
lent, falls es fasererhaltende Abbildungen f : F — E’ und f’' : E/ — E und fasererhal-
tende Homotopien h: E x [ — E und h' : E' x I — E’ gibt, so dass
ho=f'of hi=folf
b=fof W=fof
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Definition 4.19. Es seien 11,172 — X zwei Vektorbiindel. n; und 72 heiflen stabil fa-
serhomotopiedquivalent, falls es ni,ny € N gibt, so dass S(m @ R"™) und S(n2 & R"2)
faserhomotopiedquivalent sind. Dabei bezeichnet R™ das n-dimensionale triviale Vek-
torbiindel iiber X und S(n; @ R™) das zu n; & R™ assoziierte Sphérenbiindel.

Die stabile Faserhomotopieklasse von 1, wird mit J(n;) bezeichnet. Die Menge der
stabilen Faserhomotopieklassen von Vektorbiindeln auf X wird mit J(X') bezeichnet.

Durch die direkte Summe von Vektorbiindeln iiber X erhélt man eine Gruppenstruktur
auf J(X) und einen surjektiven Homomorphismus

J:KO(X) = J(X)

Es lasst sich zeigen, dass es genau dann ein o € m,4£(7'(€)) mit h(a) NU = [X] gibt,
wenn & und vy stabil faserhomotopiedquivalent sind. Wegen k& > n + 2 ist dies genau
dann der Fall, wenn S(¢) und S(vx) faserhomotopieéiquivalent sind [7, S.24,S.28]. Daher
gibt es genau dann eine normale Abbildung f: M — X, wenn J(§ — vx) = 0 ist.

Theorem 4.20. Es seien f; : M; — X, i = 0,1, normale Abbildungen. Ist m gera-
de und sind fy, fi normal kobordante Homotopiedquivalenzen. Dann sind My und My
diffeomorph.

Beweis. Es sei (W, F, B) ein normaler Kobordismus zwischen (fo, bg) und (f1,b1). Dann
wird durch

F:(W,0W)— (X xI,X x{0}UX x {1}) z— (F(x), p(z)),

eine normale Abbildung definiert. Dabei ist p : W — I eine Funktion mit p|ys, = i.

Da m + 1 ungerade ist, ist F' nach Theorem 4.17 normal kobordant zu einer Homoto-
piedquivalenz F' : (W', 0W') — (X x I, X x {0} UX x {1}) mit OW' = My U M; und
F'|ap, = fi. Daher sind die vertikalen Abbildungen in dem kommutativen Diagramm

M; ——> W

o

X x{i}—=Xx1I

Homotopiedquivalenzen.
Also ist ¢; eine Homotopieiquivalenz und W’ ein h-Kobordismus. Nach dem h-Kobor-
dismentheorem [22] sind My und M; diffeomorph. O

Bemerkung. Ist m in der obigen Situation ungerade, so gibt es eine Homotopie-Sphére
3., die Rand einer parallelisierbaren Mannigfaltigkeit ist, so dass die zusammenhéngende
Summe von M; und ¥ diffeomorph zu Ms ist. Bis auf Diffeomorphie gibt es endlich viele
solcher ¥ [7, S.43-44].

Satz 4.21. Es sei m gerade. Dann gibt es bis auf Diffeomorphie nur endlich viele zu X
homotopiediquivalente geschlossene Mannigfaltigkeiten M mit p(X) = h*p(M), wobei h
eine Homotopiedquivalenz h : X — M bezeichnet.
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4 Konsequenzen

Beweis. Durch eventuelles Andern der Orientierung auf X, lisst sich erreichen, dass h
orientierungserhaltend ist. Ist h ein Homotopieinverses zu h und wihlt man & = h*vyy,
so wird h zu einer normalen Abbildung. AuBerdem gilt fiir die rationalen Pontrjagin-
Klassen von ¢ und das Normalenbiindel vx von X in R*tF

p(&)p(X) = h*p(vapr )W p(M) = 1 = p(vx)p(X)

Also ist p(§) = p(vx).

Da es zu einem gegebenen Vektorbiindel £ iiber X nur endlich viele normale Kobor-
dismenklassen gibt, gibt es nach Theorem 4.20 bis auf Diffeomorphie nur endlich viele
Mannigfaltigkeiten M, die eine normale Abbildung f : M — X zulassen, so dass f
eine Homotopiedquivalenz ist. Es geniigt also zu zeigen, dass es nur endlich viele k-
dimensionale Vektorbiindel ¢ iiber X mit p(§) = p(vx) gibt.

Ist € ein solches Vektorbiindel, so ist £ — vx ein Element des Kerns von

ph: KO(X) —= K(X) -%> A% (X; Q) ,

wobei ¢ durch p — p ® C gegeben ist und ch den Chern-Charakter bezeichnet. Es sei
r: K(X)— KO(X) der natiirliche Homomorphismus.

Da rc = 2, ist der Kern von ¢ in der Untergruppe der 2-Torsion von I/(VO(X ) enthalten.

Da X kompakt ist, sind I?VO(X ) und K (X) sind endlich erzeugte abelsche Gruppen.
AuBerdem induziert ch einen Isomorphismus K(X) ® Q — H?**(X;Q). Daher sind die
Kerne von ¢ und ch endlich. Also ist auch der Kern von ph endlich.

Wegen k > m, gibt es also bis auf Isomorphie nur endlich viele solcher &. O

Korollar 4.22. Fiir alle n > 3 gibt es bis auf Diffeomorphie nur endlich viele Homo-
topie komplex projektive Rdume der Dimension 2n, die eine effektive differenzierbare
Operation eines Torus vom Rang v > 7 zulassen.

4.4 Tangentiale Homotopiedquivalenz

In diesem Abschnitt werden der Begriff der tangentialen Homotopiedquivalenz von Man-
nigfaltigkeiten diskutiert und die Korollare 1.3 und 1.4 bewiesen.

Definition 4.23. Es seien Mj, My, nicht notwendig kompakte, Mannigfaltigkeiten glei-
cher Dimension und h : M; — Ms eine Homotopiedquivalenz. Falls h*T My und T M,
stabil isomorph sind wird h als tangentiale Homotopiedquivalenz bezeichnet.

Es seien M; und M> zwei Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension. Falls es ein &k € N
gibt, so dass M x R* und M, x R* diffeomorph sind, sind M; und M, tangential ho-
motopiedquivalent. Im Folgenden wird untersucht, wann die Umkehrung dieser Aussage
gilt.

Es werden die folgenden Bezeichnungen verwendet. Zwei Abbildungen f,g : X — Y
heiflen eigentlich homotop, falls es eine eigentliche Abbildung F : X x I — Y gibt mit
F(z,0) = f(x) und F(z,1) = g(z) fir alle x € X. Eine Abbildung f: X — Y wird als
eigentliche Homotopieéiquivalenz bezeichnet, wenn es eine Abbildung g : ¥ — X gibt,
so dass f o g eigentlich homotop zu idy und g o f eigentlich homotop zu idx ist.
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Theorem 4.24. Es sei f : M1 — M eine eigentliche tangentiale Homotopiedquivalenz
von unberandeten Mannigfaltigkeiten My, Mo gleicher Dimension und k > dim M; + 2.
Dann gibt es einen Diffeomorphismus F : My x R¥ — My x RF, so dass

My x R¥ —£5 0, x RE

i |

My Mo

bis auf Homotopie kommutiert.

Der hier gegebene Beweis von Theorem 4.24 folgt der Argumentation von M.W.Hirsch
[12] und J. Milnor [21] und benétigt einige Lemmata.

Lemma 4.25. FEs seien V und M Mannigfaltigkeiten mit dimV > 2dim M + 2 und
frg: M — V — 0V eigentliche Einbettungen mit trivialem Normalenbiindeln. Falls f
und g eigentlich homotop sind, gibt es einen Diffeomorphismus h: V — V mit:

(i) hof =g
(i) h =id in einer Umgebung von OV .

Beweis. Falls f(M)Ng(M) = () ist, gibt es, wegen dim V' > 2dim M X I, eine eigentliche
Einbettung F': M x I — V — 0V mit F|y.q0y = f und Flyxq1y = g. F lisst sich zu
einer Einbettung H : M x [—3,3] — V fortsetzen. Es sei i : M x {0} — M x I, dann gilt

vi=f*TV = TM = i*(H*TV — TM x I + R) = i*vg + R

Da i eine Homotopiedquivalenz ist und das Normalenbiindel v; von f trivial ist, ist auch
das Normalenbiindel v von H trivial. Daher gibt es eine Einbettung G : M x [—3, 3] x
RF — V mit G(z,y,0) = H(z,y) und k = dim V' — dim M x [-3, 3].

Nun gibt es einen Diffeomorphismus von M x [~3,3] x R¥ mit

(i) (x,0,0) + (z,1,0) fir z € M
(i) (z,9,2) — (2,y,2) fir [y] > 2, 2] > 1

Dieser Diffeomorphismus setzt sich zu einem Diffeomorphismus von V' fort. Dieser leistet
das Verlangte.
Falls f(M)Ng(M) # (0, gibt es eine eigentliche Einbettung f1 : M — V mit

(i) f1 und f sind eigentlich homotop
(i) fr(M) N f(M) =0 =g(M)N f1(M).
Nach dem ersten Fall gibt es also Diffeomorphismen hj, ho von V mit
hiof=h haofi=g
und h; = ho = id in einer Umgebung von V —9V. hs o hy leistet dann das Verlangte. [

Es sei p : E — M ein orthogonales Biindel mit Faser DF. Fiir eine differenzierbare
Abbildung A : M —]0,1[ sei AE = {z € E;||z| < Mp(x))}.
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Lemma 4.26. In der obigen Situation sei f : %E — int E eine Einbettung mit f|y = id.
Dann lisst sich f zu einem Diffeomorphismus von E fortsetzen.

Beweis. Essei A\ : M —]0, %[ Da jeder Diffeomorphismus OF zu einem Diffeomorphismus
von I x OF fortgesetzt werden kann, lisst sich f|\p genau dann zu einem Diffeomorphis-
mus von E fortsetzen, wenn E —int f(AE) und I x 9F diffeomorph sind.

AuBlerdem ist

E—int f\E) = (E int f(;E)> Uloys <;E ~int )\E>

Da %E — int AF diffeomorph zu I x OF ist, sind £ — int f(AF) und F — int f(%E)
diffeomorph. Also ldsst sich f genau dann zu einem Diffeomorphismus von E fortsetzen,
wenn es ein A : M —]0, 5[ gibt, so dass f|\g zu einem Diffeomorphismus von E fortgesetzt
werden kann.

Durch %E — Fund f: %E — F sind zwei Tubenumgebungen von M in E gegeben.
Also gibt es eine differenzierbare Funktion p : M —]0, %[ und eine Diffeotopie g : Ex I —
E, so dass g|,gxq1} = flue [13, S.181]. O

Aus diesen beiden Lemmata ergibt sich

Lemma 4.27. Es sei f : M X %Dk — M x DF eine Einbettung, so dass flarxqoy und
idyr eigentlich homotop sind und k > dim M + 2. Dann ldsst sich f zu einem Diffeo-
morphismus von M x DF fortsetzen.

Beweis von Theorem 4.24. Wegen k > dim M; + 2 gibt es eine zu f homotope Einbet-
tung f1 : Mi — My x D*. Da f eine tangentiale Homotopiesiquivalenz ist, ist das Norma-
lenbiindel von f; trivial. fi ldsst sich also zu einer Einbettung f : My x D¥ — M, x DF
fortsetzen.

Analog erhilt man fiir ein Homotopieinverses g : My — M; von f eine Einbettung
G: My x DF — M x D*_ so dass 9l Mz x{oy und g eigentlich homotop sind.

Mit Lemma 4.27 erhilt man nun zwei Folgen von Diffeomorphismen h; : M; x 20DF —
M; x DF und iNzZ - My x 2°DF — My x D* | so dass hg = id, l~m = id und das Diagramm

M2 X Qka MQ X 2i+1Dk MQ X 2i+2Dk> ce

ihi J/ilile J{Ei+2

My x DF 5 0y 5 DF 25 My x DF —L > My 5 DF —2 My x DF —L = My % DE —> -

Thi Thiﬂ Thi+2

My x 2tDF M, x 2tt1pk My x 2t+2 Dk

fiir alle 4 > 0 kommutiert. Also ist der Limes V' der mittleren Sequenz diffeomorph zu
M x R¥ und M, x RF. Ein Diffeomorphismus von M; X R* und My x R* ist durch

F= (h_II)l Bi)_l o ﬁ_H)lhi gegeben. Es ist nur noch zuzeigen, dass das folgende Diagramm
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bis auf Homotopie kommutiert.

My x RF 5> ©y x RF

]\g Flnr, % {0} l

1—>M2XRk

i lﬁ

My Mo

Da M; x R¥ — M, eine Homotopiedquivalenz ist, kommutiert das obere Quadrat bis
auf Homotopie. Es muss also nur noch das untere Quadrat betrachte werden. Es gilt

70 Flag xfoy = m o (lim i) ™" o lim Ay s, oy
= molim(h; " o f o hy)|as {0}
=mohy'o foholyxfoy =70 fi
Da f; nach Konstruktion homotop zu f ist, folgt die Behauptung. O

Satz 4.28. FEs set X = CP™, M ein Homotopie CP™ und h : X — M eine Homoto-
piedquivalenz mit h*p(M) = p(X). Dann ist h eine tangentiale Homotopiedquivalenz.

Beweis. Nach [28] gilt

Z|w]/ (w2 fallsn #1 mod 4

KO(X) =
& {Z[w}/@w[”ﬂ]*l,w[”/z]“) flls =1 mod 4

Dabei ist w = r(y — 1), wobei v das Hopfbiindel bezeichnet.

Im ersten Fall ist ker ph = 0 also gilt h*vy; = vx. Also ist A*TM — TX = 0, d.h.
h*T'M und TX sind stabil isomorph.

Im zweiten Fall sei h ein Homotopieinverses zu h. Setzt man & = h*vy; und dndert
gegebenenfalls die Orientierung auf X, so wird & zu einer normalen Abbildung. Also ist
J(TX —h*TM)=J(h*vy —vx) =0.

Nach Voraussetzung ist auflerdem TX — h*TM € kerph = {0,wl™/A+1} = 7, Mit
dem folgenden Lemma folgt die Behauptung. O

Lemma 4.29 ([1]). In der obigen Situation sei n = 4w + 1. Dann ist J(w?*+1) # 0.

Beweis. Entscheidet fiir die folgende Argumentation ist, dass J : KO(RP") — J(RP")
ein Isomorphismus ist [16, S.225].

BEs sei f : RP3WH2 « RP3w+3 . CP**! die gewohnliche Projektion. Dann ist
f(RP8wFL) ¢ CP* und man erhilt das folgende komutative Diagramm mit exakten
Zeilen

KO(CP*+1/Ccptw) —' > KO(CP*+) ——= KO(CP)

| | |

-k

KO(RPSw+2 /R pSw+) A @(RP&UH) - [/Ea(RP&U—H)

o7



4 Konsequenzen

Da f den Grad 1 hat, induziert es einen Isomorphismus
KO(CP**1/CP*) =~ KORP* 2 /RP*" ) = KO(S%*?) =~ Z,.

Es sei  ein Erzeuger von KO(CP¥+!/Cpiw).
Da die obere Zeile des Diagramms exakt ist, ist j*(n) = w?*T!. Da KORP3*1)

eine zyklische Gruppe der Ordnung 2 * 16* und K O(RP8%*2) eine zyklische Gruppe der
Ordnung 4 * 16Y ist, erhédlt man

frwt = f1in =57 ' # 0.
Daher ist f*J(w?**1) = J(f*w?¥*1) # 0 und es folgt die Behauptung. O

Korollar 4.30. Es sei M ein Homotopie CP", der eine effektive differenzierbare Opera-

tion eines Torus vom Rang v > 7 zuldfit. Dann ist M tangential homotopiedquivalent
zu CP™.

Korollar 4.31. FEs sei X ein Homotopie komplex projektiver Raum der Dimension 2n

der eine effektive differenzierbare Operation eines Torus vom Rang r > 2 zuldsst und

1
k> 2n+2. Dann sind X x RF und CP™ x R* diffeomorph.

Die folgende dquivariante Version von Theorem 4.24 wurde von S. Kwasik [18] bewie-
sen.

Theorem 4.32. Es seien G eine kompakte Lie-Gruppe und My, Mo geschlossene zu-
sammenhdingende G-Mannigfaltigkeiten. Auflerdem sei f : M1 — Mas eine dquivariante
tangentiale Homotopiedquivalenz, d.h. fist eine G-Homotopiedquivalenz und es gibt eine
G-Darstellung V', so dass F*TMs &V =2 TM; & V. Dann gibt es eine G-Darstellung
V und einen daquivarianten Diffeomorphismus F . My x V — M, x f/, so dass das
Diagramm aus Theorem 4.24 bis auf G-Homotopie kommutiert.
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