Ubungsblatt 13 (Topologie 1, WS 18/19)

Achim Krause, Thomas Nikolaus

zur Abgabe und Besprechung in den Ubungsgruppen am 22.-23.1.

Aufgabe 1. In Blatt 5, Aufgabe 2 haben wir die Mayer-Vietoris-Sequenz

— S HUNV) — H(U)® H,(V) — H(UUV) 2> H,_,(UNV) — ...

aus dem Ausschneidungsaxiom hergeleitet. Beschreiben Sie, wie man diese stattdessen als
lange exakte Sequenz einer kurzen exakten Sequenz von Kettenkomplexen schreiben kann.
(Tipp: Theorem 1.16.7)

Aufgabe 2. Fiir n-dimensionale kompakte Mannigfaltigkeiten N, M mit gewé&hlten Ein-
bettungen R™ — N, R” — M definiert man die zusammenhéngende Summe

N#M = (N \ D™) Ugpn (M \ D),

wobei D™ C R™ wie gewohnt die Einheitskreisscheibe ist.

Dabei handelt es sich wiederum um eine kompakte Mannigfaltigkeit.!

Zeigen Sie: Wenn n ungerade ist, dann ist x(N#M) = x(N) + x(M), und wenn n
gerade ist, dann ist x(N#M) = x(N) + x(M) — 2.

Was sind die Eulercharakteristiken von (S x $1)#" und (St x S1)#"#RP2?

Aufgabe 3. Fiir zwei Kettenkomplexe C,, D, definieren wir ihr Tensorprodukt als

(C®D)n: @ Cy ® Dy,
k+l=n

mit Differential dadurch bestimmt dass fiir x € Cy und y € D; gelten soll:

dogp(z ®y) = (dox) @y + (=1)*z ® (dpy).
(a) Zeigen Sie, dass (C'® D), mit dem Differential dcgp wirklich ein Kettenkomplex ist.
(b) Konstruieren Sie eine Bijektion zwischen den folgenden beiden Daten:

(i) Tripel (f, g, H) von Kettenabbildungen f, g : Cx — D, und einer Kettenhomo-
topie H zwischen f und g.

(ii) Kettenabbildungen H : (I ® C), — D,, wobei I, der Kettenkomplex ist, der
gegeben ist durch Iy = Zxg ® Zx1, I = Zi, I, = 0 sonst, und di = 1 — 9.2

'Man kann zeigen, dass der HomSomorphietyp von M#N nicht von der konkreten Wahl der Einbet-
tungen D" — M, D™ — M abhéangt, nur von deren Orientierung.
?Man beachte, dass I.. genau der zellulire Kettenkomplex von [0, 1] mit der Standard-CW-Struktur ist.



Aufgabe 4. Fiir zwei graduierte abelsche Gruppen C,, D, ist eine homogene Abbildung
von Grad n gegeben durch Abbildungen f; : C; — D;y,, fiir jedes n. Wir definieren eine
graduierte abelsche Gruppe Hom(C, D), indem wir Hom(C, D),, als Gruppe der homoge-
nen Abbildungen von Grad n wéhlen.

Seien jetzt C, D, Kettenkomplexe mit Differentialen d¢, dp. Dann definieren wir auf
Hom(C, D), ein Differential, indem wir fiir f € Hom(C, D),, setzen:

dtom(c,p)f =dpo f—(=1)"fodc
(a) Zeigen Sie: Hom(C, D), mit Differential dyom(c,p) ist wirklich ein Kettenkomplex.

(b) Finden Sie eine Bijektion zwischen Hy(Hom(C, D),) und der Menge der Kettenhomo-
topieklassen von Kettenabbildungen C, — D..



