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Aufgabe 1 Angenommen, p1, . . . , pn sind Punkte auf einer kompakten Riemannschen
Fläche X, und X ′ = X \ {p1, . . . , pn}. Angenommen,

f : X ′ → C
ist eine nicht-konstante holomorphe Abbildung. Beweisen Sie, dass das Bild von f dich in
C ist.

[4]

Aufgabe 2 Sei Γ ein Gitter. Wir definieren die Weierstraßsche ℘-Funktion bezüglich Γ
als

℘Γ(z) =
1

z2
+
∑

ω∈Γ\0

(
1

(z − ω)2
− 1

ω2

)
.

(1) Beweisen sie, dass ℘Γ eine meromorphe Abbildung C/Γ → P1 induziert, mit nur
einem Pol an dem Punkt der Γ entspricht. [Hinweis: Betrachten Sie zuerst die
Ableitung ℘′Γ(z).]

(2) Sei f ∈ M(C/Γ) mit einzigem Pol bei 0, und mit der folgende Laurentreihenen-
twicklung um 0 (d.h. in einer standard Karte um 0)

f(z) =

∞∑
k=−2

ckz
k, mit c−2 = 1, c−1 = c0 = 0.

Beweisen sie, dass f = ℘Γ.

[2+2]

Aufgabe 3 Beweisen sie, dass jede meromorphe Funktion f auf P1 eine rationale Funktion
ist, d.h. ein Quotient von Polynomen.

[4]

Aufgabe 4 Sei X eine Riemannsche Fläche und f ∈ M(X) eine meromorphe Funktion.

Für eine Karte ϕ : U
∼→ V ⊆ C mit u ∈ U entspricht 0 ∈ V sei

+∞∑
−∞

akz
k

die Laurentreihenentwicklung um 0 in diese Karte. Bestimmen Sie, welche der folgenden
Eigenschaften nur von f abhängen, also unabhängig von der Wahl der Karte sind.

(1) eine Nullstelle der Ordnung n sein;
(2) ein Pol der Ordnung n sein;
(3) ak = 0 für ein festes k ∈ Z.

[1+1+2]
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