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Préasenzaufgaben fiir 04.05.2018.

Aufgabe 1 (Der kommutative 2-Torus)

Es sei X = {u, v} eine Menge zweier Elemente und R = {uu* = u*u = 1, vv* = v*v =
1, uv = vu} eine Menge von Relationen. FEine R-Darstellung 7 in eine unitale C*-Algebra
B ist eine Abbildung 7 : X — B, sodass m(u) und m(v) unitire Elemente in B sind und
m(u)m(v) = m(v)m(u) gilt.

Es sei nun (A = C*(X,R),tx) die universelle C*-Algebra erzeugt von (X,R) bestehend aus
einer C*-Algebra A und einer R-Darstellung tx : X — A, so dass es zu jeder R-Darstellung =
in eine unitale C*-Algebra B genau einen *-Homormorphismus 7 : A — B mit 7o tx = 7 gibt.
Das Ziel dieser Aufgabe ist es

A== C(T x T) = C*(Z?)

zu zeigen. Aus diesem Grund nennt man A auch "kommutativer 2-Torus".

(a) Zeigen Sie mithilfe der universellen Eigenschaften von A und der universellen Gruppen-
C*-Algebra (C*(Z?),172), dass es einen *-Isomorphismus ¢; : A — C*(Z?) mit

¢1 © LX(U) = LZQ(L 0) und ¢1 © [,X(’U) = LZQ<07 1)

gibt.

(Beachten Sie, dass eine R-Darstellung kanonisch zu einer unitiren Gruppendarstellung von
7?2 fortgesetzt und umgekehrt jede unitire Gruppendarstellung von Z? zu einer R-Darstellung
eingeschriankt werden kann.)

(b) Zeigen Sie ferner, dass es einen *-Isomorphismus ¢y : C*(Z?) — C(T?) mit
¢2 o LZ2(1,0) = T2 — (C, (2’1,2’2) — 21 und (Z)Q o LZ2(0, 1) = TZ — (C, (21,22) = 29
gibt. Der Beweis kann in den folgenden Schritten erbracht werden:

(i) Es sei 72 = {x : Z> - T | x Gruppenhomomorphismus} C [[,2 T versehen mit der
relativen Produkttopologie. Zeigen Sie, dass

CA(CH(Z2) = 72, x > X 0 iy
ein Homéomorphismus ist.
(ii) Zeigen Sie, dass
L22 = T2, x> (x(1,0),x(0, 1))
ein Homéomorphismus ist.

(iii) Folgern Sie schliefslich die Aussage aus Punkt (b).
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Aufgabe 2 (Die nichtkommutativen Tori)

Ziel dieser Aufgabe ist die Beschreibung/Definition der nichtkommutativen Tori als universelle
C*-Algebra und als verschranktes Produkt.

Es seien # € [0,1), X = {u,v} und Ry = {vu* = w'u = 1, vv* = v*'v = 1, uv = e*Pyu}.
Ferner sei (Ay, tp) die universelle C*-Algebra erzeugt von (X, Ry).

Beachten Sie, dass Aj gleich der C*-Algebra A aus Aufgabe 1 ist. Im Fall § € (0,1) heifit Ay
nichtkommutativer Torus, da die Erzeuger u und v nicht mehr miteinander kommutieren.
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Ferner sei nun hy : T — T, z — €™ z. Der Hom6éomorphismus hg induziert durch

ap : Z — Aut(C(T))
mit
ap(n)(f)(z) = fle >m"7)

firn e Z, f € C(T) und z € T eine Gruppenwirkung auf C(T).

SchlieRlich bezeichne (C(T) x4, Z, (1, tc(ry)) das universelle verschrinkte Produkt der Grup-
penwirkung oy bestehend aus einer C*-Algebra C(T) X, Z und der universellen kovarianten
Darstellung (tz,tc(r)) sodass es zu jeder nichtentarteten kovarianten Darstellung (U, m) von
der Gruppenwirkung ap genau einen *-Homomorphismus U x 7 : C(T) x4, Z — B(#H) mit
Uxmoigm =mund U xmouy ="U gibt.

Zeigen Sie mithilfe der universellen Eigenschaften von Ay und C(T) x4, Z die Existenz eines
*-Homormorphismus’ ¢ : Ag — C(T) X4, Z mit

Youix(u) = toer(idr) und ¢ o Lx (v) = 1z(1).

Beweisen Sie ferner, dass 1 ein *-Isomorphismus ist.



