DIE SPUR AUF EINEM ENDLICHEN FAKTOR

HANNES THIEL

Dieser Artikel basiert auf der englischen Ubersetzung durch Tim de Laat eines
Manuskripts von Uffe Haagerup. Die Existenz und Eindeutigkeit des Spurzustand
auf einem endlichen Faktor wurde zuerst von Murray und von Neumann gezeigt
IMvN3T, pp. 210-217]. In [YeaTl] hat Yeadon einen kurzen Beweis der Existenz des
Spurzustands mit Hilfe des Ryll-Nardzewski Fixpunktsatzes prasentiert. Der hier
gefiihrte Beweis folgt [Ped75].

Zur Erinnerung: Ein Zustand auf einer C*-Algebra A ist ein positives Funktional
p: A — Cmit ||| = 1. Ein Zustand ¢ heifit treu falls p(a) > 0 fiir allea € A;\{0}.
Eine Spur auf A ist ein positives Funktional ¢: A — C, so dass p(zy) = ¢(yx) fiir
alle z,y € A. Ein Spurzustand ist eine Spur die gleichzeitig ein Zustand ist.

Wir bezeichnen die Menge der Projektionen in A mit Proj(A4). Es seien p,q €
Proj(A). Wir sagen, dass p und ¢ (Murray-von Neumann) &quivalent sind, und
schreiben p ~ ¢, falls es v € A gibt, so dass p = v*v und vv* = ¢q. Wir sagen, dass
p (Murray-von Neumann) subédquivalent zu ¢ ist, und schreiben p 3 g, falls p ~ ¢’
fiir eine Projektion ¢’ mit ¢’ < ¢. Eine Projektion p heifit endlich, falls fir jede
Projektion ¢ aus p ~ ¢ < p schon p = ¢ folgt.

Sei nun A eine unitale C*-Algebra. Wir sagen, dass A endlich ist, falls die Eins
in A eine endliche Projektion ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn jede Isometrie
in A automatisch unitér ist.

Falls A einen treuen Spurzustand besitzt, dann ist A endlich. Um dies zu be-
weisen, sei p: A — C ein treuer Spurzustand, und es sei v € A eine Isometrie, das
heifit, es gilt v*v = 1. Wir setzen p := vv*. Dann gilt ¢(p) = @(vv*) = p(v*v) = 1.
Es folgt (1 —p) = ¢(1) — ¢(p) =0, und damit 1 —p =0, also p = 1.

Wir werden zeigen, dass jeder endliche Faktor genau einen Spurzustand besitzt.

Eine C*-Algebra A hat reellen Rang Null wenn die selbstadjungierten Opera-
toren mit endlichem Spektrum norm-dicht in Ay, sind; siehe [BP91l Theorem 2.6].
Jede von Neumann Algebra hat reellen Rang Null; sieche [BP91l Proposition 1.3].
(Sei M eine von Neumann Algebra und a € Mg,. Wir kénnen |ja]] < 1 an-

nehmen. Es sei n > 1. Wir betrachten nun die Projektionen py := X[E w](a), fiir
n’ n

k= —n,...,n—1. Der Operator b := ), %pk ist selbstadjungiert, hat endliches
Spektrum und erfillt |ja — b|| < %)
Proposition 1. FEs sei A eine unitale C*-Algebra, und ¢p: A — C ein positives
Funktional. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) Das Funktional ¢ ist eine Spur, das heifit, es gilt p(xy) = @(yx) fir alle
x,y € A.
(2) Fir alle a € Asq und alle unitiren u € A gilt p(uau™) = p(a).
(3) Fiir alle v € A gilt p(z*z) = p(zx*).
Falls A reellen Rang Null hat, dann sind die obigen Aussagen auch dquivalent zu:
(4) Fiir alle dquivalenten Projektionen p,q € A gilt o(p) = ¢(q).
Beweis. Wir beweisen die Aquivalenzen ‘(1)<(2)’, {(1)<(3)’, und die Implikationen
“(3)=(4) und ‘(4)=(2)".
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Um ‘(1)=(2)’ zu zeigen, sei a € Ag, und u € A unitér. Dann gilt

p(u(au®)) = p((au)u) = ¢(a).
Um ‘(2)=(1)" zu zeigen, seien z,y € A. Es sei u € A unitdr. Wir zeigen zuerst,
dass p(uy) = p(yu). Es seien a,b € Ag, der Real- und Imaginérteil von yu. Dann
gilt yu = a + b und es folgt

p(uy) = p(u(a +ib)u*) = p(uau™) +ip(ubu®) = p(a) +ip(b) = p(yu).

Jeder Operator in einer C*-Algebra ist eine Linearkombination von vier unitéren.
Wir wéahlen unitére ux, € A und Ay € C, so dass x = Zizl Arug. Dann gilt

4 4
play) =D Mp(ury) = D Mplyur) = o(ya).
k=1 k=1

Die Implikation ‘(1)=-(3)’ ist trivial. Um die Umkehrung zu beweisen, seien

x,y € A. Setze z := y*. Wir wenden die Polarisationsformel fiir zz* an und
erhalten
13
play) = p(wz") = 1 D itp((@ +i*2)(w +i"2)7)
k=0
138
= 1 Zikw((x +Zkz)*($—|—lk2))
k=0

= p(z"z) = p(yz).

Die Implikation ‘(3)=-(4)’ ist trivial. Um die Implikation ‘(4)=-(2)’ zu beweisen,
sei a € Ag, und sei uw € A unitdr. Sei € > 0. Da A reellen Rang Null hat, gibt es
b € Ag, mit endlichen Spektrum und |la — b|] < €. Da b endliches Spektrum hat,
gibt es Ay € R und Projektionen py, so dass b = > _; Aypi. Die Projektionen
upru® und pg sind dquivalent. Es folgt

p(ubu®) = Ap(upru®) =Y Ae(pr) = @(b).
k=1 k=1

Aus ||a —b|| < € folgt |p(a) — p(b)| < €. Es gilt auch |Juau* — ubu*|| < € und daher
lo(uau*) — p(ubu*)| < e. Es folgt

|p(a) — pluau®)| < |p(a) = w(b)] + | (b) — p(ubu®)| + [p(ubu) — p(uau®)| < 2e.
Da dies fiir alle € > 0 gilt, folgt ¢(a) = (uau™®). O

Die folgende Aussage kann hnlich wie die Aquivalenz zwischen (1)-(3) und (4)
in bewiesen werden.

Proposition 2. Es sei A eine unitale C*-Algebra mit reellem Rang Null, es sei
@ ein positives Funktional auf A, und es sei A € R mit A > 1. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(1) Fir alle x € A gilt p(z*x) < Ap(xz*).

(2) Fiir alle dquivalenten Projektionen p und q in A gilt o(p) < Ap(q).

Definition 3 ([CP79]). Es sei A eine C*-Algebra, und a,b € A;. Wir sagen, dass
a und b Cuntz-Pedersen dquivalent sind, und schreiben a ~cp b, falls es eine Folge
(zp)n in A gibt, so dass

* *
a= E Zy %y, und E rnx, =D,
n n

wobei die Summen norm-konvergent angenommen werden.
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Lemma 4. FEs sei 7: A — C ein Spurzustand und a,b € Ay mit a ~cp b. Dann
gilt 7(a) = 7(b).

Beweis. Wahle eine Folge (x,), in A, so dass a = ) zrx, und > x,z; = b.
Wir benutzen, dass 7 stetig ist, und erhalten

N N

7(a) = ]\}gan Z TyTp) = ngnoo Z T(z}x,) = ]\}gnoo Z T(zpxy) =7(b). O
n=0 n=0

Lemma 5. Es sei A eine C*-Algebra, und es seien x € A und e € Ay, so dass

z*x < e. Firk > 1 setzen wir rj, := x(% + e)~Y4. Dann ist die Folge (ry)y

1/4 /2

konvergent und fir r := limg rg gilt © = re*/*. Falls ¥z = e, dann gilt r*r = e

Beweis. Fiir k,1 > 1 setzen wir dj; := (§ + e) M4~ (++ e)~ /4. Dann gilt
7 = rol|* = llwdyall* = |ldx, Vg

_ ||el/2(% +€)_1/4 —61/2(% +6)_1/4||2.

Die Folge von Funktionen (¢t — t/2(1 + ¢)~1/4) ist aufsteigend und konvergiert
daher nach Dini’s Theorem gleichmiBig gegen die Funktion (¢ + t'/4). Es folgt,
dass (rg)g eine Cauchyfolge ist. Fir k > 1 gilt

|z — 7ﬁk€1/4||2 = ||=(1 - (% te)” 1/4 1/4)”2
= 10— G + &)V ata(1 - (F+e)7 i)
<|(1- (% te)” 1/4 1/4) (1— (% _|_e)—1/4€1/4)”
= €21 = (f o)1 2 0,

und daher z = rel/4.

Falls z*x = e, dann gilt

x - —1/4, % —1/4 _ 1 —1/4 —1/4 _ ,1/2
rrzhlgn(%—i—e) /xx(%—i—e) /:hin(%—l—e) /e(%—i—e) M=el/2 O

Es sei z*x < e. Der Operator r aus dem vorherigen Resultat ist ein kanonischer
Operator der die Gleichung z = re'/* erfllt. Man kann sich r als ze~'/* definiert
vorstellen, obwohl im allgemeinen e nicht invertierbar ist.

Lemma 6. Es sei A eine C*-Algebra, und es seien (Tmy,)m eine Folge in A und
e € Ay, so dass Zm L ThTm = €. Firm > 1 setze vy, = limy 2,,,(3 +e)71/4.
Dann gilt >°° T = €'/2.

m=1 m

Beweis. Wir betrachten die C*-Algebra B := A ® K, wobei K die kompakten
Operatoren auf dem Hilbertraum ¢%(N) sind. Wir bezeichnen die Matrixeinheiten
in K mit p, ; fiir 4, j € N. Wir definieren

oo
T = Z Tm @ pm,1 € B.
m=1
Dann gilt ¥z = e ® p1,1. Wir definieren
tr = x(% +e ®p1,1)_1/4 € B.

Wegen konvergiert die Folge (tx)r in B gegen ein Element ¢t € B, so dass
t*t = (e ® p1,1)'/%. Wir folgern

t't = (6 ®p1,1)1/2 = 61/2 ®p1’1.
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Esgilt t), =Y 0" @ (£ +€)"/*®pp, 1 und daher t = Y

m=1

Tm ®Pm,1 und folglich
o0
t't = (Z rrTm) @ P11
m=1

Es folgt, dass S.°°_. 7% 1, = /2. O

m=1 'm

Lemma 7 ([Ped69, Proposition 1.1]). Es sei A eine C*-Algebra, und es seien
(m)m und (yn)n Folgen in A, so dass

o) 00
m=1 n=1

Wir setzen e = Y o' xpmal,. Wir definieren r, = limg 2, (3 + €)~Y4 und
-— limk(% +e) Y4y, und Zmon = SpTm fir m,n € N. Dann gilt

oo oo
* _ * * _ *
T Ty = § ZmonFmn,  und E ZmnZmn = YnYn
n=1 m=1

fir alle m,n.

Beweis. Wir wenden im dritten Schritt an, und erhalten

S [eS) [eS)

* _ * ok K * K Lk
g ZimnAmmn = E Ty SnSnTm = T, E S350 | Tm = T6Tm = X, Tm.
n=1

n=1 n=1

Analog folgt

0o 0o 00
* * sk * * *
E mezmm = E SnT™TmTmSn = Sn E ™TmTm | Sn = Sn€S, = ynym
m=1 m=1 m=1

Proposition 8. Die Cuntz-Pedersen Relation hat folgende Eigenschaften:

(1) Die Relation ~cp ist eine Aquivalenzrelation.
(2) Es seien aj,as,b € Ay, so dass a;+az ~cpb. Dann existieren by, by € Ay,
so dass a1 ~¢cp b1, as ~cp by und by + by = b.

Beweis. (1). Es ist einfach zu sehen, dass ~cp reflexiv und symmetrisch ist. Um
zu zeigen, dass ~cp transitiv ist, seien a,b,c € Ay, so dass a ~cp b ~cp c¢. Wéhle
Folgen (2,,)m und (yp)n, so dass

oo o0 o0 o0
* * * *
a= E Ty, Tm, und g TmT,, =b= E YnYn, und g YnY, = C.
m=1 m=1 n=1 n=1

Wir wenden an und erhalten z,, , € A fiir m,n > 1, so dass

o] o]
* _ 2 * 2 * _ *
{Eml'm - Zm,n’zm”ﬂ7 und Zm,nzm,n - yny'rw

n=1 m=1

fir alle m und n. Es folgt

o0 o0 o0 oo oo oo
_ * _ * * _ *
a= E Ty T = g E ZmonZmmn, und E E ZmnZmn = E YnYp = C,
m=1 n=1

m=1n=1 n=1m=1
und daher a ~cp c.
. . 1/2
(2). Es seien aj,as,b € Ay, so dass a; + as ~cp b. Wir setzen z; := al/ ,

Ty 1= a;/z und x,, := 0 fiir m > 3. Wir wihlen eine Folge (y, )., so dass

o0 o0
ay +as = nylyn, und Zyny;: =b.

n=1 n=1
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Dann gilt
oo o0
* * * _ _ *
E Ty, = T127] + T2Ty =01 a2 =a = E YnYn-

m=1 n=1

Wir wenden an und erhalten z,,, € A fir m,n > 1, so dass

e} e}
LmdTm = melme, und Zm,"’zm,n = YnlYn;
n=1 m=1

fir alle m und n. Wir setzen

oo oo
Pp— * Pp— *
by = g 21,021 s und by := E 22,29 -
n=1

n=1

Es gilt 2, ,, = 0 fiir m > 3, und daher

o0 o0 oo oo o0
b= "unn =D Y Zmnzin = 21n2i,) + (O 22.023,) = b1 + ba.
n=1

n=1m=1 n=1 n=1

Es gilt aulerdem

o oo
* * *
ap =xjr; = E 2] pZ1m, und E 2,021, = b1,
n=1 n=1
und daher a1 ~cp b;. Analog gilt as ~cp bo. O

Proposition 9. Es sei A eine C*-Algebra, es sei A € R mit A > 1, und es sei ¢
ein positives Funktional auf A, so dass o(z*x) < Ap(xx*) fir alle v € A. Dann
existiert eine Spur T auf A, so dass

p(a) < 7(a) < Ap(a)
fiir alle a € A4
Beweis. Definiere 7: Ay — [0, 00] durch
7(a) :=sup {p(b) : b€ Ay b~cp a},

fir a € Ay. Dann gilt 7(a) > ¢(a) fir alle a € A;. Essei b€ A, mit b ~cp a.
Waéhle eine Folge (), so dass

o0 o0
b= E )Ty, und E TnZy = a.
n=1

n=1
Dann gilt
e) =D plane.) <Y Ap(znay) = Ap(a).
n=1 n=1
Dies zeigt, dass
p(a) < 7(a) < Ap(a),
fiir alle a € A;. Insbesondere gilt 7(a) < oo fiir alle a € A,
Fiir g € (0,00) und a,b € Ay sieht man leicht, dass pa ~cp pb genau dann gilt,

wenn a ~cp b. Es folgt, dass

7(na) = pr(a),
fiir alle a € A} und p € (0, 00).
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Es seien aj,as € Ay. Da by ~cp a1 und by ~cp ae implizieren, dass by +bs ~cp
a1 + ao, erhalten wir
7(a1 4+ ag) = sup {w(b) :b~cpay + ag}
> sup {@(by + ba) : by ~cp a1, by ~cp az}
=sup {¢(b1) : by ~cp a1} + sup {@(b2) : ba ~cp az}
=T1(a1) + 7(asz).

Falls b ~cp a1 + ag, dann folgt aus dass es b1,by € A4 gibt, so dass
b1 ~cp a1 und by ~cp as, and b = by + by. Daher haben wir auch

sup {ga(b) :b~cp ar + a2} < sup {go(bl +bg) : by ~cp a1,ba ~cp az}.
Fir alle a1,a2 € Ay gilt also
7(a1 + a2) = 7(a1) + 7(az).
Es sei € A. Dann gilt z*z ~cp xa*. Da ~cp transitiv ist, folgt
T(z*x) = sup {@(b) 1 b ~cp x*x} = sup {gp(b) 1 b ~cp xm*} = 7(z2").

Fir a € Ag, seien aq und a_ der positive und negative Teil. (Es gilt ay =
f(a) und a_ = g(a) mit Funktionalkalkiil angewendet fiir die Funktionen f(t) =
max{t,0} und g(¢) = min{¢,0}.) Es gilt a = ay —a_, und ay,a_ € A;. Wir
setzen nun 7 auf Ag, fort, in dem wir fiir a € Ag, definieren:

7(a) :=71(ay) — 1(a-).

Es seien a,b € Ag,. Dann gilt (a+b0)y —(a+b)— = a+b= (ay —a_)+ (b4 —b_).
Es folgt (a+b)y +a_+b_ = (a+b)_+ay +b.. Da 7t auf Ay additiv ist, erhalten
wir

T((a+0)4) +7(a=) +7(b-) = 7((a +b)-) +7(ay) +7(by).
Es folgt
Tla+b) =7((a+b)4) —7((a+b)-)
=7(ay) —7(a-) +7(by) — 7(b-)
7(

Es sei a € Agy. Fir p € (0,00) gilt (pa)y = pas und (pa)- = pa—, und
daher 7(ua) = pr(a). Analog gilt fiir p € (—o00,0), dass (pa); = (—p)a— und
(na)— = (—p)ay, und daher 7(ua) = pr(a). Es gilt weiterhin 7(0) = 0, und daher
7(0a) = 07(a). Es folgt, dass 7 ein reelles, lineares Funktional auf Ag, ist.

Wir setzen nun 7 auf A fort. Es sei x € A. Es seien a und b der Real- und
Imaginérteil von z. (Das heiit, a := 3 (z+2*) und b := 5 (z — z*).) Wir definieren

7(x) := 7(a) + i7(b).

Es ist leicht zu iberprifen, dass 7 ein (komplex) lineares Funktional auf A ist.

Es ist klar, dass 7 positiv ist. Wir haben aulerdem 7(z*z) = 7(xx*) fir alle
z € A, was mit zeigt, dass 7 eine Spur ist. Wir haben weiterhin, dass
pla) < 7(a) < Ap(a) fir allea € A, O

Bemerkung 10. Es seien ¢ und 7 wie in Falls ¢ treu ist, dann gilt
dies offenbar auch fiir 7. Es gilt weiterhin, dass 7 normal ist, falls ¢ normal ist.
Um dies zu sehen, sei (a;);c7 ein aufsteigendes Netz in A, welches schwach gegen
a € A, konvergiert. Dann gilt 0 < 7(a — a;) < Ap(a — a;) fir alle ¢ € Z. Falls ¢
normal ist, dann geht die rechte Seite der vorherigen Ungleichung gegen Null. Dies
impliziert, dass lim; 7(a;) = 7(a), das heift, 7 ist normal.

Die Projektion e in der folgenden Proposition wird die Tragerpro jektion von
¢ genannt.
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Proposition 11. Es sei M eine von Neumann Algebra, und es sei @ ein posi-
tives, normales Functional auf M. FEs bezeichne e das Infimum der Menge der
Projektionen e’ € Proj(M) fir die o(1 —€') =0 gilt. Dann haben wir:

(1) (1 —¢) =0,

(2) ¢ ist ein treues Funktional auf der Algebra eMe.

Beweis. Wir setzen
F = {p € Proj(M) : ¢(p) = 0}.

Dann gilt e = A\ cz(1—p) =1—V czp

Wir zeigen zuerst, dass F abgeschlossen unter Suprema ist. Seien also p1,ps € F.
Es sei H ein Hilbertraum, so dass M C B(#). Die Projektion p; V ps ist genau die
Tragerprojektion von p; + po, denn fiir h € H gilt:

h € Ker(p1 + p2) & (p1 +p2)(h) =0
< (; +p2)%(h) =0
< ((p1 +p2)h,h) =0
< (p1(h), k) = (p2(h), h) =0
< p1(h) =0 und pa(h) =0
S hepi(H)*F Np(H)T = (p1 V) (H) .
Da p1 4 p2 positiv ist, gilt
supp(p1 + P2) = X(0,00)(P1 + p2) = SOT— nh_{fgo X2 00) (P1 + P2)-
Sei n > 1. Dann gilt X[l,oo)(t) < mnt fur t > 0, und daher

X[2 00)(P1 + P2) < n(p1 + p2).
Es folgt
P(X[2 o00) (P1 + P2)) < nl(p1) + (p2)) =0,

da p1,p2 € F. Da ¢ normal ist, erhalten wir ¢(x(9,00)(P1 + p2)) = 0. Dies zeigt,
dass ¢(p1 V p2) = 0 und daher p; V py € F.

Die Menge F ist also eine aufsteigende Menge von Projektionen in M. Da ¢
normal ist, erhalten wir

|\ p|=suwpep =0
peEF PEF

Dies beweist die erste Behauptung.

Um zu zeigen, dass ¢ auf eMe treu ist, sei a € (eMe); mit a # 0. Wir
zeigen, dass p(a) > 0. Da a # 0, gilt auch supp(a) # 0. Wir haben supp(a) =
SOT—limp, 00 X[ o) (@). Es gibt daher n € N, so dass x[1 ,)(a) # 0. Nach
Definition ist e orthogonal zu jeder Projektion f mit (f) = 0. Es gilt X[z, (a) <
supp(a) < e, weshalb x[1 )(a) nicht orthogonal zu e ist. Daraus folgt wiederum

%0)
P(X[2 00y (@) > 0. Wir folgern

pla) > ¢ (ix[im)(“)) > 0.
Also ist ¢ auf eMe treu. 0

Lemma 12. Es sei M ein endlicher Faktor, und es seien p,q € Proj(M) mitp ~ q.
Dann qilt 1 —p~1—gq.
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Beweis. Da M ein Faktor ist, gilt 1 —p 31— ¢q oder 1 — ¢ 3 1 — p; siehe [Zhu93l
Section 25.3]. Wegen Symmetrie geniigt es einen der Félle zu betrachten. Wir
nehmen also an, dass 1 —p 31 —¢. Wahle ¢’ € Proj(M) mit 1 —p~¢ <1—gq.
Nach [Zhu93| Exercise 24.1] ist ~ additiv, und wir folgern

l=p+(1-p)~q+4q.

Da 1 eine endliche Projektion ist, folgt 1 = ¢ 4+ ¢’ und damit ¢/ =1 — ¢. Also gilt
l—-p~¢g=1-q. O

Lemma 13. FEs sei M ein endlicher Faktor, und es sei ¢ ein normales, treues,
positives Funktional auf M. Dann ezistieren e € Proj(M) mite # 0 und A € [1,00),
so dass

p(z"z) < Ap(ax™)
fur alle x € eMe.

Beweis. Wir wenden das Lemma von Zorn an um eine maximale Familie (p;, ¢;)iez
von Paaren von Projektionen in M zu finden, so dass gilt:
(1) Die Projektionen p; sind paarweise orthogonal,

(2) Die Projektionen ¢; sind paarweise orthogonal,
(3) Es gilt p; ~ ¢; fiir alle i € 7.
(4) Es gilt o(p;) > (g;) fir alle ¢ € Z.

Die dritte und vierte Bedingung implizieren, dass p; # 0 und ¢; # 0 fir alle
i €Z. Wirsetzen p =3, ,p;und ¢ = >, .7 ¢;. Dann gilt p ~ ¢. Falls T # 0,
dann gilt p(p) > ¢(q), was wiederum impliziert, dass 1 — ¢ # 0. Falls Z = (), dann
gilt auch 1 — ¢ # 0. In jedem Fall ist also 1 — g # 0.

Aus [Cemma 12] folgt, dass 1 —p ~ 1 — q. Es gilt also auch 1 — p # 0. Da ¢ treu
ist, gilt (1 — p) > 0. Wir setzen

p(1—q)
e(l—p)

Wir wenden das Lemma von Zorn erneut an um eine maximale Familie (r;, s;)je s
von Paaren von Projektionen in M zu erhalten, so dass gilt:

(1) Die Projektionen r; sind paarweise orthogonal and es gilt r; < 1 — p fiir
alle j € J.
(2) Die Projektionen s; sind paarweise orthogonal and es gilt s; < 1 — ¢ fiir
alle j € J,
(3) Es gilt r; ~ s; fiir alle j € J.
(4) Es gilt Ap(r;) < ¢(s;) fiir alle j € J.
Die dritte und vierte Bedingung implizieren, dass r; # 0 und s; # 0 fiir alle j € J.
Wir setzen r:= 3", ;rjund s =3, ;s;. Dann giltr <1—pund s <1-g, und
r ~s. Falls J # (), dann gilt Ap(r) < ¢(s), was wiederum impliziert, dass

p(1—gq—3s)=Ap(1 —p) —p(s)
<Xp(l—p—r).

Dies zeigt, dass 1 —p —r # 0. Fals J = (), dann gilt auch 1 — p — r # 0. In jedem
Fall gilt also 1 — p —r # 0.
Aus folgt, dass

l—-q—s~1—p—r.
Es folgt 1 — ¢ — s # 0. Wir setzen nun
e=1—p—m, fi=1—q—s.
Dann gilt e ~ f.
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Es seien €', f € Proj(M) mit e’ <e, f' < f, und e’ ~ f’. Aus der Maximalitét
von (p;, gi)iez erhalten wir

(1) pe’) < o(f").

(Andernfalls konnte die Familie (p;, g;)iez durch das Paar (¢, f’) erweitert werden.)
Analog, falls e”, f/ € Proj(M) mit ¢’ <e, f/ < f, und ¢’ ~ f/, dann erhalten
wir aus der Maximalitét von (7, s;)je7, dass

(2) Ap(e”) = o(f).

Es seien nun €’ und e” Projektionen in eMe, so dass ¢/ ~ €. Da e ~ f, konnen
wir eine partielle Isometrie v € M finden, so dass e = v*v und f = vv*. Wir setzen
f' = wve'v*. Da e’ < e, erhalten wir

(f)? = (ve'v*)? = ve'ee'v* = ve'v*.

Also ist f’ eine Projektion und [ < vv* = f. Weiterhin gilt f' ~ ¢/, da f' =
(ve')(ve')* und €’ = (ve')*ve’. Wegen der Transitivitat von ~ erhalten wir f' ~ e”.

Aus und erhalten wir
p(e') < o(f') < Ap(e”).

Dies zeigt, dass die Einschrénkung von ¢ auf eMe die zweite Bedinung von

[Proposition 2]erfiillt. Folglich gilt auch die erste Aussage, das heifit, es gilt ¢ (z*z) <
Ap(zx*) fir alle x € eMe. O

Proposition 14. Es sei M ein endlicher Faktor. Dann besitzt M mindestens einen
normalen Spurzustand.

Beweis. Es sei H ein Hilbertraum, so dass M C B(H). Es sei h € H ein Einsvektor.
Definiere p(x) = (zh, h) fiir z € A. Dann ist ¢ ein normaler Zustand auf A. Es sei

e die Tragerprojektion von ¢. (Siehe [Proposition 11]) Da ¢ ein treuer, normaler

Zustand auf eMe ist, und da eMe ein endlicher Faktor ist, erhalten wir durch
eine Projektion f # 0 in eMe und A > 1, so dass

p(a*a) < Aplaa”)
fir alle x € fMf. Da ¢ treu auf eMe ist, gilt o(f) # 0. Durch

erhalten wir eine Spur 79 auf fM f, so dass
p(a) < 7o(a) < Ap(a)

fir alle a € (fMf)4+. Insbesondere gilt 79(f) # 0, und nach [Bemerkung 10| ist

7o treu und normal auf fM f. Wir wahlen nun eine maximale Familie (f;);cz von
Projektionen in A, so dass gilt:

(1) Die Projektionen f; sind paarweise orthogonal.

(2) Es gilt f; ~ f fiir alle i € 7.
Falls Z eine unendliche Menge ist, dann koénnen wir eine Folge (i, )nen von ver-
schiedenen Elementen in 7 wéhlen. Da f;, ~ fi,, fi, ~ fis, fis ~ fiss ..., erhalten

wir
o0 o0
> o~ f
n=1 i=2

was im Widerspruch dazu steht, dass alle Projektionen in einer endlichen von Neu-
mann Algebra endlich sind. Also ist Z endlich. Wir kénnen daher annehmen,
dass I = {1,...,n} fir ein n € N. Wir setzen fo41 = 1 — > ,_, fi. Wegen
[Zhu93, Section 25.3] gilt f < fr41 oder fr41 < f. Falls f < fn41, dann kénnen
wir eine Projektion ¢ finden, so dass ¢ < f,41 und g ~ f, was der Maximalitét
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von (f;)iez widerspricht. Es gilt also fr,+1 < f. Wir wéhlen partielle Isometrien
V1, .., Unt1 € A, so dass

vpok = f, vevi = fi, firk=1,...,n
und
Vpt1Vnt1 < f, Vnt1Vpy1 = fnt1-
Wir definieren
n+1
(@) =Y mo(viwve)
k=1
fir x € M. Die Funktion 7 ist wohldefiniert, da vjzv, € fMf fiir alle k =
1,...,n+ 1. Es ist leicht zu sehen, dass 7 ein lineares Funktional auf M ist, und
dass
n+1 n
7(1) = ZTO(Uka) > ZTo(vak) =n7o(f) > 0.
k=1 k=1
Es sei 2 € M. Da S0 o = S04 £, = I erhalt i
. oy UkVE = > . fi = I, erhalten wir
n+1 n+1
T(z¥x) = ZTO(va*ka) = Z 70 (v vvf zog)
k=1 k=1
und
n+1 n+1
T(z2*) = 7o (v zz*Y) = Z 7o (vf TURUET V).
1=1 k=1

Da vjzv, und viz*v; Elemente in fM f sind, und 7y eine Spur auf fM f ist, folgern
wir 7(z*x) = 7(xz*). Mit [Proposition 1| folgt, dass 7 eine Spur auf M ist.

Um zu zeigen, dass 7 normal ist, sei (a))rea ein aufsteigendes Netz positiver
Element in M mit Supremum a. Fiir jedes k = 1,...,n+1ist das Netz (vjarvi)aea
aufsteigend mit Supremum vjavy. Da 7y normal ist, erhalten wir

n+1
7(a) =lim Y 7o(viayvy) = lim7(ay).
(a) AkZﬂO(kAk) m7(ay)

Die Spur 7 ist nicht notwendigerweise ein Zustand auf M. Wir setzen daher

gy e T()
() = =)

fiir € M. Dann ist 7’ ein normaler Spurzustand auf M. (|

Proposition 15. FEs sei M ein endlicher Faktor und 7 eine Spurzustand auf M.
Dann ist T treu.

Beweis. Esseia € My mit a # 0. Wir kénnen n € N wéhlen, so dass die Projektion
f=xp .00)(@) nicht verschwindet. Wir haben f < na. Es geniigt daher zu zeigen,

dass 7(f) # 0.
Da f # 0, konnen wir wie im Beweis von [Proposition 14]endliche viele paarweise

orthogonale Projektionen f,..., fn4+1 in M finden, so dass f ~ ffirk=1,...,n,
Jns1 2 f, und ZZ;; 7 = 1. Da 7 eine Spur ist, gilt 7(f) =7(f1) =... =7(fn) >
T(fns1). Wir folgern

n+1
) =7 (Z fk) < (n+1)7(f)-
k=1

Da 7 eine Zustand ist, gilt 7(1) = 1 und folglich 7(f) > n%_l Also gilt 7(f) #0. O
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Lemma 16. Es sei M eine von Neumann Algebra ohne Typ I Summanden, und sei
e € Proj(M). Dann existieren orthogonale Projektionen p,q € Proj(M), so dass
e=p+q undpr~q.

Beweis. Wir wihlen eine maximale Familie (p;, ¢;)icz von Paaren von nichtver-
schwindenden Projektionen, so dass gilt:

(1) Die Projektionen p; sind paarweise orthogonal.

(2) Die Projektionen ¢; sind paarweise orthogonal.

(3) Es gilt p; L qi, pi ~ q; und p;,q; < e fiir alle i € 7.
Wir setzen p:= > ;.7 p; und ¢ := ), 7 q;. Mit [Zhu93l Exercise 24.1] erhalten wir
p ~ q. Aulerdem gilt p L ¢, und p,q < e. Es folgt p+ q <e.

Angenommen, es gilt p+q < e. Wir setzen f := e—p—gq. Dannist f # 0. Da M
keine Typ I Summanden hat, enthalt M keine abelschen Projektionen. Insbesondere
ist f nicht abelsch. Daher ist das Zentrum Z(fM f) von fM f eine echte Teilmenge
von fMf. Da jede von Neumann Algebra der Norm-Abschluss der linearen Hiille
ihrer Projektionen ist, gibt es eine nichtverschwindende, nicht-zentrale Projektion
r € fMf. Es seien ¢, and cy_, die zentralen Tréger von r und f —r in fM f. Falls
crcy—r = 0, dann benutzen wir r < ¢, and f —r < cy_, um zu folgern, dass

r=cf=cr+e(f—-r)=r+ccp(f—1)=r

Also gilt ¢, = r, was im Widerspruch dazu steht, dass r keine zentrale Projektion
ist. Also gilt ¢,cf—, # 0. Nach [Zhu93, Theorem 24.7] gibt es daher Projektionen
Po,qo in fMf, so dass

0<po <, O<qg<f-r

und pg ~ qo. Die gleichen Aussagen gelten auch, wenn wir py und ¢q¢ als Pro-
jektionen in M betrachten. Dies steht nun im Widerspruch zur Maximalitdat von
(i, Gi)icz- Also gilt e = p+q, was zeigt, dass p und ¢ die gewiinschten Eigenschaften
haben. O

Theorem 17. Es sei M ein endlicher Faktor. Dann besitzt M genau einen Spurzu-
stand 7. Dieser Spurzustand ist normal und treu.

Beweis. Ein endlicher Faktor ist entweder von Typ I, fiir ein n € N oder von Typ
IT;. Falls M von Typ I, ist, dann ist M isomorph zu B(H.,), wobei H,, ein n-
dimensionaler Hilbertaum ist Das heifit, es gilt M = M,,(C). Wir bezeichnen die
natiirliche (nicht normalisierte) Spur auf M, (C) mit tr, und wir setzen

T = —tr.
n

Dann ist 7 ein normaler, treuer Spurzustand auf M. Es sei 7/ ein weiterer Spurzu-
stand auf M. Zwei Projektionen B(#,,) sind genau dann &quivalent, wenn sie die
gleiche Dimension haben. Da 1 die Summe von n eindimensionalen Projektionen ist,
erhalten wir 7/(p) = = fiir jede eindimensionale Projektion. Jede k-dimensionale
Projektion p in B(H,) ist die Summe von k eindimensionalan Projektionen und
erfilllt daher 7/(p) = £. Dies zeigt, dass 7/(p) = 7(p) fiir alle p € Proj(M). Da
die Projektionen einer von Neumann Algebra einen Norm-dichten Unterraum auf-
spannen, und da 7 und 7 linear und norm-stetig sind, folgt 7/(z) = 7(x) fiir alle
reM.

Wir nehmen nun an, dass M von Typ II; ist. Durch [Proposition 14| and [Propo-|
wissen wir, dass M einen normalen, treuen Spurzustand 7 besitzt. Wir
wissen auch, dass dquivalente Projektionen den selben Wert unter 7 annehmen.
Um die Umkehrung zu zeigen, seien p, ¢ € Proj(M) mit 7(p) = 7(p). Nach [Zhu93,
Section 25.3] gilt p 3 g oder ¢ X p. Falls p 3 ¢, dann wihlen wir eine Projektion
g1 mit p~ ¢ <gq. Da 7(q) = 7(p) = 7(q1), und da 7 treu ist, folgt ¢ = ¢, und
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damit p ~ ¢g. Wir haben die selbe Schlussfolgerung, falls ¢ = p. Wir haben also
p ~ ¢q genau dann wenn 7(p) = 7(¢q). Analog beweist man, dass p X ¢ genau dann
wenn 7(p) < 7(q).

Es sei t € [0,1]. Wir konstruieren nun eine Projection mit Spur ¢. Da M von
Typ II ist, konnen wir induktiv das Halbierungslemma anwenden um
Folgen (pn)nen und (gn)nen von Projektionen in M zu finden, so dass

1=p1+aq, p1 L@, P11~ q1,
q1 = p2 + qo, p2 L qo, P2 ~ qa,
g2 = p3 + g3, ps L gs, D3 ~ g3,

Wir erhalten 1 = 7(1) = 7(p1) + 7(q1) = 27(p1) und daher 7(p;) = . Es folgt

% =71(p1) = 7(p2) +7(q2) = 27(p2) und daher 7(p3) = 2% Wir erhalten 7(p,,) = 5

2n
fir n =1,2,3,.... Essei t(n) € {0,1} die n-te Stelle der Binérdarstellung von t.
Dann gilt
o0
t(n)
t= .
&
Wir setzen -
p(t) = > t(n)pn.
n=1
Dann ist p(t) eine Projektion in A. Da 7 normal ist, haben wir
(o)
T(p(t)) =D tn)r(pn) = t.
n=1

Wir setzen p(1) := 1 und p(0) := 0. Wir haben dann fiir jedes ¢ € [0,1] eine
Projektion p(t) mit 7(p(t)) = t.

Es sei 7/ ein weiterer Spurzustand auf M. Um zu zeigen, dass 7/ = 7, geniigt es
wie im Fall eines Typ I,, Faktors zu zeigen, dass 7/(p) = 7(p) fiir alle p € Proj(M).
Es seil p € Proj(M). Wir setzen t = 7(p). Dann gilt 7(p) = ¢t = 7(p(¢)) und daher
p ~ p(t). Im Beweis, dass 7(p,,) = 2%, wurde nur die Spureigenschaft benutzt. Wir
haben daher 7/(p,) = 5. Da p(t) > >, t(n)p, fiir alle m € N, erhalten wir

on
T (p(t) =Y tn)2" =t
n=1
(Wir kénnen nicht direkt Gleichheit folgern, dass 7" nicht als normal angenommen
ist.) Da p ~ p(t), folgt 7/(p) = 7/(p(t)) >t = 7(p). Das selbe Argument angewandt
auf 1 — p ergibt 7/(1 — p) > 7(1 — p), und somit

T(p)=1-7(1-p) <1—7(1-p)=r1(p).
Also gilt 7'(p) = 7(p). O
Es sei A eine C*-Algebra. Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf Proj(A4).
Wir bezeichnen die Menge der Aquivalenzklassen mit V(A), das heiit, V(A) :=
Proj(A)/ ~. Falls M ein Faktor ist, dann ist Proj(M) total geordnet beziiglich 3.
Aus dem Beweis von erhalten wir direkt das folgende Resultat:
Proposition 18. Es sei M ein endlicher Faktor mit Spurzustand 7. Dann gilt:

(1) Falls M von Typ 1, fir ein n € N ist, dann ist T ein Ordnungsisomorphis-
mus von V(M) auf {0, %, %, o1t

(2) Falls M von Typ 11y ist, dann ist T ein Ordnungsisomorphismus von V(M)
auf [0, 1].
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