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Die Riemannsche-Zeta-Funktion wurde im 19-ten Jahrhundert von Euler und
Riemann eingeführt , sie besitzt Nullstellen in den Punkten von -2 N . Riemann
vermutete 1876 , dass es gilt ( Riemannsche Vermutung ):

Alle anderen Nullstellen von ζ(s) , s ∈ C , liegen bei Re s = 1
2 .

In dieser Arbeit wird die GUE-Hypothese von Rudnick und Sarnak vorge-
stellt sowie ihre Zusammenhang mit den Zufallsmatrizen erklärt.

1996 haben Rudnick und Sarnak die n-Punkt-Korrelation-Funktion der Null-
stellen von ζ-Funktionen studiert, d.h. die Anzahl solcher y1, y2, · · · yn, n ≤
N ∈ N , mit 1

2 + yi Nullstellen von ζ-Funktion , und [( 1
2π |yi+1| log yi+1) −

(( 1
2π |yi| log yi)] < qi , qi ∈ R , und das Verhalten dieser n-Punkt-Korrelation-

Funktion für N →∞ diskutiert.
Zunächst wird die Riemannsche Hypothese nicht vorausgesetzt:

Satz 1 :

Seien ( 1
2 + y1,

1
2 + y, · · ·), y1, y2, · · · ∈ C, (nicht notwendigerweise reell), die

nichttrivialen Nullstellen der ζ-Funktion ,Sei g∈ C∞
c (R), h(r) :=

∞∫
−∞

g(u) exp(iru)du,

T > 0 konstant, L := log T , Wn(x) := det(K(xi − xj)i,j=1,···,n), K(x) := sin πx
πx ,

( wobei
∑′ für Summe über verschiedene Indizes steht ). Dann :∑′

y1···yn
h(y1

T ) · · ·h(yn

T )f( L
2π y1, · · · , L

2π yn)

∼ 1
2π TL(

∞∫
−∞

h(r)ndr)
∫

Rn f(x)Wn(x)δ(
∑n

j=1
xj

n )dx1 · · · dxn

für T →∞
( wobei a(T) ∼ b(T) für T →∞ bedeutet : limT→∞

a(T )
b(T ) = 1)

Rundnick und Sarnak haben dann den Satz 1 unter der Annahme der Rie-
mannschen Vermutung , diskutiert , d.h. :

Seien 1
2+y1,

1
2+y2, · · · die nichttriviale Nullstellen der ζ-Funktion , y1, y2, · · · ∈

R ; N(T) := #{a+it Nullstelle der ζ-Funktion, 0 ≤ a ≤ 1 ,0 < t ≤ T}

GUE-Hypothese ([Ru/Sa]):
(unter Annahme der Riemannschen Vermutung)

Seien 1
2+y1,

1
2+y2, · · · die nichttriviale Nullstellen der ζ-Funktion , y1, y2, · · · ∈

R , L := log T und γj := L
2π yj für j∈ N , dann :

1
N(T )

∑′
y1,···,yn≤T f(γ1, · · · , γn) ∼

∫
Rn f(x)Wn(x)δ(

∑n

j=1
xj

n )dx1 · · · dxn

für T →∞



Man bezeichnet diese Hypothese als die ”GUE (Gauss-unitäres-Ensemble)
-Hypothese ”, da dabei der Factor Wn(x) := det(K(xi − xj)i,j=1,···,n), K(x) :=
sin πx

πx , auftaucht, der auch den Limes der n-Punkt-Korrelation-Funktion vom
Gauss-unitären-Ensemble beschreibt.
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