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1. Einleitung

Tumore sind Gewebewucherungen. Genauso wie in anderem Gewebe des Korper brauchen die
Zellen Sauerstoff zum Wachsen. Dementsprechend entstehen bei Tumoren ab einem Durchmesser
von etwa 1 mm neue Blutgefafie [11]. Eine krankhafte Entstehung neuer Blutbahnen wie bei diesen
Gewebewucherungen fiihrt jedoch zu verschlungenen und undichten Blutgefaflen. Das fordert ein
erhohtes Metastasenpotential [3].

Ein Netzwerk an Blutbahnen, welches die Sauerstoffzufuhr zu den Organen und Zellen sichert,
formt sich wahrend der Embryogenese, einem Teil der frithen korperlichen Entwicklung. Dafiir
werden sogenannte Endzellen ausgew#hlt, die von alten Blutgefaflen aussprossen um neue zu
formen, auch Angiogenese genannt. Die Auswahl dieser Zellen findet tiber den Delta-Notch Si-
gnalweg, eine Zell-Zell Interaktion, statt. Er ist von dem Zusammenspiel bestimmter Proteine und
Rezeptoren in benachbarten Zellen abhingig. Diese Mechanismen laufen auch bei der Wundhei-
lung sowie der Neubildung von Blutgefafien fiir Tumore ab [11]. Die Erkenntnisse der Forschung
zum Delta-Notch Signalweg konnen somit bei der Behandlung helfen.

Eine Minderung der Sauerstoffzufuhr durch die Hemmung der Angiogenese kann das Wachstum
der Gewebewucherungen verlangsamen [11]. Auch fiir andere Erkrankungen, die auf der Neubil-
dung von Blutgefafien beruhen, wie beispielsweise die diabetische Retinopathie, eine Schiadigung
der Netzhaut [8], kann die Erforschung des Delta-Notch Signalwegs neue Erkenntnisse liefern [3].
Der Prozess der Endzellen, die in der Angiogenese eine Sprossung beginnen, wurde in den ersten
Ansatzen 1996 von Kurz u.a. entdeckt [12]. Zusitzlich zu biologischen Studien wurden mathema-
tische Modelle genutzt, um mit Hilfe von numerischer Simulation das Verhalten von Blutgefafien
zu erforschen. Somit stellten beispielsweise J.R. Collier u.a. [4] ein generelles mathematisches Mo-
dell der lateralen Inhibition im Delta-Notch Signalweg auf. Sie untersuchten die Muster der Zellen
und stellten fest, dass fiir eine grofie Vielfalt von Rand- und Anfangsbedingungen ein feinkdrni-
ges Muster, dhnlich dem in Lebewesen, entsteht. Auch K. Bentley, H. Gerhardt und P.A. Bates [3]
modellierten den Delta-Notch Signalweg. Sie erhielten dadurch Aufschluss iiber den Effekt eines
bestimmten Proteins auf die Angiogenese.

Ziel dieser Arbeit ist es, den Delta-Notch Signalweg in ein mathematische Modell zu tibersetzen
und mit Hilfe numerischer Simulation Einblick in die Zusammenhéinge der Proteine und Rezep-
toren zu erhalten. Dabei wollen wir den Ansatz der optimalen Steuerung nutzen. Wir werden
eine Reihe von fiinf Zellen betrachten und durch numerische Verfahren, wie der projizierten Gra-

dientenmethode, die Level an aktiven Proteinen und Rezeptoren und ihr Verhéltnis zueinander
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erhalten, sodass die dritte Zelle eine Endzelle wird.

In Kapitel 2 fithren wir zunéchst die biologischen Grundlagen ein und erldutern die genauen Vor-
gange im Delta-Notch Signalweg. Darauffolgend behandelt Kapitel 3 die Theorie der optimalen
Steuerung nach M.Hinze u.a. [6]. Dartiber hinaus wird in diesem Kapitel auf die Modellierung von
Reaktionsgleichungen eingegangen. Im letzen Teil wenden wir diese Theorie auf den Delta-Notch
Signalweg fiir eine Reihe von fiinf Zellen an. Mit Hilfe der Implementierung des numerischen Ver-
fahrens zur optimalen Steuerung ziehen wir abschlieend Riickschliisse auf die Zusammenhénge

der Proteine und Rezeptoren.



2. Biologische Grundlagen

Der Delta-Notch Signalweg ist ein Teil des Prozesses, der zur Entstehung von Blutgefaflen aus
bereits vorhandenen fiihrt. Dieser ist essentiell in der Embryogenese, einem Teil der Entwicklung
von Lebewesen, um eine ordnungsgeméfie Sauerstoffzufuhr fiir die Zellen zu garantieren [11].
Fir ein besseres Verstandnis des Signalweges, den wir spater mathematisch modellieren werden,
erldutert dieses Kapitel zunachst einige Grundlagen der molekularen Biologie, insbesondere der

Entstehung von Blutgefaflen.

2.1. Angiogenese

In der Embryogenese bilden sich erste Ansétze von Blutgefaflen durch das Wachstum und die
Vermehrung sogenannter Endothelzellen. Diese kleiden die innere Wand von Blutgeféfien aus,
die aus mehreren Schichten besteht. Unter dem Begriff Angiogenese versteht man das Wachsen
von neuen Blutgeféfien durch Aussprossung aus bereits vorhandenen [1]. Diese Sprossen werden
von je einer Endzelle angefiihrt. Die Endzellen bilden lange, diinne, fadenférmige Vorspriinge,
sogenannte Filopodia, die ausfahren und sich zuriickziehen kénnen. Folglich wird der Verlauf der
Aussprossung durch die Filopodia bestimmt, indem sie in Richtung der hochsten Konzentration
des vaskuldren Endothel-Wachstumsfaktors ausfahren und wachsen [3].

Der vaskulare Endothel-Wachstumsfaktor oder VEGF besteht aus sechs Proteinen und drei Re-
zeptoren. Dabei haben das Protein VEGF-A und der Rezeptor VEGFR-2 von diesen die wichtigste
Funktion in der Angiogenese [12][7]. Ferner konnen Endothelzellen, an die sich VEGF-A anbindet,
Sprossung selbststidndig organisieren [12]. Auf die Endzelle folgen ein bis zwei Stielzellen. Im Ge-
gensatz zu Endzellen konnen diese sich teilen [1]. Die Auswahl einer Endothelzelle als End- oder
Stielzelle findet iber den Delta-Notch Signalweg, einer lateralen Inhibition von benachbarten Zel-
len, statt. Nach der Fusion von Endzellen teilen sich die Stielzellen und verlangern den Spross
[3]. Treffen zwei Sprosse aufeinander, so konnen diese sich verbinden unter der Vorraussetzung,
dass sie die gleichen Gene und Oberfldcheneigenschaften besitzen, die sie als arteridse und vendse

Blutgefafie unterscheiden [1]. Es entsteht ein System an Blutbahnen.
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Abbildung 2.1.: (a) Der Signalweg in der Auswahl der Endzellen. D1, D2, R1 und R2 sind Ver-
zogerungen. (b) Der Delta-Notch Signalweg als Riickkopplungsschleife. Aktives
VEGFR-2 (V) induziert DII4 (D), welches das aktive Notch (N’) in der Nachbarzel-
le erh6ht und damit zu einer VEGFR-2 Inhibition fiihrt. (entnommen [3])

2.2. Der Delta-Notch-Signalweg

Der Delta-Notch Signalweg ist eine Zell-Zell Interaktion. Das heifit es besteht ausschlieBlich zwi-
schen benachbarten Zellen eine Wechselwirkung. Diese ist eine laterale Inhibition, in der eine
Endothelzelle ihre Nachbarzelle hemmt. Dabei spielt der Rezeptor fiir laterale Inhibition, Notch,
eine wichtige Rolle [4]. Im Delta-Notch Signalweg (vgl. Abbildung 2.1) aktiviert die Anbindung
des Proteins VEGF-A an eine Endothelzelle den Rezeptor VEGFR-2. Dieser wiederum bewirkt ei-
ne Hochregulierung des transmembranen Bindungsproteins Delta-like 4 (Dll4). Dadurch findet
eine Aktivierung des Rezeptors Notch in den Nachbarzellen statt. Infolge des verstiarkt aktiven
Notch in den Nachbarzellen entsteht dort eine Verringerung der Rezeptoren VEGFR-2. Es kann
somit weniger VEGF-A anbinden und die Nachbarzelle wird inhibiert [3]. Es werden demnach
kleine Unterschiede in Proteinleveln durch den Delta-Notch Signalweg verstarkt, denn je mehr
eine Zelle inhibiert wird, desto weniger kann sie andere Zellen inhibieren [4]. Hohe Level an D114
und gleichzeitig niedrige Level an aktivem Notch in einer Zelle sind charakteristisch fiir Endzel-
len. Hingegen sind Endothelzellen mit geringem DIl4 und einem hohen Level an aktivem Notch
zumeist Stielzellen [7].

Der Einfluss von D14 und Notch auf die Auswahl zu End- oder Stielzellen wurde durch Beobach-
tungen an Mausretina und Zebrafischen deutlich. Durch ihre transparenten Strukturen sind sie
besonders dafiir geeignet. So wurde festgestellt, dass der Verlust oder ein Mangel an Notch zu we-
sentlich mehr Endzellen fiihrt [3]. Auflerdem sind Hyperangiogenese mit erhéhter Vermehrung
und Wanderung der Endothelzellen sowie nicht funktionsfiahigen Blutgefafien zu beobachten. Der
Rezeptor Notch inhibiert und koordiniert also Angiogenese [10]. Damit ist der Delta-Notch Signal-
weg unverzichtbar fiir eine ausbalancierte und gleichméaflige Aussprossung [12].

Angesichts dieser Rickkopplungsschleife entsteht ein alternierendes Muster der Zellschicksale,
das sogenannte Salz-Pfeffer Muster (vgl. Abbildung 2.2). Auf Grund der lateralen Inhibition kén-
nen keine zwei Endzellen nebeneinander sein, da selbst der kleinste Unterschied in Proteinleveln
verstarkt wird. Auch zeigt das Salz-Pfeffer Muster, dass hochstens zwei Stielzellen die Endzellen

voneinander trennen [3].
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Abbildung 2.2.: Bild eines wachsenden Blutgefafies in einer Mausretina. Alternierendes Muster
von Endzellen (T) und Stielzellen (S). (entnommen [3])

In der Angiogenese konkurrieren die Endothelzellen durchgehend miteinander, um eine Endzelle
zu werden. Es kann also eine Endzelle wieder eine Stielzelle werden [12] und eine ehemalige Stiel-
zelle kann eine Endzelle ersetzen. Die Zellschicksale werden erneut evaluiert, sobald eine Nach-
barzelle hinzu kommt und die laterale Inhibition beginnt wieder von neuem.

Angesichts des Delta-Notch Signalwegs und der Umstellung der End- und Stielzellenanordnung

wird ein robustes Netzwerk an Gefaflen wahrend der Angiogenese aufgebaut [7].



3. Mathematische Grundlagen

Aus Kapitel 2 geht der grundlegende Prozesse des Delta-Notch Signalweges hervor. Um diesen
spater mathematisch modellieren und Zellschicksale mit Hilfe von Optimierung bestimmen zu
konnen, gibt dieses Kapitel eine Einfithrung in die mathematische Modellierung von chemischen

Reaktionen sowie in die optimale Steuerung.

3.1. Modellierung von Reaktionen

Viele biologische Prozesse basieren auf chemischen Reaktionen. Der Mathematiker J. D. Murray
beschiftigte sich in seinem Buch ,Mathematical Biology* [9], welches wir als Grundlage fiir dieses
Kapitel nehmen, naher mit der mathematischen Modellierung von biologischen Prozessen. Fiir das
qualitative Verstandnis solcher Prozesse sind hiufig vereinfachte Modelle notwendig. Diese lassen
sich in Reaktionsgleichungen darstellen.

Bindet sich beispielsweise ein Molekiil von A an ein Molekiil von B und 18st eine biochemische

Reaktion aus, die ein Molekiil von C produziert, so hat die Reaktionsgleichung die folgende Form:
k1
A+B—>C (3.1)

Dabei ist k; ein konstanter Parameter und die Richtung der Reaktion wird durch den Pfeil ange-
zeigt. Die mathematische Modellierung untersucht im Wesentlichen mit welcher Rate die Reaktio-
nen ablaufen. Dafiir wird das Prinzip des Massenwirkungsgesetzes abgeleitet. Dieses besagt, dass
die Reaktionsrate proportional zum Produkt der Reaktionskonzentrationen ist. Zur praktischen
Anwendung lésst sich das Massenwirkungsgesetz nach der Vorlesung ,Mathematische Modellie-

rung” gelesen von dem Mathematiker M. Herrmann zu folgendem Prinzip formulieren:

Prinzip 3.1 In Anlehnung an das Massenwirkungsgesetz folgen den anschlieflenden Gesetzen die

Reaktionsprozesse der Form

M e M

n
Z Omn - Xm — Zﬁmn * Xom.
m=1 m=1

1. Die Reaktionsrate R,, der n-ten Reaktion ist durch das Produkt der Konzentrationsraten Xy, . . . X
gegeben:
Ru(t) = kn - X0 ()" - .- X (H) M.
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2. Die zeitliche Gesamtdnderung von X, wird fiir allem = 1, ..., M bestimmt durch die Summe
N
Xin(1) = " (Bmn = tmn) - Ru(t).
n=1

Die Konstanten ay,...,0pn und Pip,....Lasn bilden mit Sy, = Bmn—Qmn die Eintrdge der stochiometischen
Matrix S € QM*N,

Wenden wir dieses Prinzip auf unser Beispiel (3.1) an, so erhalten wir die zeitliche Anderung der

Konzentrationen von A, B und C:

Xa(t) = —k1 - Xa(t) - Xp(t) (3.2)
Xp(t) = —ki - Xa(t) - Xp(t) (3.3)
Xc(t) = ky - Xa(t) - Xp(t) (3.4)

Da es sich bei den Reaktionen um reale Prozesse handelt, sind die Anderungsraten X4(t), Xp(t)
und X¢(t) dimensionsbehaftet. Das kann jedoch vor allem in der Gleitkomma-Arithmetik in nume-
rischen Simulationen zu Problemen fithren, da hierbei jede Zahl im reellen Zahlenraum individuell
skaliert wird. Fiir eine reibungslose Verwendung fithren wir demnach dimensionslose Grofien ¢

und x,(7) ein. Die Parameter T und X, sind dimensionsbehaftete Referenzgroéfien.
t
t=T-1 Xa(t) = xa(?) - Xa

Substituieren wir diese in die Anderungsrate (3.2), so erhalten wir eine reskalierte Differentialglei-

chung.
. Xa .t
Xa(t) = T 'xa(?)

Analog kénnen wir auch Xp(t) und X (t) entdimensionalisieren. Damit erlangen wir ein dimen-
sionsloses System an gewdhnlichen Differentialgleichungen. Anhand von Reaktionsgleichungen
lassen sich also biologische und chemische Prozesse verdeutlichen. Mit dem Massenwirkungsge-
setz konnen wir diese zu Differentialgleichungen iiber die Anderungsraten formulieren. Mittels
der Entdimensionalisierung haben wir schlussendlich ein System, welches die Reaktion unabhéan-
gig von den Dimensionen beschreibt und méglichen Problemen in der numerischen Simulation

vorbeugt.
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3.2. Theorie zur Optimalen Steuerung

Nachdem wir die Modellierung von biochemischen Reaktionen eingefiihrt haben, wollen wir uns
in diesem Kaptiel mit der Theorie zur optimalen Steuerung beschéftigen. Diese wenden wir spéter
auf den Delta-Notch Signalweg zur Parameterbestimmung an. Das Kapitel ist in Anlehnung an

,Optimization with PDE Constraints“ von M.Hinze u.a. [6] entstanden.

3.2.1. Optimierungsproblem

Optimierungsprobleme mit allgemeinen Nebenbedingungen beinhalten eine Funktion, die zu mini-
mieren ist. Die Nebenbedingungen bestehen zu meist aus Zustandsbedingungen und Steuerungs-
bedingungen. Fir die zu minimierende Funktion definieren wir zunichst eine spezielle Art der
Differenzierbarkeit, die Fréchet Differenzierbarkeit. Diese geht tiber die iibliche Richtungsablei-
tung hinaus. Wir definieren dazu zunichst die Gateaux Differenzierbarkeit, die besagt, dass die
Richungsableitung beschrankt und linear ist. Darauf aufbauend fithren wir im nachsten Schritt

die Fréchet Differenzierbarkeit ein.

Definition 3.2 (Gateaux Differenzierbarkeit, vgl. [6, Def. 1.29]) Sei F : U — Y ein Opera-
tor, wobei U eine offene nichtleere Teilmenge von X, und X, Y Banachrdume seien. F heifst Gateaux

differenzierbar in x € U, falls in x eine beschrinkte und lineare Richtungsableitung F'(x) : X — Y
mit F’(x)(h) = dF(x, h) existiert, d.h. F'(x) € L(X,Y).

Definition 3.3 (Fréchet Differenzierbarkeit, vgl. [6, Def. 1.29]) Sei F : U — Y ein Opera-
tor, wobei U eine offene nichtleere Teilmenge von X, und X, Y Banachrdume seien. F heif3t Fréchet

differenzierbar in x € U, falls F Gateaux differenzierbar in x ist und fiir alle ||h||x — 0 gilt:
IFCx + h) = F(x) = F'(o)hlly = o(lIRllx)

Somit ist die Fréchet-Ableitung eine Richtungsableitung mit den zuséitzlichen Eigenschaften der
Fréchet Differenzierbarkeit.
Die allgemeinen Nebenbedingungen des Optimierungsproblems werden als Funktion G(w) € Kg

definiert. Dabei ist K ein Kegel.

Definition 3.4 (Kegel, vgl. [6, S.81]) Eine Menge K heif3t Kegel, falls fiir alle A < 0 gilt, dass aus
v € K folgt lv € K.

Mit diesen Definitionen lasst sich nun das Problem fiir die optimale Steuerung mit allgemeinen

Nebenbedingungen aufstellen:

mivr‘lf](w) sodass G(w) € Kg, w e C. (3.5)
we
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Es seien dabei J : W — Rund G : W — V stetig Fréchet differenzierbar mit den Banachraumen
W und V. Es sei C C V nichtleer, abgeschlossen und konvex sowie Kg C V ein abgeschlossener

konvexer Kegel. Das Funktional G(w) kann dabei beispielsweise von der Form

G(w) := (eﬁwi) € {0} x K = K

c\w

sein. Es setzt sich hierbei aus einer Differentialgleichung e(w) = 0 und einer Ungleichungsneben-

bedingung c¢(w) € K zusammensetzt.

3.2.2. Optimalitatsbedingung

Wir gehen von dem Optimierungsproblem (3.5) aus und stellen nun Bedingungen auf, fiir die das

Funktional unter den Nebenbedingungen minimal ist. Dazu fithren wir zunéchst die Menge
F.q :={w € W|G(w) € Kg,w € C}.

ein, in der genau die Elemente enthalten sind, die die Nebenbedingungen erfiillen. Diese heif3t die
zuldssige Menge.

Fiir ein Minimierungsproblem ohne Nebenbedingungen
min J(w)

ist allgemein bekannt, dass w das Funktional minimiert, wenn die notwendige Bedingung J'(w) = 0
gilt. Es werden somit Anforderungen an die Ableitung gestellt.

Fir das Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen wird die Fréchet-Ableitung, eine spezielle
Form der Richtungsableitung, genutzt. Es sind dementsprechend zulassige Richtungen gesucht,
die die Nebenbedingungen erfiillen, um eine erste Optimalitdtsbedingung mit Hilfe der Fréchet-

Ableitung aufstellen zu kénnen. Der Raum dieser Richtungen ist der Tangentialkegel.

Definition 3.5 (Tangentialkegel, vgl. [6, Def. 1.31]) Sei F,4 C W nichtleer. Dann ist der Tan-
gentialkegel:

T(Fag;w)={s e W|Ayr > 0,w € Fay : klim W = W, gim Ye(wg —w) = s}

Theorem 3.6 (vgl. [6, Thm. 1.52]) Sei ] : W — R stetig Fréchet differenzierbar. Dann gilt fiir
jede lokale Losung w von (3.5) die folgende Optimalititsbedingung:

w € Fpg und (J(W),s)w+w =0 Vs €T(Fuq;w).
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BEwEIs: Es ist offensichtlich, dass die lokale Losung w von (3.5) in der Menge der zulédssigen
Parameter F,; enthalten ist. Sei nun s € T(F,4;w) beliebig. Dann existiert nach Definition eine
Folge (wx) C F,q und ein yx > 0, fiir die wy gegen w und yx(wr — w) gegen s konvergiert. Sei

sk 1= Yk(wr —w) und ||sg|| = yxllwk — w||. Dann erhalten wir

o([wi — Wllw) k—e

yro(lwi = wllw) = [lskll - 0.

llwie — wll
Da J(w) < J(wy) ist, folgt fir k grofl genug unter anderem mit der qualitativen Taylorformel:
0 < yiU(wi) = J(w)) = (J'(w), yie(wi = w)hw=,w + yeo(llwi — wllw)
k—o0 ;.-
= (J' (W), S)w+,w.
O

Linearisieren wir nun die Nebenbedingungen G(w) unter der Annahme, dass G stetig differen-
zierbar ist, so erhalten wir eine weniger komplizierte Darstellung eines Kegels von zulédssigen

Richtungen, als den Tangentialkegel.

Definition 3.7 (Linearisierter Kegel, vgl. [6, S.82]) Sei F,; nichtleer. Dann ist der linearisierte
Kegel:
L(Fuq,G,Kg,C;w) :={nd|n>0,d e W, G(w) + G'(w)d € Kg, w+d € C}

Diesen wollen wir nun benutzen, um eine vereinfachte Optimalitdtsbedingung formulieren zu

konnen. Dazu sei der Linearisierte Kegel in dem Tangentialkegel enthalten.

Definition 3.8 (Allgemeine Regularitatsbedingung, vgl. [6, S.82]) Die allgemeine Regulari-

tdtsbedingung fiir ein Optimierungsproblem mit allgemeinen Nebenbedingungen ist:
L(Faq, G, Kg, C;w) C T(Fag; W) (3.6)

Mit dieser Bedingung koénnen wir den linearisierten Kegel in der Optimalititsbedingung benutzen

und formulieren diese folgendermaflen um:

Theorem 3.9 (vgl. [6, Thm. 1.53]) Sei ] : W — R, G : W — V stetig Fréchet differenzierbar,
wobei W, V Banachrdume seien und C C W nichtleer, abgeschlossen und konvex, sowie Ko c V
ein abgeschlossener konvexer Kegel. Dann gilt fiir jede lokale Losung w von (3.5), die die allgemeine

Regularitdtsbedingung erfiillt, die folgende Optimalititsbedingung:

weF,y und (J(W),s)ww =0 Vs € L(Fuq, G, Kg,C;w).

10
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Diese Optimalitatsbedingung ist noch sehr abstrakt. Karush, Kuhn und Tucker haben eine expli-
zitere Darstellung unter Verwendung einer Regularitdtsbedingung hergeleitet. Da wir im spate-
ren Verlauf fir G(w) nur Gleichungsnebenbedingungen verwenden werden, fithren wir hier die
Karush-Kuhn-Tucker Bedingung nur unter Verwendung der allgemeinen Regularitatbedingung

ein.

Theorem 3.10 (Karush-Kuhn-Tucker Bedingung, vgl. [6, Thm. 1.56]) Seien ] : W — R,
G : W — V stetig Fréchet differenzierbar, wobei W, V Banachrdume seien und C C W nichtleer,
abgeschlossen und konvex, sowie KG C V ein abgeschlossener konvexer Kegel. Dann gilt fiir jede
lokale Losung w von (3.5), die die allgemeine Regularitdtsbedingung erfiillt, die folgende Optimalitdts-
bedingung:

Es existiert ein Lagrangemultiplikator g € V* mit

G(w) € Kg, (3.7)
geKi={qe V(g v)v-v <0 VoveKg} (3.8)
(g, G(w))y+v =0, (3.9)
weCl, (JW+G W) 'qgw-whyw=>=0 YweW. (3.10)

Nutzt man die Lagrangefunktion L(w, q) := J(w) +(q, G(w))v+ v, so kann man (3.10) auch schreiben

als:

w e C, <LW(W, Q),W - W)W*’W >0 VYweC.

BEWEIs: Siehe [14]. m

Wir wollen nun den Spezialfall betrachten, in dem die Nebenbedingung eine partielle Differenti-
algleichung ist, und dafiir die Karush-Kuhn-Tucker Bedingung konkreter formulieren. Zunachst

sieht das Problem wie folgt aus:

min  J(y,u) sodass e(y,u) =0, c(y) €K, u € Uy. (3.11)
(y,u)eYXU

Dabei sei die Zustandsgleichung e : Y X U — Z und die Zustandsnebenbedingung ¢ : Y — R
stetig Fréchet differenzierbar und K ein abgeschlossener konvexer Kegel in R. Zusétzlich sei U,q

eine abgeschlossene konvexe Teilmenge von U. Um nun die Form von (3.5) zu erhalten, setzen wir

G:YXU - ZxRund
e(y,u)
Gy,u) = .
(y,u) (C(y))

Auflerdem sei der Kegel definiert als K := {0} XK und C := Y XU,q. So erhalten wir nun die Form

eines Problems mit allgemeinen Nebenbedingungen. Damit konnen wir den Lagrangmulitplikator

11



3.2. Theorie zur Optimalen Steuerung

als q := (p, 1) € Z* X R* definieren. Die Lagrangefunktion hat die Form

L(y,u,p, A) = J(y, u) + (p e(y, u)) 2,z + (A, c(y)r,r
= L(y, u, p) + (4, c(y))r",r-

Um die Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen aufstellen zu kénnen muss nun auch der duale Kegel
zu K bestimmt werden. Dieser ist K7, = Z* X K°.
Es sei (y, u) eine lokale Losung von (3.11). Dann sind die Karush-Kuhn-Tucker Optimalitatsbedin-

gungen:
e(y,u) =0, c(y) € K, (3.12)
AeK°, (Le(@))rr=0 (3.13)
(Ly(y,u,p) + c'(g)*/i, y—-yyy 20 Vyey, (3.14)
ue Uy, (Lyuly,u,p)u- ﬁ)U*,U >0 YueUy. (3.15)

Da die Bedungung (3.14) fur alle y € Y gilt, konnen wir insbesondere
Ly(.4.p) + /()X =0

folgern. Damit haben wir Bedingungen hergeleitet fiir die das Problem (3.11) optimal ist. Mit diesen

Bedingungen kénnen wir nun Verfahren zur numerischen Optimierung herleiten.

3.2.3. Optimierungsmethoden

Optimierungsmethoden sind iterative Algorithmen zur Findung globaler oder lokaler Losungen
von Minimerungsproblemen. Diese sollen gegen einen stationaren Punkt konvergieren, und dem-
nach die notwendige Optimalititsbedingung erster Ordnung erfiillen. Somit sind fiir ein Verfahren
globale Konvergenz oder schnelle lokale Konvergenz wiinschenswerte Eigenschaften. Wir betrach-
ten hier nur global konvergente Verfahren. Dafiir definieren wir Funktionen, die an stationéren

Punkten null und sonst positiv sind, die stationdren Mafle.

Definition 3.11 (Stationares Maf3, vgl. [6, S.98]) Ein stationdres Maf3 ist eine Funktion
Y : W — Ry, fiir die X(w) = 0 gilt, falls w stationdr ist und sonst X(w) > 0.

Es gibt mehrere Definitionen fiir globale Konvergenz. Wir fithren zwei ein, die wir im Folgenden

benutzen werden.

12



3.2. Theorie zur Optimalen Steuerung

Definition 3.12 (Globale Konvergenz, vgl. [6, S.98]) Ein Verfahren heif$t global konvergent,
falls einer der folgende Punkte gilt:

(a) Fiir stetige stationdre Mafle X(w) gilt: ]}EEOZ(wk) =0.

(b) Jeder Haufungspunkt einer Folge (wy) ist ein stationdrer Punkt.

Um zu verstehen, wie man globale Konvergenz erreichen kann, betrachten wir zuniachst Minimie-

rungsprobleme ohne Nebenbedingungen:

‘Iglei‘/l‘l/ f(w) (3.16)

Es sei W ein reeller Banachraum und f : W — R stetig Fréchet differenzierbar. Die notwendige
Optimalitatsbedingung erster Ordnung ist erfiillt, falls f’'(w) = 0 fiir ein w € W ist. Um ein Verfah-
ren zu entwickeln, welches an einem Anfangspunkt w" € W beginnt und sich immer weiter dem
Minimum annihert, suchen wir eine Abstiegsrichtung s*. Aus diesem Grund werden Methoden
solcher Art auch Abstiegsverfahren genannt. Des Weiteren wird eine Schrittweite benétigt, so-
dass f im néchsten Iterationsschritt kleiner ist, als zuvor. Diese Idee fassen wir in dem folgenden

Verfahren zusammen.

Algorithmus 3.13 (Allgemeines Abstiegsverfahren, vgl. [6, Alg. 2.1])
0. Wihle einen Anfangspunkt w® € W.

Firk=0,1,2,...:

1. Falls f’(w*) = 0 STOP.

2. Wihle eine Abstiegsrichtung s¥ € W: (f"(w¥), s*)y 1w < 0

3. Wihle eine Schrittweite o > 0 fiir die gilt: f(w* + ops%) < f(wF).

k+1 k k

4. Setze w =w" + ogs”.

In dieser Allgemeinheit ist es noch nicht méglich globale Konvergenz fiir das Verfahren zu zeigen,
dazu brauchen wir zusétzliche Anforderungen an die Abstiegsrichtung und Schrittweite.
1. Zulassigkeit der Suchrichtung:

< /(Wk)’sk>W*,W k—oo , k—oo
/ o 200 = Il S0
w

2. Zulassigkeit der Schrittweite:

FwE + opsk) < fF(WE) Yk und

(f'(W9), s5 ) w koo

FWF +apsF) = F(wF) = =70
s [l

Dabei sagt die Zulassigkeit der Suchrichtung aus, dass die steilst mogliche Steigung kleiner wird,

13



3.2. Theorie zur Optimalen Steuerung

wenn dasselbe fiir die Steigung mit s* gilt. Genauso ist eine Schrittweite zuldssig, wenn aus der
Anniherung der f(w¥) aneinander in den fortschreitenden Iterationen folgt, dass die Steigung mit

s¥ kleiner wird. Mit diesen Zuléssigkeiten konnen wir nun globale Konvergenz beweisen:

Theorem 3.14 (vgl. [6, Thm. 2.2]) Sei f stetig Fréchet differenzierbar, die Folgen (w*), (s¥), (o}.)
durch das allgemeine Abstiegsverfahren generiert und (s¥), (o) zuldssig, sowie (f(wX)) nach unten

beschrdnkt. Dann ist
klim f'(wky = 0.
Insbesondere ist jeder Haufungspunkt von (wX) ein stationdrer Punkt.

BEWEIS: Setze f* = ]icng F(wk) > —co. Aus der Zulissigkeit der Schrittweite folgt:
>

f(wk + oxsF) —f(wk) < 0.

Esist somit f(w*) eine monoton fallende Folge. Auf Grund der unteren Beschrinktheit konvergiert

f(wF) gegen f*.

F@O = £ = S FF) = FF ) = 3 IFwE +orsk) - Fab)
k=0 k=0

>0

Da diese Summe beschrinkt ist, ist f(w* + oxs¥) — f(wX) eine Nullfolge und damit gilt, dass
F(w* + oxs*) — £(wF) gegen null konvergiert. Aus der Zuléssigkeit der Schrittweite folgt bereits:

12 kY ok ) oo
G ke
lls*Ilw

Mit der Zulassigkeit der Suchrichtung erhalten wir:
re.k k—eo
I1f" wWllw= "= 0.

Es sei nun w ein Haufungspunkt von (w*). Dann existiert eine Teilfolge (w*)k, die gegen w kon-
vergiert. Auf Grund der Monotonie von f(wX) gilt f(w*) > f(w) fiir alle k. Somit erhalten wir mit
der Stetigkeit:

£/(w) = Jim f'(wF) = 0.

O

Wir brauchen nun eine Regel, mit der man in der Praxis die Zulassigkeit der Suchrichtung prifen

kann. Hierfiir nutzen wir die Angle-Bedingung.
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3.2. Theorie zur Optimalen Steuerung

Lemma 3.15 (Angle-Bedingung, vgl. [6, Lemma 2.1]) Es sei fiir (s) die Angle-Bedingung

(F' W5, s Ywew < =nllf WOl lls*llw-
erfiillt. Dabei sein € (0, 1) fest. Dann ist (s*) zuldssig.
BEWEIs: Aus der Angle-Bedingung folgt:

L) e

1wl < o
w
7wk sk Y k—o0 k—oco
Falls nun L 28w w ©2 0, so gilt auch || f'(W)|lw+ — 0. Und damit ist (s) zulassig. O

lls*llw

In Banachriumen ist — f’(w¥) nicht als Abstiegsrichtung geeignet, da f’(wX) nicht in W enthalten
ist. Hier ist die steilste Abstiegsrichtung definiert durch s = tdsg, wobei t > 0 ist und dgy4 das

Problem

Jin (f(w). d)w.w

16st. In Hilbertrdumen kann man hingegen W* = W wihlen und hat mit dem Riezschen Darstel-
lungssatz [2, S. 163] (., Jw+w = (., .)w. Somit ist f'(w) = Vf(w) € W. Dann ist die Abstiegs-

richtung
Vfw)
IV £ (w)llw’

denn mit der Cauchy-Schwartz-Ungleichung gilt:

dsd =

min (£ ). dyw-w = min (Vf(w).d)

7 aﬁifi 1(Vf (w),d)

=1V fwllwlld|lw

Vf(w)
(Vf 7T T .

\%

\2

Somit ist —V f(w), ein Vielfaches von dyg4, der steilste Abstiegsvektor. Setzt man im allgemeinen
Abstiegsverfahren s = —V f(w), so wird es Gradientenverfahren genannt.

Als néchstes betrachten wir die Schrittweite genauer. Auch hier brauchen wir eine Regel, die eine
zuléssige Schrittweite berechnet. Dabei ist die Idee, eine Gerade, wie in Abbildung 3.1, von dem
aktuellen Punkt f(wy) aus in Abstiegsrichtung zu ziehen und die Schrittweite so zu wahlen, dass

F(w* + 01s%) unterhalb dieser liegt.
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3.2. Theorie zur Optimalen Steuerung

fwi)

Wi W
Abbildung 3.1.: Fiir die Armijo Schrittweite muss f(w**!) unterhalb der roten Gerade liegen.

Definition 3.16 (Armijo-Regel, vgl. [6,S.101]) Wihle das Maximum oy € {1, %, %, ...}, fiir das

gilt:
FOWE +01s®) < W) +yor(F/(WE), D
Es seiy € (0,1) konstant.

Wir haben ein Verfahren erhalten, mit dem wir fiir ein Minimierungsproblem ohne Nebenbedin-
gungen eine numerische Optimierung durchfithren konnen. Dieses weiten wir nun auf Probleme

auf abgeschlossenen, konvexen Mengen aus:
min f(w), sodass we€S. (3.17)
wew

Es sei W ein Hilbertraum, f : W — R stetig Fréchet differenzierbar und S ¢ W abgeschlossen

und konvex. Die notwendige Optimalititsbedingung erster Ordnung ist erfiillt, falls
weS, (Vfwh,v-w)y >0 Vv eS

gilt. Bei allgemeinen Abstiegsverfahren kann es vorkommen, dass ein w¥ nicht mehr in S enthalten
ist. Um dem vorzubeugen, nutzen wir eine Projektion Ps(w), die w auf die Menge S projiziert.
Zusatzlich muss auf die Suchrichtung geachtet werden, damit diese auch im projizierten noch

absteigend ist.
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3.2. Theorie zur Optimalen Steuerung

Algorithmus 3.17 (Projizierte Gradientenmethode, vgl.[6, Alg. 2.3])

0. Wihle w° € S.

Firk=0,1,2,...:

1. Setze sk = —V f(wF)

2. Wihle o mit Hilfe einer projizierten Schrittweite, sodass f(Ps(wk + oys¥)) < f(wk).
3. Setze W+l = Pg(wk + ops%).

Auch hier benutzen wir eine Form der Armijo-Regel zur Berechnung der Schrittweite, mit einer

kleinen Anderung aufgrund der Projektion.

Definition 3.18 (Projizierte Armijo-Regel, vgl.[6,S.107]) Wihle das Maximum oy € {1, %, ;11, ..}
fir das gilt:
FPsk + 05 < £ = TIPS + ) = Iy

Dabei seiy € (0,1) konstant.

In Hinfithrung zu der globalen Konvergenz definieren wir hier ein stationares Mafl Z(w) := |[jp(w)|lw,
wobei wir p(w) := w — Ps(w — Vf(w)) definieren. Nach M. Hinze u.a. [6, Lemma 1.10] sind die

notwendigen Optimalitatsbedingungen erster Ordnung
weS, (Vfw,v-wwy=>0 VoeSs

dquivalent zu:

w — Ps(w = Vf(w)) = 0.

Theorem 3.19 (vgl. [6, Thm. 2.4]) Sei W ein Hilbertraum, f : W — R stetig Fréchet differen-
zierbar und S C W nichtleer, abgeschlossen und konvex. Betrachte die projizierte Gradientenmethode
in Algorithmus 3.17 und nehme an f(w*) ist nach unten beschrinkt. Weiter sei V f Holderstetig zum
Exponenten o aqué’ = {w +s[f(w) < fF(WO),|Isllw < p} fiir p > 0. Dann gilt:

i [p(wh)lhy = 0.
BEWEIs: Siehe [6, Thm. 2.4]. m|

Aus diesem Theorem folgt die globale Konvergenz des projizierten Gradientenverfahrens. Nun
haben wir ein global konvergentes Verfahren hergeleitet, mit dem wir spéter das Problem des

Delta-Notch Signalwegs optimieren kénnen.

17



4. Die Anwendung auf den Delta-Notch
Signalweg

Wir modellieren den Delta-Notch Signalweg im Bezug auf fiinf Endothelzellen, die in einer Reihe
angeordnet seien. Diese nummerieren wir von links nach rechts durch. Dabei soll Zelle 3 zu einer
Endzelle werden. Die Zellen werden durch drei Parameter charakterisiert: Das Level an Aktivie-
rung des Rezeptors VEGFR-2 in Zelle i, x; 1(7), das Level an aktivem Delta-like 4 (DIl4) in Zelle i,
xi,2(7), und das Level an Aktivierung des Rezeptors Notch in Zelle i, x; 3(7). Die Variablen bezeich-
nen die Zustidnde zum Zeitpunkt 7. Da das Proteine VEGF-A von auflen an die Zelle anbindet und
den Delta-Notch Signalweg aktiviert, nehmen wir VEGF-A als gegeben an. Wir bezeichnen also
das Level an aktivem VEGF-A, das an Zelle i anbindet, als v; mit v; ~ vj und v3 > v; firalle i # 3.

Damit erhalten wir einen Vektor v fiir VEGF-A und eine Matrix x(7) Uiber die Zustande:

vy x1,1(7)  x1,2(7)  x1,3(7)

v=|: |, x(r) =

V5 x5,1(7) x5,2(1)  x5,3(7)

4.1. Mathematische Modellierung des Delta-Notch Signalwegs

In Kapitel 2.2 wurde der Delta-Notch Signalweg biologisch erlautert. Nun wollen wir diesen ma-

thematisch beschreiben und stellen ihn zunichst durch die folgenden Reaktionsgleichungen dar:

div; +doxin B dyxis (4.1)
dyxi-1,2 +ds5x; 3 5 dexi,1 (4.2)
daxiv1,2 +dsx; 3 5 dexi,1 (4.3)

dixin 50 (4.4)
dsxin 30 (4.5)
doxi 3 5 9 (4.6)

Reaktionsgleichung (4.1) beschreibt den Prozess, indem sich VEGF-A an den Rezeptor VEGFR-2

anbindet und dadurch DIl4 aktiviert. Weiter veranschaulichen (4.2) und (4.3) den Prozess, indem
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4.1. Mathematische Modellierung des Delta-Notch Signalwegs

Dll4 aus den Nachbarzellen sich an den Rezeptor Notch anbindet und dadurch das Level an akti-
vem VEGFR-2 verdndert. Zuletzt sind (4.4)-(4.6) die natiirlichen Zerfallsprozesse der Proteine.

Das Prinzip 3.1 zum Massenwirkungsgesetz liefert nun ein mathematisches Modell, das die Ande-
rung der drei Protein- bzw. Rezeptorlevel auf Grund der Reaktionen (4.1)-(4.6) beschreibt. Mit der

stochiometrischen Matrix

-4 0 0 0 0 0
—dy dg dg —-d7 0 0

o |d 0 0 0 -ds 0
0 -d¢ 0 0 0 0

0 0 -d 0 0 0

~ds —-ds 0 0 —do

und den Ratenformeln

dy _do ds ds
= k1v; x;1» Re= k2xl 12%3 R3= k3xl+1 2X;3

k4xl 1. Rs= k5xl 5 Re= kﬁxg,gl
erhilt man folgende Gleichungen:

dxi’l

7 = —dgklv x4 i1 2 +dg x (kgx 2o +k3x i1, 9) = d7k4x 1 4.7)
T
dx;
2o dako®x® - dgksxd (4.8)
dr
dx,-
df’ = —dsx®(kax™ , + kax{ ) — dokex?, (4.9)

Bereits die Reaktionsgleichungen (4.1) - (4.6) sind vereinfachte Darstellungen von sehr komplexen
Prozessen. Um spéter numerisch gut minimieren zu kénnen, vereinfachen wir noch weiter und
wihlen d; = 1. Die Anderungsraten sind also durch die folgenden gewéhnlichen Differentialglei-

chungen mit den Koeffizienten k = (k1, . . ., kg) gegeben:

xi,1 = =xi,1(ka + k1v) + x5, 3(koxi—1,2 + k3xi+1,2)
x(r) = Xi2 = k1vixi1 — ksxi 2 (4.10)
%13 = —x;,3(kaxi-1,2 + kaXiv1,2 — k)
Die Anfangsbedingungen seien definiert als x(0) = x konstant.
Betrachtet man nun die Differentialgleichungen (4.10), so ist zu erkennen, dass diese die Ande-

rungsraten der Protein- bzw. Rezeptorlevel auf Grund des Delta-Notch Signalwegs darstellen. Wie

in dem beschriebenen biologischen Prozess, entsteht die Anderung des Proteinlevels von DIl4
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4.1. Mathematische Modellierung des Delta-Notch Signalwegs

durch die Anbindung von VEGF-A an VEGFR-2 zuziiglich eines natiirlichen Zerfalls. Das Level
an aktiviertem Notch hingegen éndert sich, abgesehen von dem Zerfall, durch die Anbindung von
DIl4 in den Nachbarzellen an Notch der aktuellen Zelle. Auch das entspricht dem biologischen Mo-
dell. Auf Grund dessen, dass eine Riickkopplungsschleife betrachtet wird, ist es einleuchtend, dass
die Anderung von VEGFR-2, hier durch x; ; beschrieben, aus der Anderung von DIl4 und Notch
besteht. Es wird also durch (4.7) erklart, dass sich das Level an aktiviertem VEGFR-2 durch die
zusatzliche Aktivierung der Rezeptoren bei der Anbindung von DII4 der Nachbarzellen an Notch
andert. Diejenigen Rezeptoren an die bereits VEGF-A angebunden ist, sind nicht mehr aktiv. Auch
hier veranschaulicht ein Term den natiirlichen Zerfall.

Um nun die gewohnlichen Differentialgleichungen nutzen zu kénnen, ohne Probleme mit den phy-
sikalischen Dimensionen in der spateren numerischen Simulation zu bekommen, wird (4.10) im
néachsten Schritt entdimensionalisiert.

Xi,j

Lemma 4.1 Es seien y; ; = 32, w; = k}(—;”’, t := kst dimensionslos. Dann kann man die Ande-
L]

rungsraten zu
i1 = —yi1(cr + wi) + c2yi 3(Yi-1,2 + Yiv1,2)
Y(t) = {Yi2 = c3wivyi1 — Yi2 (4.11)
Yi,3 = —Yi,3(Yi-1,2 + Yir1,2 — €4)

. . Yi Yi
reskalieren. Dabei sind c¢1 := i—‘j, o = Yf—‘::, C3 1= 3o, €4 1= ’Z—
] L, i,

BEwEIs: Es gilt fiir die Ableitung von x; ;(7):

Wihle Y19 = ’;—; und Yj1 0 = i—z Durch Einsetzen dieser und der dimensionslosen Gréfien in

(4.10) erhalten wir die entdimensionalisierten Anderungsraten:

dy; 1 1 k
il ———(—yi1 Vi1 (kg + kywi=2) + yi.3Yis(kayio1.2Yi 1.2 + ksyir1.2Yi41,2))
dt k5Yi,1 kl
ky Yi3 ks ks
= —yi,1(k—5 +w;) + yi’?’—Yi,llk5 (k2yi—1,2k_2 + k3yi+1,2k_3)

= —y;1(c1 + wi) + 2y 3(Yi-1,2 + Yit1,2)

dyig 1 k5
2 _ ktwi By Y1 — ksyiaYi
o k5Yi,2( Wi YinYin —ksyio )

= C3Wili,1 — Yi,2
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4.2. Optimierung des Modells

dy; s 1
>0 = ——(—yi.3Yi3(koyi-1,2Yi1.2 + k3yir1.2Yis1.2 — ko))

dt k5Y,',3
Lok ks ks ks
= —Yi3 k5y1—1,2k2 k5y1+1,2k3 k’5

= —y;3(Yi-1,2 + Yi+1,2 — C4)
o

Damit haben wir nun eine mathematische Darstellung der Anderung der Protein- und Rezeptorle-
vel im Delta-Notch Signalweg. Diese gewo6hnlichen Differentialgleichungen (4.11) werden spater
als Nebenbedingung fir die optimale Steuerung genutzt, um den biologischen Prozess in die Op-

timierung einzubeziehen.

4.2. Optimierung des Modells

4.2.1. Optimierungsproblem

Betrachten wir nun die Reihe der finf Endothelzellen. Die dritte Zelle soll zu einem festen Zeit-
punkt T zu einer Endzelle werden. Weil zwei Endzellen, im Gegensatz zu Stielzellen, nicht neben-
einander bestehen koénnen, sollen die anderen vier Zellen zu Stielzellen werden. In Bezug auf den
Rezeptor Notch bedarf es somit einem niedrigen Level in Zelle 3. Gleichzeitig miissen die Nachbar-
zellen als Stielzellen ein hohes Level an aktivem Notch aufweisen. Daraus leiten wir das folgende

zu minimierende Funktional ab:

fy,c) = y3,3(T) — y1,3(T) — yo,3(T) — y4,3(T) — y5,3(T). (4.12)

Wir sind daran interessiert, welchen Einfluss das Level der einzelnen Proteine und Rezeptoren
aufeinander, bzw. auf die Anderung der Level hat. Somit minimieren wir {iber die Protein- und
Rezeptorlevel y und die Konstanten ¢ . Dabei ist y der Zustand, der durch die Differentialgleichung
(4.11) beschrieben und die Steuerung c ein Parameter, der optimal angepasst wird, sodass die Zelle
3 zu einer Endzelle wird. Bevor das Optimierungsproblem nun in Ginze aufgestellt werden kann,
miissen wir noch ein paar Bezeichnungen einfithren. Wir stellen y(¢) aus (4.11) so um, dass man

die folgende Zustandsgleichung erhalt:

e(y,c) =9 —g(y,c) =0 (4.13)
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Dabei ist
—yi1(c1 + wi) + c2yi3(Yi-1,2 + Yi+1,2)
9(y,¢) = Y eawiyi1 — Yi2
—Yi,3(Yi-1,2 + Yir1,2 — €1)

eine 5 X 3-Matrix und y; ; ist fiir alle j = 1,2, 3 ein 5-dimensionaler Vektor. Des Weiteren gelte
a; < ¢; < b; mit a;, b; fest. Wir definieren C := {c € R a; < ¢; < b;}. Zusammengefasst haben

wir nun folgendes Optimierungsproblem:

min  f(y,c) sodass e(y,c)=0, ceC. (4.14)
(y,c)eYXU

Wir wihlen Y := CY([0, T], R>®), U := R* und Z := C%([0, T]; R>3).

4.2.2. Optimalitatsbedingung

Wir wollen nun Bedingungen aufstellen fir die das Optimierungsproblem (4.14) erfiillt ist. Dies-
beziiglich zeigen wir zunachst die Vorraussetzungen fiir die Karush-Kuhn-Tucker Bedingung in
Theorem 3.10.

Lemma4.2 Essind f:Y XU — Rund e:Y XU — Z stetig Fréchet differenzierbar.
BEwEIs: Fiir beliebiges (y,c) € Y XU und h := (k,I) € Y X U gilt:

f'yoh) = lim (M)
S

_ (k3,3(T) —k1,3(T) — ko 3(T) — k4 3(T) — k5,3(T))
0

Damit ist die Richtungsableitung des Funktionals gegeben. Des Weiteren ist f’(y, ¢) offensichtlich
linear im Argument h. Es seien hy := (k1,11) € Y X U und hg := (ko,l2) € Y X U beliebig gewahlt
und es gelte [[k1 — kallc1(j0,77,r5%3) < 81 und ||} — kl2 < 52.

1fy(y. )(k1) = fy(y ) (k2)ll2 = I fy (s Oll2 lIk1 = kall2 < d sup [[k1(t) = ka(2)ll2

——— t€[0,T]
=:d

< dllk1 = kallcro, 7y, rox3) < db1 =t €1
Ife(y, o)1) = fe(y, )2 = lIfe(y, Oll2 Il = L2ll2 =0 < e
———

=:0

Somit ist die Richtungsableitung stetig. Angesichts dessen, dass fiir lineare Operatoren die Stetig-
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4.2. Optimierung des Modells

keit und Beschrénktheit dquivalent sind [2], folgt hier direkt die Gateaux Differenzierbarkeit. Wir
wahlen nun h = (k, 1) € Y xU wie oben und es gelte [|k||c1 (10,7}, rsx3) = 0 und [|l[|2 — 0. Dann geht

aus

lf(y + k,c) = f(y,c) = fy(y,okll2 = If (y, ¢) + f(k,c) = f(y,c) — ks 3+ ki3 + ka3 + ka3 +ks3ll2
=0 = o([lkller(jo, 71, R5%3))
If(y,c+ D= fly,c) = fely. 2 = lIf(y, ) = f(y,¢) = fe(y, o)lll2 = 0 = o(||[|2)

hervor, dass das Funktional f : Y X U — R stetig Fréchet differenzierbar in y und c ist.
Genauso konnen wir die Fréchet Differenzierbarkeit fir e : YXU — Z beweisen. Sei (y,c) € Y X U
und { := (J, w) € Y X U beliebig. Dann gilt:

ey(y.0)(9) = 9 =~ gy(y. )9

(ey(y, ) @))i1 = di1 + Fi1(c1 + wi) — cays3(i1.2 + Fi1.2) — 29:3(Yim1.2 + Yie1,2)
(ey(y,c)(D))i,2 = i+ 2 — cawidi1

(ey(y,c)(D))i,3 = 9i3 +yi3(Picr2 + div1.2) + 9i3(Yio1.2 + Yisr.2 — C4)

ec(y, €)(@) = =gc(y, ¢)(@)

(ec(y, €))i,1(@) = —@1Yi1 + @2Yi,3(Yi-1,2 + Yi+1,2)
(ec(y, ©))i2(w) = w3wiyi 1
(ec(y, 0))i,3(w) = wayi3
Die Richtungsableitung e’(y, c) ist offensichtlich linear im Argument {. Weiter seien {; := (31, w1)

und {3 := (J2, w2) € Y X U beliebig und es gelte || — dal|c1 (0,71, rox3) < 61 und [|o1 — wzll2 < S2.
Mit

lley (y, ©)(91) — ey (y, ) (2l coo, T);r5<3) Sup lley (), Oll2ll91(2) = I2(D)ll2
telo,

< sup [ley(y(®), o)ll2l|91(£) = D2(D)llcr o, 71, R3<3)
t€[0,T]
<51
< d151 =€

llec(y, e)(@") = ec(y, ) @?)llcoqo, ryroxs) = sup llec(y, )" = ?)ll2
telo,

1 2

= sup |lec(y, o)ll2llo” - @”ll2

fE[O,T] S————
<o

< dods =: €9
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4.2. Optimierung des Modells

erhalten wir die Stetigkeit der Richtungsableitung. Auch hier folgt aus der Stetigkeit des linea-
ren Funktionals bereits die Gateux Differenzierbarkeit. Sei { = (J,0) € Y X U mit den Rau-
men Y = C1([0,T],R>?®), U = R* und Z = C°([0, T]; R%*3). Es gelte 191lc1 (0, ), R5%3) — 0, sowie

lw|l2 = 0. Ferner bezeichne 9; 3, 3;—1,2 und J;,1,2 je einen 5-dimensionalen Vektor.

le(y +9,0) = e(w,0) — ey, )Nz _ 561 + 5l1913(9i-1.2 + Finr2)llz
= 11m

9-0 19ly 9-0 121ly
9i3llz(|l9:- 9
sdlimH sllzU18i—1,2llz + 19i41,21l2)
9-0 191y
< dlim Iy (191l + I21ly)
9-0 12ly

= 2dlim |9]ly = 0
3—0

& [le(y + 9, ¢) - e(y, c) — ey (y, )|z = o(ll9|y)

lle(y, ¢ + @) = e(y, ¢) = ec(y, c)ollz = O
= o(||ell2)

Es ist also e(y, ¢) Fréchet differenzierbar in y und c. Damit folgt die Behauptung. ]

Neben der Fréchet Differenzierbarkeit wissen wir, dass C := {c € R%|a; < ¢; < b;} nicht-leer,
abgeschlossen und konvex ist, da der Raum einen 4-dimensionalen Quader definiert. Auch ist
{0} € R>3 ein abgeschlossener, konvexer Kegel. Um schlieSlich die Karush-Kuhn-Tucker Bedin-

gung aufstellen zu kénnen, ist zuletzt noch die allgemeine Regularitatsbedingung zu zeigen.

Lemma 4.3 Fiir jede lokale Losung (y, c) des Optimierungsproblems (4.14) ist die allgemeine Regu-
laritdtsbedingung (3.6) erfiillt.

BEwEIls: Der Tangentialkegel Ty ; und der linearisierten Kegel Ly, zu e(y,c) = 0 sehen fiir die

lokale Losung (7, ¢) wie folgt aus:

Tyc ={(dy,do)Ayx > 0, e(yx,cx) =0: I}i_r};o(yk,ck) = (y,0), kh_I)I.}o Ye((Yk, cx) — (7, ¢)) = (dy, dc)}

Lg.e = {(dy, dc)ley(y, )y + ec(y, €)de = 0, (y,¢) + (dy,dc) € C, Vit}

Es ist e,(y,c) € L(Y,Z) ein linearer Operator. Wir zeigen zunachst, dass dieser invertierbar ist

und das Inverse stetig von einer Funktion h(t) abhingt. Es sei ¢ € C1([0, T], R®*3).

ey(§.9)9(1) = 3(1) - gy(5. () = £(1)
= 9(t) = g, (5.09(0) + (1) (4.15)
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4.2. Optimierung des Modells

Da die rechte Seite von (4.15) Lipschitz stetig ist, existiert nach dem Satz von Picard-Lindel6f [5]
eine eindeutige Losung 9(t). Nun wihle 81, 3, € C1([0, T], R%*3) und setze 6 := J; — 5. Dann ist
nach (4.15) die zeitliche Ableitung von 6(t) gegeben durch

0(t) = gy(y, 90(t) + (h1 = ha)(1). (4.16)

Mit Hilfe der Gronwallschen Ungleichung [13] finden wir eine Abschitzung fiir das Funktional
0(t) und betrachten den Fall der Konvergenz von h; gegen hs.

T
o(t) < / (h — ho)(s) explgy(7. )T — $))ds
0

T

< Ih1 = hallcogo 1m0, / explgy (7, )T - ))ds
0

h1—h
1_)20

Dasselbe konnen wir analog fiir 0(t) == 9 - 9 zeigen. Infolgedessen konvergiert ||0|| gegen null.
Mit dieser Erkenntnis betrachten wir nun (4.16). Es gilt demnach, dass fiir h; — hg auch ||0|| gegen
null konvergiert. Damit ist 8 gleichméfig stetig differenzierbar, denn fiir lineare Operatoren sind
Stetigkeit und Beschréanktheit dquivalent [2]. Auf Grund der Definition von 6 konnen wir folgern,
dass (4.15) einen beschrinkten und stetig von h abhdngenden Losungsoperator ¢ hat.

Sei (dy,d.) € Ly, beliebig. Damit gilt:

ey(y, c)dy + ec(y,c)de = 0
Angesichts der Invertierbarkeit von e, (7, ¢) kénnen wir diese Gleichung nach d, auflosen.
dy = —(ey(,0)) 'ec(y, 0)d, (4.17)

Mit dem impliziten Funktionentheorem [6] folgt, dass in einer Umgebung von ¢ eine eindeutige
stetige Funktion y(c) existiert, die e(y, c) = 0 16st. Durch Taylorentwicklung von e(y, ¢) erhalten

wir eine Differenzialgleichung zu y(c).

y'(©) = —(ey (5, 0)ec(y, u) (4.18)

Im néchsten Schritt wahlen wir t; € (0, 00), wobei tx gegen null strebt. Weiter seien ¢x = ¢ + txd,

und yi = y(cg) die Losung von e(y, cx) = 0. Daraus folgt bereits, dass c; gegen ¢ und yj gegen y
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4.2. Optimierung des Modells

konvergiert. Auflerdem ist e(yy, cx) = 0. Sei nun y; = i

e+ 1) 19 )
9 e

V(g ce) — (7,9)) = %@k G —0)= (

k—oo

- (y'(©)dc.dc)

Setzen wir nun die Kombination von (4.17) und (4.18) ein, so erhalten wir:

A yie (e, k) = (4.0)) = (dy, de).

Damit ist (dy,d.) € Ty . Da wir (dy,d.) € Ly, ¢ beliebig gewihlt hatten ist der linearisierte Kegel

im Tangentialkegel enthalten, und die allgemeine Regularitdtsbedingung erfullt. O

Nach HW. Alt [2] ist bekannt, dass der Dualraum zu C°([0, T]; R%*®) der Raum der reguliren
abzihlbaren additiven Maf3e rca([0, T], R>?) ist. Mit diesem Wissen definieren wir den Lagrange-
multiplikator p € rca([0, T], R>?) und die Lagrangefunktion

L(y,¢,p) = f(y, ) +(p e(y, ¢)).

Nachdem nun alle Vorraussetzungen fiir Theorem 3.10 erfiillt sind, konnen wir die Karush-Kuhn-

Tucker Bedingung aufstellen. Das Problem (4.14) erreicht sein lokales Optimum im Punkt (y, ¢),

wenn gilt:
Ly(y,c.p) = e(y,c) =0, (4.19)
Ly(y,c,p) = fy(y,c) + (p,ey(y,c)) = 0, (4.20)
ceC, (L(§,c,p)c—¢) >0 Ve eC. (4.21)

Nachdem wir das biologische Problem zu einem mathematischen modelliert haben, kennen wir
nun die Bedingungen, fiir die das Minimum des Funktionals, unter Berticksichtigung der Neben-

bedingungen, erreicht wird und kénnen dieses numerisch berechnen.

4.2.3. Optimierungsmethode

Wir wollen die projizierte Gradientenmethode aus Algorithmus 3.17 zur numerischen Optimie-
rung benutzen. Dieser Algorithmus minimiert Probleme auf abgeschlossenen, konvexen Mengen.
Es ist die Nebenbedingung e(y, ¢) = 0 nicht beriicksichtigt. Um dies jedoch einzubeziehen, formu-

lieren wir das reduzierte Optimierungsproblem

min f(c) sodass c€C
ceR?4
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4.2. Optimierung des Modells

mit dem reduzierten Funktional

A

fle) == f(y(o),c), (4.22)

wobei y(c) die Losung der Zustandsgleichung e(y, ¢) = 0 ist. Dadurch ist die Nebenbedingung in
dem Funktional enthalten. In Anlehnung an ,Optimization with PDE Constraints“ von M.Hinze
u.a. [6], berechnen wir den Gradienten des Funktionals. Es sei p € rca([0, T], R>?) = Z* beliebig.

Dann ist das reduzierte Funktional

f©) = fy(e), ) = f(y(e) o) + (p, e(y(c), )z, 2 = Ly(e), . p).

Differenzieren wir in Richtung s € U, so erhalten wir:

(VA@©),)uu = (Ly(y(e),e,p),y'(e) - )y~ v + (Le(y(c), ¢, p), - (4.23)

Damit f (c¢) minimal wird, muss die Karush-Kuhn-Tucker Bedingung und insbesondere (4.20), das
heifit L,(y, c,p) = 0, gelten. Folglich ist der Gradient des reduzierten Funktionals die Ableitung

der Lagrangefunktion in Richtung c:

Vf(c) = Le(y(c), ¢, p).

Zur Bestimmung des Lagrangemulitplikators p lésen wir Ly (y, ¢, p)(¢) = O fiir alle & € Y. Es sei
J(t) eine Perturbation von y. Somit muss auch y + tJ die Anfangsbedingung y(0) = y erfiillen,
und damit gilt $(0) = 0. Durch partielle Integration erhalten wir:

=)
|

Ly(y, ¢, p)(d)
fy(.)(&) + (p.ey(y.c) - 9)
T

£y )9 + / P9~ p-guy(e))- Oy dt

0
= 03,3(T) = 91,3(T) — Jo,3(T) — 94,3(T) — I5,3(T)
T
+p(T) - HT) - p(0) - 9(0) - /P(l‘) - 9(t) + p(t) - gy(y(c), c) - H(t) dt
=0 0

00 -1

00 -1
= ({00 1[+p(T),HT))—p)+p(t) - gy(y(c), c), Ht)}r20,1)) (4.24)

00 -1

00 -1

27



4.2. Optimierung des Modells

Insbesondere gilt (4.24) auch fir 3(T) = 0. Nach Einsetzen erhalten wir:

(1) +p(t) - gy(y(c),0), H()i2qory = 0 VIeY

Wenden wir das Fundamentallemma der Variationsrechnung [2] an, so muss bereits das Folgende

gelten, wobei p; j und y; ; fiir j = 1,2, 3 je 5-dimensionale Vektoren darstellen:

p(t) = —p(t) - gy(y(c). c) (4.25)
—pi.1(c1 +w;) + piac3w;
Yi-1,3(pi-1,1¢2 = pi—1,3) + Yir1,3(Pir1,12 — Pi+1,3) — Pi2
pi1c2(Yi-1.2 + Yir1,2) = Pi.3(Yi-1,2 + Yi+1,2 — €4)

Betrachten wir nun (4.24) fiir ein beliebiges 3(¢) € Y mit dem Wissen von (4.25), so folgt mit dem

Fundamentallemma der Variationsrechnung [2] die Randbedingung fiir p(c):

00 1
00 1

p(T) = 00 -1 (4.26)
00 1
00 1

Diese gewohnliche Differentialgleichung (4.25) mit (4.26) als Randbedingung lésst sich nun fiir
p(c) 16sen. Wir erhalten p € C'([0, T]; R®*3). Damit ist der Gradient des reduzierten Funktionals

eindeutig bestimmt:

Le(y,c,p) = (p,ec(y,c))

T
/ p(1) - ecly. D)t
0

5
2 Pi,1Yi1
i=1

o8
= 2 pi1Yi3(Yi-1,2 + Yir1,2)
= / = dt. (4.27)
0 - Elpi,2wiyi,1

Ty
-2 Pi,3Yi,3

i=1
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4.2. Optimierung des Modells

Zuletzt definieren wir die Projektion auf den Raum C als:
Pc(c;) = max(a;, min(c;, b;)), P: R* — R%.

Wir wollen nun die Optimierung des Delta-Notch Signalwegs mit Hilfe der projizierten Gradien-

tenmethode aus Algorithmus 3.17 in MATLAB implementieren:
1. Wibhlen eines Anfangspunktes (3, c®) mit y° = y(0), ¢* € C.

2. Um den Gradienten des reduzierten Funktionals zu erhalten, sind die folgenden Schritte

auszufithren:
« Losen der Zustandsgleichung e(y, ¢) = 0 nach y(c).

« Losen der gewdhnlichen Differentialgleichung (4.25) mit der Randbedingung (4.26)
nach p(c).

« Einsetzen von y(c) und p(c) in L.(y, ¢, p) aus (4.27) zur Berechnung des Gradienten.
Furk =0,1,2,...:

3. Falls ||V f (c)|| < 1077 so ist das Optimum erreicht, und das Verfahren stoppt. Dabei wihle j

geeignet, beipielsweise j = 6, sodass 10~/ nahe null.
4. Setzen der Suchrichtung s = —V f(c¥).

5. Wihlen der Schrittweite o mit Hilfe der projizierten Armijo Regel, sodass
FPele +ors)) < fich).

6. Setzen des nichsten Iterators c**! = Po(ck + oy s¥).

Die Implementierung dieses Verfahrens in MATLAB findet sich als Code in Anhang A.
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5. Fazit

Wir haben den Delta-Notch Signalweg fiir eine Reihe von fiinf Endothelzellen mit Hilfe des Mas-
senwirkungsgesetzes modelliert. Nach der Theorie der optimalen Steuerung haben wir ein Verfah-
ren gefunden, welches die Parameter des Modells bestimmt, sodass die dritte Zelle zu einer Endzel-
le wird und damit eine geringe Aktivitit an Notch aufweist. Aus der Implementierung in MATLAB
koénnen wir Riickschliisse auf die Zusammenhéinge der Proteine und Rezeptoren im Delta-Notch
Signalweg ziehen.

Die projizierte Gradientenmethode liefert unabhiangig von der Wahl des Anfangspunktes (yo, co),
den Vektor ¢ = (—5, 5, -5, 5), fur den das Funktional (4.22) minimal wird. Dabei ist

C ={c € R* -5 < ¢; <5} und wir erhalten die Anderungsraten

Uil = 5Yi1 — Yi,1Wi + 5Yi3(Yi-1,2 + Yit1,2)
y(t) = yi,z = _5Wiyi,1 —Yi2 (51)
Yi3 = 5Yi,3 — Yi,3(Yi-1,2 + Yi+1,2)-

Die Werte von ¢ konnen nur Auskunft tiber die Richtung und damit tiber einen Zerfall oder eine
Produktion, anhand der Vorzeichen, liefern. Da die ¢; Randwerte von C, —5 oder 5, annehmen,
koénnen wir keine Riickschliisse auf die Gewichtung der einzelnen Proteine und Rezeptoren ziehen.
Die Anderungsraten (5.1) bestatigen nicht die Theorie einer lateralen Inhibition, die in Kapitel 2
erlautert wurde. Vielmehr ist eine laterale Induktion durch Notch zu erkennen (vgl. Abbildung 5.1).
Hier wird VEGFR-2 von aktivem Notch induziert, wohingegen DIl4 durch aktives VEGFR-2 und
Notch durch DIl4 der Nachbarzelle inhibiert wird. Dieser Widerspruch zur lateralen Inhibition ist

AN
TN

Abbildung 5.1.: Der Delta-Notch Signalweg nach den Ergebnissen der Implementierung. Aktives
Notch(N’) induziert VEGFR-2(V’), welches DIl4 (D) inhibiert und damit zu einer
Notch Inhibition in der Nachbarzelle fithrt. Zusétzlich verstiarken sich VEGFR-2
und Notch jeweils selbst.
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5. Fazit

zum Teil auch in Studien zu beobachten. Beispielsweise fithrt ein Verlust an Notch in Zebrafischen
nicht wie erwartet zu einer Zunahme, sondern zu einem Verlust an DII4 [12]. Nach A.F. Siekmann,
M. Affolter, und H.-G. Belting [12] weist der Hauptteil der Literatur eher auf eine laterale Induktion
durch Notch als auf eine laterale Inhibition hin.

Da wir ein vereinfachtes Modell des Delta-Notch Signalwegs betrachten, konnen wir keine Aussa-
gen iiber den Einfluss anderer Faktoren treffen. Dementsprechend fehlen kleinere Prozesse in der
Modellierung des Mechanismus, die das Ergebnis der projizierten Gradientenmethode verandern
konnten. Unter anderem wurde der Einfluss des Bindungsproteins Jagged1 auf den Delta-Notch
Signalweg in der bisherigen Darstellung vernachléssigt. An dieser Stelle konnen weitere Studien
und mathematische Modellierungen ansetzen.

Betrachten wir fur T = 0.1 und ein fest gewahltes VEGF Level w = (1, 1,20,1, 1) die Werte der

Protein- und Rezeptorlevel
2 0.2 1.54

-0.85 0.56 2.13

y(T)=| 0.63 -6.62 1.43],
-0.85 0.56 2.13
2 0.2 1.54

so ist zu erkennen, dass VEGFR-2 in der Endzelle (Zelle 3) im Vergleich zu den Nachbarzellen relativ
hoch ist. Hingegen sind die Level an aktivem Notch sowie D114 relativ niedrig im Verhaltnis zu den
Leveln in den Nachbarzellen. Auch das entspricht der Idee der lateralen Induktion. Zudem ist der
Ansatz eines Salz-Pfeffer Musters (vgl. Abbildung 2.2) erkennbar.

Andert man das mathematische Modell des Delta-Notch Signalweges, sodass die numerische Si-
mulation den Vektor ¢ = (5, -5, 5, —5) wie erwartet liefert, bestétigt auch das die Theorie der
lateralen Inhibition nicht. Wihrend das Level an aktivem Notch in der Endzelle klein ist, so gilt
das auch fiir das Level an DIl4. Nach der eingefithrten Theorie in Kapitel 2 miisste das Level an
DIl4 in dieser Zelle jedoch hoch sein. Eine Erkliarung dafiir konnte die Begrenzung von ¢ durch
den Raum C sein. Um das feststellen zu kénnen, sind weitere Betrachtungen notwendig, in denen
der Rand von C nach aulen verschoben wird.

Wir erhalten demnach durch die numerische Simulation des Delta-Notch Signalweges einen Wi-
derspruch zu der Theorie der lateralen Inhibition durch Notch. Wir haben Ansétze gegeben, um
das Verstindnis der Prozesse durch mathematische Modellierung sowie biologische Studien zu
verbessern.

Die Erkenntnisse der bisherigen Forschung zum Delta-Notch Signalweg konnen bereits bei der
Behandlung von Angiogenese basierten Krankheiten helfen. Es wurde beispielsweise beobachtet,
dass die Hemmung des Delta-Notch Signalweges zu weniger abnormalen Strukturen der Blutge-
fale in Tumoren fithrt [3]. Damit ist das wachsende Verstindnis der Prozesse wiahrend der Angio-

genese aktuell und unverzichtbar fiir die weitere Behandlung von Gewebewucherungen.
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A. MATLAB Code

%% %% %% % % % % % % % % % % 7% % % % % % % %6 % %6 % %6 % 7% % % %6 % %6 % %6 %6 % % % %6 % %6 % %6 % %6 %6 % %6 % %6 % 76 %
% Implementierung der projizierten Gradientenmethode

% zur Parameteridentifikation im Delta—Notch Signalweg.
%%% %% % % % % % % 7% % %6 % % %6 % %6 % % %6 % %6 76 % 76 % %6 76 % %6 % % %0 % %6 %6 % %6 %6 %6 76 % %6 %6 % %6 % % %6 % 6 % %6 %

%Feststehende Werte:

% VEGF-A in Zelle i, wobei w(i)~=w(j), aber w_3>w(i), i/=3:
w= [1,1,20,1,1];

%Nebenbedingung a<=c<=b:

a = [-5,-5,-5,-5];

b = [5,5,5,5];

%Wir betrachten die Optimierung zum Zeitpunkt T:

T = 0.1;

s = zeros(4,1);

%Fiir die Armijo—Regel der griofit mogliche Wert von sigma (si):
si0 =1;

k = ones(4,1);

%Wihle Anfangsbedingungen (y0,c0):
%Anfangsbedingungen fiir die Proteinlevel:
y0 = [1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1];
%Anfangsbegingung fir c:

c = [1,1,1,1];

n = 100; %Anzahl der Schritte in der Zeit

%Fiir k=0,1,2...
while norm(gradm(y0,T,c,w,n))>= 10"(-6)

%Abstiegsrichtung
s = —gradm(y0,T,c,w,n);
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%Schrittweite

d = ArmijoSchrittweite(y0,T,c,w,s,a,b,si0 ,n);

¢ = Projektion(c+(s*d),a,b);

%Abbruchbedingung. Programm bricht ab, wenn der

%Rand erreicht wird oder der Gradient klein genug ist.
for i=1:4

if c(i)==a(i)

if (-s(i))>=-(10"(-6))
k(i)=0;
end

elseif c(i)==b(i)
if (-s(i))<=10"(-6)
k(i)=0;

end

else

if norm(-s(i))<=10"(-6)
k(i)=0;

end

end

end

if norm(k)==0

break

end

end

%Berechnung des reduzierten Funktionals

[Tau,Y] = ode45(@(t,y)gDgl(t,y,c,w),linspace(0,T,n),y0);
y = @(t)interp1(Tau,Y,t);

y_neu = y(T);

f = Minimierungsfunktion (y_neu);

%Ergebnisausgabe

disp ([ ’c.=.(  num2str(c) ’)_.und_y,_= num2str (y_neu)

=

minimiert das_Problem._ Es_ist_dann_nadmlich _f(y,c) num?2str(f)])

=
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function si = ArmijoSchrittweite(y0,T,c,w,s,a,b,si0 ,m)
% Schrittweite mit Hilfe der Armijo Regel

gamma=0.9;
n=0;

si=si0 ;

while (FunktionalHut(y0,T,Projektion(c+(si*s),a,b),w,m)...
—FunktionalHut (y0,T,c,w,m)

> (—1)*gamma®(1/ si)*(norm(Projektion(c+(si*s),a,b)-c,2))"2);
si=(1/2)"n;

n=n+1;

end

end

function [ res ] = FunktionalHut(y0,T,c,w,n)

% Wir formen J(y,c) zu dem reduzierten Funktional "J(y(c),c) um,

% indem wir e(y,c)= 0 nach y(c) auflésen fiir spezifische c.

[Tau,Y] = oded45(@(t,y)gDgl(t,y,c,w),linspace(0,T,n),y0);
y = @(t)interpl(Tau,Y,t);

y_neu = y(T);

res = Minimierungsfunktion (y_neu);

end

function [ dy ] = gDgl(t,y,c,w)
% Differentialgleichung fir y
dy = zeros(15,1);

dy (1) = =y (1)"(c(1)+w(1))+c(2)"y(11)"y(7);

dy (2) = =y (2)"(c(1)+w(2))+c(2)"y(12)"(y(6)+y(8));
dy (3) = =y (3)"(c(1)+w(3))+c(2)"y(13)"(y(7)+y(9));
dy (4) = -y (4)"(c(1)+w(4))+c(2)"y(14)"(y(8)+y(10));
dy (5) = =y (5)"(c(1)+w(5))+c(2)"y(15)"y(9);

dy (6) = c(3)*w(1)"y(1)-y(6);

dy (7) = c(3)*"w(2)"y(2) -y (7);

dy (8) = ¢(3)"w(3)"y(3)-y(8);
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dy (9) = c(3)"w(4)"y(4)-y(9);

dy (10) = c(3)"w(5)"y(5) -y (10);
dy(11) = -y (11)"(y(7)—c(4));
dy(12) = -y (12)"(y(6)+y(8)—c(4));
dy(13) = -y (13)"(y(7)+y(9)-c(4));
dy(14) = -y (14)"(y(8)+y(10)—c(4));
dy(15) = -y (15)"(y(9)—c(4));

end

function [m_y] = gradm(y0,T,c,w,n)
% Der Gradient des reduzierten Funktionals grad"J(c).
%grad”Jf(c) berechnen:

%ZL(y,c,p) = FJ(y.c) + <p,e(y,c)>

%a) L_p(y,c,p) = e(y,c) = 0 Damit erhalten wir ein y(c)(t).
[Tau,Y] = ode45(@(t,y)gDgl(t,y,c,w),linspace(0,T,n),y0);
y = @(t)interpl1(Tau,Y,t);

—~ o~

%b) L_y(y(c).c,p) = J_y(y(c)(t),c) + <p,e_y(y(c)(t),c)>
%Daraus ergibt sich fiir p eine gDgl, die zu lésen ist.

%Da das Problem als Randwert ein p(T) liefert , ode solver aber
%mit Anfangswerten arbeiten , definieren wir eine neue Funktion,
%die wir von —T bis 0 losen und die transponiert p liefert.

p0 = [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,—-1,1,1];

rhs = @(t,p)pGDgl(t.p.y,c.w);

[~,Q] = ode45(rhs,linspace(-T,0,n),p0);

P = flipud(Q);

%c)grad"F(c)=L_c(y,c,p)= m_y

%Integration durch die Monte—Carlo Integration:
my = [0;0;050];

for i = 0:(n-1)

t = (T/(n-1))"1;

my = my + pMalec(t,P,y,w,i);

end
my = (T/(n)) m_y;
my = my’;
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function f = Minimierungsfunktion (y)
% Die Funktion, die mit Nebenbedingungen zu Minimieren ist.

f = y(13)-y(11)-y(12)-y(14) -y (15);
end

function [ dp ] = pGDgl( t.p,y.c,w )

%Dies ist die gewdhnliche Differentialgleichung fir q,
%wobei q(t):=p(—t). Also lésen wir diese fiur [-T,0].
dp = zeros(15,1);

y = y(=t);

dp(1) = —p(1)"(c(1)+w(1))+p(6)*c(3)"w(1);

dp(2) = —p(2)"(c(1)+w(2))+p(7)* c(3)"w(2);

dp(3) = —p(3)"(c(1)+w(3))+p(8)*c(3)"W(3);

dp(4) = —p(4)"(c(1)+w(4))+p(9)*c(3)"w(4);

dp(5) = —p(5)"(c(1)+w(5))+p(10)*c(3)"w(5);
dp(6) = p(2)"c(2)"y(12)-p(6)-p(12)"y(12);

dp(7) = p(1)"c(2)"y(11)+p(3)*c(2)"y(13)—p(7)-p(11)*y(11)...
-p(13)"y(13);
dp(8) = p(2)"c(2)"y(12)+p(4) c(2)"y(14)-p(8)-p(12)*y(12)...
-p(14)"y(14);

dp(9) = p(3)"c(2)"y(13)+p(5) c(2)"y(15)-p(9)-p(13)"y(13)...
—p(15)*y(15);

dp(10) = p(4)"c(2)"y(14)-p(10)—p(14)*y(14);

dp(11) = p(1)"c(2)"y(7)-p(11)"(y(7)-c(4));

dp(12) = p(2)"c(2)"(y(6)+p(8))—p(12)*(y(6)+y(8)—c(4));
dp(13) = p(3)"c(2)"(y(7)+p(9))—p(13)*"(y(7)+y(9)—c(4));
dp(14) = p(4)"c(2)"(y(8)+p(10))-p(14)"(y(8)+y(10)—c(4));
dp(15) = p(5)"c(2)"y(9)—p(15)"(y(9)—c(4));

end
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function [ res ] = pMalec( t,p,y,w,1 )
% p(t)“e_c(t) im Skalarprodukt

y = y(t);

p = p(i+1,:);

a = y(1)"p(1)+y(2)"p(2)+y(3)"p(3)+y(4)"p(4)+y(5)"p(5);
b = -p(1)"y(11)"y(7)-p(2)*y(12)*(y(6)+y(8))...
—p(3)"y(13)"(y(7)+y(9))—p(4)"y(14)"(y(8)+y(10))...
—p(5) y(15)"y(9);

c = —p(6)"w(1)"y(1)-p(7)"w(2)"y(2)—p(8)*"W(3)"y(3)...
—p(9)"w(4)"y(4)-p(10)*w(5)"y(5);

d = -y(11)"p(11)-y(12)"p(12) -y (13)*p(13) -y (14)"p(14) -y (15)"p(15);

res = [a;b;c;d];

end

function [ P ] = Projektion(c,a,b)
%Projektion von c¢ auf das Intervall (a,b)

P = zeros(1,4);

for i=1:4

if a(i)<=c(i) && c(i)<=b(1i);
P(i)=c(i);

else

P(i) = max(a(i),min(c(i),b(i)));
end

end

end
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