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1. Einleitung

In meiner Arbeit befasse ich mich mit der numerischen Losung eines Optimierungsproblems,
das entsteht, wenn man an einem Blatt Papier von zwei Seiten gleichzeitig zieht. Zunéchst
wird sich das Papier etwas dehnen, schliellich wird es reiflen. Diese Arbeit soll nun ein Verfah-
ren vorstellen, mit dem man sowohl die Ausdehnung als auch die Rissentstehung simulieren

kann.

Das oben beschriebene Problem lésst sich wie folgt mathematisch modellieren:

m 1

. 9 9 ) )
v + Vol© + —(1 — dz ,

uEHl(Q)Ql,EEHl(Q)/Q(U =)Vl §(e2f Vol 52( v))de

u = ug auf I,

0<v<1lin Q.

Optimierungsprobleme finden unter anderem Anwendung in der Wirtschaftsmathematik, Sta-
tistik, Technik, Medizin, Physik und vielen weiteren Naturwissenschaften. In der Optimierung
geht es darum Parameter zu finden, sodass ein System unter gewissen Gesichtspunkten opti-
mal wird. Wir wollen nun zur Veranschaulichung ein Beispiel nennen:

Ein Auto fihrt mit einer gewissen Geschwindigkeit gegen eine Wand. Durch den Aufprall
wirken Krifte auf das Auto ein und es wird sich verformen. Der Grad des Schadens ist al-
lerdings abh&ngig von einigen Faktoren, bespielsweise von der Form des Blechs und seiner
Beschaffenheit, dem Winkel des Aufpralls, der Geschwindigkeit des Autos und vielem mehr.
Den genauen Zustand des Autos mittels einer gegebenen mathematischen Modellierung zu

berechnen, ist nun ein Optimierungsproblem.

Diese Arbeit ist wie folgt aufgebaut:

In Kapitel 2 wird zunéchst genauer auf die mathematische Modellierung, auf der die gesamte
Arbeit aufbaut, eingegangen. Hierbei wird die Dehnung des Papiers und die Rissentstehung,
die mittels eines Phasenfeld modelliert wird, erklart. Am Ende des Kapitels werden dann die

beiden Bestandteile zusammengesetzt.

Zur Losung des Optimierungsproblems werden einige mathematische Grundlagen zur Opti-
mierung und Approximation durch finite Elemente benttigt. Aulerdem werden wir im Fol-
genden numerische Verfahren zur Losung von Gleichungssystemen benutzen. Die Grundlagen

hierfiir werden in Kapitel 3 vorgestellt.
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In Kapitel 4 wird dann beschrieben, wie das Problem mittels der Primal-Dualen-Aktive-
Menge-Methode gelost werden kann. Dazu wird das Optimierungsproblem zunéchst analy-
tisch betrachtet. Danach werden wir auf eine mégliche Diskretisierung eingehen. Im Anschluss

werden die numerischen Verfahren im konkreten Anwendungsfall erldutert.

Daraufthin werden in Kapitel 5 die Ergebnisse des Verfahrens an einigen Fallbeispielen be-

sprochen.

Am Ende der Arbeit wird ein Fazit gezogen und ein Ausblick auf mogliche Verbesserungs-

mafinahmen fiir die verwendeten Verfahren gegeben.



2. Mathematische Modellierung

Wir wollen nun die oben genannte Modellierung néher betrachten.

Auf ein Blatt Papier wird von zwei Seiten Kraft ausgeiibt. Dieses Blatt mochten wir als
Gebiet Q = [0,a] x [0,b] C R? beschreiben und die Seiten an denen gleichzeitig gezogen wird
mit I' C 9. Zur Vereinfachung beschrénken wir uns auf ein zweidimensionales Gebiet, da

die Rechnungen im Dreidimensionalen analog gefiihrt werden kénnen.

Die folgende Modellierung basiert auf dem Buch Finite Elemente [Bra07]. Zunéchst betrach-
ten wir die Ausdehnung eines Kérpers. Dazu modellieren wir eine Abbildung ¢: Q — R2,
die den aktuellen Zustand des Papiers beschreiben soll. Diese setzt sich aus zwei Funktionen

zusammen:
¢ =id + u, (2.1)

wobei id:  — R? die Identitiit beschreibt, das heiBt eine Funktion, die jeden Punkt auf
sich selber abbildet, und u: Q — R? die Dehnung des Korpers. Da die Dehnung so klein wie

moglich gewéhlt werden soll, vernachlissigen wir Terme hoherer Ordnung in u.

Um die Dehnung zu messen, betrachten wir nun den Abstand zweier Punkte x € € und

x + z € © im aktuellen Dehnungszustand:
lo(z +2) = (@)|? = Ve - 2> +o(|12]1%) = 2" V" Vi 2+ o(|12]]?)

Die erste Umformung erfolgt mit der Taylorformel. Aus der obigen Formel ldsst sich die
Matrix
C:=VelVp (2.2)

ableiten. C wird auch (rechter) Cauchy-Green-Verzerrungstensor genannt. Fiir die Verzer-

rung, die wir im Folgenden E nennen wollen, gilt:
E = L (C—-1)
=3 .

Durch einsetzen von 2.1 in 2.2 erhalt man

1 0u; Ou; 1 Oou; Ou;
EZ"Z:* ¢ J — ¢ ].
J 2(8xj+8xi)+2§k:8xk8xi

Daraus ergibt sich nach Vernachldssigung der quadratischen Terme die symmetrische Ablei-
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tung
Eﬂ__l(aui 8uj)_VuT+Vu
v 2 8.%'j 833Z N 2 '

(2.3)

Bei der zweidimensionalen Betrachtung kénnen wir 2.3 zu |Vu|? vereinfachen. Es ergibt sich

somit das Minimierungsproblem

min /Vu|2dac,
ueH1(2)2 Jo

u = ug auf I

Nun wollen wir die Rissentstehung modellieren. Die folgende Modellierung entstammt dem
Buch T'-convergence for Beginners [Bra02].

Wir definieren eine Funktion v: Q@ — [0,1], die ein Phasenfeld erzeugt, indem sie an jedem
Punkt angibt, wie weit das Material gerissen ist. Die Funktion v nimmt den Wert eins an,

wenn das Papier vollstédndig intakt ist und den Wert null, wenn es gerissen ist.

Ist das Papier gerissen, so kann die Dehnung an dieser Stelle nicht mehr iiber u berechnet

werden. Wir multiplizieren also |Vu|? mit v? + &1, wobei g1 > 0 ein Parameter ist.

Wir wollen auflerdem vermeiden, dass das Papier einreifit. Deswegen minimieren wir dariiber
hinaus {iber die gerissene Fléiche, die durch [,(1 —v)?dz beschrieben werden kann. Weiterhin
wollen wir fordern, dass der Riss glatt verlduft. Deswegen fiigen wir die quadrierte Ableitung
von v hinzu und multiplizieren diese mit 3. Auch diesmal ist 5 > 0 ein Parameter. Somit

kommt nun folgenender Term hinzu:
1
/ 2Vl + (1 — v)2dz = 52/ o Vo2 + (1 — v)2de.
Q Q €2

Da wir diesen Term minimieren wollen, kann der Faktor vor dem Integral weggelassen werden.

Insgesamt ergibt sich folgendes Problem:

1
ueHl(Qr)%lj)leHl(Q)/Q(U +e)[Vul® + Eleaf Vol 4+ (1 = v)T)dz,
u=ug auf T, (2.4)

0<v<1lin Q,

wobei ¢ eine Konstante und €1 und e9 Parameter gréfler 0 sind. Zur Vereinfachung wollen
wir im Folgenden a = b = 1 setzen, also das Problem auf dem Gebiet Q = [0,1] x [0, 1]

untersuchen.



3. Mathematische Grundlagen

Um numerisch eine Losung des vorgestellten Optimierungsproblems 2.4 zu finden, werden

einige Kenntnisse aus der numerischen Losung partieller Differentialgleichungen benétigt.

Zunéchst werden wir die Grundlagen fiir die analytische Betrachtung des Problems vorstellen
und danach fiir die Diskretisierung des Problems durch finite Elemente. Schliellich wird ein

numerisches Verfahren erldutert, das fiir die Losung benotigen wird.

3.1. Optimierung

Machen wir uns zunéchst klar, was ein Optimierungsproblem genau ist. Kenntnisse fiir Op-
timierungsprobleme im Endlichdimensionalen werden bereits in der Schule vermittelt.

Gegeben sei zum Beispiel eine Funktion f: R™ — R. Um die Extremstellen dieser Funkti-
on zu berechnen, werden die Nullstellen der Ableitung von f ermittelt, um ein notwendiges

Kriterium fiir einen Extremwert zu erhalten.

Nun wollen wir diese Theorie auf unendlichdimensionale Rdume ausweiten. Dazu betrachten

wir zunéchst eine Definition aus dem Buch Analysis 2 fiir Banachrdume [Fos08]:

3.1.1 Definition (Banachraum)

FEin metrischer Raum heifit vollstindig, wenn in ihm jede Cauchy-Folge konvergiert.

Ein vollstdndiger normierter Vektorraum heiflt Banachraum.

Wir betrachten eine Funktion J: W — R, wobei W ein Banachraum ist. Nun wollen wir
J wie im obigem Schema ableiten. Dazu ben6tigen wir einen geeigneten Ableitungsbegriff
in Banachrdumen. Die folgende Definition stammt aus dem Buch Optimization with PDFE
Constraints [Hin+07].

3.1.2 Definition (Ableitungen in Banachrdumen)
Sei F: U C X — Y ein Operator, X,Y Banachriume und U # () offen.
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(i) F heiBt richtungsdifferenzierbar in x € U, wenn der Grenzwert

ey

OF(z)(h) = lim F(z +th) — F(x)

t—0+ t

fiir alle h € X existiert. In diesem Fall heifit OF (x)(h) die Richtungsableitung von
F' in Richtung h.

(ii) F heiBt Gateaux differenzierbar in x € U, wenn F richtungsdifferenzierbar in
x ist und die Richtungsableitung OF(x)(h) linear und beschrénkt ist, das heifit
OF(z)(h) € L(X,Y).

Somit erhalten wir ein notwendiges Kriterium fiir ein Optimum der Funktion J, indem wir

die Gateaux-Ableitung von J bilden und dann gleich null setzen.

Um die Beschrianktheit des Gateauz-Differentials zu zeigen, werden wir die Cauchy-Schwarz

Ungleichung benutzen [Fos16]:

3.1.3 Satz (Cauchy-Schwarz Ungleichung)
Fiir jedes Paar von Vektoren x = (z1, -+ ,x,) € C", y = (y1,- -+ ,yn) € C™ gilt

()] < [ll2llyll2;

wobei (-) das Skalarprodukt auf C" meint.

Fiir f,g € L? gilt analog

"< (fu@ra)-( [ @),

Fiir den Beweis verweisen wir auf das Buch Analysis 1 [Fos16].

\ [ r@gtayas

3.2. Diskretisierung mit Hilfe von finiten Elementen

Im Folgenden wollen wir einen Ansatz vorstellen, der uns erméglicht das kontinuierliche

Problem zu diskretisieren. Hierzu beziehen wir uns auf das Buch Finite Elemente [Bra07].

Zunichst muss eine Zerlegung des Gebietes gefunden werden. Hierzu betrachten wir die fol-

gende Definition:

3.2.1 Definition (Zul3ssige Zerlegung)
Eine Zerlegung 7 = {T1,T5,...,Tas} von Q in Dreieck- beziehungsweise Viereckelemente
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heifit zuldssig, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:
L Q=UM 1.

ii. Besteht T; N7} aus genau einem Punkt, so ist dieser ein Eckpunkt sowohl von T;

als auch von Tj.

iii. Besteht T; NTj fiir ¢ # j aus mehr als einem Punkt, so ist 7; N7} eine Kante sowohl

von T; als auch von Tj.
Ist eine zuléssige Zerlegung nach obiger Definition gefunden, kénnen wir nun Finite Elemente
benutzen um eine approximative Losung zu finden:
3.2.2 Definition (Finite Elemente)
Ein finites Element ist ein Tripel (7,11, ¥) mit folgenden Eigenschaften:

1. T ist Polyeder im R?. (T ist zulissige Zerlegung)

2. Il ist s-dimensionaler Raum mit Funktionen ¢: T' — R. Die Funktionen in II heiflen

Formfunktionen (engl. shape functions).

3. X ist eine Menge von s linear unabhéingigen Funktionalen iiber II. Jedes ¢ € II ist

durch die Werte der s Funktionale aus ¥ eindeutig bestimmt.

Ein Beispiel einer Formfunktion ¢; auf einem zweidimensionalen Gitter ist in Abbildung 3.1
dargestellt. ¢; nimmt auf dem Gitterpunkt j den Wert eins an und ist auf den restlichen
Punkten null. Aulerdem ist ; auf jedem Dreieck, das durch das Gitter erzeugt wird linear.

Wir werden in den folgenden Berechnungen genau solche Formfunktionen betrachten.

/N

JIRNN
NN

N

Abbildung 3.1.: Formfunktion auf einem zweidimensionalen Gitter

Um mit finiten Elementen das Problem zu approximieren, wollen wir nun den Galerkin-Ansatz
vorstellen:
Angenommen wir betrachten ein Optimierungsproblem

min J(u),
u€HL(Q)
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wobei ) C R? gilt. Die Menge H'(2) ist gegeben durch:
HY(Q) = Wh3(Q) = {u € L*(Q) : u hat eine schwache Ableitung Du € L*(Q)}.

Dieses Problem soll nun mit Hilfe von finiten Elementen gelost werden. Dazu zerlegen wir
Q) gemif Definition 3.2.1. Angenommen die Zerlegung habe N-Gitterpunkte. Wir wollen

durch die folgende Summe approximieren:

N
u = E Uk Pk,
k=1

wobei ¢y, die Formfunktion auf dem k-ten Gitterpunkt bezeichnet (vergleiche Abbildung 3.1).

Dieser Ansatz fithrt nun zu einem Gleichungssystem mit N skalaren Unbekannten wuy.

3.3. Numerische Verfahren

Abschlielend wollen wir nun ein numerisches Losungsverfahren vorstellen, das wir spéter

nutzen werden.

Wir benétigen ein Verfahren zur Losung eines Optimierungsproblems mit Ungleichheitsne-
benbedingung. Hierzu wird im Folgenden die Primal-Duale-Aktive-Menge-Methode vorge-
stellt.

3.3.1. Die Primal-Duale-Aktive-Menge-Methode

Die Erkenntnisse aus diesem Abschnitt beziehen sich auf ein Skript von Prof. Kunish [Kun08].

Wir betrachten folgendes Problem:
Finde v € H'(Q) mit

min J(v),
veH1(Q)

V] <V < Uy

Die Funktion v wird durch eine untere Schranke v; und eine obere Schranke v, beschriankt.
Die Menge 2 ldsst sich nun in zwei Teilmengen aufspalten. In A C €2 ist eine der beiden
Schranken aktiv, es gilt v = v; oder v = v,. Auf dem restlichen Gebiet, der inaktiven Menge
7 C Q, sind die Schranken nicht aktiv. Das Randwertproblem kann hier also wie gewohnt
gelost werden und es gilt v; < v < wv,. Die beiden Teilmengen partitionieren €2, wie in
Abbildung 3.2 dargestellt.
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b )

Abbildung 3.2.: Zwischenlosung eines Optimierungsproblems mit Randwerten vg und v; und
unterer Schranke v; = 0. Die aktive Menge ist rot markiert, die inaktive
Menge griin.

Im folgenden Abschnitt werden wir ein Problem mit einseitiger Beschrinkung betrachten.

Danach erweitern wir die Methode auf ein Problem mit zwei Beschréankungen.

Einseitige Beschrankung

Gegeben sei folgendes Problem:
Finde v € X mit

min l(Av,v)X — (a,v)x,

vex 2 (3.1)

v < vy,

wobei A € L(X), X ein reeller Hilbertraum und © C R™ ist.

Zunéchst schreiben wir das Problem 3.1 in ein Optimierungsproblem mit Lagrange-Multiplikator

A um:
{ Av+ X =a, (Optimalitétsbedingung)

A =max(0,\+ c(v —vy)), (Komplementarititsbedingung)

wobei ¢ > 0 eine feste Konstante ist.

Betrachtet man die aktive Menge A, so gilt:

v—1v, =0 = A=max(0,\) = A>0.
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Auf der inaktiven Menge 7 gilt
v—1v, <0 = XA =max(0,\ — ¢) fiir ein passendes ¢ >0 = A =0.

Daraus ergeben sich folgende Darstellungen der aktiven und inaktiven Menge:

A= {A+c(v—w,) >0},
T ={A+c(v—u,) <0}

Im folgenden Algorithmus werden die obigen Definitionen genutzt, um das Problem zu 16sen.
Dabei wird in jedem Schritt eine neue aktive Menge A, und inaktive Menge 7 bestimmt, die
sich induktiv der tatsichlichen aktiven Menge A beziehungsweise inaktiven Menge Z nihern.
Andern sich Ay, und 7, nicht mehr fiir alle k£ > k, zu einem k € N, so gilt Ay =Aund I; = 7.

Daraus folgt die Primal-Duale-Aktive-Menge-Methode fiir einseitige Beschrankungen:

Gegeben: A, ¢, v, wie oben
(i) Setze vY, AV beliebig, k = 0.

(ii) Bestimme
T = (N + c(vF —v,) <0}

A = {DF 4+ ¢(0f —v,) > 0}
(iii) Lose fiir (vF 1, A1)

A,Uk-‘rl + /\k’-i-l —a

Pt =, in Ay

Netl =0 in 7,

(iv) Falls Ay = Ayy1 stoppe, sonst setze k = k + 1 und kehre zu (ii) zuriick.

Im Folgenden beweisen wir die Konvergenz des Algorithmus.

3.3.1 Satz (Konvergenz der Primal-Dual-Aktive-Menge-Methode)
Sei A € £(X) mit folgender Eigenschaft:

Av> Aw = v>w flirallev,we X. (3.2)

Dann gilt:

(i) v* <ok <oF fiir alle k > 1,
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(ii) v* < v, fiir alle k > 2,
(iii) Es ex. ein ko mit A\¥ > 0 fiir alle k > ko,

(iv) v* — v* fiir beliebige Anfangswerte.

Beweis. (i) 1.Teil: zu zeigen: v*+1 < oF fiir alle k > 1.

1.Fall: 1 € Ay_q und i € A

Aus i € Aj_, folgt, dass v*(i) = v, (i) und aus i € Ay, folgt, dass v*T1(i) = v, (4).

— oF(i) = "L (4)

2Fall: i€ Ay und i € 7},

Aus i € Ay_ folgt, dass vF(i) = v, (3).

Da i € I;, folgt : AF(i) 4 c(v* (i) — vy (i o V=t (i)

Aus i € Ty, folgt \¥F1(i) = 0.

AuBerdem gilt : Av*(i) + AF(3) = a(i) und AvF+1(i) + AFFL(0) = a(d).
= AU*(i) + Ak(') = AT (i) + M3

VEHL(E) — AR (i), da AP (i) =0

) = i),
— oF(i) > v*1(3), da A¥(i) < 0 und mit 3.2

— A*(i A¥(
)
3.Fall: i€ Z,_1 und ¢ € A,

Aus i € Tj,_; folgt \*(i) = 0.
Dai e A gilt :

M (i) 4+ c(v® (i) — vy (i) > 0 )\& c(vF(i) — vy () >0 = vF(i) > v, (4).
Aus i € Ay folgt auBerdem v*1(7) = v, (4).

— (1) > v, (i) = v*FL(E), also vF (i) > v*TL(4)

4.Fall: 1 € Ty und 7 € I,

Aus i € T, folgt \*(i) =
Aus i € Ty, folgt \¥H1(5) =
AuBerdem gilt : Av* (i) + MHL(0) = a(i) und Av*(0) + N\¥(0) = a(d).

(
= AUT() + N = AV (i) + N (0)
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— AVPT(G) = Av (), da AFTL(E) = NF(i) =0

— v*1(i) = v"(4), nach 3.2

Insgesamt folgt: vF*1(i) < v*(4) fiir alle k > 1.

(ii) Zu zeigen: v¥ < v, fiir alle k > 2.

k

Wegen der Monotonie von v* reicht es, die Behauptung fiir kK = 2 zu zeigen.

Fiir i € A; gilt v?(i) = v, (i) nach Definition von A;.
Es bleibt zu zeigen: fiir i € Z; gilt v?(i) < v, (4).
Zuerst zeigen wir, dass v!(i) < v,(i).

Angenommen v (i) > v, (i):

— i €Ty, dasonst v'(i) = v,(i) nach Definition von Ay
= M) =0.

Da i € Z; folgt

M(0) + (vl (i) — v, (i) <0
= c(v!(i) = vu (i) <0

— v1(i) < vu(i).
Aus der Monotonie von v* folgt v2(i) < v!(i) < v, (i).
(i) 2.Teil: zu zeigen: v* < vF*! fiir alle k > 1.
1.Fall: i € A
Da i€ Ay gilt oF (1) = v, (d).

AuBerdem gilt nach Definition von v™(7) : v, (i) > v* (7).

= V" TH(i) > v*(0)

2.Fall: 1 € Zy,

Aus i € Ty, folgt : NFFL(5) = 0.

Es gilt AvF+1 (i) + MF14) = a(i) und Av* (i) + X*(i) = a(i).
— AV (i) 4+ AT(6) = Aot (i) + A (4)
= AWM — 0t (d) = (i) = M) = A*(9), da AFFH(i) =0
— v**L(i) —v*(i) > 0, da A\*(i) > 0 nach Definition und 3.2

= (i) > 0 (3)
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(iii) Zu zeigen: Es ex. ein ko mit N> 0 fiir alle k > ko.
Wir betrachten ¢ mit )\E(i) < 0 == i muss in A;_, liegen, da fiir i € Z_, gilt
MF(i) = 0.
Aus i € Ag_, folgt vF (i) = v, (i) und NF(i) + ¢(vF(i) — v,(i) <0 = i € T;.

= (P16 — vu(d)), da N (5) =0

< c(qu(i) — vy (7)), da v*monoton fallend
= 0, daie€ Az,
—icTy,

Es bleibt noch zu zeigen: ¢+ € 7, und ¢ € Iy = @ € Tg1o.

MNF2(0) + (02 (i) — vu (i)
= c(*2(0) — v, (4)), da \F2(4) = 0
< (0P — vu(2)), da v* monoton fallend
= NFLG) 4 c(0FTL(E) — v, (), da AFFL(E) =0
< 0, da v € Zg4q

Dementsprechend folgt, sobald )\E(z) <0, gilt \*(i) = 0 fiir alle k > k.

(iv) Zu zeigen: v* — v* fiir beliebige Anfangswerte.

Aus (i) folgt, dass v* monoton fallend und nach unten durch v* beschriinkt ist.

k

—> BEsex. ein v mit lim v" = .

k—oo

Da A* dargestellt werden kann durch A¥ = a — Av* folgt, dass ein X existiert, mit

A= lim \* = lim a — Av* = a — Av.
k—o00 k—o00

Es gilt Ax = {\* + c(v* —v,) > 0}.
— lim A = lim N+ ¢e(vf —v,) >0} ={A+c(@—v,) >0} = A
k—o00 k—o0
= (\,0) = (\*,v%)
O
Desweiteren kann gezeigt werden, dass kleinere Verdnderungen der Matrix A die Konvergenz

des Algorithmus nicht beeinflussen. Dieses Resultat ist besonders wichtig fiir die numerische

Implementierung des Algorithmus (vergleiche hierzu [Kun08]).
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Zweiseitige Beschrankung

Wir wollen nun den oben vorgestellten Algorithmus durch eine untere Schranke erweitern.

Wir betrachten dazu A = $*S, S € L(U,Y), wobei U = L%(2) und Y Hilbertrdume sind,
und © ein beschrianktes, messbares Gebiet in R™. Weiter seien vy, v, € U, v; < vy, @ > 0 und
zeY.

Betrachte das Minimierungsproblem:

o1 2, Q2
vlg}lgvu§|Svfz|Y+§|v\U. (3.3)

Genau wie in 3.1 kénnen wir einen Lagrangemultiplikator u fiir die obere Schranke definieren:
w=max(0, u+ c(v —vy)).
Analog kann nun auch ein Lagrangemultiplikator 7 fiir die untere Schranke definiert werden:
17 = max(0,n + c(v; —v)) = —min(0, —n + ¢(v — vy)).

Auf der oberen aktiven Menge AT, also iiberall da, wo die obere Schranke aktiv ist, gilt nun
>0, n=0. Analog gilt auf der unteren aktiven Menge A~ n > 0, u = 0. Auf der inaktiven
Menge Z gilt © = n = 0. Insgesamt folgt also:

>0 falls x € AT, =0 falls x€ AT,
wx)< =0 falls z € 7, n(z){ =0 falls z € T,
=0 falls ze A", >0 falls x e A™.

Wir wollen p — 1 genauer betrachten:

w—n=max(0, 1+ c(v —vy)) +min(0, —n + c¢(v — v;))

I. II.

L zeA”™ = n(z)=0 = max(0,p+ c(v—1vy)) = max(0, u + c(v —vy) — n)
rel = n(z) =0 = max(0, u + c(v —v,)) = max(0, u + c(v —vy,) —n)
reA” = p(z) =0 = max(0,u+ c(v —vy)) =0 =max(0, u+ c(v —vy) — n)

I 2 AT = n(z) =0 = min(0, —n + c(v —v;)) = 0 = min(0, —n + c(v — v;) + p)
rel = u(x) =0 = min(0, —n + c¢(v — v;)) = min(0, —n + c¢(v — v;) + )
reA” = pu(r)=0 = min(0,—n + c(v —v;)) = min(0, —n + c(v — v;) + p)
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Insgesamt folgt also:

A= p—n=max(0,p+ c(v —vy)) + min(0, —n + c(v — v;))
=max(0, u —n+ c(v —vy)) + min(0, u — n + c(v — vy))
= max(0, A + ¢(v — vy)) + min(0, A + c¢(v — v;))

Nun kénnen wir das Problem 3.3 in ein Optimierungsproblem mit Lagrangemultiplikator

umschreiben:
av+ S*(Sv—2)+A=0,

A =max(0,\ + c(v —vy)) + min(0, A + c¢(v — v7)) .

(3.4)

Analog zur Primal-Dualen-Aktive-Menge-Methode mit einer Schranke, folgt nun die Primal-

Duale-Aktive-Menge-Methode fiir eine zweiseitige Beschrankung:

Gegeben: o, ¢, S, 5%, z,v;, v, wie oben
(i) Setze v, AV beliebig, k = 0
(ii) Bestimme
Af = (NF +c(v” —v,) > 0}
T = (DN 4 c(0f —v,) <0 <N c(vf — )}
A = {\F +c(v* — ) <0}

(iii) Lose fiir (vF 1, A+

vt 4 5% (SRl — 2) 4 AFFL =0
oFt =, in Ag
oFt =y, in Ay

Nt =0 in Z,,

(iv) Falls 7 = Zy41 stoppe, sonst setze k = k + 1 und kehre zu (ii) zuriick.

Es kann gezeigt werden, dass auch die erweiterte Form des Algorithmus konvergiert und das

gewiinschte Ergebnis liefert, vergleiche [Kun08|.

In Schritt (iii) des oben vorgestellten Algorithmus muss ein Optimierungsproblem gelost
werden, das heifit, die zu optimierende Funktion muss differenziert und eine Nullstelle der
Ableitung muss gefunden werden.

Im Folgenden werden wir das Newtonverfahren vorstellen, welches die Nullstellensuche nu-

merisch 16st.



3 Mathematische Grundlagen 16

3.3.2. Newton-Verfahren

Die folgende Beschreibung des Newton-Verfahrens stammt aus dem Buch Numerische Ma-
thematik [SKO06].

Wir betrachten eine stetig differenzierbare Funktion f(x).
Gesucht wird nun z* mit der Eigenschaft f(z*) = 0. Wir wiihlen einen Startpunkt z(?), der in

einer ausreichend kleinen Umgebung von z* liegt. Nun berechnen wir die Tangente in f (37(0)):
t(z) = f(2) + (2 = 2) £ (=)

und ermitteln ihren Schnittpunkt mit der x-Achse. Dieser Punkt wird nun als (! definiert

und das Vorgehen wird wiederholt, wie in Abbildung 3.3 dargestellt.
b of2)

Abbildung 3.3.: Konvergente Folge des Newton-Verfahrens

Somit ergibt sich die folgende Iterationsvorschrift:

k+1)

2t =W — LB r®)) k=0,1,2,....

Sollte fiir f: R™ — R™ n > 1 gelten, wird an dieser Stelle vorausgesetzt, dass die Jakobimatrix

f'(z®) an der Stelle z(*) invertierbar ist.

Fiir den Konvergenz-Beweis benotigen wir den Banachschen Fizpunktsatz, welcher an dieser

Stelle vorgestellt wird. Fiir den Beweis verweisen wir auf das Buch Analysis 2 [Fos08].

3.3.2 Satz (Banachscher Fixpunktsatz)

Sei I eine abgeschlossene Teilmenge eines Banachraums. Die Abbildung F': I — I sei
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eine Kontraktion, das heifit es gebe eine Konstante 7 mit 0 < 7 < 1, so dass
|F(a) — F(b)|| < 7|la—10| fiir alle a,b € I.

Dann besitzt F' genau einen Fixpunkt, das heiflt es gibt ein eindeutig bestimmtes Element
x* € I mit
F(z*) =x".

Fiir einen beliebigen Anfangswert 2(°) € I konvergiert die durch z*+1) := F(z(®) rekur-

siv definierte Folge (2(*))cn gegen einen Fixpunkt z*.

Nun wollen wir die Konvergenz des Newton-Verfahrens beweisen:

3.3.3 Satz (Konvergenz des Newton-Verfahrens)

Die Funktion f(z) sei dreimal stetig differenzierbar in einem Intervall Iy = [a,b] mit
a < x* < b, und es sei f'(z) # 0, das heiit x* sei eine einfache Nullstelle von f(x).
Dann existiert ein Intervall I = [z* — §,2* + 0] mit § > 0, fiir welches F: I — I,
F(zx):=x — f~Y(x)f(x) eine kontrahierende Abbildung ist.

Fiir jeden Startwert (9 € I ist die Folge (%) des Newton Verfahrens konvergent.

Beweis. Um die kontrahierende Eigenschaft der Abbildung F' in einer nicht-leeren Umge-
bung von z* nachzuweisen, zeigen wir, dass der Betrag der ersten Ableitung von F' in einer
Umgebung von z* kleiner eins ist. Fiir die erste Ableitung erhalten wir

_ @) f (=)

F(a) = 1= (052" @)f (@) + 7 @) )] = .

Aus f(z*) = 0 folgt nach der obigen Gleichung auch F’'(z*) = 0. Da F'(z) als Verkettung
stetiger Funktion wieder stetig ist, folgt die Existenz eines § > 0 mit der Figenschaft:

—1< F'(z) <1 fiirallex € [z*—4d2"+4].

Fiir das Intervall I = [z*—0, 2*+4¢] sind die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes

erfiillt. Somit konvergiert die Folge () gegen z*. O
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Daraus folgt das Newton-Verfahren:

Gegeben: f: R™ — R™ x5 € R™:
Wiederhole fiir £ =0,1,2, ...

(i) Berechne Z* mit

(ii) Setze

Bei manchen Funktionen konvergiert das Newton-Verfahren nicht zwangslaufig. Es kann sein,
dass die Newton-Iteration immer zwischen zwei Punkten alterniert und sich so nicht der
Nullstelle anndhert. In solchen Féllen versucht man die Schrittweite o zu bestimmen, die

¥ um die Suchrichtung *

in jedem Newton-Schritt angibt, wie weit die jetzige Position x
gedndert werden soll. Bei dem oben vorgestellten Newtonverfahren, wird « konstant gleich

eins gesetzt. Die Vorgehensweise des Newtonverfahrens wird folgendermafien geéndert:

Gegeben: f: R™ — R™, x5 € R™:
Wiederhole fir £ =0,1,2, ...

(i) Berechne Z* mit

(i) Berechne eine Schrittweite o durch Minimierung einer Hilfsfunktion
d(a®) = flzp +a - 2)

(iii) Setze
k+1 k

T :xk+aa~c

In der Regel reicht es das Minimum in Schritt (ii) ndherungsweise zu bestimmen. Ein mogliches
Vorgehen hierfiir ist die Riicksetz-Liniensuche (vgl. Backtracking Line Search [NW06]):

Setze o’ >0, p € (0,1) und c € (0,1),k =0

(ii a) Wiederhole solange f(z* + aZ®) < f(z*) + caV I z*:
Akl = pok

(ii b) Setze a = oF
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4. Anwendung auf das Phasenfeldmodell fiir
Rissentstehung

In dem folgenden Kapitel wollen wir nun die erweiterten Primal Dual Active Set Methode

nutzen, um das Optimierungsproblem

1
. ) ) , ,
ueHl(Qr)%l,geHl(Q)/g;(v +e1)|Vul® + £(e2| V) —i-g(l—v) )dz,

u = ug auf T,

(4.1)
0<v<1lin Q,
das bereits in Kapitel 2 vorgestellt wurde, zu 16sen. Hierzu miissen wir das Problem zunéchst

in eine Form mit Optimalitidts- und Komplementaritétsbedingung (vergleiche 3.4) umwan-
deln.

Im Folgenden wollen wir J(u1,uz,v) := [, (v? 4 &1)|Vul? 4 &(e2|Vo]? + é(l —v)?)dx setzen.

Zunichst werden wir die Gateaux-Differentiale von J in w1, uo und v herleiten und mit ihrer

Hilfe die Optimalitatsbedingung und die Komplementaritédtsbedingung bestimmen.

4.1. Optimalitatsbedingung und Komplementarititsbedingung

Wir bilden also nun die Gateaux-Ableitungen von J in w1, us und wv.

Ableitung nach u;

8ul J(uh uz, U)(Sojl)

1
- hm% (J(ul + t@jlau%v) - J(ulau%v))

t—0

1 1
= lim— (/ (v2 +e1)(|V(ur + tgoj1)|2 + |Vu2\2) + 5(52]Vv|2 +—(1- v)Q)dx
t—01¢ 0 €2

_/(u2 + 1) (|Vur|? + [Vug|?) 4 &(2| Vo|? + 512(1 —v)%)dx)
Q

1
= hm; (/ (1)2 + 61)(\Vu1]2 +2tVui Voj, + tQ\ijl\z) — (v2 + 51)]Vu1\2d:c)
Q
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1
— Tim / (% + 1) 2V Vigy, + 2|V ip;, [2)da)
Q

t—0t

=lim [ (v®+e1)(2VuiVj, + [V, |*)de
t—0 Q

= /(U2 +51)2Vulv¢j1dx
Q

Es bleibt zu zeigen, dass [, (v? 4 €1)2Vu1 Vp;, dz linear und beschrinkt ist:
e zu zeigen: [,(v? +£1)2Vuy Vipj dz ist linear.

Seien uy,u) € HY(Q),a € R beliebig.
Oy J (auy + uy, u2,v)(pj,)
- /Q (v + £1)2V (auy + 1)) Vi, dar
= /Q(v2 +£1)2(aVuy + Vui)Vj dx
_ a/Q(UQ +21)2Vuy Ve, do + /Q(UQ +£1)2Vu Ve, dx

= a'8U1J(u17u2av)(¢j1)+au1‘](u/17u2vv)(90j1)

= /(1)2 +€1)2Vu1 Vyj, dz ist linear.
Q

e zu zeigen: [,(v? + £1)2Vu Vp;, dw ist beschrénkt.

aul J(Ula uz, U)(‘)Oji)

= /Q (v + 1) 2Vu1 Vj, d
<l+ey

2(1—1—51)/ |Vu1Vj, |da
Q

IN

< 21+ 61)\// |Vuq |2dx - \// |Vej |2dx, (Cauchy-Schwarz Ungl., vgl. Satz 3.1.3)
Q Q
< oo, da u; € H(Q)
= /(v2 +€1)2Vu1 Vyj, dz ist beschrinkt.
Q

Analoges gilt fiir die Ableitung nach us

Ouy J (U1, u2,v)(pj,) = fQ(v2 +€1)2VuaVyj,d.
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Ableitung nach v

Oy (u1,u2,v)(pjs)

o1
:%g%g (‘](uhu?’v"_t(pjs)_J(u17u27v))

1 1
= lim > (/ (v +tp3s)* + )|Vl + €(eal V(v + tipjy) | + — (1 = (v + tipj)) ") do
-0t Q €2

- [ @+ e VuP + ol + 2 (1- v)da)
Q €2

1
- %g%; (/ (v? + 2tv;, + tzapi + 61)|Vu]2 + &(e2|Vo + thoj3)|2
Q
1

+ (1= 200 + 1) + (v +105)°))da
2

_/ (% + &1)|Vul? = £(e2| Vol? + 512(1 — 20+ v?))dx)
Q

1
= lim~ (/Q(Qtv(pjs + 203 [Vul® + £(e2(|Vo]* + 2tVuVej, + 2V, |2 — |Vu[?)

t—0t

1
+ (1= 20 = ), + 07 4 20tipy, + 703, — 14 20— v?))de)
2

. 1
= lim /Q (2v90j3 + t(p?-s)’VuF + 5(52<2vvv90j3 + t’v90j3’2) + 5(_280% + 2vpj, + t(pjzs))dx

t—0

1
- /Q 2005 | Vul? + £(220 V0V, + (200, — 20))do

Auch diese Ableitung muss auf Linearitdt und Beschrinktheit gepriift werden:
e zu zeigen: [, 2vp;,|Vul? + £(262VoV;, + é(%goj?) — 2¢pj,))dx ist linear.

Seien v,v" € HY(Q),a € R beliebig.

Opd (u1,ug,av + v')(<pj3)

1
= /2(av +0") s | Vul? + €222V (av + ') Vo, + - (2(av + V)@, — 2pj,))dx
Q 2

1
= a/2ij3|Vu|2 +£(2e0VoVyy, +
Q

- (2’090]'3 - 290]'3))(11‘
€2

1
+ [ 205Vl + 220V, + = (20, — 203))da
Q 2
= a - 0y (ur, u2,v)(js) + Opd (ur, uz,v')(j;)
1
= /2v<pj3|Vu\2 +£(2e2VoVj, + ;(21)%3 — 2¢pj,))dx ist linear.
0 2

e zu zeigen: [, 2vp;,|Vul? + £(262VoV;, + é(QvgojS — 2¢pj,))dx ist beschrankt.
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O (ur, uz,v)(pj,)

1

= [ 200, VU +€(262 V0V, + (20, — 20)) o

O — €2

<[205, [Vul?] >
< \2g0j3|Vu|2|/ 1d93+/§282VvVg0j3d33
Q Q
< \2¢j3|vuy2|+g252/ VoV, | da Q= [0,1] x [0,1]
Q

<204, Vul? +§262\//Q |VU|2d3:-\//Q\V<pj3|2d:E (vgl. Satz 3.1.3)
< o0, da v e HY(Q)

1
= / 20, [ Vul? + £(262VoVip,, + — (209, — 2j,))da ist beschrinkt.
Q €2

Die Komplementaritédtsformulierung folgt direkt aus 3.4. Insgesamt hat 4.1 nun die Form:

0 = ®1(pj,) + Pa(wy,) + P3(wjs) Vi1, 2,3 € Q

(4.2)
A =max(0,\ + ¢(v — 1)) + min(0, A + ¢(v)),

wobei gilt

(I)l((le) = fQ(U2 -+ 8I)QVUIVSOJ'ldxv
(I)Q(CPJ'Q) = fQ(v2 + 81)2VUQV(pj2d$,
D3(pjs) = Jq 20055 [Vul® + £(262V0V sy + - (200); — 205)) + Apjgda.

4.2. Diskretisierung

Um das Optimierungsproblem 4.2 numerisch zu betrachten, muss es zunéchst diskretisiert
werden. Hierzu wollen wir finite Elemente benutzen (vergleiche Abschnitt 3.2). Zunéchst
approximieren wir das Gebiet € durch ein gleichméBiges Gitter
1 1
G ::{ b, iB)|i=0,..., > ‘:0,...,f}
h (ih, jh)|i ) h

und bilden gleichschenklige, rechtwinkelige Dreiecke, wie in Abbildung 4.1 dargestellt.

Im Folgenden werden wir alle Berechnungen auf den Gitterpunkten ausfithren. Wir wollen
ausnutzen, dass sich das Gebiet 2 nun in die disjunkte Vereinigung der Dreiecke aufteilen

ldsst. Dies erlaubt uns folgende Gleichheit zu benutzen:

| t@a =3 [ riayas,

ecE Y€
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Abbildung 4.1.: Zerlegung eines quadratischen Gebiets durch gleichschenklige, rechteckige
Dreiecke
wobei F die Menge aller Dreiecke auf dem Gitter meint.

Um das Integral auf einem Dreieck e mit Eckpunkten 1,42 und i3 auszurechnen, werden wir

die folgende Approximation nutzen:

wobei |e| den Fldcheninhalt des Dreiecks bezeichnet. Da alle Dreiecke die selbe Form haben

(bis auf Spiegelung, vergleiche Abbildung 4.2) kann der Flicheninhalt |e| allgemein berechnet
werden. Es gilt
1
=_. 12
el =5 - 1%,

wobei h die Seitenlédnge des Dreiecks bezeichnet.

i3 o i3

i 12 i
Abbildung 4.2.: Dreieck mit nach oben gerichteter (links) und mit nach unten gerichteter
Spitze (rechts)

Um das Integral in Gleichung 4.2 nun zu berechnen, nutzen wir finite Elemente.
Wir wollen die bereits in Abschnitt 3.2 vorgestellten Formfunktionen ¢;, fir j € [1,N],
benutzen. Diese nehmen auf dem j-ten Gitterpunkt den Wert eins an und sind auf allen

iibrigen Gitterpunkten gleich null. Auflerdem ist ¢; auf allen Dreiecken, deren Eckpunkt j
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ist, linear (vergleiche Abbildung 3.1). Wir wollen den Galerkin-Ansatz nutzen, das heifit wir

nutzen fiir uy, us, v folgende Approximation:

N N
ui(@) =D wipi(r), wa(r) =Y ws(i)pi(x), v(z) =Y v(i)ei(x).
=1 =1

=1

Zunichst geben wir die Ableitungen der Formfunktion ¢; in den verschiedenen Dreiecken an,
siehe Abbildung 4.3.

VI VIII
\Y VII
J
II 1A
I I1I
I IT III 1Y \Y VI VII  VIII

ve, | () G (o)~ () =G —G) (0)

Abbildung 4.3.: Ableitung der Formfunktion auf den angrenzenden Dreiecken

4.3. Berechnung des Funktionenvektors

Im Folgenden wollen wir eine allgemeine Formel zur Berechnung von &, ®s und ®3, ein-
geschrankt auf ein Dreieck e, finden. Hierzu schreiben wir die Funktionen folgendermafien

uIn:

élz/fj(x)dx, ng/gj(x)dx, @3:/hj(x)d:v,
wobei gilt:

fi(@) = (0*(2) + €1)2Vur (2) Vg (x),
9i(x) = (v*(z) + €1)2Vuz() Vg (),

hj(z) = 20(2)p;(2)|Vu(z)]? + £(2e2Vo(2) Vij () + 512(2”(55)%0]‘(95) = 2¢(2))) + A(@)p;
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Bei der Berechnung der Integrale sind zwei Félle zu unterscheiden:
(i) die Spitze von e zeigt nach oben,
(ii) die Spitze von e zeigt nach unten.

Zuerst betrachten wir ein Dreieck mit nach oben gerichteter Spitze. Wir beziehen uns dabei
auf die Ableitungen von ¢;, die in Abbildung 4.3 angegeben werden. Um das Integral zu

berechnen, miissen wir den Wert von f;, g; und h; an den Eckpunkten berechnen. Aulerdem

gilt fiir alle j ¢ {i1, 12,3}

/efj(ﬂﬁ)dx = /egj(a?)dx = /ehj(a:)d:c =0.

Exemplarisch werden wir nun die Funktionswerte von f;j(x) und hj(z) an der Stelle i, im
Fall eines Dreiecks mit nach oben gerichteter Spitze und j = i1, angeben. Alle weiteren

Funktionswerte kénnen analog berechnet werden und sind im Anhang angegeben (siehe A.1).

fir (i) =(v(i1)* + £1) - 2(u1 (1) Vepi, + u1(i2) Vepi, + u1(iz) Vi) - Vi

:(v(i1)2 +e1) - 2(ur(iy) - < ) + uq (i2) - <§> + uy (i) - (?>)T (‘;})
h T h
T
—(v(i 2 3 _Ul(il) +U1(i2) ‘ -1
=(v(i1)* + 1) - 35 <—u1(i1)+u1(i3)> <_1>

Z(U(il)Q + 81) . %(2ul(i1) — Ul(iz) — Ul(ig)) ,

= =

hiy (i1) =2v(i1) - 1 -7 + §(2e2(v(i1) Vi, +v(i2) Vi, +0(i3)Vis) - i

= =

+ l(zv(il) 1—=2-1)) + A(i1)
€2
1 0 -1
=20(i1)u + £(2e9(v(i1) - ( ) + v(ig) - (8) + v(is) - <1> )T. (_ff)
i A
+ L (20(01) - 2) + A@n)
€2
T
B B (T RS\ R A A U
=2v(i1)u + £(2e2 % (—U(il) N v(i3)> (_1> + o (2v(i1) — 2)) + A(i1)

20 (i1 )T + £(265 - — (20(i1) — v(ia) — v(i3)) +

" ~(20(i1) — 2) + A(ia).

€2
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wobei = |Vu|? gegeben ist durch

|VU|2 = |VU1|2 + |VU2‘2

= (Vul)T . (VUl) + (VUQ)T . (VUQ)

_ 1 (w(iz) —wai) ! [wali2) —ua(in) N ug(iz) — uz(i1) ! [ u2liz) — ua(ir)
h2 |\ uy (i3) — ua (in) uy(i3) — w1 (i1) ug(iz) — uz(i1) ug(iz) — ua(i1)

= %((ul(h) —u1(i1))® + (u1(is) — ua(in))? + (ua(ia) — ua(i1))® + (ua(is) — ua(i1))?) .

Der Wert von ®; auf dem Dreieck e ldsst sich nun approximativ durch

1 . ) . h? . ) .
P1(pj) = /fj(x)dﬂ? =3 lel - (f;(i1) + f;(i2) + f;(i3)) = a (fi(i1) + fi(i2) + £;(i3))

beschreiben. Die Werte von ®4 und ®3 koénnen analog berechnet werden. Die entsprechenden

Formeln sind im Anhang angegeben (siehe A.1).

4.4. Anwendung des Newtonverfahrens

Das Gleichungssystem im dritten Schritt des Algorithmus soll nun mit dem Newtonverfahren
(vergleiche Abschnitt 3.3.2) gelost werden. Hierzu werden die Ableitungen von @1, ®3 und P53
nach uy (), u2(j),v(7) und A\(j) benéstigt. Das lineare Gleichungssystem, das in jedem Iterati-

onsschritt des Verfahrens gelost werden muss, lédsst sich aus dem folgenden System ableiten:

Ui,
01 (1) . OP1(p1) 0P1(p1) . OPi(p1) 0P1(p1) . OP1(p1) 0P1(p1) . 0P1(p1) . @1 (1)
Jur(l) Fur (V) Dua(l) Fus (V) Do(1) o(V) EYE) AN a
1,N
0By (on) | 0%1(on)  OPi(en) | OBi(on)  O%ilen) | 0Pilen)  O%ilen) . 0%i(en) 21 1 (o)
duy (1) duy(N) dug (1) dug(N) v (1) 8UEN) OX(1) OA(N) - 1¥N
9Pa(p1) . 9P2(p1) 9Pa(p1) . OP2(p1) 0Pa(p1) . 0P2(p1) 0P (p1) . 0P2(p1) : P ( )
duy (1) dui(N) duz (1) Juz (N) (1) dv(N) IX(1) IN(N) N 2(¥1
uz,N | _
0%3(on) . OBalpn)  OBalen) . 0Balpn) OBalpy) . OBalpn)  OPalpn) . 0Ba(pn) v olon)
Ouq (1) Bul(N% Ouz (1) 8u2(1\1§ dv(l) SUEN) AOX(1) BAEN) . Q(QON
9P3(p1) .. 9P3(p1 9P3(p1) .. 9P3(p1 9P3(p1) .. 9P3(p1) 9P3(p1) .. 9P3(p1) : &
dui(l) Bul (V) Dusz(1) Bua(N) du(1) 3u(N) aa(D) IAN) ~ 3(¢1)
UN .
023(eN) | L 923(enN)  O%3(enN) | L 023(pn) OP3(en) . OP3(pN)  OP3(enN) .. 9P3(enN) A1
ur (1) DuL(N) Dus(l) Dus(N) Du(1) v (V) A(D) IAN) . D3(pnN)
AN
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Durch erste Beobachtung ldsst sich festellen, dass

021 (1) 01 (1) 0P2(p1) 02 (1) 021 (1) 021 (1)
dua(1) Dua(N) dur(1) 1 (V) D) AN)
021 (pN) 021 (pn) 02 (1) 0P2(pn) 021 (pN) 021 (pN)
dua(1) Duz(N) dur(1) Bur(N) aA(D) AN)

0P 0P

SR ol 0 0

0P 0P

R ) \0 o

gelten muss, da ®; und @5 nicht von us und A, beziehungsweise von w1 und A abhingen. Alle

weiteren Ableitungsterme werden im Anhang angegeben (siehe A.1).

Einige Werte von w1, uo,v und A sind durch das Verfahren bereits vorgegeben und miissen

nicht berechnet werden. Entsprechende Zeilen und Spalten miissen nach folgendem Schema

aus der Ableitungsmatrix, dem Funktionsvektor und dem Unbekannten-Vektor & gestrichen

werden:

e j ist Randpunkt:

Bei den Punkten j € I' handelt es sich um Randpunkte, das heifit u;(j) und ua(j) sind

bereits durch die Randbedingungen bekannt.

— Streiche fiir jedes j € T' die j-te und (N + j)-te Spalte aus der Ableitungsmatrix

D.

— Streiche fiir jedes j € T' den j-ten und (N + j)-ten Eintrag aus dem Unbekannten-

Vektor 7.

Damit wir kein iiberbestimmtes Gleichungssystem erhalten, streichen wir sowohl in

der Ableitungsmatrix D als auch in dem Funktionsvektor die Zeilen, die von ®1(¢p;)

beziehungsweise von ®2(¢;) abhéngen.

— Streiche fiir jedes j € ' die j-te und (N + j)-te Zeile aus der Ableitungsmatrix D.

— Streiche fiir jedes j € I' den j-ten und (N + j)-ten Eintrag aus dem Funktionsvek-

tor.

e j liegt in einer der aktiven Mengen:

Fiir j € Akt U A, ist v(j) identisch mit der oberen bezichungsweise unteren Schranke.

Insbesondere ist der Wert von v(j) bekannt.

— Streiche fiir jedes j € AT U A, die (2N + j)-te Spalte aus der Ableitungsmatrix

D.
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— Streiche fiir jedes j € AkT U A, den (2N + j)-ten Eintrag aus dem Unbekannten-
Vektor z.

o j liegt in der inaktiven Menge:
Fir j € Z gilt A(5) = 0.

— Streiche fiir jedes j € AkT U A, die (3N + j)-te Spalte aus der Ableitungsmatrix
D.

— Streiche fiir jedes j € AkT U A, den (3N + j)-ten Eintrag aus dem Unbekannten-
Vektor 7.

Das nach den oben beschriebenen Kiirzungsoperationen entstandene Gleichungssystem wird

nun mittels Newtonverfahren mit Schrittweitensteuerung gelost.

4.5. Bestimmung guter Anfangswerte

Da es sich bei dem Optimierungsproblem 4.1 nicht um eine strikt konvexe Funktion han-

delt, ist es von entscheidender Bedeutung hinreichend gute Anfangswerte fiir das Newton-

Verfahren zu finden.

Hat eine Funktion mehr als ein Minimum, so hat ihre Ableitung ebenfalls mehr als eine

Nullstelle. Mit dem Newtonverfahren wird die am n#chsten zu den Anfangsdaten gelegene

Nullstelle gefunden. Dabei ist v6llig unerheblich, ob die Funktion an dieser Stelle ein lokales

oder ein globales Minimum besitzt, wie in Abbildung 4.4 dargestellt.

A f@) f(=) /

Abbildung 4.4.: Vergleich der Nullstellensuche einer nicht-konvexen Funktion mittels New-

tonverfahren fiir verschiedene Anfangswerte
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Wihlt man als Anfangswert 2(9), so nihert sich das Newtonverfahren der Nullstelle, die zu
dem lokalen Minimum gehért. Wihlt man allerdings als Anfangswert #(9), der niher am

globalen Minimum liegt, so konvergiert das Verfahren im globalen Minimum.

Um nun hinreichend gute Anfangsdaten zu finden, fithren wir zunéchst eine getrennte Opti-
mierung nach v und v durch. Hierzu bestimmen wir zunéchst Anfagnsdaten fiir u. Die Werte
von u auf dem Rand T' sind bereits bekannt. Nun werden die Werte zwischen den beiden
Réndern linear interpoliert. Eine daraus resultierende Verschiebung ist am Beispiel gleicher
Dehnung an beiden Seiten in Abbildung 4.5 dargestellt.

— —— =

Abbildung 4.5.: beispielhafte Anfangswerte fiir 4, wobei an beiden Seiten des Blattes gleich
stark gezogen wird

Nachdem die Anfangswerte von u gefunden sind, wird im n#chsten Schritt nur nach v opti-
miert. Dazu streicht man alle entsprechenden Zeilen und Spalten aus 4.3 und erhélt folgendes

Gleichungssystem:

0P3(p1) 01 (p1) ~

%&v) % N D3(on)

Nun wird mittels Newtonverfahren ein optimales v ermittelt.
Im n#chsten Schritt wird dann, basierend auf den gefundenen Werten von v, ein optimales

@ gefunden, wobei gilt % := u|o\p. Es werden wieder die entsprechenden Zeilen und Spalten

gestrichen:

0P1(p1) .. 0%1(p1)  9Pi(p1) .. 9%i(e1) -

dur (1) da(N)  uw(l) Fua(N) 1,1 @1 (1)
o 8P 8P 0P - '
88111(20115]) e gull(fpjxjfv)) 88112(%1]3,) e gu12(foj\1fv)) N || Pilen)
@ ® ® ® _ =

Bty Beth anty v secn || T || @)
0P 0Pa(on) 9P Y _

ail(m) T 851((«:]\% aiz(wf)ﬂ o 8;2(5\%) u2,N Da(en)

Zusétzlich miissen auch die Spalten und Zeilen gestrichen werden, die sich auf Werte auf dem
Rand beziehen, vergleiche hierzu Abschnitt 4.4.
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Die getrennte Optimierung wird solange wiederholt, bis hinreichend gute Anfangsdaten ge-
funden wurden. Die Bestimmung der Anfangswerte kann somit auf folgende Art und Weise

zusammengefasst werden:

Gegeben: @° (wie oben beschrieben)

forn=1,2,...
optimiere v™ basierend auf @" !
optimiere u" basierend auf v™

end

Insgesamt kann nun der Algorithmus zur Losung des Optimierungsproblems 4.1 aufgestellt
werden. Wir wollen die Primal-Duale-Aktive-Menge-Methode anwenden (vergleiche Abschnitt
3.3.1):

Gegeben: u|r, &, e1,¢9,¢

Im Folgenden bezeichnet @ := u|g\r
(i) Bestimme Anfangsdaten @°,v°, \°:
formn=1,2,...
optimiere v™ basierend auf @'
optimiere @" basierend auf v™

end
Setze @’ = 4", v = v und \° =0, k = 0.
(ii) Bestimme
AF = {0F 4 (0¥ - 1) > 0}
T = {NF +c(vF —1) <0< A 4 (")}
A = (MF 4 c(v®) < 0}

(iii) Lose fiir (ah+1, okF+1 \k+1)

0= (I)l(‘/)]i) + (I)Q((sz) + @3<90j3) Vj1, J2,J3 € 2
oFT =1 in Af
P =0 in A

Nl =0 in 7,

(iv) Falls 7, = Zj41 stoppe, sonst setze k = k + 1 und kehre zu (ii) zuriick.
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5. Numerische Resultate

Wir wollen nun einige Beispiele fiir verschiedene Gitterweiten, verschiedene Moglichkeiten

das Papier zu dehnen und unterschiedlich eingerissene Blatter betrachten.

5.1. Blatt ist vollstiandig gerissen

Als erstes Beispiel wollen wir ein bereits mittig gerissenes Blatt betrachten, an dessen Seiten
gleich stark in horizontaler Richtung gezogen wird. Zun&chst werden wir das Szenario auf

einem 1818, anschlieffend auf einem 50x50 Gitter betrachten.

18x18 Gitter

Im Folgenden betrachten wir den oben beschriebenen Fall auf einem verhéltnisméflig kleinen
Gitter mit 18x18 Gitterpunkten. In Abbildung 5.1 wird die Verdnderung der Verschiebung
und die Rissentstehung wéihrend der getrennten Optimierung dargestellt.

Die linken Bilder zeigen die Verdnderung der Verschiebung. Zunichst wird das Blatt auf
allen Gitterpunkten gleich stark gedehnt. Im Laufe der Optimierung ordnet sich die Dehnung
dann aber immer stérker in der Mitte an, an den Réndern ist so gut wie keine Dehnung zu
erkennen.

Die Rissentstehung wird auf den rechten Bildern dargestellt. Hierbei ist das Blatt auf der
weifl gefarbt Fliche intakt (v = 1) und auf der schwarz gefirbten Fliche hat sich ein Riss
gebildet (v = 0). Man kann erkennen, dass der Riss mit jeder Iteration etwas breiter wird.
Der Grund hierfiir liegt in der Modellierung. Dort haben wir gefordert, dass der Riss glatt
verlaufen soll. Daher ist ein Ubergang von der gerissenen Fliche zur intakten Fliche einige
Gitterpunkte breit.

Betrachtet man beide Prozesse parallel, so erkennt man, dass auf den Gitterpunkten, auf

denen die Verschiebung grof} ist, ein Riss entsteht.

Weiterhin ist zu beobachten, dass sowohl die Verschiebung als auch der entstandene Riss
nach sechs Iterationen den endgiiltigen Resultaten, die in Abbildung 5.2 dargestellt sind,

sehr dhneln.
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Abbildung 5.1.:
in der Mitte und 18x18 Gitterpunkten
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Abbildung 5.2.: Endresultate des Algorithmus bei einem vollstéindigen Riss in der Mitte und
18x 18 Gitterpunkten

Nach den obigen Beobachtungen ist es nun nicht verwunderlich, dass die Anfangswerte nach
der getrennten Optimierung bereits sehr nahe an der Nullstelle liegen und dass das Newton-

verfahren bei der gemeinsamen Optimierung schon nach 6 Iterationsschritte konvergiert, wie

in Abbildung 5.3 zu sehen ist.
AuBlerdem lisst sich anhand dieses Beispiels gut erkennen, dass der Fehler, bei einer konstan-

ten Schrittweite von eins, quadratisch abnimmt.

0.014
18

0.012{
| 16

001f | 14t

1.2
0.008 -

Residuum
Schrittweite
-

0.006 - f
\ 08

0.004 | 061

04r

0.002 -
021

Iteration Iteration

Entwicklung des Risiduums (links) und der Schrittweite (rechts) bei einem

Abbildung 5.3.:
vollstéandigen Riss in der Mitte und 18x18 Gitterpunkten

50 x 50 Gitter

Nun wollen wir das Szenario auf einem deutlich gréfleren Gitter, mit 50x50 Gitterpunkten,
betrachten. Auf den ersten Blick fillt zunédchst kein gravierender Unterschied zu den vorheri-
gen Ergebnissen auf. Die Verschiebung ordnet sich immer mehr in der Mitte an und der Riss
verbreitert sich (vergleiche Abbildung 5.4).

Es werden allerdings deutlich mehr Iterationen bei der getrennten Optimierung benétigt

Waren es auf dem kleinen Gitter lediglich sechs Iterationen, so sind es auf dem gréferen 30
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Verschiebung des Gebietes und Rissentstehung bei einem vollstéandigen Riss

in der Mitte und 50x50 Gitterpunkten
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Auch bei dieser Gitterweite sind die Resultate nach der getrennten Betrachtung und das

Ergebnis der gemeinsamen Optimierung nahezu identisch (vergleiche Abbildung 5.5).

0.6 -

0.4

02

I I I I I I I
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

(a) resultierende Verschiebung (b) resultierender Riss

Abbildung 5.5.: Endresultate des Algorithmus bei einem vollstéindigen Riss in der Mitte und
50x50 Gitterpunkten

5.2. Blatt ist in der Mitte eingerissen

Als néchstes Beispiel wollen wir die Auswirkung einer Dehnung auf ein mittig eingerissenes
Blatt betrachten. In diesem Fall ist der Riss ein paar Gitterpunkte lang, zieht sich aber nicht
iiber die gesamte Breite, wie im vorherigen Beispiel. Auch hier wird wieder an beiden Seiten
gleich stark in horizontaler Richtung gezogen. Als Grundlage dient ein Gitter mit 24x24
Gitterpunkten.

Wir wollen zuniichst die Verschiebung betrachten, die auf der linken Seite in Abbildung
5.6 dargestellt ist. Im oberen Teil des Blattes ist nach den ersten drei Iteration noch keine
Verdnderung zu erkennen, im bereits angerissenen unteren Teil zentriert sich die Verschiebung
allerdings, wie schon in den vorigen Beispielen beobachtet. Nach fiinf Iterationen ordnet sich
auch im oberen Teil des Blattes die Verschiebung in der Mitte an und nach acht Iterationen

ist kaum noch eine Verschiebung am Rand zu erkennen.

Nun wollen wir die Rissentstehung, auf der rechten Seite der Abbildung, niher betrachten.
Zu Beginn ist ein mittiger Riss im unteren Teil des Blattes zu erkennen. Wie zuvor auch,
entsteht in den folgenden Iterationen ein Ubergang zwischen dem schwarzen und dem weiBen
Bereich. Auflerdem ist zu beobachten, dass sich der Riss nach oben hin ausbreitet. Das Blatt

reifit wie erwartet iiber die ganze Breite.

In diesem Fall entspricht das Ergebnis nach der getrennten Betrachtung nicht der endgiiltigen
Optimierung, die in Abbildung 5.7 dargestellt ist. Sowohl die Verschiebung als auch die Riss-
entstehung zeigen Unterschiede zwischen der letzten Iteration der getrennten Optimierung
und dem letztendlichen Ergebnis in Abbildung 5.7.

Dennoch reichen 30 Iterationen in der getrennten Optimierung, um ein hinreichend guten

Anfangswert fiir die gemeinsame Betrachtung zu finden und somit sinnvolle Ergebnisse zu
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Abbildung 5.6.:
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Abbildung 5.7.: Endresultate des Algorithmus bei einem mittig eingerissenen Blatt und
24 x24 Gitterpunkten

5.3. Blatt ist auf beiden Seiten eingerissen

Im dritten Beispielszenario ist das Blatt auf beiden Seiten eingerissen. Die Risse liegen aller-
dings nicht genau gegeniiber, sondern etwas versetzt, sodass wir einen schrig verlaufenden
Riss erwarten. Wieder wird gleich stark in horizontaler Richtung gezogen. Die Betrachtung

erfolgt auf einem 24 x24 Gitterpunkt groflen Gitter.

Wir wollen nun die Verénderung der Verschiebung und die Rissentwicklung anhand von Ab-
bildung 5.9 genauer betrachten. Zu Beginn sieht man, dass das Blatt unten links und oben
rechts eingerissen ist. Nach zwei Iterationsschritten lassen sich auf der linken Grafik kleine
Woélbungen an den eingerissenen Stellen erkennen. Die Verschiebung sammelt sich hier, wie
schon oben betrachtet, in der Mitte. Auch der Ubergang des Risses wird weicher und der
Riss verbreitert sich. In den nichsten Iterationen verstédrken sich diese Prozesse. Nach 15
Iterationen ensteht aus den beiden Teilrissen ein grofler Riss {iber die gesamte Breite, der in

den folgenden Schritten noch gerader wird.

In diesem Fall stimmen die, durch die getrennte Optimierung gefundenen, Anfangsdaten

nahezu mit den endgiiltigen Resultaten {iberein. Allerdings werden fiir dieses Ergebnis bereits

30 Iterationen bendotigt.
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Abbildung 5.8.: Endresultate des Algorithmus bei einem beidseitig eingerissenen Blatt und
24 x24 Gitterpunkten
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Abbildung 5.9.: Verschiebung des Gebietes und Rissentstehung bei einem beidseitig eingeris-

senen Blatt und 24x24 Gitterpunkten
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5.4. Blatt wird schrdag horizontal gedehnt

In dem n#chsten Anwendungsfall méchten wir eine schrige horizontale Dehnung betrachten.
In den vorherigen Beispielen wurde immer der gesamte Rand gleich stark gedehnt. Nun wollen
wir an der oberen Ecke stirker ziehen als an der unteren. Das Papier ist in diesem Fall bereits
vollstédndig in der Mitte gerissen. Wir betrachten das Szenario auf einem 30x30 Gitterpunkt

groflen Gitter.

Die Verdnderung der Verschiebung (links) und die Rissentwicklung (rechts) sind in Abbildung
5.11 dargestellt. Durch die schrige Dehnung verformt sich das zuvor rechteckige Blatt Papier
zu einem gleichschenkligen Trapez. Ansonsten ist der gleiche Prozess wie bei einer geraden
Dehnung zu beobachten. Die Verschiebung sammelt sich in der Mitte an und an den Seiten
ist kaum eine Dehnung zu sehen.

Auch die Rissentwicklung verlduft &hnlich zum ersten Beispiel, allerdings befinden sich an den
oberen Ecken des Gebiets zwei dunkle Flichen, die auch im endgiiltigen Ergebnis weiterhin
zu sehen sind. Die dunkle Verfarbung spricht dafiir, dass das Material an diesen Stellen ports
wird. An den oberen Ecken wirkt deutlich mehr Kraft auf das Papier, als auf den unteren
Teil des Randes. Daher kann es dazu kommen, dass die betreffenden Stellen einreiflen oder
die Ecken sogar abreifien. Dieser Prozess hat allerdings keinen Einfluss auf den Rissverlauf
in der Mitte, da selbst die schwéchere Dehnung an den unteren Ecken des Blattes fiir die

Entstehung eines Risses ausreicht.

Auch in diesem Fall dhneln sich die Ergebnisse der getrennten und gemeinsamen Optimierung
(vergleiche Abbildung 5.10). Einzig die dunklen Stellen an den oberen Ecken werden heller.

Das Papier wird also porés, es reif3t aber nicht ein.
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Abbildung 5.10.: Endresultate des Algorithmus bei schriager horizontaler Dehnung, einem
vollstandigen Riss und 30x30 Gitterpunkten



40

5 Numerische Resultate

I
©
o

0.4
0.2

25

15

0.5

-0.5

-1.5

=
2
a0
%)
m
=
N
n
Z
~
—
Q
~—

a) Verschiebung zu Beginn
g g

25

15

0.5

-0.5

=t
)
=i
o
=
=
@
et
Q
=
=
&\l
=
(3]
<
<!
s}
A
o
—~
e
~—

(¢c) Verschiebung nach 2 Iterationen

25

15

0.5

]
Q

-1.5

-
m [3)
g g
3 2 ]
o =
3 e}
= Jav]
© —
[} A
= =
o o o
< S
g g
g 2 S
0 92}
2 e
& . M
PN —~
o)) /Luu\
" ]
N
T | o e
AT o U T
o - I
g LU 3]
= M g liii
S g I
g R
5 o
& ML AR e
= AT n = T
s ~ —
[xp] b I
g v 3 T {l
g ° A8 li
&0 = ll
o g
3 2
2 L °
B s [T © 3
? 1]
% 5
S s ) > [T H
T n
o HHH S Il
~— HeHA T ~ UL
s | Hie s
0
—
| | | | | | ' 1 | 1 1 | L
4 ® © ¥ o o =TT
o o o o © o o ©

2.5

15

0.5

-0.5

L
i

iss nach 10 Iterationen

)

(i) Verschiebung nach 10 Iterationen

Verschiebung des Gebietes und Rissentstehung bei schridger horizontaler

Abbildung 5.11.

Dehnung, einem vollstédndigen Riss und 30x30 Gitterpunkten



5 Numerische Resultate 41

5.5. Blatt wird sowohl horizontal als auch vertikal gedehnt

Im letzten Beispiel betrachten wir nun ein Szenario, in dem das Blatt sowohl in horizontaler
als auch in vertikaler Richtung gedehnt wird. Hierbei wird der linke Rand nach unten links
und der rechte Rand nach oben rechts gezogen. Das Papier ist bereits zu Beginn mittig

gerissen. Wieder beziehen wir uns auf ein 30x30 Gitterpunkte grofles Gitter.

Durch die verdnderte Dehnung verformt sich das Papier zu Beginn der getrennten Optimie-
rung zu einem Parallelogramm, wie in Abbildung 5.13 dargestellt. Auch in diesem Beispiel
verlagert sich die Verschiebung auf die Mitte des Blattes, sodass es am Ende der getrennten
Optimierung die Form eines S annimmt.

Auch die Rissentwicklung verlduft wie gewohnt. Der Riss verbreitert sich und der Ubergang

von weifler zu schwarzer Flache wird mit zunehmender Iterationszahl weicher.

Es ist kein Unterschied zwischen den Anfangswerten (dem Ergebnis der getrennten Optimie-
rung) und dem letztendlichen Resultat (siehe Abbildung 5.12) zu sehen. Tatséchlich konver-
giert das Newtonverfahren bereits nach einem Iterationsschritt, was bedeutet, dass die beiden
Ergebnisse in der Tat iibereinstimmen.

Dieses Resultat erscheint nach einer Anzahl von 50 Iterationsschritten nicht iiberraschend.
Experimentell lasst sich allerdings zeigen, dass bei weniger Iterationsschritten die Anfangsda-
ten nicht hinreichend nahe an einem Minimum liegen und das Newtonverfahren anschlieend

nicht konvergiert.

(a) resultierende Verschiebung (b) resultierender Riss

Abbildung 5.12.: Endresultate des Algorithmus bei horizontaler und vertikaler Dehnung, ei-
nem vollstdndigen Riss und 30x30 Gitterpunkten
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6. Fazit und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde ein Verfahren vorgestellt, mit dem die Verschiebung und
Rissentstehung eines gedehnten Blatt Papiers ndherungsweise berechnet und simuliert werden

kann.

Wie in Abschnitt 4.5 bereits erldutert, ist das Ergebnis des Algorithmus stark von den zuvor

durch getrennte Optimierung bestimmten Anfangswerten abhéngig.

Voraussetzung fiir die getrennte Optimierung ist, dass das Papier bereits an einer Stelle
einen Riss aufweist. Ist es vollstdndig intakt, so verindert sich dieser Zustand im Laufe der
getrennten Optimierung nicht, es entsteht kein neuer Riss.

Durch den zu Beginn angegebenen Teilriss wird das Ergebnis stark gelenkt. Der Riss entsteht

dann immer als Fortsetzung des Teilrisses und das Blatt reifit nicht an einer anderen Stelle.

Ein anderes Problem tritt auf, wenn durch getrennte Optimierung nicht hinreichend gute
Anfangswerte gefunden werden konnen.

Betrachten wir noch einmal das Beispiel mit schréiger horizontaler Dehnung aus Abschnitt 5.4.
Bei der obigen Betrachtung war das Papier bereits auf der gesamten Lange mittig gerissen.
Nun wollen wir ein nur einseitig gerissenes Blatt betrachten. Selbst nach 100 Wiederholungen
der getrennten Optimierung konvergiert der Algorithmus nicht. Die Anfangswerte sind zu weit
von dem Optimalpunkt entfernt. Erweitert man allerdings die Iterationszahl der getrennten
Optimierung, so verdndern sich die Dehnung und der Riss nicht mehr, die Werte von u und
v bleiben konstant.

Somit kénnen keine besseren Anfangswerte durch getrennte Optimierung gefunden werden.

Ein weiteres Problem des Algorithmus ist die hohe Komplexitit der Gleichungssysteme, die
gelost werden miissen. Wird die Rissentstehung beispielsweise auf einem 100x100 Gitter-
punkt groflen Gitter betrachtet, so hat die zu invertierende Matrix im Newtonverfahren
3000030000 Eintrage und ist nahezu vollbesetzt. Daher kann sie auch nicht numerisch ver-

einfacht werden.

Weiter fillt auf, dass die Nebenbedingungen, die an v gestellt wurden, nicht verletzt wer-
den. Sowohl in der getrennten Optimierung, als auch bei der Primal-Dualen-Aktive-Menge-
Methode nimmt v in allen getesteten Beispielen keine Werte auflerhalb des Intervalls zwischen
null und eins an. Dies hat zur Folge, dass die inaktiven Mengen zu Beginn und nach der ersten

(gemeinsamen) Optimierung bereits iibereinstimmen und der Algorithmus nur eine Iteration
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benotigt, um zu konvergieren.

Es kann nun die Frage gestellt werden, ob es notwendig ist, auf die Ungleichheitsnebenbe-
dingungen von v in Form der Primal-Dualen-Aktive-Menge-Methode einzugehen, oder ob v
auf natiirlicher Weise Werte zwischen null und eins annimmt und deswegen eine Optimierung

ohne Beriicksichtigung der Nebenbedingungen ausreicht.

Abbildung 6.1.: nicht konvexe Funktion mit einem lokalen Minimum (z = x;) nahe an dem
globalen Minimum (z = )

Letztlich bleibt bei einem gefundenen Ergebnis die Frage, ob es die Funktion global mini-
miert. Wie in Abschnitt 4.5 bereits erldutert, ist die zu minimierende Funktion nicht strikt
konvex. Es existieren mdglicherweise viele lokale Minima, die in einer gewissen Umgebung das
Optimierungsproblem 16sen, aber auf das gesamte Blatt gesehen nicht die optimale Losung
darstellen. Da in dem vorgestellten Verfahren nicht auf Globalitdt gepriift wird, kann nicht
verifiziert werden, dass ein gefundenes Ergebnis mit der optimalen Losung iibereinstimmt.
Selbst wenn die Werte den Erwartungen entsprechen, kann es sich um ein lokales Minimum
handeln, das nahe an dem globalen Minimum liegt, wie auf eine Dimension vereinfacht in
Abbildung 6.1 dargestellt.
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A. Anhang

A.1. Rechnungen

Zunichst werden wir die Funktionswerte von f;(z), g;(x) und hj(z) auf den Eckpunkten
eines Dreiecks e angeben. Mit ihrer Hilfe kénnen dann im néchsten Kapitel die Formeln von
®1(pj), Pa(p;) und ®3(¢;) berechnet werden. Abschlieend werden im letzten Abschnitt die
partiellen Ableitungen von ®1(¢;), P2(p;) und P3(p;) angegeben.

Funktionswerte von f;(z), g;(z) und h;(x) auf den Eckpunkten eines Dreiecks e

Zur Erinnerung: f;(z), gj(z) und h;(z) sind gegeben durch:

‘bl:/fj(ac)dx, @2:/g]~($)dw, @3:/hj(x)d:v,
wobei gilt:
fi(x) = (0*(x) + e1)2Vur (2) Vip; (),
9(x) = (V*(z) + 1)2Vua(2) Vip; (),

hj(z) = 20(2)p;(2)|Vu(z)|? + £(222Vo(2) Vi () + :

= (20(@)e;(2) = 20(2))) + A@)e;
2

Im ersten Schritt werden wir alle Rechnungen auf einem Dreieck mit nach oben gerichteter
Spitze durchfiithren. Danach folgen die Berechnungen auf einem Dreieck mit nach unten ge-

richteter Spitze.

Dreieck mit nach oben gerichteter Spitze:
T = [u1(i2) — w1 (81)]? + [u1(33) — w1 (i1)]* + [u2(ia) — ua(i1)]* + [ua(iz) — ua(i1)]?

L.Fall j =i

Berechnungen fiir ®1:

fin (i) = (v(i1)* + 1) - %(21&1(1'1) —up(iz) — u1(is))
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fir(iz) = (v(i2)® + 1) - %(%1(@'1) — w1 (iz) — u1(is))

fir(iz) = (v(iz)® + 1) - %(27“(1'1) —u1(i2) — w1 (is))

Berechnungen fiir ®s:

gir (1) = (v(i1)* + 1) - z(21&2(2'1) — ug(iz) — u2(is))

h2
gir (i2) = (v(iz)? +&1) - %(21&2@'1) — ug(iz) — ua(is))
s (i) = (0(is)? + 1) 5 (2u(in) — ua(in) — walis)

Berechnungen fiir ®3:

hi, (7,1) = 2U(i1)iﬂ+ 5(252 . i(21)(7,'1) - U(ig) — U(ig))

h? h?
hiy(12) = €263 55 (20(ir) — v(i2) = (i)

hiy(iz) = €222+ 5 (20(in) — (iz) — (i)

2.Fall j =i,

Berechnungen fiir ®4:

fialin) = (00 + 1) - (i) = (i)

Jializ) = (0(i2)? + 1) - 5 (ualiz) — (i)

fialis) = (0(i)? 1) - 5 (w1 (i2) = w1 (i)

Berechnungen fiir ®,:

ia(in) = (001 + 1) - 2 (ualie) — unlin)
Gializ) = (i) 1) 5 (ua(i2) — ualin)
Giali) = (0(33)? + 1) - 2 (wa(iz) — ua(in)

Berechnungen fiir ®3:
. 1 . .
hig (11) = €2e2 - 35 (v(i2) — v(i1))

higlia) = 20(ia) 3 + (221 - 35 (0(2) = 0(i)) +

hiis) = €223+ 5 (0(iz) — (i)

L (20(ia) = 2)) + A(ia)

+ L @u(iy) - 2)) + Ain)
€2
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3.Fall j = is

Berechnungen fiir ®4:

fialin) = (00 + 1) - (i) = (i)
fialia) = (0(ia)? + 1) - o (un i) = wn (i)

fialis) = (0(i)? +21) 7w (i) = 1 (i)

Berechnungen fiir ®,:

2

gis(i1) = (v(i1)* +e1) - 5z (u2(is) — u2(in))
Gializ) = (0(i2)? + 1) - - (ualis) — ualin)
2

9is(i3) = (v(i3z)® + 1) - 7z (u2(i3) — uz(i1))

Berechnungen fiir ®3:

hig(i1) = &2e9 - ﬁ(”(i:’,) —v(i1))
hisli2) = €222 - 5 (0(is) — o(in))
hi3 (7,3) = 20(@3)%11 + 5(252 : %(U(m) — U(il)) + 12(27J(i3) — 2)) + )\(23)

Dreieck mit nach unten gerichteter Spitze:

U = [uq(i3) — w1 (i2)]” + [ua(i3) — w1 (ir)]* + [ua(is) — ua(iz)]* + [ua(is) — ua(i1)]

1.Fall j =1

Berechnungen fiir ®1:

irlin) = (002 + €2) - 2 (wa(ir) — w1 ()

fir(iz) = (v(i2)® + 1) - %(Ul(il) — u1(i3))

fialis) = (i) + 1) - 2 ua (i) = i)

Berechnungen fiir ®s:
ia(in) = (0(02)? + €2) - 2 (wa(ir) — a(is)
9ir (i2) = (v(i2)® + €1) - %(W(il) — uz(i3))

gia(is) = (0(is)? +21) - 2 (ualin) — i)
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Berechnungen fiir ®3:

hi, (7,1) = QU(il)%ﬂ + &

1

(222 iy (vlin) = vlia)) + - (20(ix) ~ 2)) + A(ia)

hi, (i2) = §2¢e2 - ﬁ(v(il) —v(i3))

1

hi (i3) = &2¢e9 - ﬁ(v(h) —v(i3))

2.Fall j =iy

Berechnungen fiir ®4:
fia(i1) = (v(i1)* + 1) -
fia(iz) = (v(i2)® + 1) -
fin(ig) = (v(iz)® + 1) -

Berechnungen fiir ®,:
9i (1) = (v(i1)® + €1) -
9in (i2) = (v(i2)® +€1) -
9ix (i3) = (v(i3)* + €1) -

Berechnungen fiir ®3:

2 (ua(iz) — ()

5 (ua(iz) — 1)

5 (ua(iz) — )

5 (ualiz) — )

5 (ua(i2) = ua(iz)

= (unliz) — i)

iy (1) = €265 - —(u(ia) — v(is))

h

hig (’LQ) = 2U(i2)%ﬂ + f

(2e4 - i(’l}(lg) —v(i3)) + 61

hQ

iy i) = €263 - -~ (u(i) — v(iz))

h

3.Fall j =13

Berechnungen fiir @q:

fis(i1) = (v(i1)® + 1) -
fis(iz) = (v(i2)* + €1) -
fia(ig) = (v(i3)® + 1) -

h2
h2

h

(2u(iz) — 2)) + A(i2)

2 @ (is) — un(in) — ua (i)
2 (Quy(is) — us(ir) — ur (i)

%(2111(1'3) —uq(i1) — u1(iz))
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Berechnungen fiir ®s:

9is(i1) = (v(i1)* +€1) - %(21&2(@'3) — ug(i1) — uz(iz))

9is (i2) = (v(i2)® + 1) - %(21&2(2'3) — ug(i1) — ua(iz))

Gializ) = (0(is)? +<1) - 5 (2ulis) — ua(in) — ua(ia)

Berechnungen fiir ®3:

i) = €262 - 5 (20(i) = v(ir) — v(62)

hiyliz) = €222 - 15 (20(is) = v(ia) — v(i2)
1

i, (i) = 20(is) =T + £(265 - —(20(is) — v(i1) — v(ia)) +

" y  (20(is)  2)) + Alis)

€2

Funktionswerte von ®,(p;), ®2(¢;) und ®;3(¢;) auf einem Dreieck e

Im folgenden Abschnitt werden wir, mit Hilfe der obigen Berechnungen, die Werte von
®1(pj), Pa(pj) und P3(p;) auf einem Dreieck e angeben. Hierzu benutzen wir die folgen-

de Approximation: | | |
/f(l‘)dx ~ el fli) + f(§2) + f(i3)

Auch hier fithren wir die Berechnungen zun#chst auf einem Dreieck mit nach oben gerichteter

Spitze durch und danach auf einem Dreieck mit nach unten gerichteter Spitze.

Dreieck mit nach oben gerichteter Spitze:
@ = [ua(ig) — i (i1)]? + [wn(i3) — wi (i)} + [ua(iz) — u2(in)] + [u2(iz) — ua(ir)]?

Berechnungen fiir j = i;:

Py (i) = %[U(il)Q +w(ig)? + v(iz)? + 3e1] - [2u1 (i1) — wa (iz) — ua (i3)]
o (i) = é[v(il)Q +v(i2)® + v(i3)* + 3e1] - [2ua(i1) — ua(iz) — ua(is)]
Balipn) = ol(i)a + Eeal2e(in) — vliz) — o(ia)] + FHIE(0(i1) — 1) + A0
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Berechnungen fiir j = is:

L o(i0)2 + v(ia)? + v(i)? + 3e1] - [un (i) — s (i1)]

P1(pir) = 5
Do (i) = %[U(il)Q +0(i2)” + v(iz)? + 3e1] - [ua(iz) — ua(in)]
Balipi,) = 0l + Eealo) = )] + 3216 (v(ia) — 1) + 5AG)

Berechnungen fiir j = is:
Py (i) = %[U(il)2 +w(ig)? + v(is)? + 3e1] - [ur (is) — ua(i1)]
P2 (i) = %[U(il)2 +w(ig)? + v(is)? + 3e1] - [ua(is) — ua(i1)]

Balipy) = golia)a+ Eealulia) — v(in)] + FHIE(ulia) ~ 1)+ 5A()

Dreieck mit nach unten gerichteter Spitze:

= [uq(i3) — w1 (i2)]” + [u(is) — w1 (i)]* + [ua(is) — ua(iz)]* + [ua(is) — ua(i1)]

Berechnungen fiir j = iy:

S
=
S~—
Il
Wl W= W=

@1 (i) = (i) + v(iz)® + v(is)* + 3e1] - [ua(i1) — ua(i)]

@2( 1 [U(il)g + U(i2)2 + U(i3)2 + 361] . [UQ(il) — UQ(ig)]

o)+ ealo(in) — vlia)] + RIS (ulia) = 1)+ 5AG)

®3(iy)

Berechnungen fiir j = is:

1 (i) = %[v(il)2 +w(iz)® +v(is)” + 3e1] - [un(i2) — ua(is)]
Balipi) = Gl0(0n)? +0(i2)? +0(ia)? + 31| [ua(iz) — ua(iz)
Balipi,) = ol + Eealo) = (i) + g2l (v(ia) — 1) + 5AG)

Berechnungen fiir j = i3:

P1(piy) %[U(il)2 +w(ig)? + v(iz)? + 3e1] - [2u (i3) — wa(i1) — ua (i2)]

Do (piy) = %[U(il)Q +w(ig)? + v(iz)? + 3e1] - [2ua(iz) — ua(ir) — ua(iz)]
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Balipi) = oli) + Eeal2e(ia) — vlia) = 0(i2)] + FHIE(v(i) — 1) + HAGi)

partielle Ableitungen von ®;(y,), ®2(¢;) und ®3(¢;) auf einem Dreieck e

Nun wollen wir die partiellen Ableitungen der Funktionen ®1(p;), ®2(y;) und ®3(p;) auf

einem Dreieck e angeben.

Dreieck mit nach oben gerichteter Spitze:
@ = [u (in) — w1 (i1)]* + [ua (i3) — w1 (1)) + [ua(ia) — ua(ir)]? + [ua(iz) — ua(i1)]®

1.Fall j =i
Partielle Ableitungen von ®;:

35?2;) = ;[v(il)2 + v(ig)? + v(is)? + 31
aﬁ;) = —%[v(il)2 + v(ia)? + v(is)? + 321]
351(123) = —é[v@d)? + 0(in)? + v(is)? + 3¢1]
éﬁb = S — waliz) i i) - v(i)
aicﬁ-; = 3Lw(in) —wi(iz) —w(iz)] - v(iz)
32((1;3) N gml(“) —un(iz) —ui(iz)] - 0(is)

Partielle Ableitungen von ®a:

0P, 2

Bugliy) = 300 F (@)’ + (@)’ + 32

853232) = —%[v(il)2 +(iz)? + v(iz)? + 3e1]

Gt = i + (i) + ) + 31

o = 2 ouatin) — i) — ) )

ai((}Z) = [2us(in) — ualia) — wais)] - (i)
od

Polis) §[2U2(i1) — ug(iz) — ua(iz)] - v(is)
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Partielle Ableitungen von ®3:

afi) - %Wﬂ[%l(m — i (iz) — w1 (i3)]
affZ;Z) = gu(i)[u (i) — wi(in)]
50 = Duiltie) (o)
affzjl) = Sl 2ua(in) — wsliz) — ua(is)]
o = R uais) —ua(in)
853233) = %v(il)[w(ig) — ug(ir)]
ai((lz) = ;u+2€52+;h2§;
oD
A (iz) = —ge
52{2) = —€e2
a(i((IZ) = %hQ
2.Fall j = i

Partielle Ableitungen von ®;:

aflqz;) = —%[U(il)2 + v(ig)? + v(is)? + 31
351(12;2) = é[v(il)2 +v(is)? + v(iz)? + 3e1]
a?;(z'll) - %wmm — w1 ()] - v(i)
ai((i;) = §[u1<z~2> — un(in)] - v(is)
ol = Sunlia) i) ol

Partielle Ableitungen von ®s:

85:231) - _%[U(il)Q + v(i9)? + v(i3)? + 3¢4]
852(12?2) - %[v(ily + v(i)? + v(is)? + 3e1]
o® 2

dv(iy) - g[u2(2 ) —ua(i1)] - v(ir)
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0Py 2

Buliy) —3t2li2) —ua(in)] - v(iz)
a(zc(p;) :g[w(i?) —ug(i1)] - v(is)

Partielle Ableitungen von ®3:

031(1231) = ;U(b)pul(il) — uq(ig) — uq(i3)]
351(1232) = ;”(iZ)[U1(i2) —uy(i1)]
351(1233) = ;U(b)[ul(is) — uy(i1)]
85;231) - %U(iZ)[2“2(il) — ug(iz) — uz(i3)]
S = Rufuatia) ~ ua()
355233) = ;U(iZ)[Uz(i3) — ua(i1)]
0b5
aoli) o
R
8(133 . 1h2
ON(in) 6
3.Fall j = i

Partielle Ableitungen von ®1:

0P, 1

(i) = 3l o)’ + (i)’ + el
351(123) = %[v(ilf +v(iz2)® + v(iz)” + 3e1]
Sy = 3l —w)]- )
Sy = gluli) (o] o)
8?;((11'3) - §[U1<@'3> —u1(i)] - v(iz)

Partielle Ableitungen von ®,:

0Py Lo o
Fua(in) 3[1}(21) + v(ig)” + v(i3z)” + 3e1]
0P, 1

8UQ(i3) = g[v(il)Q + ’U(iz)2 + U(’i3)2 + 351]
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0P,
811 (il )

0P,
Ov(iz)

0P
dv(is)

:%[uz(iS) - U2(i1)] : U(il)
%[UZ(z‘g) —uy(i1)] - v(in)
:%[uz(iS) — ug(i1)] - v(i3)

Partielle Ableitungen von ®j3:

851(1231) N %U(i3)[2u1(i1) — u1(i2) = u(i3)]
051(1232) N %”“3)[“1(1'2) — ()]

551(1233) = %U(i3)[u1(i3) — up (i1)]

332(1231) = %’0(13)[2“2(@'1) — ug(i2) — ua(i3)]
85:1232) B %U(iB)[UZ(iQ) — uz(i1)]

355233) = %”(iS)[UQ(i3) — ug(iy)]

o) —{e2

0P3 2 1 1

i) — 3" TRt

0%Ps Lo

OA(is) 6

Dreieck mit nach unten gerichteter Spitze:

U = [uq(i3) — w1 (i2)]* + [ua (i3) — w1 (ir)]* + [ua(is) — ua(iz)]* + [ua(is) — ua(i1)]

L.Fall j =

Partielle Ableitungen von ®1:

G = 30 (i) + olia) + 321
851(12,23) = —%[v(il)2 + v(ig)? + v(is)? + 31
;izll) = ;[ul(il) — uy(i3)] - v(i1)
ai(ﬁ; - %m(m —u1(i3)] - v(iz)
= St — )] 2(a)
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Partielle Ableitungen von ®q:

0Py 1

Bualin) 3[0(i)* +v(i2)® + v(iz)” + 3e1]
(952(1233) = —%[U(il)2 +(i)? + v(iz)? + 3e1)
Sy = gluatin) = walia)] - o(in)
fﬂ = Zluali) — ualis)] (i)
ai((IZ) - g[“ﬂil) — ug(13)] - v(iz)

Partielle Ableitungen von ®3:

8(1)3 2
8U1 (’Ll) g
8<I>3 2

3
2

v(in)[u(ir) — u(i)]

uy (ia)
003

8U1 (13)
0By

Ous(iy)

2
3
0P 2 '
dus (iz) = 3v v(i1)[uz2(i2) — u2(is)]
2
3

v(i1)[u1 (i2) — u1(is)]

= 3 v(in)[2u1 (i3) — w1 (i1) — wi(iz)]

v(i1)[ua(i1) — ua(is)]

03

Oua(is)

OPs 1 1,1
Boliy) §u+§52+§h2§5
OPs
dv(iz)
o 1
OA(i1) 6

v(i1)[2u2(i3) — u2(i1) — ua(iz)]

= —Ee9

2.Fall j = ig
Partielle Ableitungen von ®5:

851(12112) B %[U(il)Z +0(ia)? + v(i3)* + 321
85512;3) = 5[0l + 0(@2)? + o(in)? + 31
= o) = i) ()

0P, 2

oty — 3(2) —mlis)] (i)
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Partielle Ableitungen von ®s:

355232) = %[v(il)2 +u(in)? + v(iz)? + 321
855232) = _%[U(il)2 + v(ig)? + v(i3)? + 3e4]
S = 3l — ()]
ai((IZ) - g[w(m — ua(i3)] - v(ia)
3?;(113) = §[u2<z~2> — ua(iz)] - v(is)

Partielle Ableitungen von ®g3:

affa) = S0l i) i)
520 Duilatia) )
aff}jg) = Soli)2ulis) — (i) - wi ()]
o= D) wati)
855232) = %U(’h)[w(h) — u(i3)]
G = olia)2ua(ia) = ua(in) = i)
8?}2.32) = ;u+£€2+;h2§;
iy~ €
a(i((bz'?;) = éhQ
3.Fall j = i3

Partielle Ableitungen von ®;:

aq)l . _1 - \2 . \2 . \2
Funlin) g[0(@1)” +v(i2)” + v(ia)” + 3e1]
& — _1 N2 . \2 . \2
Jun(ia) 3 [v(i1)” 4+ v(i2)” + v(ig)” + 3e1]

0P, 2

B (13) = g[v(il)Q + ’U(iz)2 + U(’i3)2 + 351]
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0P
811 (il )

0P,
Ov(iz)

0P
dv(is)

:g[zul(i:s) —u(i1) —u(iz)] - v(ir)
:%[211,1(2'3) —uy(ir) — ui(iz)] - v(i2)
:g[zul(i:s) — u(i1) — ui(ig)] - v(iz)

Partielle Ableitungen von ®s:

82{251) = —%[U(il)2 + v(iz)? + v(iz)? + 3e1]
652(1252) = —%[v(il)2 +v(in)? + v(iz)? + 321]
3@2{2@ = ;[U(il)Q + v(ig)? + v(is)? + 31
ai((ij) - 2[2“2@3) —uz(in) = ua(iz)] - v(ir)
D = B usli) —uan) — )] (i)
a(z((ig) = 2[2“2(i3> — us(ir) — ug(iz)] - v(is)

Partielle Ableitungen von ®3:

851(1231) = %”(iS)[ul(il) — uq(ig)]

ot P )

031(1233) = ;”(is)pul(ig) —uq(i1) — uq(i2)]
855231) - %v(m[“?(il) — u2(is)]

852(1232) - ;”(iS)[Uz(iz) — us(i3)]

85523@ B 2““3)[2“2(@'3) — ua(i) — ua(iz)]
6(133 .

Boli) o

d0(ia) —&e2

ai((ii,) - %m 2er + ;h%;

0%Ps 1h2

oX(is) 6
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