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Dieses Skript beruht auf einer Vorlesung Wissenschaftliches Rechnen, die ich gemeinsam mit An-
dreas Dedner im SS 2006 an der Universitdt Freiburg gehalten habe. Das Skript wird im Laufe der
Vorlesung im WS 2009 aktualisiert und iiberarbeitet.

Der Schwerpunkt der Vorlesung ist die Diskretisierung und effiziente Implementierung von soge-
nannten Discontinuous-Galerkin-Verfahren zur Approximation von elliptischen, parabolischen und
hyperbolischen Partiellen Differentialgleichungen. Discontinuous-Galerkin-Verfahren zeichnen sich
aus durch eine hohe Flexibilitdat bei der Behandlung sehr unterschiedlicher Probleme; so konnen
sowohl glatte Losungen mit hoher Genauigkeit approximiert werden, wie auch unstetige Losun-
gen effektiv berechnet werden. Im Gegensatz zum Standard Finite-Elemente-Verfahren wird beim
Discontinuous-Galerkin-Verfahren keine Stetigkeit der Approximation iiber Elementgrenzen hinweg
gefordert. Dadurch erhélt die Approximation einen lokalen Charakter, der sich positiv auswirkt
bei Mafinahmen zur Steigerung der Effizienz des Verfahrens, wie etwa bei Parallelisierung und Ad-
aptivitdt. Des Weiteren lésst sich ein grofser Teil der Algorithmen generisch implementieren, d.h.
unabhéngig vom Typ der partiellen Differentialgleichung und von den konkreten Daten. Um aller-
dings ein vielseitiges, effizientes und leicht wieder verwertbares Programm zu schreiben, sind einige
Gesichtspunkte beim Design zu beriicksichtigen. Dazu werden in der Vorlesung und anhand prakti-
scher Ubungen fortgeschrittene Methoden der C+-+-Programmiersprache besprochen.

Mario Ohlberger
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KAPITEL 1

Einleitung

Ziel (der Vorlesung).
Entwicklung einer generischen Diskretisierung fiir “beliebige” partielle Differentialgleichungen und
deren Implementierung in C++.

Ansatz: Local-Discontinuous-Galerkin-Verfahren (LDG). Bei Discontinuous-Galerkin-Verfahren wird
der Ansatzraum mit stiickweise polynomialen Funktionen gewéhlt, aber es wird keine Stetigkeit zwi-
schen Gitterzellen gefordert.

Resultat: Bezeichnet V' den kontinuierlichen Losungsraum, und V}, den diskreten Losungsraum, so

gilt Vi, ¢ X!
= LDG-Verfahren sind nicht konforme Finite-Elemente-Verfahren.
Implementierung: Moglichst allgemeiner Schnittstellen-Ansatz.

1) Ermittlung von Eigenschaften eines Gitters, die zur Diskretisierung von Partiellen DGLn beno-
tigt werden.

2) Entwurf eines Interface fiir diese einzelnen Bausteine mit dem Ziel, keine Einbufen bei der
Rechenzeit zu haben.

3) Zentrales Konzept: Template-Klassen

Gitterimplementierung 1 ‘ ’ Gitterimplementierung 2 ‘

i

Gitterinterface

’ Diskretisierung 1 ‘ ‘ ‘

Diskretisierungsinterface

User ’ Diskretisierung 2 ‘

Abbildung 1.1: schematischer Aufbau des Interface
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1.1 Finite Elemente fiir elliptische Probleme

Definition 1.1 (Laplace-Problem).
Seien ) C R” ein Gebiet mit Lipschitz-Rand, V = Hé’Q(Q) und f € L%(Q). Dann heiflt u € V
schwache Lésung von

—Au=f in 2,
u=0 auf 092,
falls gilt
a(u,v) = b(v) Yv eV, (1.1)
mit

Definition 1.2 (Finite-Elemente-Methode (FEM)).

1. Schritt: Konstruktion eines Gitters Ty, := {T; };cs auf €2, siche Abbildung [1.2] (genauere Bedin-
gungen s.u.).

2. Schritt: Wahl eines endlichdimensionalen Unterraumes V;, C V mit einer Basis
{v1,...,un}, dim(V},) = N. Dieser Raum wird anhand des Gitters 7, definiert (s.u.).

3. Schritt: Konstruktion von up, € V}, mit
a(up,vy) = b(vp) Yoy, € V. (1.2)
Dazu setzen wir an:

N
un(@) = 3 ujv(2)
j=1

mit u; € R (1 < j < N).
Man nennt {u]-}é-\[:1 die Freiheitsgrade von wy, (degrees of freedom, DOF). Da {vi,...,on}

(2

=

Abbildung 1.2: eine Triangulierung




1.2. DAS RECHENGITTER 3

eine Basis von V}, ist, geniigt es, (1.2) mit v;, i = 1,..., N, zu testen:

a(up,v;) = b(v;) Vie{l,...,N}
N
= > wuja(v;,v;) = b(v;) Vie{l,...,N}. (1.3)
j=1
Mit
b:= (b(v)), €RY,
A= (a(vjv”i))lgz‘,jgN €

U:= (uj)év:l eRY,

NxN
R™2T,

ist (1.3) Aquivalent zu

AU = b,
d.h. die DOFs erhalten wir als Losung eines linearen Gleichungssystems. Die Matrix A heifst
Steifigkeitsmatrix.

4. Schritt: Numerische Losung von AU = b, d.h. Konstruktion einer Approximation U € R¥ so
dass ||[U — U]|| klein ist (oder alternativ so dass das Residuum |[|AU — b]| klein ist).

Also benétigen wir:
1) Methoden zur Gitterkonstruktion und Verwaltung,
2) Konstruktion der Basisfunktionen vy, ..., vy,
3) a) Berechnung der Eintrége b; = fQ fv;, d.h. numerische Quadraturen,
b) Berechnung der Steifigkeitsmatrix A,
4) Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme.

Wir betrachten im folgenden Finite-Elemente-Verfahren basierend auf Referenzelementen.

1.2 Das Rechengitter

Definition 1.3 (Dreiecksgitter in 2D, Referenzsimplex, Subentitéten).
Seien im folgenden n = 2 und 2 C R? polygonal berandet. Sei 7, = {T} |i € [ :={1,..., M}},
wobei 17, ..., Ty Dreiecke sind mit:

) UL Ti=9,
@ 0, i#7j;
) hndi={ 3 ;77
m m Ti? ZZ]u ] ] o
3) inNT; = 0. e pp sonst mit e;; gemeinsame Kante von T; und 7 und p, Knoten in T;
s €199 )

und 7}.
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Definition der Referenzelemente: Sei py = (0,0), p1 = (1,0), p2 = (0,1) und T die konvexe
Hiille von pg, p1, po, d.h.

T={(z,y)|0<z<1,0<y<1-a}.

T wird Referenzdreieck oder Referenzsimpler in 2D genannt.

Do, D1, P2 sind die Knoten oder Subentititen der Kodimension 2 (codim = 2, Codim-2-Entitéten)
von T' (allgemein: [ hat Kodimension m < n, falls [ € R"™™).

gQ(T) = {ﬁ0> ﬁlv ]52}
Die Kanten éy, é1, é2 (s. Abbildung heiffen Subentititen der Kodimension 1,

EVT) := {éo, é1, &} .

.@:(071)

1 /\ 0

T

2-(0,0) & p—(1.0)

Abbildung 1.3: Referenzsimplex in 2D

Definition 1.4 (Referenzabbildung).
Die Elemente T eines Dreiecksgitters 7; ergeben sich aus einer affinen Transformation des Referen-

zelementes, d.h. T'= Fp(T'), wobei die Referenzabbildung Fr gegeben ist durch Fp (&) = Apxz + by
mit Ap € RQXQ, br € R2.

Die Menge der Subentititen der Kodimension 1 von T ist £1(T) = (eoT, erl, egT) mit e;T := Fr(&;)
und die Menge der Codim-2-Entitéten von T ist E(T) = (po”, p1”, p2’) mit p;’ := Fr(p;).

Abbildung 1.4: Referenzabbildung in 2D
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Bemerkung,.
Durch die Festlegung einer lokalen Nummerierung der Subentitéiten auf dem Referenzelement wird
eine lokale Nummerierung auf 7" indusziert.

Definition 1.5 (Entitéten).
Entitdten der Kodimension ¢ = 0,...,2 (bzw. Codim-c-Entitéten), sind:

c=0: E={T|T<cT},
c=1: &' =UpEYT) = Uyr {Fr(éo), Fr(é1), Fr(é)},
c=2: E2 = ET)=Ur {Fr(o), Fr(pr), Fr(p2)}.

Definition 1.6 (konforme Triangulierung). L
Th ist eine konforme Triangulierung, falls Upey. T = Q und falls fiir 7,7" € T, T # T" gilt:
TNT # 0 dann ist TNT" € E4(T) NE(T") tur ein ¢ € {1,2}.

Fiir die Finite-Elemente-Funktionen miissen die Freiheitsgrade (DOFs) an die Entitéten “angehédngt”
werden. Etwa fiir lineare Finite Elemente:

vp(x) = Z Upipp ().

pe&?

Wir bendétigen zur Implementierung jedoch einen Ausdruck der Form: Efil vipi(x).

Definition 1.7 (Indexabbildung).
Fir ¢ = 0,1,2 sei eine Indexabbildung u¢ : £ — N, injektiv, gegeben. Zur Vereinfachung der
Notation nehmen wir an, dass p¢: €€ — {1,..., N.} mit N. = |€¢| eine bijektive Abbildung ist.

Wir schreiben auch hiufig p; fiir die Codim-2-Entitiit p € £2 mit u?(p) = i.

Fir £ =0, 1,2 wird durch
pl2 (k) == 1P (o) baw. pTh (k) i= p' (ex”)

eine Abbildung von lokaler zu globaler Nummerierung induziert (siche Abb. .

Abbildung 1.5: Globale und lokale Nummerierung.
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1.3 Diskrete Funktionen

Wir betrachten zunéchst stiickweise lineare und stetige Finite Elemente Funktionen, d.h.
Vi, = {’Uh € CO(Q) ’ vh\T S Pl(T) VT € 77L} .

Ziel.
Wir benétigen eine Basis von Vj, und eine Vorschrift, um v € V3, auf einem gegebenen Element T’
auszuwerten.

Bemerkung.

Bei der Implementierung einer Finite-Elemente-Methode stellt man fest, dass vy, nie fiir ein x € Q2
ausgewertet werden muss, sondern immer nur v, (Fr(2)) fiir ein gegebenes Element 7" € T;, und eine
gegebene lokale Koordinate & € T.

Daher konstruieren wir vy, € Vj, durch: vy |p =: vp fir T' € Tp,.

Definition 1.8 (Basis der “Hiitchenfunktionen”).
Eine Basis ® von P;(T") ist gegeben durch die Hiitchenfunktionen ¢g, ¢1, @2, definiert durch:

Or(pr) == 0y, fiir 0 < k,1 < 2.

Durch @7 = {@o”, ¢17, @27} mit @7 := @y, 0 Fr~! wird eine Basis von Py (T) definiert.
Fiir p € £2 mit p?(p) = i sei

[0, pgED),
pi = orl, p=pi! fiirein k€ {0,1,2} bzw. uT2(k) =i

= & = {¥1,...,¢nN,} ist eine Basis von V.

Bemerkung.
Sei T € Ty, & € T und p'*2(k) = i. Dann ist:

pi(Fr()) = o' (Fr(z)) = ¢i(2).

Definition 1.9 (Lokale DOFs).
Sei vy, € Vj, dann ist vy, = Zf\fl vip;. Es sind (vy,...,vn,) die DOFs von vy,. Zu T € Ty, sind
T

Uk~ 1= UpT2(k) (k=0,1,2) die lokalen Freiheitsgrade. Es ist

2

T T
Uh|T =vr = Vi~ i
i=0

bzw. ’UT(FT(JIA?)) = Z?:[) UZT(ﬁZ(i)

Allgemein: v7 : & — N mit vp(pr) = p?(pe”) beschreibt eine Abbildung von lokalen DOFs auf
globale DOFs.

Es ist
vr(Fr(2)) = Z V() P(2).
ped

Ist ® = (Po,...,¢r), so schreiben wir auch v7 (k) = T (p).
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1.4 Assemblieren des linearen Gleichungssystems

1.4.1 Die Rechte Seite

Ziel.
Berechnung von b; := [, fy; firi=1,..., Na.

Falls f keine “einfache” Funktion ist, bendtigt man dafiir numerische Quadraturen. Dazu transfor-
mieren wir die Integration zundchst auf eine Summe von Integrationen iiber dem Referenzelement.

Sei g € C°(Q), dann gilt:

/ z)dx = Z/ x)de = Z/ (Fr(2)) |det DFp(2)| di

TeT, TeT,
Z |detAT\/gT dw
TeT,

mit g7 = g o Fp € CY(T).

Definition 1.10 (Quadraturen).
Ein Quadratur Q = (W, X) mit W = (,)._; C R, X = (24)),_; C R?,

Q heikt exakt auf einem Polynomraum Py(T), falls fiir alle p € Py(T) gilt:
Q)= | ile)ds.

Fiir g € C%(T) wird mittels
,
= Z wag(xa),
a=1

mit z, = Fr(2,) und wy = | det Ap|i,, eine Quadratur fiir T € 7Tj, induziert.

Satz 1.11.

i) Ist Q exakt auf Py(T), so ist die induzierte Quadratur Qp exakt auf Py(T).
i) Ist Q exakt auf Py(T) und sei g € C°(), Q(g) := > ret, Qr(9), so gilt:

lLM@M—Q@ﬂSCW“,

(mit z.B. h := maxpc7, diam(T)).
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N [[logN | N | N-logN | N?
10° ) 7 [10°] 7-10° | 10° |, { o5 Sekunde ~ 12 Tage
10* 10 | 10 10° 108 Speicher (8 byte) ~» 80 Mb

10° 12 | 10° | 12-10° | 10'°

Abbildung 1.6: Daten fiir Aufwand zur Illustration

Beweis:
i) Nachrechnen; gilt, da det A7 konstant

ii) Vgl. Vorlesung Einfihrung in die Numerische Mathematik.

Bemerkung.
Quadraturen mit hoher Ordnung kénnen konstruiert werden durch die Forderung Q fT p(z)dx =

0 fiir ein p aus einer Basis von Py(T ) Allerdings ergibt dies ein nichi-lineares gekoppeltes System
algebraischer Gleichungen fiir (£,), (10q). In der Praxis ist schon s = 10 hoch.

Wir erhalten eine Approximation von b; der Form
b= [ foim 3 Qulro
TeTh

Wir schreiben im weiteren b; = ZTeTh Qr(fpi), i=1,..., Ny. Aufwand zur Berechnung von b; ist
O(|€2]|1€°)), d.h. quadratischer Aufwand.

Der optimale Aufwand zur Berechnung von b ist sicherlich linear.

Reduktion des Aufwandes: Beitrag jedes Elementes zum ganzen Vektor b am Stiick berechnen.

Es ist:
No
ZZQT pi)e; = ZZQT
=1T€Ty, TeTh i=1
Mit
i = 0, pi¢&XD),
;=
o, 0= p"R(k)
folgt

= ZQT fer")e,rap

TeTy k=0

=D D Qr(f(@oFr)ler),

TET, @eq)

wobei e; den i-ten Einheitsvektor bezeichne.
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Definieren wir nun die “lokalen rechten Seiten’
b" (bk )k o it
— Qr(for”) / ForT,

dannist b= ), Zi:o ka7yT(k). Der Aufwand ist somit O(|€°)).
Bemerkung.
Fir T € T, und ¢ € ® ist

r

= Qr(fer”) = D_ |det Azl f(Fr(ia)@i” (Fr(ia)).
a=1
Implementierung:
1) Berechne a-priori: ¢o := $(&4) fiir alle ¢ € & (“Caching).
2) Setze b= 0. Fiir T' € Tp,: Berechne d := |det Ar|, yo := Fr(Za), fo := f(Ya)-

Fiir ¢ € ®: Berechne 3 := > 1 W fapa und schlieblich (in C++ — Schreibweise)

b [v"()] + = dp.

1.4.2 Die Steifigkeitsmatrix

Wie wir in Abschnitt gesehen haben, ist die Steifigkeitsmatrix fiir das Poisson-Problem wie folgt
gegeben

A = (aij)1<ij<Ng» aij = / Vpj - V.
Q

Mit der Strategie aus [I.4.1] betrachten wir zunéchst lokale Steifigkeitsmatrizen:

2
= </ Ver! - VSOZT) :
T 1,k=0

2
A=) ) ' Birgura,

T k=0

Damit erhalten wir

mit der Matrix E;j = (€)k,i=0,..2 € RN2xN2 it gy = 3ik0j1.

Wieder erreichen wir durch die Lokalisierung eine Reduktion des Aufwands auf O(|£°]) (anstelle
von O(|€°][€2])).

Zur Berechnung der Element-Steifigkeitsmatrizen a1 verwenden wir wieder die Transformation auf
das Referenzelement:

= / Vorl -V
T

= / |det Ar| A7 "Vr- ALV,
T~ —— ——

=const =const =const
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Dass die Ausdriicke konstant sind gilt natiirlich nur, falls ¢, ¢; linear sind und T ein Dreieck ist.
Dabei haben wir verwendet, dass gilt ¢,” = 4 o F; L

Im Gegensatz zum Rechenaufwand ist der Speicheraufwand zunichst von der Ordnung O(|€°[?),
obwohl die Matrix A diinn besetzt ist, d.h. man speichert im wesentlichen Nullen ab.

Idee (Compressed Row Storage (CRS)).

Ist a; die i-te Zeile von A, so ist a;; = 0, falls keine Kante zwischen p; und p; existiert, d.h. es gibt
kein Dreieck T' € Ty, welches p; und p; als Knoten enthélt (siehe Abb .

Jv0v0,= 0

0

Abbildung 1.7: Gemeinsamer Tréager von Basisfunktionen liefert Matrixeintrag. )

Also entspricht die Anzahl der Eintrége a;; # 0 der Anzahl der Kanten mit p; als Eckknoten.

Ansatz: Speichere nur Werte a;; # 0 und zusatzlich die Spaltenposition j. Sei dazu M > 0 eine
obere Schranke fiir die Anzahl der Codim-1-Entitéten, die einen Knoten gemeinsam haben (z.B. a-
priori gewihlt). Wir speichern Matrizen S, C' € RY2*M wobei die Zeilen S;, C; wie folgt berechnet
werden:

Si = (aijl,aijé, . ,aijMi,O g eee 0),

C’i — (jla j27 ey ]Mp*]-av*]-)
Dabei sind a;;, die Eintrdge ungleich Null.
Mit den Matrizen S, C erhalten wir die Eintrdge der Matrix A wie folgt

Aii = 07 Cik?’éj,kzl,...7M7
Y Sk, Cik =3

Der Speicheraufwand fiir CRS ist O(|€Y)).

1.5 Losen des Linearen Gleichungssystems AU = b

Bemerkung.

Da A diinn besetzt ist, eignet sich kein direkter Loser (es tritt ein “fill-in”-Effekt auf). Ein effizienter
Ansatz sind Krylov-Unterraum-Methoden. Aus der Numerik II bekannt ist das cg-Verfahren fiir
positiv definite symmetrische Matrizen. Ist A nicht symmetrisch, existieren Verallgemeinerungen
(z.B. gmres, begstab). Wir verweisen hier auf weiterfithrende Literatur, z.B. [12], [14].
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Bemerkung (Weitere Verbesserung).

Mehrgitter-Loser und Vorkonditionierung (siche [14]).

Bei den Krylov-Unterraum-Methoden wird die Matrix A selbst nicht bendtigt, sondern nur Matrix-
Vektor-Multiplikation der Form y = Az fiir gegebenes z € RNz,

Implementierung mit CRS-Matrizen: Sei + € R gegeben, A eine CRS-Matrix und y = 0.
Dann sieht ein typischer Algorithmus zur Matrix-Vektor-Multiplikation wie folgt aus (Aufwand:
O(|€?))):

for( int 1 = 1; i < N_2; i++ )
{
k = 1;
while( C_ik !'= - 1 )
{
y_i = S_ik * x_C_ik;
k++;
}
+

1.6 Verallgemeinerte elliptische PDGLn

Verallgemeinerung mit Termen niedrigerer Ordnung

Definition (Allgemeine elliptische Partielle Differentialgleichung).
Seien a(x) € R™", b(x) € R und ¢(z) € R.

=V - (a(x)Vu(z)) + V- (b(x)u(x)) + c(z)u(z) = f(x).

Zusétzlich sei die Gleichung elliptisch (z.B. a uniform symmetrisch und positiv definit, b divergenzfrei
und c(z) > 0).

Finite Elemente Ansatz: uj(x) = >_; u;jp;(z). Dann folgt:

S ( [ a@)Verve - [ blaye) e+ [ C(x)%‘%’) — [ f@ei Vo vic H@.
j Q Q Q Q
Dies fiihrt auf ein LGS AU = b mit der Matrix A =5 — G+ M,

Steifigkeitsmatrix: S := </ a(:U)Vgijgpl) )
Q 1<4,j<Na

Massematrix: M := (/ c(x)%%) )
Q

1<i,j< N2
Transportmatrix: G := </ (b(m)wj)VgOi)
Q 1<4,5<N>

Zur Berechnung der Matrixeintrage und zur Speicherung der Matrix konnen die Konzepte aus
Abschnitt wie in [1.4] verwendet werden. Die Matrix A ist diinn besetzt, aber im Allgemeinen nicht
symmetrisch.

Hier bend6tigt man jetzt auch Quadraturformeln zur Berechnung von A, falls a, b, ¢ vom Ort abhén-
gen.
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Allgemeine Randbedingungen

Bisher: u = 0 auf 0f). Betrachte nun:

-V - (aVu)+ V- (bu)+cu=f in Q,
u=gp auf 0Qp, (Dirichlet)
(aVu —bu) -n =gy auf 00y, (Neumann)
(aVu —bu) + au = gr auf 0Qg, (Robin),

wobei 02 = 90 p U Iy UINR, a # 0, und n die dukere Normale an 0f ist.

Schwache Formulierung: Sei

goGHéQD ={peC®:¢p=0auf 0Qp}.

/fg0:/aVuV<p—/ aVu - ne
Q Q a0
—/buV4p+/ bu-ng0+/cucp
Q a0 Q

/ (aVuVe — buVe + cuyp) — / (aVu —bu) - ne
Q

o0
=:a(u,p)
— [ foratue) = [ (@Vu-bu)-np
Q o0p
S—— ~~
—b(p) —0, da ¢log, =0

— / (aVu — bu) - np — / (aVu —bu) - np = b(p).
00N R

=foq, IN® =Joq, (9rP—au)p
Gesucht: v =gp + Hfl?QD’ mit gp € H' mit spur(gp) = gp auf IQp, mit

a(u, 90)+/ aw:b(sﬁ)Jr/ gNsD+/ gre Ve € Hjq, .
0NRr 5. 93% NRr

Implementierung (der Randbedingungen)

Zur Implementierung der Randbedingung transformieren wir das Problem zunéchst auf ein Problem
mit Nullrandwerten auf dem Dirichletrand, d.h. wir setzen v =u —gp € H (%QD und erhalten fiir v:

a(v,¢)+/ aup Zb(¢)+/ gNso+/ gRY
0Qpr QN QR

+ (1(9717, 80) +/ agpy, VQD € HéQD
15,9573
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Zur Implementierung dieser Formulierung sind folgende Modifikationen nétig:
Modifikation der Massematrix: Zur Beriicksichtigung des Randintegralterms auf der Rechten
Seite modifiziert sich die resultierende Massematrix M zu:

M;; :z/cwpfr/ QP pP;.
Q NRr

Modifikation der Rechten Seite:

bi 5:/f90i+/ gR‘Pi"‘/ INPi
Q ONRr 0N

=+ a(m> 802‘) + / O‘m@i
O0R

Dabei ist gpj im Falle von linearen Finiten Elementen definiert durch gp(pi) = gp(pi), falls
pi € 0Qp und gp p(p;) = 0 sonst.

Dirichlet Randwerte: Alle Freiheitsgrade, die auf 9€Q2p “liegen” (im Fall linearer FE sind das die u;
mit p; € 0Qp) sind festgelegt. Sie konnten aus dem Gleichungssystem AU = b entfernt werden, z.B.
durch Streichen der i-ten Zeile und Spalte. Im allgemeinen ist es aber einfacher, die Freiheitsgrade
im System zu belassen und die Matrix A und die rechte Seite b anzupassen:

0
b1
7 — 0O ... 0010 0 U; = gD(pz)
: b,
0
/]\
7
1.7 Das Discontinuous-Galerkin-Verfahren
Wir betrachten das Problem
—-Au=f in R?, (1.4a)
u=20 auf 0€). (1.4b)

Ist f € L?(2), Q glattes, konvexes Gebiet, so hat genau eine Lésung in H2(Q) N HE(Q).
Sei Ty, eine Zerlegung von €2 (etwa ein konformes Dreiecksgitter) und sei
H*(Ty) := {v € L*(Q) | vy € HX(T) VT € Ty}
der Raum der stiickweise H2-Funktionen.
Die Loésung u von ist in H2(Ty), aber die Gleichung ist auf H?(7,) nicht wohlgestellt.

Man kann nur —Awu = f auf T'VT € T}, fordern. Dieses Problem hat viele Losungen, so ist etwa fiir
f = 0 nicht nur die Nulllésung eine Losung, sondern etwa alle konstanten Funktionen. Die Lésung
u von erfiillt zusitzlich noch, dass u zwischen Elementen stetig ist (v € C°(2)), und auch
dass Vu - n zwischen zwei benachbarten Elementen keinen Sprung hat, wobei n die Normale an die
Kante zwischen zwei Elementen ist.
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s1 so
A T I, . I
1 50 1 51
T ~ T,
S S S S
3 6 9
S S n n

Abbildung 1.8: Beispiel Intersections

Definition 1.12 (Intersections).
Zu T € Ty definieren wir die Menge der Intersections von T mit den anderen Elementen des Gitters
mittels

I(T) ={ScQ,S=TNnT" T € Tp,T;°#T; und |S| # 0 in R""'}.

Zu S € Z(T;) bezeichnen wir mit T;® € T;, das Element mit S = T; N T;® das Nachbarelement an T
iiber S.

Da wir eine nicht iiberlappende Zerlegung von  annehmen, ist S C 97; N 9T;°. Ist S € Z(T;), so
ist S € Z(T}®).

Beispiel.

Ist 73, eine konforme Triangulierung, so ist Z(T}) = {eo’?, e177, ea7i}, falls OT; N 9Q = 0.

Wir definieren die Menge aller Intersections von 7; durch :
T:={SeI(T)) | Ti € Tp mit u(T;) < pu°(T:*)} .
Ist S € Z, dann ist S € Z(T;) mit T; € T, und S = T; N T°.

Wir setzen: Ts! := T; und Ts" := T;* und ng sei die Einheitsnormale an S, die von T nach Tq"
zeigt, d.h. ng ist die dukere Normale an 9Ts'. Wir definieren noch:

Ty:={S COQ|3IT €Ty, sodass S =0QNIT}.

Wir definieren zu S € Ty, Ts' = T und ng als die dukere Normale an 0.

Bemerkung.

Bei einer konformen Triangulierung ist Z = £', wobei durch Z jeder Kante eindeutig eine Normale
zugeordnet ist und die Elemente “vor” und “hinter” der Kante.

Definition 1.13 (Sprung, Mittel).
Sei o € H%(Ty), S € Z und z € S. Dann ist:

B o= [l — =i =
¢ (x) El{‘rg)w(w ens) E%‘PlTsl(x eng),

+ =] 1 = 1 T .
o (x) €1{‘1(1) o(z +eng) 51\1‘1(1) o|rer(z + eng)
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Des Weiteren definieren wir noch den Sprung von ¢ iiber S durch:

und das Mittel von (:

Fir S € Zy,x € S sei:

[¢l(z) == —p~ (2),

Lemma 1.14.
Sei S €ZI,p€ H*(Ty),x € S. Dann gilt

i) Ist zusitzlich ¢ € CO(Ts' UTs™), so ist [¢](z) = 0, {p}(z) = ¢(x).
ii) Istp € H2(Ty), so gilt [py](x) = [pl(x){y}(z) + [W](x){¢}(2).
i) Ist 0 € CO(T UTs"), so folgt (o] (x) = o] () (@)

Beweis: 1) ist klar, iii) ergibt sich aus ii) und 1i).
zu ii)
(el + [l{e} =5 (0" — o)W +4)
+ %(@* +eT )W —y7)
:%(290%* — 207 ¢7) =[]

Lemma 1.15 (partielle Integration in H?(7y)).
Sei p € H*(Tp),v € H*(Ty)"™. Dann gilt:

_;/’TV.US@:;/TU'V@—I— > /g[go]{v-m}%—Z/S[v-ns]{@}-

SETUT, Sez

Bewesis:

2w oS- )
_ET:/T.U-VSD—ET:/(;TU-’H,@.

In der zweiten Summe taucht jedes S € 7 zweimal auf, einmal fiir T = Ts' und fiir 7 = Ts". Die
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Normale n an 07T ist gleich ng und fiir T = Ts" gilt: n = —ng. Also folgt

-3 [ (@ nselir - - nse)lrer)
S S

S [

SeTUZy

Die Behauptung folgt mit Lemma ii).

O
Wir wenden Lemma auf die Gleichung —Au = f auf T an.
Sei ¢ € H*(Th),
:>Z/f<p=—2/&w
T 7T T 7T
=3 [ Vurves X [ (Vusnsled
T /T sez”’s
+ 3 [ (vunsh).
Sezuz, /S
Ist u Losung von (1.4)), so folgt [Vu - ng] = 0, d.h.
[ o= [vuves 3 [ (Vu-nshie). (15)
0 T /T SeTuTy 'S

Ist w € H?(2) N HE(Q), so ist u auch klassische Losung von (L.5)). Allerdings gilt die Umkehrung
nicht. So ist etwa jede stiickweise konstante Funktion Losung von (1.5) mit f = 0, aber nur v = 0

ist Losung von (|1.4) mit f = 0.

Wir benétigen also weitere Terme, die beriicksichtigen, dass die Losung u von (1.4]) auch die folgen-
den Gleichungen erfiillt:

[u] =0 fiir alle S € Z,
[Vu-ng] =0 fir alle S € 7.

Definition (Kontinuierliches DG-Problem).
Wir betrachten das folgende schwache Problem:

Buys(u, ) = 1(9) fir alle € H(T;), (L6)

mit I(p) := [, fo und fir a € R, 5 > 0:
> [(vu-nsi

B s(v, ) :ZZ /T Vv Ve +
T SETUT,

o Y [WVens 48 3 hs™ [l

SETUZy SETUZLy

wobei hg eine geeignete lokale Gitterfunktion sei (z.B. hg := diam(95)).
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Bemerkung,.
Ist u die Losung von (1.4)), so ist u Losung von (|1.6]).

“Die Umkehrung gilt, falls 8 > 0” (ohne Beweis).

Bemerkung (Spezielle Bilinearformen/Ansétze).

Interior Penalty (IPG): o= —1, [ grok.
Nur falls o = —1 ist B, g symmetrisch.

Babuska, Oden, Baumann: a=1,8=0
Stabilisiertes, nicht-symmetrisches Verfahren (NIPG): a=1,8> 0.
B > 0 bestraft Unstetigkeiten in u.

Bemerkung.
Fiir o = —1 ist B, g symmetrische Bilinearform; fiir u € CY fallen alle zusitzlichen Terme weg.

Definition (Diskretes DG-Problem).
Gesucht: uy, € Vj, mit

Ba,g(un, n) = I(vn) Von € Vi
mit
Vh = {gOh E L2(Q) ‘ (Ph’T € PpT(T)VT € ’ﬁl} .

Dabei sei pp > 1 fiir alle T € Tp,.

Wahl einer Basis von Vj,: Sei p17,..., 947 eine Basis von Pyr (T;) mit d; = dim(F,;, (13)). Dann
ist die Basis ® von V}, gegeben durch

®:={p | Ti €T, 1 <k <di}.

Die lokalen Basisfunktionen kénnen wieder mittels 7" definiert werden:

T; A -1
$r! ::Spi,koFi 3

wobei @; 0, ..., P; 4, Basis ist von PPT,L- (T) ist.
Beispiel.

1) Lagrange-Basis auf P, (T)) (s. Abbildung

2) Orthonormalbasis zu den Monomen, d.h. 1, X, Y, X2, Y2 XV, ... orthonormalisieren mit Gram-
Schmidt.

In beiden Féllen gilt P, (T) c Bpr, (T), falls pr, < PT; -

Implementierung: Die Assemblierung des LGS geht analog zu klassischen Finite-Elemente-Verfahren.
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T

Abbildung 1.9: Stiitzstellen der Lagrange-Basisfunktionen fiir pr, = 1 (links) und p7, = 2 (rechts)

Unterschied: Die Systemmatrix A ist eine schwachbesetzte Blockmatriz:

mit Blocken A4;; € R%*% (siche Ubungsaufgabe).

Vergleich DG versus CG:

Nachteile:

e Viel mehr Freiheitsgrade!
Zum Beispiel bei linearen Ansatzfunktionen: CG — |£2], DG — 3|€Y].

e Das resultierende LGS ist im Allgemeinen schwerer zu losen. Fiir a # —1 kann beispielswei-
se das cg-Verfahren nicht eingesetzt werden. Stattdessen miissen teurere Verfahren wie z.B.
bicgstab verwendet werden.

Vorteile:

e Flexibler Einsatz von Adaptivitiat, auch p-Adaption (d.h. pr ist nicht konstant), aber auch
h-Adaption, da DOFs lokal auf den Elementen “leben”.

e Nicht konforme Verfeinerung, d.h. auch non-matching Gitter sind einfach zu behandeln.
e Keine speziellen Basisfunktionen.

e Parallelisierung



KAPITEL 2

Local-Discontinuous-Galerkin- Verfahren

In diesem Abschnitt fithren wir ein sehr allgemeines Konzept zur Approximation partieller Differen-
tialgleichungen mit sogenannten Local-Discontinuous-Galerkin-Verfahren ein. Wir orientieren uns
dabei an dem Artikel von Arnold, Brezzi, Cockburn und Marini Unified analysis of discontinuous
Galerkin methods for elliptic problems [6].

Die Grundlegende Idee dieses Ansatzes ist die Umformulierung von partiellen Differentialgleichun-
gen hoherer Ordnung in ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung. In diesem Kapitel
werden wir diesen Ansatz anhand des Poisson-Problems exemplarisch durchfiihren.
Lemma und Definition 2.1 (Laplace Problem als System 1. Ordnung — Gemischte Formulierung,
Sattelpunktformulierung).

Sei u Liosung des Laplace Problems mit homogenen Dirichletrandwerten. Ist u € C%(Q), so
ist das Laplace-Problem dquivalent zu

—V.o=Ff in Q, (2.1a)
o=Vu in Q, (2.1b)
u=0 auf 0. (2.1c)

Dabei haben wir den Fluss o als neue vektorwertige Variable eingefiihrt.

Im néchsten Schritt wollen wir fiir das resultierende System erster Ordnung eine schwache Formu-
lierung angeben.

Definition 2.2 (Schwache Formulierung von (2.1))).
Ein Paar (u,0) € H(Q) x [HY(Q)]" heift schwache Lésung von (2.1)), falls fiir alle Teilmengen

K C Q, K offen und beschrénkt mit Lipschitzrand, gilt:
/ G-Vsoz/ fs0+/ o NKP Yo € Hy(Q), (2.2a)
K K oK
Jov=[ v+ [ weng v € [HY(Q)]". (2.2b)
K K oK

Dabei ist nx die duftere Normale an K.

Bemerkung.

19
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1) Man erhélt die schwache Formulierung (2.2)), indem man die erste Gleichung in (2.1 mit ¢
und die zweite Gleichung mit ¢ multipliziert, dann beide Gleichungen iiber K integriert und

partiell integriert.
2) Man benétigt u € H}(2),0 € [HY(2)]" nur, damit die Randterme wohldefiniert sind.

3) Ist u € H?(Q) N H} (), eine schwache Losung von (L.1]), so ist u auch eine schwache Losung
von ([2.2) und umgekehrt.

2.1 Gitter in nD und LDG-Verfahren

Definition 2.3 (Referenzelement in nD).

1) Eine Menge ¢° C R™ heifit Referenzelement in nD mit den Subentititenmengen
E°(e°) :={€§,....65.}, i<c<m,
falls gilt:
a) Hnc(&) # 0, Hncr1(€5) =0, Vj =0,...,k;, V0O < c <,

b) é = conv(Ut1(e2)),

UetL(e%) c £HL(0) V5 =0, ...k, YO < c < n.

2) Vd < n seien M Mengen von Referenzelementen in RY mit folgenden Eigenschaften:

Ve € M™ Ve € £°(é) : 3¢ € M™ ¢ und eine bijektive Abbildung F'(&') = é°.

Beispiel 2.4 (Referenzelemente).
Das einzige Referenzelement in 1D ist das Einheitsintervall [0,1]. In 2D gibt es zwei klassische
Referenzelemente: Schliefslich noch die gebrauchlichsten Referenzelemente in 3D:

(0,1} (0.1) (1,1)

2 3

2 1 2 1

(0.0) (1,0) (0.0} (1,0

Abbildung 2.1: Dreieck(links), Quadrat (rechts)

Die Abbildungen stammen von der offiziellen DUNE-Homepage (s.o.).

Definition 2.5 (Hierarchische Gitter in nD).
Sei 2 C R™ ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand 0f). Ein hierarchisches Gitter Tp mit L + 1
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(0,0,1)

(0,0,0) (1,0.0) ©0.0 a0

Abbildung 2.2: Tetraeder (links), Hexaeder (rechts)

(0,1,1)

10 ©,0,1)

(1,000 .0, (1,000

Abbildung 2.3: Prisma (links), Pyramide (rechts)

Leveln besteht aus L + 1 Gittern
Tn:=A{To0,T1,-..,Tr}

Jedes Gitter besteht aus Entitdtenmengen &,° der Kodimension ¢ = 0,...,n,
T ={&%&",...,&"},
&° = {e% 11’ - ene-1}-
Wir definieren die Levelindexmenge fir Entitdten der Kodimension ¢ als
I°:={0,1,...,N(l,c) — 1}.
Tr heiftt hierarchisches Gitter von (2, falls gilt:

1) die Entitéten der Kodimension 0 auf Level 0 definieren eine Partition von :

U =2  é0:"néo®=00(#37).

2) Entitéaten der Kodimension 0 bilden einen Baum. Wir fordern:

VI>0iel’:jel 1% €% Ce1,
Dieses el_l,jo heifst Vater von el,io. Die Menge von Kindern einer Entitat ek,io definieren wir
durch
Cleri”) = {er;” | e1y” € exi” VI < L}
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3) Fiir jede Entitét euo der Kodimension 0 existiert ein Referenzelement ¢° € M und eine
glatte bijektive Referenzabbildung:

Fi:é®— e’
mit der Eigenschaft

F1i(85%) = € 0(5) VO<j<k,l<c<n,

mit Mlﬂ'c(j) 2 {0, 500y k} — Il~
Wir definieren:
Ii; = ({0, ... ke}).

4) Es gilt die Eindeutigkeit: Vi, j, c,l : ef, = e ; = t=j. Fur e?i definieren wir die Menge der
“Intersections mit anderen Elementen durch:

ACHES {eg{i Ned, | Hno1(ed; Ne) ) #0, i # j} .

Beispiel 2.6.
Hier sehen wir die Verfeinerung eines einfachen Makrogitters:

el e
) I — 1 1,2 1,3
Gitter = ’ ’
61,0 61,1
2 1 2
e(),2 e(),] 60?
0 0 1
2 1 2
6(}() eU,U e()]

Abbildung 2.4: Ein zweimal verfeinertes Gitter

In einem Entitdtenbaum kann man die Verwandtschaftsbeziehungen in einem verfeinerten Gitter
festhalten:

0,0
0 0 0 0
€0 € €0 €3
0 0 0 0
€0 € €9 €5

Abbildung 2.5: zugehoriger Entitdtenbaum
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Definition 2.7 (Blattgitter von 7p).
Sei T ein hierarchisches Gitter von @ C R™. Dann ist das Blattgitter (engl. leaf grid) definiert
durch:

Tieaf := {Sls)safa 000 7Slréaf}

mit den Eigenschaften:
]') gl(c)aaf: {6?7] € glo | C(e?,]) :@7 le?"'aL}v
c L c T4 c c 0 o . 0 0
2) L. C UL &F, sodass gilt: [el €&l = e €& € €C(e )],

3) Tieat ist ein hierarchisches Gitter im Sinne von Definition mit L = 0. Die Indexmenge zu
&l ¢ bezeichnen wir mit If ; V0 < ¢ < n.

Beispiel 2.8 (Entitdtenbaum aus Beispiel [2.6]).
Es gilt: &) . = {6(1),0’ 6(1),1» 6?’2, 6[2),07 eg’l, 6(2)72, 6873}. Insbesondere ist Tjea eine Partition von €.

Abbildung 2.6: Entitdtenbaum und Darstellung von Tie.r aus|2.6

Definition 2.9 (Lokale Sobolevraume).

1) Sei 2 € R™ und 7} ein hierarchisches Gitter auf 2. Wir definieren die lokalen Sobolevriume
H™(Ty) durch
H™(Ty) == {v e L*(Q) | v]eo € H™(%)Ve® € Eleat} -

Das heiftt H™(7},) ist der Raum der stiickweise H-Funktionen auf dem Blattgitter Tieas.

2) Sei I := Uelegll f; die Vereinigung der Kodim 1-Entitdten von 7ieas. Wir definieren den

Raum der Spuren von Funktionen in H*(7y,) als

Hy(T):== [ L*(9e°).

0 0
© egleaf

Funktionen in Hg(T') sind zweiwertig. Es gilt Voo € Hg(T') : 3p € HY(Tp,) : Ist x € T\ 0Q,w €
g0, e € & ., < i, so gilt:

leaf?
p(@) = {¢ (2),¢"(2)},

(@)= lim ),
y—)x,yEej
et(z):= lim B(y) (s. Skizze unten).

y—):c,yée?
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Eine Funktion ¢ € Hg(T') liegt in L?(T), wenn fiir fast alle z € T gilt: o~ (z) = ¢ (x), d.h. ¢
ist einwertig.

3) Fiir ¢ € Hg(T") definieren wir:

[Pl(@) = ¢~ (z) — ¢ ™ (2) vz €T\ 09,
(}e) = 5 (7 (@) + 9*(2) vz €T\ 89,
n(z) =" (2) vz el

Die Lemmata und gelten analog fiir ¢ € Hg(T').

A5

Abbildung 2.7: Skizze zu Definition 2 ), 0T ()

Definition 2.10 (Diskrete Réume).
Wir definieren Vj, C L%(Q), %), C [L2(?)]" auf 7;, durch:

Vi=Vl:={ve L2(Q) | v]eo € Py(e2)Vel € Elgaf}
Sp =31 = {ve [L2D)]" | v]e € [Pg(e”)]" Ve € ELu} -

Dabei seien p, ¢ € N die maximalen Polynomgrade.

Definition 2.11 (Numerische Fliisse).
Der numerische skalare Fluss

und der vektorwertige numerische Fluss

auf T; sind Abbildungen der Form:

6 H*(Ty) x [HY(Tp)]" — [Hs(I)]",
(v,9) — 6(v,v).
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1) Die Flisse heiften linear, falls @, 6 lineare Abbildungen sind.

2) Die Fliisse heifen konsistent, wenn fiir alle v € H?(Q2) N H}(Q) gilt:

a(v) = vlr, (v, Vv) = Vulr.

3) Die Fliisse heifen erhaltend, falls sie einwertig sind, d.h.

o HY(T) — LA,
& H*(Tp) x [H'(Tw)]" — [L*(D)]".

Definition 2.12 (Allgemeine Local-Discontinuous-Galerkin-Verfahren).

Sei T, ein hierarchisches Gitter auf 2 C R™ und seien die numerischen Fliisse 4,6 auf T, gegeben.
Ein Paar (up,05) € V' x X} heift Losung des LDG-Verfahrens der Ordnung (p, ¢) zu den Fliissen
(4,6) auf Ty, falls fiir alle e € &), gilt:

/Uh -Vop = /f@h +/a Ge(Un, Oh) - Neh, Yop, € VP, (2.3a)
/Uhlbh = —/Uhv'wh +/a e (un)ne - VYn, Vipy, € . (2.3b)

Notation.
Wir bezeichnen das Verfahren mit LDGP(a,5). Ist p = g, so schreiben wir LDGP(4,6). Ist p > 0
beliebig, so schreiben wir LDG(4, 6).

Lemma 2.13 (Primale Formulierung).
Sei (up,opn) € Vi X Ly Losung von LDGP(u,5). Wir definieren die Bilinearform

Byt H*(Th) x H*(Tp) — R
durch:
Blas)(u, ) iZ/Qth-VhSO
+ /F\aQ ([a(u) = ul{Vap - n} —{&(u, s(u)) - n}p])
+ /F\aQ ({a(u) — u}[Vap - n] = [6(u, s(uw)) - n]{e})
+ [ (@) =) Vhg n = o s() - n.

mit s(u) := Vpu — ([t — u]) — [({& — u}). Dabei sind die Lift-Operatoren r,1 : L*(T) — [H?(Ty)|"
definiert durch:

/Qr«ow:—/F\aﬂso{w-n}—/msow-n, e YT,
/ I(g) v = —/ ol ), v € [HY(T)I"
Q r\oQ

Dann gilt fir (up,op):
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1) uy, lést:

Blas) (un, on) = /QfSDh, Von € Vi, (2.4)

2) oy, ist gegeben durch:

on = s(up)- (2.5)

Beweis: Analog zum Beweis von Lemma zeigt man, dass fiir alle ¢ € Hg(I"), ¢ € [Hg(I')]™ gilt

> /86%'1/16'77@=/F\mw]{l/wn}Jr/r\m{go}[w-n]+/mgm/m.

ec&l

leaf

Summieren wir ([2.3]) iiber alle e € Elgaf, so erhalten wir hiermit:

/QUh - Vihon Z/Qf% +/r\asz ({6 - n}en] + (6 - n[{en})
+/as2 aney, (2.6a)
/foh P =— /Quhvh Yy + /F\BQ ([a[{bn - n} + {0} [Yn - n])
+/Qawh-n (2.6D)

Wir wollen zeigen: o, = s(up). Fir ¢p, ¢y gilt analog zu Lemma die Formel fiir partielle
Integration:

- / V- tnion = / n - Vion — / ({4 - Y lon] + [n -l {on})
Q Q r\oQ
— [ ¥n-nep. (2.7)
o0

Wihle ¢, = uyp, dann folgt aus :
/QUh'wh—/thuh'wh
[ = wlon )+ (i - won )
r\aQ
+ /69(’& — uh)wh “n. (2'8)

Mit der Definition der Liftoperatoren r,[ folgt dann oy = s(up).
Mit (2.6b) und (2.6a) folgt weiter fiir ¢, = Vypp:

Bigy (un, on) = /wah Yo € V.
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Lemma 2.14 (Konsistenz und Galerkinorthogonalitét).
Seiu € H*(Q) N HY () eine schwache Lésung von (L.1)). Sind die Flisse 1,6 konsistent im Sinne
von Definition s0 ist LDG(1,6) konsistent, d.h. es gilt Vo € H*(Tp):

Bas)(u,p) = / fe
Q
Auferdem gilt die Galerkin-Orthogonalitdt:

Bg,6)(u = up, o) = 0, Vo € V.

Dabei bezeichne uy, die Losung von LDG (1, 5).
Beweis: Die Galerkin-Orthogonalitat folgt direkt aus der Konsistenz. Zur Konsistenz: Sind 4,6
konsistent, so folgt:

w(u) =u auf T,
[a] =0 auf I,
{u} =u auf T

Damit folgt: s(u) = Vu. Da & konsistent ist, folgt weiter:
o(u,s(u)) = é(u, Vu) = Vu auf T
Damit reduziert sich B(g s(u, ) Vo € H*(Ty) zu:

Bas)(u, ) = / VuVipp — Vu - nly] — Vu - ng
0 o0 o9
=y —/ Augp
Q

Z/Qf%

da nach Annahme gilt: v € H? N HO1 16st —Au = f. .

I

Definition 2.15 (Adjungiert konsistent).
Bla,s) heift adjungiert konsistent, falls gilt: Ist v € H 2(Q) N HY(Q) eine Losung von:

—Av=g in €,
v=20 auf 012,

dann gilt: Vo € H%(T,)
Bla,s) (s v) = / gep-
Q

Lemma 2.16 (u,6 erhaltend = B(4,6) adjungiert konsistent).
Seien @, 6 erhaltend im Sinne von Definition [2.11) und gelte

Ulon =0,

dann ist B 4) adjungiert konsistent.

Beweis: Sind 1, ¢ erhaltend, so folgt:

[a] =0, {a} =4,

[6-n] =0, {6-n}=06-n.
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Fiir v € H2(Q) N H} (Q) gilt:

[v] = [Vv-n| =0,

{v}=w,
{Vv-n}=Vuv-n.

Mit v|gq = U|sn = 0 folgt dann:

Ba6)(p,v) :/VMP'VU—/ [@}V%n—/ oVuv-n
’ Ja '\oQ Joq

'—/go-AU:/gog
JQ JQ

—

P

0
Beispiel 2.17 (Wahl der Fliisse und resultierende DG-Verfahren).
Wir definieren Abbildungen
aj, o« L*(T) — [LA(D)]"
fiir gegebene (Be)eest . Be € R* durch:
1) aj(p) =mp-n aufT,
w:l — R, u|e:% Ve € EL;
mit h(e) := diam(e), e € &L
2) ar(()@”e = _ﬁe{re(@)} Ve € gllaaf
mit dem Liftoperator r. : L?(e) — X}, definiert durch
[ retor-v== [¢oniun Vi € S Ve € Bl
Wir definieren die Verfahren LDG{ — LDGy:
Up Oh
Nr | Methode r\oo o9 '\ oQ \ 00
1 | Bassi-Rebay {up} 0 {o} - n} op N
2 | Brezzi et.al. {un} 0 {on-n} —a,([us]) -n op-n—op(up)-n
3 | LDG {up} —Blur] | 0 | {on-n}+Blon-nl —a;([up]) -n | op-n+ Pop-n—aj(uy)-n
4 | Interior Penalty {un} 0 {Vrun} —a;(up]) - n Vup -n—aj(up) -n
5 | Bassi et.al. {up} 0 {Vrwur} — ar([up]) - n Vup-n—aq(up)-n
6 | Baumann-Oden | {up} =+ [up] 0 {Vyup} Vup -n
7 | NIPG {up} =+ [up] 0 {Viun} —a;([up]) - n Vup, -n—aj(up) -n
8 | Babuska-Zamel ui 0 —aj([up]) - n —aj(up) -n
9 | Brezzi et.al. II U 0 —a([up]) - n —aj(up) - n

Lemma 2.18 (Primale Formulierung fiir die Methoden aus Bsp. [2.17)).
Seien LDG1—LDGy die LDG-Verfahren aus Bsp. . Wir definieren fiir gegebene (66)66511 E Be €

R*:

1)
MWerzéwdeWM+Awam

mat JUA I — R, H|e = %ve € glleaf'
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Abbildung 2.8: supp(r(¢))

2)
o (tuny on) = / REETIRE /a arw) o
_ Be [ refun)) - re(lon))
eegllmfze:gzaaﬂ /Q ' '
+ Be Te(u )'re(@ )
eesgedz,e:caag /Q ' '
3)
<uh790h>ﬂ :/QUh @hs
(un, pn)T —/Fuwh

Weiter setzen wir:

Bi(wv ’U) ::<vhw7 V}ﬂ))Q - <{vhw : n}v [UDF\(’)Q
+ ([w], {Vrv - n})maa — (Viw - n,v) a0 £ (w, Vav - n)aq.

Dann sind die primalen Formulierungen von LDG1— LDGg gegeben durch folgende Bilinearformen:

H Nr\ B(a,6) H
1 | B_(w,v) + (r([w]), r([v]))e
2 | B_(w,v) + (r([w]), r([v])a + a"(w,v)
3 | By(w,v) + (Blw], [Vpv - n]>r\a§z + (B[v], [Vhw - n])F\BQ
+(r([w]) +1(B[w]), r([v]) +1(B[])e + o/ (w,v)
4 | B_(w,v) + o (w,v)
5 | B_(w,v) +a"(w,v)
6 | By(w,v)
7 | Bi(w,v) + o (w,v)
8 | (Vyw, Vyv)g + o (w, v)
9 | (Vyw, Vyv)g + o (w,v)

Beweis: ohne Beweis, zum Teil Ubungsaufgabe 1, Blatt 3.
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2.2 Stabilitat und Fehlerabschatzungen

Definition 2.19 (Beschrinktheit und Stabilitét).
Auf V(h) :=V}, + H%(Q) N HE(Q) C H%(Ty,) definieren wir die gitterabhéingige Norm:

2

ol = Tetheul3e + )

ec&l

leaf

mit |02 = Peegr lre(])3 0-

a) Die Bilinearform B 5 heifit beschrinkt, falls gilt:

Bag)(w,v) < Collwl ||v]| Vw,v € V().

b) Die Bilinearform erfiillt die Stabilitdtsbedingung, falls gilt:

B(g,6)(v,v) 2 Csllv] ? Yo € Vi

Lemma 2.20 (Beschranktheit fiir LDG1 — LDGy aus Beispiel [2.17)).
Die Bilinearformen B, sy zu den Verfahren LDGy — LDGy aus Bsp. sind beschrinkt.

Beweis: Wir verwenden Lemma und zeigen, dass alle vorkommenden Summanden in den Bili-
nearformen beschrénkt sind:

1) (Vyw, Viv)a,
2) ({Vaw-n}, [v])maa + (Vaw - n,v)aq,
{Vhv - n}, [w))roao + (Vi - n,w)aq,
(r([w]), r([v]))e,

)
)
3)
)
5) a"(w,v),
)
)
)
)

e

(=)

o’ (w,v),
7) (Blw], [Vrv - n])r\aq;
(Blv], [Vrw - n])r\ o0
(r([w]) +1(B[w]), r([v]) + 1(B[v]))a-

zu 1) Es ist

8
9

(Vhw, Viv) = Y (Vw, Vo)

ec&l

leaf

< D |wlhelvfie

0
eegleaf

<|wlq |11,

mit \wﬁh = Zeeggaf [w[} .. Mit |w]y < [lw] folgt die Beschrénktheit.
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zu 2) Mit Skalierungsargumenten zeigt man, dass fiir alle w € H?(e%), e® € £2 ;, und e* C 9e%, el €
EL ., gilt:

leaf>

IVw-n|2. <C (h;\w\i@o + hellw\ieo) :

Dabei hiingt C' nur vom kleinsten Winkel in € ab. Damit gilt Vo € L?(el):
1 _1
[ 1w )l < IRE Vel e oo

1 5 1
<0 Y 5 (1B o+ Ralwlw)’ AL oo

eVegd

leaf?

erCoel

Insgesamt folgt durch Summation iiber e € &L :

{Vhw -n}, [v))moa + (Vaw - n,v) a0

< Cllwll | - kI,

ec&l

leaf

Mit der Definition von r. und Skalierungsargumenten zeigt man schliefslich: 3C, Cy > 0, die
nur vom kleinsten Winkel von 7, und dem Polynomgrad p abhéngen, so dass :

Cillre(en)3.0 < he ' lenllde
< Gy - [re(en)l3 0

Somit folgt:

Crlenl < > b lenllge < Calonl®. (2.9)
ec&l

leaf

Damit folgt die Beschrianktheit von 2).
zu 3) analog zu 2) mit den Rollen von v, w vertauscht.
zu 4)

(r([w]), r([v))a < [Ir([wDlloallr(v)logo-
< Clwli|vls,

Dabei ist C' die maximale Anzahl von Intersections fir eine Codim-0-Entitat.

zu b)
o) = Y [ ereulre()

ec&l

leaf

< max Belw]s|v].

€c leaf

zu 6) analog zu 5) unter Verwendung von ([2.8]).
zu 7)-9) analoge Argumente wie in 1)-6).

Details findet man in [6].
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Lemma 2.21 (Stabilitit LDGy — LDG5, LDG7 — LDGy).
Die Bilinearformen By gy zu den Verfahren LDGo — LDG5, LDG7 — LDGg aus Beispiel
erfillen die Stabilitdtsbedingungen, falls

ﬁmz’n = min Be
eGSllmf

grofl genug ist.
Beweis: Alle Verfahren LDGo — LDG5, LDG7 — LDGg haben eine Bilinearform, die sich schreiben
lasst als _
B(ia)(v,0) = |Vholg.q + o' (v,0) + b(v, v),
mit o'/’ (v,v) = o’ (v,v) oder o/ (v,v) und b(v,v) gegeben durch den Rest.

Nach Lemma P20 wissen wir

[b(v, v)| < Clo]| |v]+
Damit folgt unter Verwendung der Aquivalenz ([2.9)
Bg)(v,v) > |U‘%,h + Cr/jﬁmm\v\i — Clvfl vl

wobel

C...= 17 falls ()47/7 — O/“,
e Cy, falls o'/ = o,

ist.
Da V}, endlich dimensional ist, folgt mit Skalierungsargumenten 3C5, Cy > 0, mit

Calloll® < [vlf, + [vf2 < Calloll®.

Damit folgt mit der Youngschen Ungleichung (ab < ea? + 4%112):

1 C?
Bag) = |vli ¢/ Bminlv]Z — 653(\11!?,;1 + [of2) — Elv\i

2 YL ik W
= it (Copgbuin - & = 5 ) o

e=C3/2 (1 Cc?
ZHM&@Wm—wﬁﬂ%HW@

(1 C? 2
> Comin { 3. Cyiin — 3o 0l

Also folgt, dass alle betrachteten Verfahren stabil sind, falls Sy, grok genug ist.
Bemerkung 2.22.

1) Scharfe Abschitzungen fiir Sy konnen durch detaillierte Abschétzungen gewonnen werden.
2) Die Verfahren LDG1 und LDGg sind nicht stabil im Sinne Vonm

Theorem 2.23 (Fehlerabschétzungen fiir konsistente und stabile LDG-Verfahren).
Sei Q C R™ ein Gebiet mit polygonalem Rand und Ty, ein hierarchisches Gitter auf 2, das die “klein-
ste Winkel” Bedingung erfillt. Seien 4,6 konsistente numerische Flisse und Byg 4y sei beschrinkt
und erfille die Stabilitdtsbedingung aus Definition . Sei (up,op) € V,‘f’ X Eﬁ eine Lésung von
LDGP(u,d), dann gilt:
Ju—ull <C- inf Ju—vyll.
v EVY



2.2, STABILITAT UND FEHLERABSCHATZUNGEN 33

Dabei seiu € H*(Q) N H(Q) die Lésung von (L.1)). Ist u € HPTY(Q), so folgt mit einer Konstanten
C>0

lw —unll < C-hPlulpii0. (2.10)

Dabei ist h := max_ e go fhe, he := diam(e).

Beweis:
(1) flu—wnll < llw—onll + llon — unll,
(ii)
2 1
llvn — | SaB(ﬁ,&)(Uh — Up, Vp, — Up)
S

Kons. i

- Bg6)(vh — u, vp — up)

Cy
< - - .
=C. e = wnll flon — wall

Cy
= (v, —u < —lu—wv
lvn — unll < c. I rll
Cy
Slu—w] < (14+22) inf fu-
lu —unll < < + Cs> nf lu — o]

C
< <1 + C,b> Cr - hP|ulps1,0,

S

wenn man eine entsprechende Interpolationsabschétzung benutzt.

Theorem 2.24 (Aubin-Nitsche Trick fiir adjungiert konsistente Verfahren).
Es gelten die Voraussetzungen aus Theorem[2.23 und zusdtzlich seien 4,6 erhaltend, 4 = 0 auf 0.
Dann gilt im Falle w € HPTH(Q):

[ — upllo.o < ChPHulpsir 0.

Beweis: Sei v € H*(Q) N H(Q) Lésung des adjungierten Problems
—Av=u—up in Q,
v=0 auf 0€2.
Dann folgt aus der adjungierten Konsistenz von B; 4y nach Lemma m
B(a,g)(on,v) = (u— up, n) Veon € V(h). (2.11)
Sei vy eine stiickweise lineare Interpolierende von v und setze ¢ = u — uy in , so folgt:

lu — upl|§ o = Bos)(u — up,v)

Kons.
O:IIS B(ma—) (U — Up,V — 'U[)

Stab.
< Chllu — up |l flv — i
< Chlvlz,oflu — un||
< Chlv|z,0h”|ulp1,0

ellipt. Reg. /

< Cllu — unllooh? ulpi1.0-
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O

Korollar 2.25 (Stabilitdts- und Approximationseigenschaften der LDG-Verfahren aus Beispiel
2.17)).

Nr. | Konsistenz | adjungiert | Stabilitat | Bedingung llw — wp| llw — unllo.o
konsistent

1 v v = — (hP)T (RPFT)T

2 v v v Bomin >0 hP hPF1

3 7 7 7 Bowin > 0 hP G

4 v v v ﬂmin > 77* h? hp+1

5 v v v Bmin > 3 hP hPH!
p=1: -— —

6 v - N B { p>2: hP hP

7 v - v Bmin >0 h? hP

3 - - 7 Bowim ~ 2P 1P pPTT

9 - - v Bumin ~ h=2P hP hPF1

+ Beschrinktheit fir alle Verfahren.
t: gilt fir f € Vf“.

2.3 A-posteriori-Fehlerabschatzungen

Theorem 2.26 (A-posteriori-Fehleridentitét fiir konsistente und adjungiert konsistente LDG-Ver-
fahren).

Es seien u, 6 konsistente und erhaltende Fliisse mit 4 = 0 auf 0. Weiter nehmen wir an, dass fir
alle rechten Seiten g € L*(Q2) eine Losung v € H*(Q) N HY(Q) des adjungierten Problems

—Av=g in
v=20 auf 0

existiert. Ist u € H*(Q) N HJ(Q) Lisung von (LI) und (up,o0n) € VP x £ eine Lisung von
LDGP(u,6) auf Ty, so gilt:

lu—unllg.o = (f.v —vn)a — B (un, v — vp)
fir alle vy, € V3.
Beweis: Wir wiahlen g = u—uy, als rechte Seite des dualen Problems. Dann folgt aus der adjungierten
Konsistenz:
By (¢nsv) = (u = un, n)o Vo € V(h).
Mit ¢p = u — uy, folgt weiter:
lu — unll3 = Bao (s — . v)

= Bg,5)(t — up,v — vp)

= (f,v —vn) — Bas)(un, v —vp).
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Korollar 2.27 (A-posteriori-Fehlerabschitzung fiir konsistente und adjungiert konsistente LDG—
Verfahren).
Es gelten die Voraussetzungen aus Theorem[2.26. Dann gilt:

lu —unllon < C-n(up),

0% (up) = 2665? fng mit den Fehlerindikatoren ne definiert durch

2= B f + AnunlB
1 7 A~
T3 > X (heH[U—uh]Hg,el +h§’]\{(a—vhuh).n}”3’el)

eeé‘lomfelcae\aﬂ
1 7 A~
+ 2 Z Z (heH{U - Uh}Hael + B3||[(6 = Viup) - ”]H&@)
eeé'feafelcae\ag
+ 30 (hella—wnl o+ B2 — Fnn) -l 1)
c€Ey, et CIend

Die Konstante C > 0 hdngt vom Polynomgrad p und vom kleinsten Winkel des Gitters ab.
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Beweis: Nach Theorem [2.26] gilt:

lu—unllg.q = (f. v —va) — Bas)(un,v — vp)
= (f,v—wvn)a — (Vhup, Vi(v —vp))a

—(/ [a—uh]{vhw—m-n}—{&-n}-[v—vh1>

r\oQ

- / (i — un}[Valw —vn) -] — [6 - nl{v — vn})
r\oQ

—/ (& —up)Vp(v—vp) -n—0-n(v—uvyp))
0N

el
—

(f + Apup, v —vp)o
[ - w00 )
o0
—{(6 = Vyup) - n} - [v — vp))
o R (CEE AT AN
o0
—[(6 = Viup) - nl{v —vp})
—/ (4 — up)Vip(v —wp) -n— (6 — Viyuy) -n(v—uvyp))
o0

< D+ Anunlloe - |
eegleaf
+ > (Ia = unlll - I{(Vor = vg) -n)
e €€ s
el o0

H{(6 = Viun) - n}loelllv = vnllloer)
+ > (IHa —unll - [(Von = vp) - n)]

elegl

leaf?

el o0
+[I[(6 = Vaun) - nlllg.er[{v = vn}lo.er)
+ > (1o = unlloer - (Vor = va) - n)llg.en

etegl

leaf?

elcon

H(6 = Viun) - nllgerllv = vnlloer) -

Sei nun I, : H*(Q) — V} 2! eine Interpolierende mit den Eigenschaften:

o= il < Ch: [vlsc, Ve € Ereat:

H’U—I}L’UHoel < C’h 2\v|se , Vel e Eleaf,e C Oe.
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Dabei sei s < min{p + 1,2}. Wahlt man v, = Iv, so folgt

ju—wmida<c 3 (2

ec&0

|2,e

leaf

1 L. 3 N
13 X (nba - o + R - Vi) nloa ) bl

e€El) el CIe\OQ

Y (i

e€El el CIe\OQ

1 3
+ Z Z <h92 HU - uhHO,cl + hé H(U - VhUh) : nHO,(31> : |U|2,6> .

e€&l et CIendn

3
26 - Viun) - nwo,el) Jolae

Mit Cauchy-Schwarz gilt damit:

9 C.S.
lu—unlge < Conlup)lvfae
ellipt. Reg.
< Conlun)llu—unlloq-
Kiirzen liefert die Behauptung. o

Beispiel 2.28 (A-posteriori-Fehlerabschéitzung fiir das IP-Verfahren (LDGy)).
Fir das LDG4-Verfahren aus Beispiel [2.17] gilt:

|u —uplloo < Cn(up),

= >
eegleaf
mit
e =hellf + Anunlf o

+ 3 (At ARl + B T hn - R )

e€El) el Coe\OQ

+ Z Z 1+Bel h ||Uh||061

0 ol
e€&l s € COeNndf)

Dabei héangt die Konstante C' vom Polynomgrad p ab.

Beweis: Fir LDG4 sind die numerischen Fliisse gegeben durch

. {{uh}, auf I\ 09,
u =

0, auf 0€2,

. {Viur} — oj([ug]) - n, aufT'\ 09,

o =
Viun — aj(up) - n, auf 0.

Also folgt
(i)
[0 — up] = —[up], auf '\ 09,
{t —up} =0, auf I'\ 012,

U — up = —Up, auf 0.
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(6 = Vaun) - n}|o = —%[uh], e C T\ 00,
[(6 — Vpup) -n] = =[Vauy - nl, auf I'\ 09,
(6 — Vpup) -nle = —%uh, e CI'Nos.

le

Einsetzen in die Fehlerabschétzung aus Korollar ergibt die Behauptung.
Bemerkung 2.29.

1) Auch fiir nicht adjungiert konsistente Verfahren kénnen mit Hilfe der beschriebenen Vorge-

hensweise A-posteriori-Fehlerabschéitzungen bewiesen werden.
(siehe [19] fir NPQ)

2) Durch eine Zerlegung des H'-Fehlers in konformen und nicht-konformen Anteil kénnen unter
Verwendung der Helmholtz-Zerlegung auch A-posteriori-Fehlerabschiatzungen in der Energie-
norm hergeleitet werden.

(siehe [H] und [8])

3) Korollar gibt eine obere Abschétzung des Fehlers, eine entsprechende untere Abschétzung
ist bisher nicht bewiesen worden.

2.4 Adaptives LDG-Verfahren

Ziel.

Startend mit einem “groben” Gitter 77? soll ein lokal verfeinertes Gitter 773 konstruiert werden, so
dass fiir eine vorgegebene Toleranz TOL gilt: '

Ist (u},0}) Losung eines LDG-Verfahrens auf Gitter 7/, so gilt

|lu—upl|x < TOL.

Annahme.
Fiir das betrachtete LDG-Verfahren existiere eine A-posteriori-Fehlerabschitzung der Form

lu — up||4 < Cyn, (2.12)
=
ec&l

leaf

Notation. '
(gl(?eaf)] = Blattgitter der Kodimension 0 von Gitter 771],

M .= ’(80 )]’ = Anzahl der Blattentitdten von Tj,

leaf
2
i ._ (TOoL 1
TOL = <7C# ) L.

Mit (2.12) und der Definition von TOL’ folgt: Ist

(ni)? <TOLI Ve € £,
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dann gilt '
Cn <TOL.

Basierend auf dieser Feststellung definieren wir nun fiir ein gegebenes 6 € (0, %) folgenden adaptiven
Algorithmus:

Definition 2.30 (Adaptives LDG-Verfahren).
Gegeben: 72,0, TOL, LDG (i, 6)
Berechne: (uf),o0) und 7°,72 auf 7Y und setze j = 0.
Solange (Cyzn? > TOL){

1) Ve € (Ear)’:

falls <77£) > TOL’ : markiere e zur Verfeinerung,

falls <né) < 0TOL’ : markiere e zur Vergroberung.

2) Konstruiere 7;Lj+1 aus 7;5 indem alle zur Verfeinerung markierten
Entitaten verfeinert werden und alle zur Vergréberung markierten
Entititen vergrobert werden, falls dies moglich ist.

3) Berechne (u ™, i), /1 it aut 771

4) Setze j =j+ 1.

}

2.5 LDG-Verfahren fiir nichtlineare Probleme

Definition 2.31 (Allgemeines nichtlineares Problem in Divergenzform).

Sei Q C R" ein Gebiet mit polygonalem Rand und gelte 9Q = I'p UT'y mit I'p NT'y = () und
I'p #0.Seiena: QxRxR® — R” und f : 2 xR — R gegeben. Wir suchen eine Losung u € H*(Q)
mit

=V -a(,u(-), Vu()) = f(-,u(:)) in Q, (2.13a)
u=gp auf I'p, (2.13b)
a(-,u(-), Vu(-)) -n=gn auf I'y. (2.13c)

Beispiel 2.32.

A) Lineare Advektions-Diffusionsgleichung:
I

V- (DVu)+V - (b -u)=F

B) Mean-Curvature-flow:
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C) Hyperbolische Erhaltungsgleichungen:
—V . -F(u)=0

= a(z,v,p) = F(v),

flz,v) =0.

Definition 2.33 (Allgemeines Problem als System 1. Ordnung).
Wir fithren neue Variablen ein:

0 = Vu,

o=ua(,u,0).

Dann ist (u,0,0) eine Losung vonm Problem in Definition [2.31} falls gilt:

o = a(,u,b)
0 = Vu auf 2, (2.14)
—Vo = f(-,u)
u = gp, auf I'p,
o-n=gn, auf T'y.

Definition 2.34 (Schwache Formulierung von ([2.14])).
Sei T, ein hierarchisches Gitter auf Q. Dann heifit (u,6,0) € H'(Q) x [L2(2)]" x [H'(Q)]" schwache
Lésung von (2.14)), falls fiir alle e € &2, gilt:

/ea(-,u,ﬁ)-w—/ea-v,/}—O, vy € [L2(Q)]",
/eﬁ-w:—/eu-v¢+/aeu1/}-n, vy € [H ()",
/eU'VSOZ/an'nSOJF/ef(wU)'% Vi € H'(Q),
und
N auf I'p,
oon =gy, auf Dy.

Definition 2.35 (Allgemeines LDG-Verfahren fiir nichtlineare Probleme).

Sei 7T}, ein hierarchisches Gitter auf 2 C R™ und seien die numerischen Fliisse 4, 6 auf 7T, gegeben.
Ein Tripel (up, 0, 0p) € Vi x 1 x 7 heift Losung des LDG-Verfahrens der Ordnung (p, q,7) zu
den Flissen 4, g, falls fiir alle e € Slgaf gilt:

/(a('vuh’gh) - Uh) - =0, Vb, € 2;117

(<]

/9h'¢h=/uh'v¢h+/ﬂe¢h'n, Vipy, € X,

e de
/Uh'vth/f(wuh)‘SOth/ Ge - oh, Von € V.
e e Oe
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Wir bezeichnen das Verfahren mit LDGP%"(u, ) (entsprechend LDG(u,d), falls p = ¢ = r.) Das

auf FD,
auf FN.

Verfahren heifst konsistent mit den Randbedingungen, falls gilt:

=
Il

9D,
gn,

Q>
I
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KAPITEL 3

Interface-Programmierung in C+-+

Elemente des Programmentwurfs:

1) “Proof of concept:
Beispiele: Template-Klassen fiir einen festen Datentyp implementieren und testen. Zunéchst
einfache Verfahren implementieren und testen (z.B. 1D, satt 3D). Dabei immer auf fertige
Bibliotheken zuriickgreifen (etwa STL).

2) “Profiling*:
Aufspiiren von Engpéssen im Code. Nicht den Teil optimieren, der nur 1% der Laufzeit aus-
macht (Tools: gprof,...)

3) Optimierungsoptionen des Compilers studieren.
Beispiele: loopunrolling, Return-value-Optimierung, inline-Grenzen,. . .
Die Optimierungsoptionen kénnen sehr von dem verwendeten Compiler abhéngen.

3.1 Funktionsweise des Compilers

Definition (Statisches und dynamisches Binden).

In C++ muss jeder Methode/Funktion und jeder Variablen ein Typ zugewiesen werden. Dies be-
zeichnet man als den statischen Typ und sagt, dass die Variablen/Methoden statisch gebunden
sind. Dies ermdglicht starke Typpriifung durch den Compiler. Jede Variable hat auch einen dynami-
schen Typ, der erst zur Laufzeit feststeht. Nur bei Instanzen von Klassen mit virtuellen Funktionen
unterscheiden sich diese Konzepte.

3.1.1 Speicheraufbau

Aus Programmierersicht

Definition (Heap, Stack und statischer Speicherbereich).

Der statische Speicherbereich enthélt alle global definierten Variablen und statische Klassenvaria-
blen. Der Stack enthélt alle lokalen Variablen sowie Funktionsparameter und Programmflussinfor-
mationen. Der Heap enthélt die dynamisch ausgelegten Klassen. Klassentemplates erzeugen keinen
Code. Sie sind nur Schablonen und erst bei der Instanzierung wird Code erzeugt. Code wird ein-

43
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mal pro Templateparameter erzeugt, d.h. die Kombination A<int> ist ein vollig anderer Typ als

A<double>.

Beispiel.
Code:

class A

{
static double a;
double b;
void foo();

};

void foo ()
{

double* heap = new double[100];

double x,y;

A a;
}
Heap Stack @l Code
X aA fooA {...}
X a foo{...}

Abbildung 3.1: Speicheraufbau

Aus Hardwaresicht

Der Speicher ist hierarchisch organisiert in Prozessorregister, Level-1-Cache, Level-2-Cache, Haupt-
speicher und virtueller Speicher (Festplatte). Daten miissen stets iiber diese Hierarchie nachgeladen
werden.

Der Cache enthilt einige Seiten (pages) des Speichers. Ist ein benétigtes Datum im Cache (cache
hit), so ist der Zugriff effizient. Andernfalls spricht man von cache miss und die Seite muss aus dem
Hauptspeicher geladen werden.

virtueller Speicher, Hauptspeicher Cache,
Festplatten Prozessorregister

Der Cache enthélt einige Seiten des Hauptspeichers. Ist ein bendtigtes Datum im Cache (cache hit),
so ist der Zugriff effizient. Andernfalls spricht man von cache miss und die Seite muss aus dem
Hauptspeicher geladen werden.
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Definition (Cacheeffizienz).
Eine Cache-effiziente Implementierung minimiert die Anzahl der cache misses.

Beispiel (Berechnung von Fliissen iiber Elementkanten).

st

6

T

T
©

2

1

1

¢
2

1

6 .7
3 5+ 4

Annahme: Cache hat zwei Seiten und zwei Zeilen pro Seite. Wichtig: Transparenz fiir Benutzer.

In diesem Beispiel erhalten wir folgendes Schema:

Fluss Cache Miss
12112]56 2
3112134 1
4112]56 1
5112134 1
6,7 78|34 1
89,10 | 78 | 56 1
7

Eine Umnummerierung der Entitdten kann zu einer Verbesserung der Cacheeffizienz fithren, wie
folgendes Beispiel zeigt:

3
)
11+ 2

Wir erhalten das effizientere Schema:

Fluss Cache | Miss
12341234 2
5/1121(56 1
6,789 | 78|56 1
10| 78|56 1
5

Bemerkung.

Bei unstrukturierten Gittern wird Cacheeflizienz in der Regel ignoriert.
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Der AMR-Ansatz (adaptive mesh refinement, blockstrukturiert) versucht Cacheeffizienz umzuset-
zen.

3.1.2 Funktionen/Methodenaufrufe

Dazu betrachten wir folgendes Codefragment:

double foo( double px, double& py )
{
double 1z = px = py;
return 1lz;
+
int main ()
{
double x, y, zZ;
z = foo( x, y );

Die Funktion wird in einem Stapel oder Stack wie folgt realisiert:

Stack

Register,
Rucksprung

pX(X)\

- Copykonstruktor

&y

1z(px+py)

Der Aufruf des =-Operators auf z fiihrt zum Aufrdumen des Stacks. Bei der Anweisung double z
= foo(x,y); wiirde hingegen der Copy-Konstuktor aufgerufen werden.

Bei Klassenmethoden wird aus A::foo(x,y); fooA(A*, double x, double y);. Mit this kann
auf A*x zugegriffen werden.

Definition (Return-value-Optimierung).

Der Compiler wandelt double foo(double, & double) um in void foo(double, &double, *
double). Dadurch wird das Anlegen einer lokalen Instanz (hier 1z) und der Copy-Konstruktor
vermieden. Der =-Operator wird auf jeden Fall aufgerufen.

Probleme bei Funktionsaufrufen:
e Kopien auf den Stack
e Cache miss

e Pipelining kann kaputt gehen (spielt mit eine Rolle bei kleinen Funktionen)




© 00 N O U B~ W NN =

3.1. FUNKTIONSWEISE DES COMPILERS

47

Definition (Inlining von Funktionen).
Der Compiler kann (muss aber nicht) den Code von foo an die Stelle des Aufrufs einfiigen. Die

Benutzung von inline kann (muss aber nicht) zu schnelleren/groferen Programmen fiithren.
Was der Compiler inlinet, kann durch Compilerflags beeinflusst werden.

Definition (Virtuelle Funktionen).
Fiir jede Klasse mit virtuellen Methoden wird eine vTable im statischen Speicherbereich angelegt
und pro Instanz ein Pointer auf die vTables des dynamischen Typs. Die vTable besteht aus Funk-

tionspointern.

Beispiel (virtuelle Funktionen).

Wir betrachten folgendes Codebeispiel:

class A

{

virtual void foo();

s
class B: public A

{

virtual void foo();

}s

vTable A

vTable B

statischer Bereich

/

fooA *

fooB * < |

\

Durch den Pointer auf die vTable kann der dynamische Typ bestimmt werden und die richtige
virtuelle Funktion aufgerufen werden.

Bemerkung.

Virtuelle Funktionen erzeugen kaum zusétzlichen Speicheraufwand.

Abarbeitung eines Methodenaufrufs:

1) Holen des Pointers auf die vTable,

2) Laden der vTable,

3) Aufruf der Funktionen durch den Funktionsparameter.

Der Effizienzverlust (besonders bei kleinen Funktionen) liegt an fehlender Moglichkeit zum Inlinen.




48 KAPITEL 3. INTERFACE-PROGRAMMIERUNG IN C++

3.1.3 Objectfiles

Objectfiles enthalten alle im Compilierungsmodul erzeugten globalen Symbole. Aber nicht:
e static (C-Konstrukt! Nicht in C++ verwenden),

e inline definierte Methoden (daher miissen inline-Funktionen iiberall eingebunden werden, wo
sie benutzt werden sollen. Nicht inline-definierte Funktionen diirfen nicht im Header stehen.
Inline-Funktionen miissen im Header stehen.)

Des Weiteren enthalten Objectfiles die unaufgelosten Synmbole (z.B. extern,...).

Linken: Verbinden unaufgeloster Symbole mit den exportierten Symbolen. Bibliotheken sind einfach
eine Ansammlung von Objectfiles.

3.2 Standardbibliotheken

In den Standard aufgenommen wurde 1997 die Standard Template Library (STL). Sie definiert:
1) Container,
2) Iteratoren,

3) Algorithmen.

3.2.1 Container
Container sind Speicherstrukturen fir gleichartige Objekte. Der Objekttyp wird iiber Template
Argumente festgelegt.

Bei der STL werden keine Datenstrukturen vorgeschrieben, sondern Komplexitédten von elementaren
Operationen und Arten des Zugriffs auf die Elemente.

Beispiel (vector<T>).

Vorgeschrieben:

e Objekte liegen konsekutiv im Speicher,
e &(v[0]) liefert die Adresse des ersten Elementes,

e aber &(v[0]) # &(v.begin())!

Uberblick iiber vorgeschriebene Komplexititen:

Sequenzen vector | dequeue list
(einfach verkettet)

Einfiigen /Loschen
o Ende o) | o) o(1)
Einfiigen /Loschen
am Anfang O(N) o) o)
Einfiigen /Loschen
an beliebiger Position O(N) O(N) o)
wahlfreier Zugriff o0(1) 0(1) O(N)
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Assoziative Container

Merkmal: “Schnelle Suche, kein wahlfreier Zugrift”

set, multiset, map, multimap
T T T T
key key (key, value) (key, value)
(eindeutig) (eindeutig)

Beispiel eines Codefragments:

using namespace std;

{

map< const string, int > kurs;

map< const string, int>::iterator it;

kurs["4"] = 13;

kurs [ "B"] = 23;

kurs["C"] = 16;

string key( "B" );

it = kurs.find( key );

cout << "Anzahl, Kurstetrlnehmer:," << el->second << endl;
3

Elemente eines Containers gehdren zu Klassen mit
e Default-Konstruktor,
e Copy-Konstruktor,
e =-Operator.

Bei assoziativen Containern muss fiir den Schliissel der <-Operator vorhanden sein.
Es ist kein Container mit Referenzen moglich: Anstelle von vector<T &> muss man vector<T *>
benutzen.

3.2.2 Iteratoren

Container stellen Iteratoren zur Verfiigung: begin(), end().

Iteratoren in der STL sind verallgemeinerte C-Pointer, d.h. sie enthalten keine eigenen Methoden,
sondern nur Operatoren ++, *, ->, ==, ..

Alternatives Design Pattern:

template< Container >
class Iterator
{

void first ();

void next ();

bool done();
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T& item();
+s
Spezialisierung von Template-Argumenten:

template <>

class Iterator< vector >
{

/] ...

}s

3.3 Von der abstrakten Gitterdefinition zum DUNE-Interface

Ziel.
Umsetzung der abstrakten Gitterdefinitionen (Def. - in C+-+-Klassen.
3.3.1 Verwendete Techniken und Designelemente

e generische Programmierung (Template-Techniken in C++),

e statischer Polymorphismus (Barton-Nackmann und Engine-Konzept),

Dimensionsunabhingigkeit,

Unabhéngigkeit von Datenstruktur, d.h. die Schnittstelle schreibt nur das Verhalten vor,

schlankes Interface zur Implementierung und breites Interface zur Verwendung (Interface- und
Defaultklassen).

(Details zur Implementierung siche Abschnitt [3.4])

3.3.2 Uberblick iiber die Klassen der DUNE-Gitterschnittstelle

1) Grid<dim, dimworld>: Diese Klasse représentiert das hierarchische Gitter 7;, (vgl. Def. [2.5).
dim gibt die Dimension des Gitters an und dimworld die Dimension des Raumes, in den
das Gitter eingebettet ist. Grid ist ein Container von Entitdten und bietet Iteratoren zum

Durchlaufen der Entitdten & und &, an (vgl. Def. .

2) Entity<codim, dim>: Schnittstelle zu Entitdten der Kodimension codim eines Gitters der
Dimension dim. Entity enthélt alle topologischen Informationen einer Entitat, wie z.B. Vater-
Kind-Relationen und Iteratoren iiber die Intersections.

3) Geometry<mydim, dimworld>: Enthélt die geometrischen Informationen einer Entitét, insbe-

sondere die Referenzabbildung F': é — e (vgl. Def. .
4) Die Iteratorklassen
a) LevelIterator<codim>: durchlduft die Menge £°%'",
b) LeafIterator<codim>: durchlduft die Menge E2¢™,

¢) HierarchicIterator: durchlduft die Menge C(e), startend auf einer Entiéit e € &,
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d) IntersectionIterator: durchliuft die Menge Z(e), startdend auf einer Entitiit e € &,
e) EntityPointer: IteratorBasisklasse ohne increment.
5) Index- und Id-Mengen
a) LevelIndexSet: reprisentiert die Indexmenge I},
b) LeafIndexSet: représentiert die Indexmenge I

¢) globalldSet: eine eindeutige Id fiir Entitdten (auch nach Gitteradaption),

[oN

)
)
) localIdSet: lokal eindeutige Id fiir Entitdten auf einem Prozessor.
)

6) a) ReferenceElement<dim>: definiert ein Referenzelement é der Dimension dim durch die

Subentititenmengen £¢(€) (vgl. Def. 2.3)),

b) ReferenceElementContainer<dim>: représentiert eine Menge von Referenzelementen M

der Dimension dim (vgl. Def. 2.3)).
7) Klassen fiir parallele Kommunikation:
a) Datahandle,
b) CollectiveCommunication

(ohne Beschreibung).

3.3.3 Die Grid-Klasse und ihre Verwendung

1) Wichtige Methoden (Auswahl)
Allgemein
size(codim): liefert Anzahl der Entitdten der Kodimension codim auf Blattgitter,

size(level, codim): liefert Anzahl der Entitaten der Kodimension codim auf dem
Level level,

maxLevel(): gibt den maximalen Level des Gitters an.

Iteratoren

<codim>1lbegin(level): liefert einen Levellterator, zeigt auf erste Entitéit von 523,

<codim>lend(level): liefert einen Levellterator, zeigt auf eins hinter der letzten Entitét

codim
von glevel )

<codim>leafbegin() ,<codim>leafend(): liefert Iterator fiir Blattgitter £5o4™.

Index- und IdSets

levelIndexSet ()
leafIndexSet () liefern Objekte der entsprechenden IndexSets bzw.
globalldSet () IdSet-Klassen.
localIdSet ()
Adaptivitat

globalRefine(refCount): verfeinert Gitter refCount-mal .
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markiert Entitat e zur Verfeinerung/Vergroberung.

Dabei gilt:
mark (refCount,e): 1= verfeinern
refCount =
—1 = vergrobern
preAdapt ()
adapt () Umbau des Gitters nach Markierung,
postAdapt ()

(Diese Methoden werden immer in dieser Reihenfolge aufgerufen.)
Parallele Kommunikation
communicate(dataHandle,interface,direction): Datenkommunikation,
comm(): liefert ein Objekt vom Typ CollectiveCommunication.

2) Verwendung der Iteratoren
Beispiel (Durchlauf der Blattentitéten der Kodimension 0).

1 template< GridImp >

2 void traverseElements( GridImp& grid )

3 1

4 typedef typename GridImp::template Codim< O > Leaflterator
5 ELIteratorType;

6 ELIteratorType it = grid.template leafbegin<0>();

7 for( it; it!= grid.template leafend<0>(); ++it )

8 {

9 /] ...

10 by

Eine Anleitung zur Verwendung der Gitterschnittstelle DUNE findet man in [7].

3) Kopplung von Daten an Gitterentitéten:
Die Index- und IdSets liefern bijektive Abbildungen von Entitdtenmengen in geordnete Iden-
tifizierungsmengen, z.B.

if: & — I7 in Levellndexset,

e & — IL,s in LeafIndexset.

Ist
D(S’) = {de |ee 5'}

eine Datenmenge, die den Entitdten e € £ zugeordnet ist, und ist i : £ — I¢/ eine bijektive
Abbildung in eine geordnete Identifizierungsmenge, dann gilt

falls d : Ier — D(E’) eine Abbildung auf die Datenmenge ist.

3.3.4 Die Entity-Klasse

1) Die Methoden fiir alle Kodimensionen
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level(): gibt den Level der Entitat zuriick,
geometry(): gibt Objekt vom Typ Geometry zuriick.
2) Methoden fiir Entitdten der Kodimension 0
<codim>entity(i): gibt die i-te Subentitit der Kodimension codim zuriick,

ileafbegin()
ileafend ()
ilevelbegin()
ilevelend()

liefern Intersectionlterator,

father (): liefert Vaterentitét, falls vorhanden,

geometryInFather (): liefert ein Objekt vom Typ Geometry mit einer Abbildung der Refe-
renzelements in das Referenzelements des Vaters.

hbegin()

hend () } liefern Hierarchiclterator.

wasRefined ()

Informat; Gitteradaption.
mightBeCoarsened () } nformationen zur Gitteradaption

3.3.5 Die Sicht auf ein Gitter: GridParts und GridView

Da man zur Programmierung in der Regel nur eine Sicht auf das hierarchische Gitter verwendet
(z.b. Leaf- oder Level-Sicht) gibt es in DUNE-FEM die Klasse GridParts und ab der Version 1.2 in
DUNE-GRID die Klasse GridView.
Diese Klassen exportieren eine definierte Sicht auf das Gitter und bieten Iteratoren und Indexmen-
gen fiir diese Sicht an. Insbesondere wird mit

ibegin(&e),

iend (&e)
ein Intersection-Iterator fiir die Entitédt e in dieser Sicht angeboten und mit

begin(),

end ()
ein Iterator fiir die Kodimension-0-Entitaten dieser Sicht.
Um bei der Programmierung unabhéngig von der Sicht zu sein, sollte stets dieses Konzept verwen-
det werden.

3.3.6 Die Geometrie-Klasse

type (): gibt den GeometryType der Geometrie zuriick (z.B. cube, simplex, prism, pyramid),
corners(): gibt die Anzahl der Ecken einer Entitét an,
operator[] (i): gibt die Koordinate der i-ten Ecke an,

global(x_local): gibt die globalen Koordinaten der lokalen Koordinaten x_local an. Entspricht
damit der Referenzabbildung F'.

local(x_global): entspricht F~1,
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checkInside(x_local): gibt true/false zuriick, je nachdem ob x_local im Element liegt, oder
nicht,

integrationElement (x_local): liefert \/det (VF(x_local)TVF(x_ local)),
volume (): liefert Volumen der Entitét,

jacobianInverseTransposed(x_local): liefert VF(z local)~ L.

3.3.7 Die Iteratorenklassen

1) Methoden von Levellterator und Leaflterator
operator++(): Preincrement Operator, liefert Iterator auf die néchste Entitét,
operator*(): liefert eine Referenz auf eine Entity,
operator->(): liefert einen Pointer auf eine Entity,

operator ==(ep) }Vergleich eines Iterators mit this, ep ist vom Typ

operator !=(ep) | EntityPointer

2) Methoden der Intersectionlterator Klasse

Abbildung 3.2: “inside” Entity e und “outside” Entity e’

operator++(): Preincrement operator,

boundary(): true, falls Intersection am Rand (auch innerer Rand), sonst false,
neighbor (): true, falls Nachbar existiert,

inside (): liefert “inside”-Entity e,

outside (): liefert “outside”-Entity ¢/,

intersectionSelfLocal(): liefert ein Objekt vom Typ Geometry mit einer Abbildung von
lokalen Koordinaten der Intersection auf lokale Koordinaten der “inside” Entity,

intersectionNeighborLocal(): liefert ein Objekt vom Typ Geometry mit einer Abbildung
von lokalen Koordinaten der Intersection auf lokale Koordinaten der “outside’-Entity,

intersectionGlobal (): liefert Abbildung von lokalen Koordinaten auf globale Koordinaten,

numberInSelf (): liefert lokale Nummer der Codim-1-Subentitidt von “inside”, die die Inter-
section enthalt,
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numberInNeighbor (): liefert lokale Nummer der Codim-1-Subentitdt von “outside”, die die
Intersection enthélt,

outerNormal (x_local): duflere Normale, gewichtet mit dem Volumen der Intersection,

unitOuterNormal (x_local): duflere Einheitsnormale.

3.3.8 Die Referenzelement Klassen

1) Methoden von ReferenceElement

size(codim): liefert die Anzahl der Subentitéiten der Kodimension codim (entspricht kcodin
in Def. ,
scodim

size(i,codim,cc): liefert die Anzahl der Subentitdten der Kodimension cc von é§ ,
subEntity(i,c,ii,cc): liefert Nummer der i-ten Subentitdt der Kodimension cc von &%,
position(i,c): liefert die Koordinate des Schwerpunkts der Entitat é5,

global(x_local,i,c): bildet lokale Koordinate x_local der Subentitéit é§ auf Koordinate
des Referenzelementes ab,

type(i,c): liefert den GeometryType von é5,
volume (): liefert Volumen des Referenzelements.
2) Methode der Klasse ReferenceElementContainer

operator () (geometryType): liefert das Referenzelement vom Typ GeometryType.

3.3.9 Diskrete Funtionen in DUNE-FEM

1) Abstrakte Definitionen

Ein Funktionenraum V ist eine Menge von Abbildungen von D = KdD in den Wertebereich
R =K%, d.h.

V::{M:K%%K’é}.

Kp,Kg sind Korper (engl. field) und d,n die Dimensionen von D, R. Ein diskreter Funktio-
nenraum V3, der Dimension m ist ein Teilraum eines Funktionenraums mit der Eigenschaft,
dass alle Funktionen in V}, lokal auf den Entitdten e € Slgaf des Gitters definiert sind.

Ist é das Referenzelement von e € 51%af und F, : ¢ — e die Referenzabbildung, so definieren
wir die Menge der lokalen Basisfunktionen V; auf é durch:

Ve i={¢1, -, @dim(vi) }

wobei Ve :=span {¢ o F, 1 | p € V1.

V}, ist dann gegeben durch:

Vi = up €V iuple = ue := Z Ge(tiep)po Fot Ve € &L
peVe
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Wir nennen V. den lokalen Funktionenraum, u. € V. eine lokale Funktion und DOF, :=
{tep | ¢ € Vz} die Menge der lokalen Freiheitsgrade.

Ist DOF :={u; |i=1,...,m} die Menge der globalen Freiheitsgrade einer Funktion uy, € V},,
so liefert der diskrete Funktionenraum eine Abbildung

ge : DOF, —s DOF.

2) Uberblick iiber die Schnittstellenklassen fiir diskrete Funktionen

1)

2)

3)

4)

FunctionSpace<DomainField,RangeField, dimD, dimR>:reprasentiert den Funktionen-
raum V mit Kp = DomainField, Kr = RangeField, d = dimD, n = dimR.

Function<FunctionSpace>: reprasentiert eine Funktion u € V. Wichtigste Methode ist
evaluate(x, ret): ret =u(x), firue V.

DiscreteFunctionSpace<FunctionSpaceTraits>: reprasentiert Vj, und wird mit dem
Funktionenraum V = FunctionSpace (s.d. V C V), dem Gitter 7, = Grid und der
Menge der lokalen Basisfunktionen V; = BaseFunctionSet parametrisiert. Die Klasse
liefert einen Iterator iiber Kodimension-0-Entitéiten des Gitters (£.,;), sowie folgende
Methoden:

a) mapToGlobal(e,nLocal): entspricht der Abbildung g. und bildet die lokale DOF-
Nummer nLocal auf die zugehorige globale DOF-Nummer ab,

b) getBaseFunctionSet(e): gibt Vz zu e zuriick.

DiscreteFunction<Traits>: Eine diskrete Funktion u; € V}, wird durch den diskreten
Funktionenraum Vj;, = DiscreteteFunctionSpace und den Typ der lokalen Funktion
ue € Ve, Ve = LocalFunction parametrisiert. Die wichtigste Methode ist:
localFunction(e, 1f): gibt die lokale Funktion 1f = wue zuriick.

LocalFunction<Traits>: repréisentiert die lokale Funktion u.. Die wichtigsten Methoden
sind:

a) numDofs (): gibt dim(V,) zurtick,

b) operator[](i): gibt den i-ten Freiheitsgrad zuriick (entspricht we ),
c¢) evaluate(x,ret): berechnet ret = u.(x),
)

d) jacobian(x,ret): berechnet ret = Vue(x),

Die Dokumentation zu den in DUNE und DUNE-FEM enthaltenen Klassen findet sich auf den Inter-
netseiten der Projekte [4] [3].

3.4 Weiterfiihrende Techniken

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit weiterfiihrenden Template-Techniken beschéftigen, die in
DUNE und DUNE-FEM verwendet werden. Wir beginnen mit Techniken zur Realisierung eines sta-
tischen Polymorphismus.
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3.4.1 Das “Engine”’-Konzept

Wir erlautern das Konzept an einem Beispiel, bei dem eine Basisklasse zwei abgeleitete Klassen hat:

class ImplA
{
s

class ImplB
{
s

template<class T_engine>
class Base
{
private:
T_engine engine;

}s

// Beispielroutine, die eine beliebige abgeleitete Klasse nimmt
template< class T_engine >
double foo( Base< T_engine >& A );

// Verwendung
Base< ImplA > A;
foo( A );

Problem: Bei dieser Technik miissen die Methoden aller abgeleiteten Klassen identisch sein. Dies
kann mit dem folgenden Konstrukt umgangen werden.

3.4.2 Curiously recurring template pattern (CRTP)

Diese Methodik ermoglicht Vererbung ohne virtuelle Funktionen. Die prinzipielle Idee liegt darin,
dass die abstrakte Basisklasse die abgeleitete Klasse als Template-Parameter erhélt. Die Basisklasse
kann dadurch einen Methode impl () zur Verfiigung stellen die eine statische Typumwandlung einer
Instanz auf ihren abgeleiteten Typ durchfiihrt.

Beispiel.

template< typename Impl >
class Base
{
public:
Impl& impl ()
{
return static_cast< Impl& >(* this );

}

void aMethod ()
{
impl () . aMethod ();
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13 b

14 3}

15

16 class Implementation

17 : public Base< Implementation >
18 {

19 public:

20 void aMethod ()

21 {

22 //

23 +

24 };

3.4.3 CRTP und Traits

Die Anwendung von CRTP auf abgeleitete Klassen mit Template-Parametern stellt eine weitere
Schwierigkeit dar, da rekursive Abhéngigkeiten entstehen, falls in den Methoden der Basisklasse auf
diese Template-Parameter zugegriffen werden muss.

Beispiel (rekursive Abhéngigkeiten).

1 template< typename Impl >

2 class Base

3 {

4 public:

5 typedef typename Impl::T_Type T_Type;
6 /7

7}

8

9 template< typename T >
10 class Implementation
11 public Base< Implementation< T > >
12 {
13 public
14 typedef T T_Type ;
15 //
16 };

Die Losung ist eine Vordeklaration des Typs in einer Traitsklasse wie folgt:

1 template< typename I > // Traitsklasse fuer die Basisklasse
2 struct Traits

3 1

4 3}

5

6 template< typename Impl >

7 class Base

8 {

9 public
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};

typedef typename TypeInfo< Impl >::T_Type T_Type;

/7

template< typename T > // Vordeklaration
class Implementation;

template< typename T > // Traitsklasse fuer die abgeleitete Klasse
struct Traits< Implementation< T > >

{

s

typedef T T_Type;

template< typename T >
class Implementation
public Base< Implementation< T > >

{

};

//

3.4.4 Template Meta Programming

Idee.
Der Compiler soll Code generieren

1994 wurde entdeckt: Der C+-+-Compiler ist Turing-vollstéandig!

Als Beispiel geben wir an, wie die Berechnung der Fakultat mit Template Meta Programming im-
plementiert werden kann:

#include <iostream>

template< int N >
struct Factorial

{

}s

static const int value = Factorial< N - 1 >::value * N;

template <>
struct Factorial< 1 >

{

};

static const int value

Il
—
.o

int main ()

{

std:

:cout << Factorial< 10 >::value << std::endl;
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In Zeile drei bis sieben wird ein Template definiert. Zeile neun leitet eine Template Spezialisierung
ein. Diese wird als Abbruchbedingung fiir die Berechnung der Fakultdt benutzt. Dieses Template
wird in Zeile 17 mit der Zahl 10 verwendet. Der Compiler erzeugt die Definition aus dem Tem-
plate beim Compilieren. Das obige Programm berechnet die Fakultdten zur Compilierungszeit und
benutzt die Werte, als wéren es vordefinierte Konstanten.

3.4.5 Expression Templates

Problem: Paarweise Auswertung von Operatoren bei Verkettungen.
Beispiel.

Vector< double > a, b, c, d;
a =Db + c + d;

Dies fiihrt zu einem Code, der wie folgt aussieht:

double* _tl1 = new doublel[N];
for( int 1 = 0; i < N; i++ )

_t1[i]l = bl[i] + c[i];
double* _t2 = new double[N];

for( int i = 0; 1 < N; i++)
_t2[i] = _t1[i]l + d[il;

for( int i = 0; i < N; i++ )
ali]l = _t2[i];

delete[] _t1;
delete[] _t2;

Man hatte in diesem Fall jedoch gerne eine Realisierung der Form:

for( int i = 0; i < N; i++ )
alil = bli] + c[i] + d[i];

Die Idee von Expression Templates ist es, das Uberladen von Operatoren zu verwenden, um Abar-
beitungsbdume aufzubauen. Demnach kann z.B. b+c+d in folgenden Typ verwandelt werden:

X< Array, plus, X< Array, plus, Array > >

Dies kann wir folgt geschehen:

struct plus{}; // Repraesentiert Addition
class Array{}; // Eine Vektorklasse

// X repraesentiert einen Knoten im Abarbeitungsbaum
template< typename LeftArg, typname Op, typename RightArg >
class X{%};

// Ueberladung des ‘‘+’’ Operators
template< T >

X< T, plus, Array > operator+( T, Array )
{

return X< T, plus, Array >;
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Damit erhalten wir fiir Array b, c, d

b + c + d
b + c¢c + d

X< Array, plus, Array >0 + d;
X< X< Array, plus, Array >, plus, Array >();

Dabei wird noch keine Rechenoperation ausgefiihrt. Erst wenn der =-Operator aufgerufen wird, wird
die Berechnung angestofsen und kann optimiert umgesetzt werden, da dann der Abarbeitungsbaum
vollstandig bekannt ist.

In DUNE-FEM wird dieses Konzept verwendet, um diskrete Operatoren zu verketten und nur einen
Gitterdurchlauf zu bené6tigen.
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KAPITEL 4

Evolutionsgleichungen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Diskretisierung und Implementierung von Discontinuous-
Galerkin-Verfahren fiir zeitabhéngige Probleme. Dabei verfolgen wir den Ansatz, dass wir zunéchst
im Ort diskretisieren und fiir die Diskretisierung der resultierenden zeitabhidngigen Systeme Dis-
kretisierungsverfahren fiir Anfangswertprobleme anwenden. Dieser Ansatz wird "Method of Lines”
genannt und im ersten Abschnitt anhand einfacher Ortsdiskretisierungen vorgestellt. Anschliefend
gehen wir auf Local Discontinuous-Galerkin-Verfahren zur Ortsdiskretisierung eine. Eine weiter-
gehende Vorstellung von Zeitdiskretisierungsverfahren fiir Anfangswertprobleme und Aspekte der
Programmierung in DUNE runden das Kapitel ab.

Definition 4.1 (Evolutionsprobleme).

Sei 2 C R™ ein Gebiet mit Lipschitz-Rand und L : V' — W ein Differentialoperator, der Elemente
eines Funktionenraums V auf Elemente eines Funktionenraums W abbildet. Dann betrachten wir
fiir eine Funktion u(t,-) € V fiir fast alle ¢ € (0,7 ein Anfangswertproblem der Form:

Buu(t, z) + Llu(t, )](z) = 0 fiir alle (t,2) € (0,T) x Q. (4.1)

Damit (4.1)) wohlgestellt ist, bendtigen wir geeignete Randbedingungen auf (0,7") x 92 und An-
fangsbedingungen der Form

u(0,x) = up(z) fir x € Q.

Beispiel 4.2.
Je nach Definition des Ortsoperators L, sind in der Definition (4.1)) zum Beispiel folgende Evoluti-
onsprobleme enthalten:

ou—Au = f (Wirmeleitungsgleichung)
ou+ V- flu) —eAu=f (Konvektions-Diffusionsgleichung)
Ou—V - f(u)=0 (Erhaltungssgleichung)

Die ersten beiden partiellen Differentialgleichungen sind von parabolischem Typ, wiahrend die dritte
Differentialgleichung hyperbolisch ist.

Annahme.
Wir gehen im Weiteren davon aus, dass das Problem (4.1]) wohlgestellt ist.

63
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Problem A > B%rkw)il(éi%kretes > | System von ODE ODE Léser "

Abbildung 4.1: Method of Lines: Schritte der Diskretisierung

4.1 Method of lines

Idee.
Beziiglich einer Koordinate (hier die Zeit) haben wir es mit einem gewthnlich Anfangswertproblem
zu tun, fiir welche sehr gute numerische Methoden und Softwarepakete existieren.

Die Diskretisierung erfolgt daher in zwei Schritten (s. Abb. . Zunéchst wird das Evolutionspro-
blem im Ort diskretisiert. Dies fithrt auf ein semidiskretes Problem (diskret im Ort, kontinuierlich
in der Zeit), dass wir mit Hilfe eines diskreten approximierenden Ortsoperators Ly, : Vj, — W}, wie
folgt schreiben konnen:

Definition 4.3 (Semidiskretes Evolutionsproblem).
Sei 2 C R” ein Gebiet mit Lipschitz-Rand und Lj : Vj, — W)}, eine diskrete Approximation des
Differentialoperators L. Dann betrachten wir fiir eine diskrete Funktion wy(¢,-) € V}, fiir fast alle
t € (0,T) ein diskretes Evolutionsproblem der Form:

Oyt + Lp[un(t, )] (z) =0 (4.2)

Natiirlich kommen auch hier geeignete Rand- und Anfangsbedingungen hinzu.

Variationsformulierung der Evolutionsprobleme:

In typischen Anwendungen ist W ein Dualraum eines Sobolevraumes W_(Z.B. W = H-1(Q), falls
L = —A). Daher ist L(u(t,-)) nur durch seine Aktion auf Elemente aus W definiert. Analoges gilt
auch im diskreten Kontext.

Ohne Einschriankung gelte V}, := span{p1,..., 0.}, @i : @ — R und sei up(t,-) € Vi, d.h. wp =
> i—12i(D)pj(x), 05 1 [0,T) — R. Des Weiteren sei Wy, mit dim(W},) = dim(V}) gegeben durch
Wy, := span{w1,..., %}, ;i : @ — R. Die Variationsformulierung von (4.2)) ist dann gegeben
durch:

(O, ¥i) + (Lnfun(t, )](-), ¥i) = 0, Vi=1,...,r (4.3)

Mit dyp, = 375 o5 (t)p;j(z) erhalten wir

Za Y ipj, i) = —(Ln[un(t, )], i), Vi=1,....r

Setzen wir voraus, dass im Diskreten Lp[uy(t,-)] € V}, gilt, so konnen wir auch Ly [up (¢, -)] mit der
Basis von V}, wie folgt darstellen Lp[wn(t, )] = > %, w;(t)¢;(z) und erhalten

Za ‘Pjawz = ij (Pijz
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Wir definieren die Massematrix M € R"*" durch

M = (<‘Pj7wi>)1§i7jgr
Ut) = (oj(t)i<j<r
at,(UE) = —(wj(t))i<j<r

Dann ist (4.3) dquivalent zu

und somit, falls M regulér ist

U'(t) = alt,T(1)). (4.4)

Wir erhalten also ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen fiir den Koeffizientenvektor
U= (ag,...,aq).

Zur Definition der diskreten Anfangswerte sei 7, : V' — V} ein Projektionsoperator.

Wir konnen dann die diskreten Anfangswerte definieren als @y, (0, z) = mp[ug](z) fir z € Q bzw. in
Variationsform

(@n (0, -), i) = (mpluo](-), i), 1 < i <.

Dies ist dquivalent zu
T

Z o (t) Mji = (mp[unl, ¥i)
j=1

und wir kénnen folglich setzen

U0) = M mplun], vi).

In den Anwendungen gilt hiufig W, = V},, der Ansatz und Testraum sind dann identisch und die
Definition der Massematrix stimmt mit der klassischen Definition iiberein.

Als Projektion 7, kann beispielsweise die Lagrangeinterpolation oder auch die L?-Projektion gewiihlt
werden.

Im Folgenden wollen wir einfache Beispiele von Ortsdiskretisierungen anschauen, die in diesem
Kontext behandelt werden kénnen.

Beispiel 4.4 (Finite Differenzen Diskretisierung in 1D).

Sei = [a,b], L[v] = —Av und

T

Viy1 — 205 + v
Lylvp] = —Z : hgj —j,

j=1

mit vy (x) = > vjei(x), p; Basisfunktion mit ¢;(z;) = d;; zu einer uniformen Zerlegung Ay, von
[a, b]. Also folgt
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= a(t,aq(t),...,q. (1)) = <Ocj+1

(t) — 2q,(t) + ajl(t)>
h? 1<j<r

Damit erhalten wir das System von ODE’s

; 1

a;j(t) = 5 (aj41(t) = 205(t) + ;-1 (1))

fir j = 1,...,r, wobei geeignete Randbedingungen zur Definition von ag(t), a,y4+1(f) verwendet
werden miissen.

Beispiel 4.5 (Finite Elemente Diskretisierung in nD).
Sei 2 C R ein Gebiet mit Lipschitz-Rand und L]u| := —Au. Fiir gegebenes vy, € V}, := span(¢1, ..., ¢r)
wird wp, := Lp[vp] definiert durch

a(vp, i) = (wn, i),  1<i<r,

wobei a(-, ) die Standard Bilinearform zum Laplace Operator ist, d.h.
a(vn, i) = / Vup, - Vi
Q

T
= Z ’Uj / VQOJ'VC,OZ'
j=1 79
= SV,
wobei S := ([, V(ijcpi)Kijq die Steifigkeitsmatrix und V' = (v;); der (gegebene) Koeffizienten-
vektor von vy, ist. o
Analog folgt mit der Massematrix M und dem Koeffizientenvektor W von wy,
(wha (,01) =MW.
Wir erhalten also folgende Darstellung fiir den Koeffizientenvektor von wy,

W =M"18V.

Betrachten wir nun die zeitabhéngige parabolische Warmeleitungsgleichung
Ou — Au =0,

so erhalten wir fiir den Koeffizientenvektor U (), der semidiskreten Finite Elemente Approximation
up(t,-) das folgende System linearer gewohnlicher Differentialgleichungen:
=U'(t) = —-W()
= —M'SU(@t)
= a(t,U(t))

Moégliche Zeitdiskretisierungen:
Explizites Eulerverfahren

Uttt =U" — At-MTISU" = (I - AtM ' S)U™,



4.2. ZEITDISKRETISIERUNG 67

Implizites Eulerverfahren
Uttt =ur — At- Msunt,
Tatsdchlich wiirde man in diesem Fall aber folgende Darstellung wahlen:
(M + AtS) U™ = MU™.

Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir U"+1,

Beispiel 4.6 (Erhaltungsgleichungen in 1D).

Sei L[v] = 0, f(v) approximiert durch den diskreten Operator Ly[vn] = 3 (g(vit1,v:) — g(vs, vi—1)),

wobel vy, eine stliickweise konstante Funktion mit Werten v; auf einer Gitterzelle (Ii_ 1, %01 ), zi = th
2 2

sei. Die numerische Flussfunktion g € C%(R x R) erfiille zudem die Konsistenzbedingung g(u, u) =
f(w).
Dann erhalten wir fiir den Koeffizientenvektor U(t) der Semidiskretisierung (¢, ) von

Ortip, + Lnfun(t, )] = 0

das folgende nicht-lineare System gewohnlicher Differentialgleichungen:

Ui(t) = —%(Q(Um(t% Ui(t)) — g(Ui(t), Ui (1)), 1 <i <.

4.2 Zeitdiskretisierung

Die “Method of Lines” fiihrt auf ein System von gewdhnlichen Differentialgleichungen. Wir betrach-
ten daher in diesem Abschnitt allgemein Anfangswertprobleme der folgenden Art.

Definition 4.7 (System von gewthnlichen DGLn).
Sei
L:RY xRt — RV,

ein “diskreter” Ortsoperator, so betrachten wir fiir U : Rt — RY das folgende Anfangswertproblem

%U(t) = L(U(t),1) fiir t € (£, t" ), (4.5)

mit der Anfangsbedingung
ur)=u". (4.6)

Dabei sei t"T1 := " + At, Deltat > 0.

Bemerkung.

Bei der Diskretisierung von Evolutionsgleichungen entspricht N = dim(V},) der Dimension des
diskreten Losungsraums fir den Ort und der Vektor U enthélt die Freiheitsgrade von Vj, als Kom-
ponenteneintrige.




68 KAPITEL 4. EVOLUTIONSGLEICHUNGEN

4.2.1 Explizite SSP-Runge-Kutta-Verfahren

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit einer Klasse von expliziten Runge-Kutta Verfahren beschéf-
tigen, die besondere Stabilitétseigenschaften besitzen, den sogenannten ”Strongly Stability Preser-
ving” Runge-Kutta-Verfahren.

Literatur: C-W. Shu, A survey of strong stability preserving high order time discretisations, [20].

Definition 4.8 (Explizites m-Schritt Runge-Kutta-Verfahren).
Ein allgemeines m-Schritt Runge-Kutta-Verfahren zur approximativen Losung von (4.5)), (4.6) ist
gegeben durch

-1

Ut .=y —i—AtZalkLk, l=1,...m,
k=1

L' = LU t" + qAt),

Urtl .= pn + Atz b L".
k=1

Das Verfahren heiftt konsistent, falls gilt

-1
c = Zalk € [0,1].
k=1

Das explizite Runge-Kutta-Verfahren ist durch Angabe der Werte by, k = 1,...,m und a;,l =
2,...,m, k < definiert.

Die Werte konnen in Form eines Butchertableaus angegeben werden.

C1 0 0

Cy | az

Cm | Q2 - Gmm—1 0O
bi ... bp_1 by

Definition 4.9 (Explizites Eulerverfahren).
Das Euler-Verfahren, definiert durch

ist das 1-Schritt Runge-Kutta-Verfahren der Konsistenzordnung 1.

Definition 4.10 (SSP-Verfahren).
Sei || - || eine (Semi-)Norm auf RY. Ein numerisches Verfahren zur Approximation von (4.5)), (4.6))
heilt stabil bzgl. || - ||, falls gilt

[T < U™+ O(AL)).
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Ein numerisches Verfahren heifst SSP-Verfahren, falls gilt:

Das Eulerverfahren ist de > 0, so dass das Verfahren
stabil fiur At < Atp. stabil ist fiir At < c¢Aty.

Die Konstante ¢ > 0 heifst CFL-Koeffizient des SSP-Verfahrens.

Definition 4.11 (SSP-Runge-Kutta-Verfahren mit bis zu 4 Schritten).

i) 1-Schritt-Verfahren der Ordnung 1:

ﬂﬁ

ii) 2-Schritt-Verfahren der Ordnung 2:

iii) 3-Schritt-Verfahren der Ordnung 3:

N= = O

== =
Ol
wing

iv) 4-Schritt-Verfahren der Ordnung 4:

N|— = N= O

O HO RO | Do —
OO ==
o=~

IS

Bemerkung 4.12.

Die expliziten Runge-Kutta-Verfahren liefern zu gegebenem U™ € R lediglich eine Approximation
U™ von U(#"*1). Die Runge-Kutta Schritte U; kénnen nicht als Approximation von U (t) fiir
t € [t", t"] interpretiert werden.

Frage: Kann man mit Hilfe eines expliziten Runge-Kutta-Verfahrens eine Approximation Uy :
[t",t"1] — RY definieren, so dass

Up(t") =U",
Uh(tn-i-l) — Un-i—l’
und i
|U = Upll oo n gns1y < - APF

fiir ein p < m?

Satz 4.13 (Natural Continuous Extension).

Jedes m-Schritt Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung m besitzt eine “natiirliche stetige Erweiterung’
up, vom Polynomgrad p mit

)

5 < p <min{m*,m},
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wobei m* die Anzahl der disjunkten Koeffizienten c; ist in dem Sinne, dass es m Polynome
by €PP(0,1), 1=1,...,m
gibt, so dass gilt
Un(t") =U",
Up(t"*) = U,

Un(t" + sAt) == U™+ At Y bp(s)LF, 0<s < 1. (4.7)
k=1
Falls die exakte Losung U von (4.5), (4.6) glatt genug ist, gilt fir Uy
dl

”@(U - Uh)”Loo(tn’tn+1) S C- Atﬁ+1il

Beweis: siehe [22]. 5

Definition 4.14 (NCE-SSP-RK-Verfahren mit bis zu 4 Schritten).

i) 1 Schritt SSP-RK-Verfahren der Ordnung 1 (m =m =p = 1):
0]
‘ bi(s) =s
ii) 2-Schritt-SSP-RK-Verfahren der Ordnung 2 (m =m =p = 2):
1 Bu(s) = (by—1)s2+s,
bQ(S) = b282.
2 2
iii) 3-Schritt-SSP-RK-Verfahren der Ordnung 3 (m = m = 3,p = 2):
0
1)1 bi(s) = 3(2c; — 1)b;s® 4+ 2(2 — 3¢;)b;s,
z 03 3 firi=1,2,3.
ENERE
6 6 3

Bemerkung: Es gibt kein SSP-Runge-Kutta-Verfahren mit m = m = 3 und p = 3!
iv) 4-Schritt-SSP-RK-Verfahren der Ordnung 3 mit "stage reuse”’ (m = 4,m = p = 3):

0
e bi(s) = 2s3—3s2+4s5,
1 1 1 bQ(S) = —§83+%82,
A LI b(s) = s+ 29
et 0 by(s) = s3 — 52,
‘ 6 6 3

v) 4-Schritt-SSP-RK-Verfahren der Ordnung 4 (m = m = 4,p = 3):

0
: % 1 bi(s) = 2(1—4by)s® 3+ 3(3by — 1)s? +2s,
1 5 3 bz(s) = 4(3Ci = 2)[)1'8 aF 3(3 = 462')51'3 ,
2ls & & fiir i =2,3,4.

I 1 1 1

6 6 6 2

Bemerkung: Es gibt kein SSP-Runge-Kutta-Verfahren mit m = m = 4 und p = 4!
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Bemerkung 4.15 (ODE fiir NCE-RK-Verfahren).

1) NCE-Verfahren 4. und 5. Ordnung findet man in [Zennaro ‘86, Owren-Zennaro ‘95|

2) Sei Uy, gegeben als Losung eines m-Schritt NCE-RK-Verfahrens von (4.5)), (4.6]). Setzt man

@ t—tn
Lp(Un,t) == Zb;c (At) L*,
k=1

so folgt aus (4.7)

d
—Up = Ly (U, t
dt h h( hs )7

Up(t") = U™

Die NCE-Verfahren erlauben also eine kontinuierliche Interpretation der RK-Diskretisierungen.

4.2.2 Implizite Runge-Kutta-Verfahren und Kollokationsverfahren

Literatur: Strehmel /Weiner, Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen [21].

Definition 4.16 (Implizites m-Schritt Runge-Kutta-Verfahren).
Ein implizites Runge-Kutta-Verfahren ist definiert durch ein Butchertableau

c| a

b

mit ¢,b € R™ a € R™*™. Im Gegensatz zum expliziten Runge-Kutta-Verfahren kann fiir die Ein-
trage a1 gelten
ayy 7 0, Vi,k=1,....m

Ein implizites Runge-Kutta-Verfahren fiithrt auf ein System von (nicht linearen) Gleichungen mit
m - N Unbekannten.

Definition 4.17 (Kollokationsverfahren).

Eine Approximation Uy € [IP’m (t", t”"H)}N heifst Losung des Kollokationsverfahrens mit den Kollo-
kationspunkten ¢ + ¢;At, i = 1,...,m fiir das Problem (4.5)), (4.6), falls gilt

%Uh(tn S CiAt) = L(Uh(tn aF CiAt),tn aF CiAt),i =1,...,m,
Up(t") = U™

Wir setzen in diesem Fall U™ = U, (¢"11).

Ein Kollokationsverfahren ist durch die Angabe von m und den Kollokationspunkten ¢; € [0,1],i =
1,...,m, definiert.

Theorem 4.18 (Kollokationsverfahren sind stetige implizite RK-Verfahren (SIRK)).

Ein Kollokationsverfahren mit m Stufen und Kollokationspunkten c;, i = 1,...,m, ist dquivalent zu
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einem RK-Verfahren definiert durch

Ci,’i=1,...,m,
aij Z/llj(e)d&
0
1
bj:/ 1;(6)do,
0

wobei {l1,...,l,} die Lagrange-Basis von P™~1(0,1) 2u den Lagrangepunkten c, ..., cp, ist, d.h.

li(cj) = 0ij, i,j=1,...m.

Beweis: Siehe Deuflhard /Bornemann, Scientific computing with ordinary differential equations, [11].
O

Theorem 4.19 (Ordnung von Kollokations-RK-Verfahren).

Ein implizites Runge-Kutta- Verfahren, das durch ein Kollikationsverfahren gegeben ist, hat bei gendi-

gend glattem L die Konsistenzordnung p, g.d.w. die Quadraturformel mit Punkten ¢;,i =1,...,m,

und Gewichten b;,i =1,...,m, die Ordnung p hat.

Beweis: Siehe [1T]

Beispiel 4.20 (Gauf-Kollokationsverfahren).

111
)m=1p=2 —‘—2 i
1_ 1 1 1_ 1
% \/P 1 41 * 1\/ﬁ
i) m=2,p=4 §+ﬁ ZJrﬁ i
‘ I I
2 2

4.2.3 IMEX-RK-Verfahren

Nachdem wir explizite und implizite Runge-Kutta-Verfahren eingefiihrt haben, wollen wir im Fol-
genden gemischt implizite-explizite Verfahren studieren, sogenannte IMEX-RK-Verfahren.

Literatur: Pareschi/Russo, Implicit-explicit Runge-Kutta schemes and applications to hyperbolic sy-
stems with relazation, [17].

Motivation (Zeitdiskretisierung fiir Konvektions-Diffusionsprobleme).

Bei der Ortsdiskretisierung von Konvektions-Diffusionsprobleme der Form

ou+ V- f(u) —eAu =0

erhélt man ein System von partiellen Differentialgleichungen der Form

U'(t) = ~L[U(1)] — LalU ().

Dabei ist L. eine Diskretisierung des Konvektionsoperators und Ly eine Diskretisierung des Diffu-
sionsoperators. Wihrend die Lipschitz-Konstante von L. proportional zu % ist, ist die Lipschitz-
Konstante von L, proportional zu % Dies legt nahe, die Konvektion explizit und die Diffusion
implizit zu behandeln.
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Definition 4.21 (IMEX-RK Verfahren).
Wir betrachten Anfangswertprobleme der Form ({4.5]), , wobei die rechte Seite L : RV x Rt —

RY gegeben ist durch
L=L.+ L.

Ein implizites-explizites Runge-Kutta-Verfahren (IMEX) ist von der Form

-1 m

k=1 k=1
L) = Lou(0 " + &/ A,

U= U ACY (BLE + L)
k=1

Das Verfahren ist charakterisiert durch die Angabe von zwei Butchertableaus:

Dabei gehort das erste Tableau zu einem expliziten, das zweite zu einem impliziten Runge-Kutta-
Verfahren.

Bemerkung,.
Um zu garantieren, dass der Operator L, tatsédchlich nur explizit ausgewertet wird, bendtigen wir
folgende notwendige Bedingung:

a) ap, =0, fiirk>1,
b) al, =0, fiir k> L.

Ein Runge-Kutta-Verfahren mit der Eigenschaft a) ist ein explizites Runge-Kutta-Verfahren. Ein
Runge-Kutta-Verfahren mit der Eigenschaft b) heifit diagonal-implizites Runge-Kutta-Verfahren
(DIRK-Verfahren).

Gilt fir ein DIRK-Verfahren
Az =7, Vi:1,...,N,

so heiflt das Verfahren einfach diagonal-implizites Verfahren oder singly diagonally implicit Runge-
Kutta-Verfahren (SDIRK).

Algorithmus 4.22 (IMEX-DIRK-Verfahren).

Fir [=1,...,m{
A) Berechne: 1) falls (1-1 > 1):
LY=L (Ut + ¢ AY)

2) Ul = U™+ Aty ag, LE

B) Berechne: 1) falls (1-1 > 1):
Li—l — L/[(Ul*ljt” + C;_lAt)
2) Berechne U' als Lésung von
U= U+ At al TF + Atal, Li(U' 17 4 dAL)
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Setze U™ = U™ + At ZZ”:l(bZLf‘ + b}uLf) :

Bemerkung.
Durch die Verwendung eines DIRK-Verfahrens fiir den impliziten Operator muss lediglich in Teil B
2) ein implizites Problem gelost werden.

Beispiel 4.23 (SSP-DIRK-Verfahren).

Wir geben in diesem Beispiel IMEX-Verfahren an, die sich aus expliziten SSP-RK-Verfahren und
impliziten DIRK-Verfahren zusammensetzen.

Wir bezeichnen diese Verfahren mit SSP-DIRK (m;, mg, p) mit folgender Notation:

m1 :  Anzahl der Stufen des SSP-RK-Verfahrens,
ma: Anzahl der Stufen des DIRK-Verfahrens,
P Konsistenzordnung des Gesamtverfahrens.

1) SSP-DIRK (1,1,1):

0]0 11
1 |1
2) SSP-DIRK (2,2,2):
0|0 O ¥ % 0
111 0 Iy | 1I-2y v
T I T 1
) 1 2 2 2 2
mlt"}/::1—ﬁ.
3) SSP-DIRK (2,3,2):
0/[0 0 0 23
00 0 0 0|—-3 3
110 1 0 110 5 3
1 1 1 1
0 2 3 0 3 3
4) SSP-DIRK (3,3,2):
0/]o0 3|3
1 1 1 1
A oY1
1] 50 113 3 3
T 1 1T T 1 1
3 3 3 3 3 3
5) SSP-DIRK (3,4,3):
01]0 a| o
0|10 O 0| —« o'
110 1 0 1 0 1—-« «
1 1 1 1
e = ST R B S R
0§ & 3 [0 3 5 3

mit o := 0.24169426078821,
B :=0.06042356519705,
1 = 0.12915286960590.

Algorithmus 4.24 (Loésung von IMEX-Verfahren mit dem Newton-Algorithmus).
Wir betrachten die implizite Gleichung aus dem Algorithmus der IMEX-DIRK-Verfahren

-1
O'= 0"+ ALY ajy LF + Atay Li(U', 1" + jAt)
k=1
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und schreiben dies in der Form

F(UY =o.
Dieses nichtlineare Gleichungssystem wollen wir mit Hilfe des Newton-Verfahrens 16sen:

ko .— pn

Fir 1 =1,...:
1) DF(UM) V = _F(Ul,i)’
5 Gl gt

Dabei ist 1) ein lineares Gleichungssystem fiir den Defekt V', wobei DF(U*) die Jacobi-Matrix von
F in U bezeichnet. 1) ist also ein lineares Gleichungssystem, das z.B. mit einem iterativen Ldser
gelost werden kann.

Problem: Das Verfahren benotigt in jeder Iteration die Jacobi-Matrix DF (U4?).
Moégliche Vereinfachungen sind
1) Ersetze iiberall DF(U) durch DF(U™).
2) Approximiere DF(U™) durch Differenzenquotienten
_OR(UM)
YU

- FZ(Un + (56]‘) — FZ(Un)
~ 5 .

DF(U™)

3) In iterativen Verfahren zur Losung von 1) bendtigt man nur Produkte der Form
DF(UY)-V.

Dies entspricht einer Richtungsableitung von F in UY in Richtung V und kann Approximiert
werden durch
F;(UY +6V) — F;(UY)
5 .

Auf diese Weise erhélt man ein Matrix-freies Losungsverfahren, dass lediglich auf Auswertun-
gen des nichtlinearen Operators beruht.

Alternative: (Nichtlineares SOR-Verfahren)

Idee.
Lose iterativ zeilenweise nichtlineare Probleme

Firi=1,...
Firk=1,...,N:
}fk(ﬁ%wl,; - U,lg’fglv Uk,f],l?iP ey U]l\:;) =0
OF = O 4 w(U — UL

Zur Losung der skalaren nichtlinearen Teilprobleme kann z.B. ein Sekanten-Verfahren verwendet
werden.
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4.3 Semidiskrete Discontinuous-Galerkin-Verfahren

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit semidiskreten Discontinuous-Galerkin-Verfahren zur
Approximation von Evolutionsgleichungen. Wir starten mit einer Motivation anhand eines linearen
Transportproblems, betrachten dann nichtlineare Erhaltungsgleichungen und schliefslich die Wér-
meleitungsgleichung. Ein Ausblick auf Konvektions-Diffusionsprobleme und Systeme von Evoluti-
onsgleichungen schliefsen den Abschnitt ab.

4.3.1 Motivation: Lineare Transportprobleme

In diesem Abschnitt betrachten wir semidiskrete Discontinuous-Galerkin-Verfahren fiir lineare Trans-
portprobleme. An diesem einfachen Beispiel wollen wir spezielle Eigenschaften von Discontinuous-
Galerkin-Verfahren untersuchen, die in diesem Zusammenhang von besonderem Interesse sind. Ins-
besondere werden wir dabei auf den Zusammenhang von Discontinuous-Galerkin-Verfahren und
Finite-Volumen-Verfahren eingehen. Die Darstellung folgt einem einfiihrenden Artikel von Cock-
burn [9].

Definition 4.25 (Lineares Transportproblem).

Sei b: R x Rt — R ein gegebenes Geschwindigkeitsfeld und ug : R — R gegebene Anfangsdaten.
Dann heifit u : R x RT — R Losung des linearen Transportproblems, falls u hinreichend glatt ist
und folgendes Cauchyproblem erfiillt

O+ V- (bu) =0 in R? x (0,7), (4.8a)
u(-,t) = ug auf RY. (4.8b)

Analog zu Kapitel [2 sei Tj, ein Gitter auf R?. Wir verwenden den diskreten Raum
Vi, = VP i={v e L*Q) | v]w € Py(e”)Ve® € &L}

zur Definition einer Discontinuous-Galerkin-Diskretisierung.

Definition 4.26 (DG-Verfahren fiir Transportprobleme).

Sei T, ein Gitter auf R? und 6 = ((}e)eeglo . ein gegebener erhaltender vektowertiger numerischer
Fluss. Dann heifst up (-, t) € V3 semidiskreteei)iscontinuous Galerkin Approximation mit numerischen
Fluss ¢ des Transportproblems (4.8 , , falls Ve € 81 Yo, € Vy, gilt

eaf?

/8tuh(-,t)vh—/buh(~,t).Vvh—i-/ &e(uh(',t)) snvp = O,
e e de

uh(-, 0) = ﬂh(UQ).

Wir wollen uns nun mit der Frage beschéaftigen, wie der numerische Fluss 6 gewahlt werden muss,
damit das resultierende DG-Verfahren stabil ist. Dazu wéhlen wir v, = uy, in der Definition des
Verfahrens und erhalten nach Addition iiber alle Entitdten

/&,uh Yup (- )—/]R bup(-,t) - Vup(-,t) = 0,

dt *‘ et /V blun(-,t)* + ©n(t) = 0. (4.9)
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Der Term ©y,(t) entsteht bei der lokalen partiellen Integration des zweiten Terms
JECR /v (bun (> t))un (-, ) +/ b nlun( )P

- /V blun (-, t)|? —/buh Vup(-,t)
/aeb nlun(-, 1)

und ist wie folgt definiert

ec&?

leaf

Durch Integration iiber 0,7 erhalten wir aus (4.9) weiter

5 [l TP //Rv 0P+ [ 00

=5 [l (4.10)

Wir wollen nun voraussetzen, dass fiir das Geschwindigkeitsfeld gilt V -b > 0. Dann folgt aus dieser
Gleichung ein Stabilitédtsresultat fiir das diskrete Verfahren, falls der numerische Fluss so gewahlt
werden kann, dass gilt ©(t) > 0. Dies wollen wir nun genauer untersuchen. Mit der Notation aus
Kapitel [2] I | bezeichnet den Kantensprung) folgt

0u) = 3 [ o) o) b
- X [ (5.0 nlan.0) = 5 e 1)
R 1
= 3 [, (st g b)) - o)

Durch diese Beobachtung erhalten wir folgendes Lemma

Lemma 4.27 (Stabile DG-Verfahren fiir Transportprobleme).

Wir betrachten lineare Transportprobleme der Form -, mit V -b > 0. Dann ist das
DG-Verfahren aus Deﬁmtzon- 4.26| L?-stabil, falls fiir den numemschen Fluss 6 gilt

o (un)(,t) = b{un(-, 1)} + Clup]n

mit einer positiv semi-definiten Matriz C € R4*?,

Beweis: Mit der Voraussetzung an den numerischen Fluss ¢ folgt
Op(t Z / Cn-n uh
elell

Damit folgt die L2-Stabilitit aus der positiv semi Definitheit von €' und der Gleichung ([.10)).
Beispiel 4.28 (Stabile numerische Flussfunktionen).

O
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1) Upwind-Fluss:
Wihlt man C' = 3 |b- n|Id, so erhélt man den klassischen Upwind-Fluss

o(up)(z,t) =b il{r(l) up(z — €b).

2) Lokaler Lax-Friedrich-Fluss:
Wihlt man C' =  |b|1d, so erhilt man den lokalen Lax-Friedrich Fluss

& (un) = blun} + %|b\ fun]

Bemerkung 4.29 (Vergleich mit Finite-Volumen-Verfahren).

1) Wihlen wir V3, = V)2, so ist das DG-Verfahren dquivalent zu einem Finite-Volumen-Verfahren.
DG-Verfahren mit V}f ,p > 0 konnen daher auch als Verallgemeinerung von Finite-Volumen-
Verfahren interpretiert werden. Im Gegensatz zu klassischen Finite-Volumen-Verfahren erzie-
len DG-Verfahren jedoch auf eine sehr einfache Weise hoherer Konvergenzordnungen.

2) Die lokale Massenerhaltung von Finite-Volumen-Verfahren, bleibt bei DG-Verfahren erhalten
(Testen mit stiickweise Konstanten Funktionen).

3) Der Term Op(t) = Y .1cp [o1 Cn - nfup]? kann als numerische Viskositét des DG-Verfahrens
interpretiert werden.

4) Das lokale Residuum Oyup, + V - (buy) ist stark korrelliert mit den Kantenspriingen. Aus der
Definition des DG-Verfahrens erhalten wir

/e R(up)vp, = / (Byun + V - (bup))vp = / (bup, - nop, — & (up) - nop).

Fiir den Upwind-Fluss erhalten wir hieraus

/e Run)on = /8 )

Dabei bezeichnet de™ = {z € de | b(z)-n(x) < 0} den Einflussrand von e. Dies zeigt, dass das
lokale Residuum in diesem Fall linear von dem Sprung von up, auf dem Einflussrand abhéngt.
Dies zeigt auch, dass wir erwarten konnen, dass die Spriinge mit wachsendem Polynomgrad
p kleiner werden. Insbesondere héngt also auch die numerische Viskositdt vom verwendeten
Polynomgrad ab!

4.3.2 DG-Verfahren fiir nichtlineare Erhaltungsgleichungen

Als Erweiterung von linearen Transportproblemen, betrachten wir in diesem Abschnitt semidiskrete
Discontinuous-Galerkin-Verfahren fiir nichtlineare skalare Erhaltungsgleichungen.

Definition 4.30 (Nichtlineare Erhaltungsgleichungen).

Seien f € CH(R;R?), up : R — R gegeben. Dann heifit u : R? x R™ — R Losung der nichtlinearen
Erhaltungsgleichung zu der Flussfunktion f und den Anfangsdaten ug, falls v hinreichend glatt ist
und folgendes Cauchyproblem erfiillt

Ou+V - f(u)=0 in RY x (0,7), (4.11a)
u(-,0) = up auf R%, (4.11b)
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Wir werden uns spéter speziell mit Entropielésungen solcher Erhaltungsprobleme beschéftigen, aber
zunéchst unter der Annahme geniigender Regularitit eine Discontinuous-Galerkin-Diskretisierung
motivieren.

Definition 4.31 (DG-Verfahren fiir Erhaltungsgleichungen).
Sei T, ein Gitter auf R? und 6 = (66)66510 . ein gegebener erhaltender vektowertiger numerischer

Fluss. Dann heift wup(-,t) € V}, semidiskrete Discontinuous-Galerkin-Approximation mit numeri-

schen Fluss 6 der Erhaltungsgleichung ({.11a)), (4.11D)), falls Ve € &2 ;, Vv, € V}, gilt

/e Drtn (-, t)on — / fun(0) - Von+ [ Gelun)-non = 0,

de
’U,h(', 0) = 7rh(u0).

Analog zum Fall der linearen Transportprobleme, ist auch diese Diskretisierung lokal erhaltend und
kann als Verallgemeinerung von Finite-Volumen-Verfahren gesehen werden. Wahlen wir V), = V,f ,
so ist das Verfahren formal von der Ordnung p + % (siehe Zhang, Shu [23]). Typische numerische
Flussfunktionen kénnen analog zu Finite-Volumen-Verfahren gewiahlt werden.

Beispiel 4.32 (Stabile numerische Flussfunktionen).

Die numerische Flussfunktion & kann so gewahlt werden, dass sie nur von den Spuren der Funktion
up, auf den beiden benachbarten Entitdten abhéngt. Wir setzten also

a(uh)‘el('vt) ‘ni= gn(u}:('a t)’uZ('J))

mit einer numerischen Flussfunktion g € C%!(R x R). Analog zur Definition bei Finite-Volumen-
Verfahren kénnen wir beispielsweise folgende numerische Flussfunktionen verwenden:

1) Godunov-Fluss

. . .
gn(v,w) = { miny<y<w f(u) - n, falls v < w,

maxy<y<y f(u) - n, sonst. ’

2) Engquist-Osher-Fluss
gn(v,w) = / min{f’(s) - n,0}ds —i—/ max{ f’(s) - n,0}ds + £(0),
0 0
3) Lax-Friedrich-Fluss

% ((f(0) + f(w)) - n = C(w —v)), mit C":=max|f(s)].

In (U, w) =
Fiir Finite-Volumen-Verfahren haben wir gesehen, dass monotone numerische Fliisse zu stabilen Ver-
fahren fiihren, falls die sogenannte CFL-Bedingung erfiillt ist (siehe Skript zur Vorlesung Numerik
partieller Differentialgleichungen II). Dabei nennen wir einen numerischen Fluss g, € C%'(R x R)
monoton, falls er im ersten Argument monoton wachsend und im zweiten Argument monoton fallend
ist.

Wir werden nun dieses Resultat erneut betrachten und feststellen, dass dies im Kontext von Discontinuous-
Galerkin-Verfahren nur fiir stiickweise konstante Ansatzfunktionen gilt. Dazu betrachten wir das
Discontinuous-Galerkin-Verfahren aus Definition 4.31]in einer Raumdimension auf einem uniformen
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Gitter mit Entitdten e := I; := (mjfl,ijr;),xj := hj. Wahlen wir dann als Testfunktion v, = 1,
2 2
so erhalten wir

/1- Orup, + (g(u;%,u;%) —glus y,ut %)> =0.

J

Wir wollen nun im Kontext von SSP-Runge-Kutta-Verfahren die Stabilitét eines Euler-Schrittes
analysieren, d.h. wir betrachten den Ubergang

up — Wp, = up, + AtLh(uh).

genauer erhalten wir fiir vy, = 1:

_ _ - ot N ol a7t
/ijh_/IjUh At(g(uﬁ%,u#%) g(uj_%,uj_%))

Dabei bezeichnet uj_+1 den Grenzwert von links in Tl und u;,:l den Grenzwert von rechts in
2 2 3

x ., 1. Bezeichnen wir weiter mit v; := 1 f vy, den Mittelwert auf einer Zelle I;, so erhalten wir
i+3 7= n i J
At
0 =1 — —g(u, ,ul ) —glu ul ). 4.12
w; =iy — (g, 0t ) = gy ut ) (4.12)

Jetzt konnen wir analog zur Analyse von Finite-Volumen-Verfahren vorgehen und erhalten folgendes
Lemma:

Lemma 4.33 (TV-Stabilitat fir das DG-Verfahren).

Sei up, € Vi, mit kompaktem Trager gegeben und wy, € Vi, definiert durch Gleichung .

Wir definieren eine diskrete TV-Norm durch

nlry == |11 — 1.
JEZ
FEin Euler-Schritt fir die DG-Diskretisierungl4.31|ist Total-Variation-verringernd (d.h. es gilt |wp|ry <

‘ﬂh‘Tv), falls fﬁ’f’

— _l’_ o =,
L Al gy) - f)

e h Ujy1 — Uj
—_ + —
U, o, U — f(u;
g _gg( j—1 ]_%) f( J)
) h ’L_Lj—ﬂj;l ’

folgende Eigenschaften erfillt sind:

])C- 1,d

1 d 1 20N €Z, 2o tdy SLVjEL

Beweis: Mit der Notation des Lemmas lasst sich (4.12]) schreiben als
w; = Uj + Ciyl A+17,j — djilA,ﬁj.
< L 1 :

Dabei sind Ayt; = @j4q1 — u; und A_%; := u; — 4j—1. Das Lemma folgt dann direkt aus der
Betrachtung von » .y |wji1 —w;| (siehe Lemma 1.2.25 im Skript zur Vorlesung Numerik partieller

Differentialgleichungen II). o

Die Eigenschaft 2) folgt fiir die DG-Approximation automatisch, falls die Zeitschrittweite At hin-
reichend klein gewéhlt wird. Kritischer ist die Eigenschaft 1). Betrachten wir dazu zunéchst den
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Spezialfall uy, € Vho.
Fiir stiickweise konstante Funktionen gilt u;,: 1 = Ujy1 = Ujy1 und u;r 1 = u; = 4. Daher erhalten
2 2

wir

At g(uj, ujr) — f(uy)

C; = ,
j+% h Ujp1 — Uy

p  Atg(ujor,ug) — fluy)
7l = —_—— 5
73 h Uj — Uj—1

Wir sehen nun, dass in diesem Fall die TV-Stabilitét direkt aus der Konsistenz (g(u,u) = f(u))
und der Monotonie (g(,7,,)) des numerischen Flusses folgt, da gilt

g(uj, ujr1) — g(uj,uy)

<0,
Uj+1 — Uj
g(uj—1,u5) — glug, uj) <o.
Uj — Uj—1

Fir uy, € V}f ,p > 0 kann die Bedingung 1) im Allgemeinen nicht erfiillt werden, sie liefert vielmehr
Bedingungen der Form
sign(uji !

— ’ij) = Sign(ﬂj+1 — ﬂj). (4.13)
Wir halten also folgendes Resultat zusammenfassend fest

Korollar 4.34 (TV-Stabilitét fiir das DG-Verfahren).

Das Discontinuous-Galerkin- Verfahren|4.31 ist Total- Variation verringernd, falls p = 0 g¢ilt und der
numerische Fluss konsistent und monoton ist. Fir p > 0 gilt diese Aussage im Allgemeinen nicht.

Wihrend also im linearen Fall zur Stabilisierung lediglich geeignete Fliisse gewdhlt werden miissen,
bendtigen wir im nichtlinearen Fall einen zuséatzlichen Mechanismus, der Vorzeichenbedingungen
der Form sicherstellt. Dies wird durch die Einfiihrung von Projektionen - in diesem Kontext
auch Limiter genannt - realisiert.

Definition 4.35 (Massenerhaltende Limiter).
Eine Projektion Ap, : V}” — V heift massenerhaltender Limiter, falls gilt

1) [[An(un) — @nllre < |lup — Ug||Lee,
2) Ap(up) = .

Dabei ist 7, € V)0 definiert durch vy := ﬁ I, vn-

Definition 4.36 (Stabilisierte DG-Verfahren fiir Erhaltungsgleichungen).
Ay V,f = Vhp sei ein massenerhaltender Limiter und 6 ein vektorwertiger numerischer Fluss. Dann
heift up (-, t) € Vj, stabilisierte semidiskrete Discontinuous Galerkin Approximation mit Limiter Ay

und numerischem Fluss 6 der Erhaltungsgleichung ({.11a), (4.11D)), falls Ve € &2 ;, Vv, € V}, gilt

/ Byun(-tyop — / F (A (un (- 1)) - Von + /a Ge(An(un)) -moy = O,

up(+,0) = mp(ug).

Bei einer stabilisierten DG-Approximation wird also bei nichtlinearen Auswertungen stets uy durch
die Limitierung Ay (uyp,) ersetzt.
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Beispiel 4.37 (Slope-Limiter in einer Raumdimension).
Wir betrachten wieder die eindimensionale Situation mit uniformer Zerlegung durch Entitdten e =
I;. Dann gilt fiir vy, € Vh1 die Darstellung

onlr;(x) = 05 + (2 — ;)05 v;.

Wir definieren nun den sogenannten MinMod-Limiter Aj* fiir v, € Vh1 durch

. ) Dir) — 05 i — iy
AR (o)1 = 05 + (2 — x5) m(Ozvy, J+h/2 <, Jh/; )-

Dabei ist die MinMod-Funktion m definiert durch
s min |a,|, falls s =sign(a;) = sign(az) = sign(as),

m(a1, az,az) = { n=123

0, sonst.

Setzen wir 0y, = A}'(vp,), so erhalten wir

v a(@) = vi+m(o] = 05,05 = U1, Uiy — U) (@ — x), (4.14)
Jt+3 Jt+3
TN);__%(.%) = U5 — m(T)j — 'l};__%,’l_)j —Vj—1,Vj41 — T)j)(l’ — acj). (4.15)

Insbesondere erfiillt diese Limitierung die Vorzeichenbedingungen, die wir zur TV-Stabilitdt beno-
tigen.

Fiir Funktionen v, € VP, p > 1 kann diese Limitierung verallgemeinert werden. Sei dazu v,ll die
L?-Projektion von vy, in Vhl. Dann berechnen wir 9y, := A} (vy,) wie folgt:

nach (4.14)) und 4.15[

2) Falls 173,11 =y, und 0", = v; 1, S0 setze Tp1, = vpl1;,
3 -3

1) Berechne 9. , und @
Jt3 7=

3) sonst setze Oy, = AP (vp1,)-

Wir erhalten somit das folgende Stabilitdtsresultat.
Lemma 4.38 (TV-Stabilitdt mit MinMod-Limiter in 1D).
Wir betrachten das stabilisierte DG-Verfahren [{.30 in einer Raumdimension auf uniformen Git-
tern mit konsistenter und monotoner numerische Flussfunktion und A, = Aj'. Dann gilt unter
Voraussetzung der CFL-Bedingung

At

1
7 (Lg,l + Lg,2) S 57

dass ein Euler-Schritt TV-Stabil ist, d.h. fir wy, = up + AtLy (A} (uy)) gilt
|Wp |7y < |an|Tv.

Dabei bezeichnen Lg 1, Lg o die Lipschitz-Konstanten von g beziiglich des ersten, bzw. zweiten Argu-
ments.

Zu stabilisierten DG-Verfahren fiir Erhaltungsgleichungen im Sinne von Definition [.36] gibt es
bislang noch keine rigorosen A-priori-Fehlerabschatzungen fiir V}f) mit p > 0. Im folgenden wollen wir
ein rigoroses A-posteriori-Resultat vorstellen, dass eine adaptive Wahl der lokalen Gitterweite und
des lokalen Limiters erlaubt (siehe [10]). Wir fithren dazu zunéchst den Begriff der Entropielésung
ein.
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Definition 4.39 (Schwache Losung).
Seien up € L°(RY) und f € C%(R;R?) gegeben. Dann heift u € L} (R? x Rt) schwache Losung

von ([4.11a]), (4.11b)), falls gilt:

// By ) - T +/ o (-, 0) = 0 Vi € CS(RY x [0, 00)).
RIxR+ R4

Definition 4.40 (Entropielosung).

Seien f € C'(R;R%),up € L®(R?) gegeben. Wir nennen (S, Fs) Entropie-Enptropiefluss-Paar zu

der Erhaltungsgleichung (4.11a)), falls S € C*(R) konvex ist und fiir Fs € C*(R;R?) gilt
Fi=98'f"

Eine Funktion u € L®(R? x RT) heift Entropielosung von :4.115]#, (4.11b)), falls fiir alle Entropie-
Enptropiefluss-Paare (S, Fs) und alle Testfunktionen ® € C3(R? x R; [0, 00)) gilt

/ / (S(w)3® + Fs(u) - V®) + [ S(uo)®(-,0) > 0. (4.16)
R4 JR+ R4

Definition 4.41 (Funktionen beschrénkter Variation(BV)).
Fiir Funktionen u € L'(R%) definieren wir die Halbnorm

|ul gy (gay = sup / uV -
PECE (RERY), [l o<1 /R

und den Raum der Funktionen beschrankter Variation BV durch:

BV (R?) := {U e L'(RY) lull py ey = llull g1 (rey + |ulpy@ay < OO}

Theorem 4.42 (Existenz, Eindeutigkeit und Regularitét).
Es existiert genau eine Entropieldsung u von (&.11a]), (4.11b). Ist ug € BV (R?), so gilt u € BV (R?x
R™) und es existiert eine Konstante C' > 0 mit

[ull By mexrty < Clluoll gy rey-

Beweis: Existenz: Konvergenz von Finite-Volumen-Verfahren.

Eindeutigkeit: L'-Kontraktion, Kruzkov-Techniken!

BV-Regularitdt: Uniforme Abschétzungen fiir Viskositatslimes.

Fiir einen detaillierten Beweis siche z.B. Mélek, Necas, Rokyta, Ruzicka [16].

Annahme 4.43 (Numerische Fliisse).
Wir nehmen an, dass fiir die numerische Flussfunktion gilt

&e(uh)('a t) n= gn(u}:('at)a u;(a t))

Dabei sei n die #ukere Normale an e und es gelte g, € C'(R x R;R), so dass fiir alle u,v,u’,v" €
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[A, B], |A|,|B| hinreichend gro®, die folgenden Bedingungen gelten:

Ougn(u,v) >0, Opgn(u,v) <0, (Monotonie)
gn(u,v) = —g_pn(v,u), (Erhaltung)

(

(

gn(u,u) = f(u) -n, Konsistenz)

lgn(u,v) — gn(u/,0")| < L(|lu — /| + |v —v'|). (Lipschitz-Stetigkeit)

Wir wollen nun auf der Basis von Definition [4.3@ ein semidiskretes Discontinuous-Galerkin-Verfahren
auf adaptiven Gittern definieren. Dazu fithren wir zunéchst eine Zerlegung des Zeitintervalls [0, T
wie folgt ein

{0=1°.. N =T
Weiter setzen wir die lokale Zeitschrittweite At" := t"*! — " Mit jedem Zeitintervall (#",¢"+!]

assoziieren wir ein Gitter 7" mit zugehdrigem diskreten Funktionenraum V,f ,, definiert durch

V}f,n .= {vp, € BV(RY) | vp|e € Py(e) fiir alle e € el

leaf S *

Um einen Gitterwechsel 7',?71 — T;* zu berticksichtigen, verallgemeinern wir in der folgenden Defi-
nition die massenerhaltenden Limiter.

Definition 4.44 (Massenerhaltende Limiter auf adaptiven Gittern).
AZ’t : VP — VP sei ein massenerhaltender Limiter nach Definition @ der auf dem Intervall

[t" t"F1] stetig von t abhiingt. Dariiber hinaus sei AZ’tn : VP 1 — VP eine Projektion auf das
neue Gitter mit der Eigenschaft

1) AR (un (M) = un (1),
die folgende Kompatibilitdtsbedingung erfillt
2) (AR (un) =) (5 8)lzoo < (AR (un) = TR) () oo
Im Folgenden werden wir als Notation auch
an (-, t) = Ayun(,t)

verwenden.

Definition 4.45 (Semi-diskretes DG-Verfahren auf adaptiven Gittern).
Seien 7, eine Folge von Gittern und AZ’t massenerhaltende Limiter auf diesen Gittern. Weiter sei g
ein numerischer Fluss, der die Annahme [.43]erfiillt. Dann heift uy, semidiskrete DG-Approximation

von ([4.11a])-(4.11b)), falls gilt

up, = HV,QO(UO)

und fiir n = 0,..., N = 1ist up|ym g1y € CH (", " V)P ) definiert durch

up(t™) = APT (L), (4.17)
o (-t — / F@R(- 1) + /a G (@ (1), T (1)) = 0, (4.18)

fiir alle e € &9, vp, € ViRt e (¢, .

leaf?
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Wir definieren schliefslich uy, € L*°(0, T} V,ﬁ ,,) durch

up(0) == u; ' und Up|(gn gnt1] = Up| (gn gnt1]-

Wir werden nun eine A-posteriori-Fehlerabschitzung fiir den Fehler
[(w = un) (- D)l 22 (k)
auf einem Teilgebiet K C R¢ herleiten. Dazu verwenden wir zunschst die Dreiecksungleichung
(= un) (5 )l pr ey < N(w—an) (Dl ey + 1@ = un) (5 Tl 2 ) -

Da der zweite Term auf der rechten Seite bereits eine A-posteriori-Grofke darstellt, werden wir uns
nur noch mit einer Abschétzung von

[(w = an) (-, D)l L1 xey

beschéftigen. Dabei miissen wir beriicksichtigen, dass #j; in den diskreten Zeitpunkten t", n =
0,...,N — 1 unstetig sein kann.

Der Beweis der A-posteriori-Fehlerabschétzung beruht auf der Variablenverdopplungstechnik von
Kruzkov. Dazu definieren wir zunéchst das Entropieresiduum Rg.

Definition 4.46 (Entropieresiduum Rg).
Sei @ € L (RYxR*). Dann definieren wir das Entropieresiduum Rg zu dem Entropie-Entropiefluss-
Paar (S, Fg) durch

(R (i), ®) := //]RdxR+ (S@a® + Fs(@) - V) + [ S0, (4.19)

Als spezielle zwei-Parameterfamilie von Entropien betrachten wir regularisierte Kruzkov-Entropien.

Definition 4.47 (J-regularisierte Kruzkov Entropien).
Sei S € C%(R,R*) definiert durch

S(v) = {(602 —v%)/8, falls [v| <1
3/8 sonst.

Fiir § > 0, k,v € R definieren wir die Entropien Sj, : R — R durch

Ss.5(v) = Ss(v — k) 1= 65(

0 )
Weiter sei der zugehorige Entropiefluss Fj, : R — R definiert durch

Fsx(v) := F5(v, k) = /U I (w)S5(w — k)dw.

Bemerkung 4.48.
Die d-regularisierte Kruzkov Entropien sind zweimal stetig differenzierbar. Fiir 6 — 0 konvergieren
sie gegen die klassischen Kruzkov-Entropien der Form S(v — k) = |v — k|. Genauer gilt

”U - K“’ - 3/85Xsupp(v—n) < 55(1} - ﬁ) < ”U - ’k‘:"
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Wir starten den Beweis mit einer fundamentalen Fehlerabschétzung, basierend auf einer Annahme
fiir das Entropieresiduum fiir d-regularisierte Kruzkov Entropien.
Theorem 4.49 (Fundamentale Fehlerabschétzung).
Sei ug € BV (RY) und sei u die Entropieldsung von (4.11a), mit f € C*R). Sei v €
L2 ([0,00), LE (R?)) rechts stetig beziiglich t. Sei S(v) = Ss.(v) eine d—regularisierte Kruzkov
Entropie mit Entropiefluss Fs(v) = Fj,.(v). Wir nehmen an, dass es Mafe /ﬁ;,zg, Mo 50 Hu,o € M (R9 x
R*) gibt, so dass das Entropieresiduum Rg(v) Vi € R,6 > 0 und alle ® € C}(R¢ x (0,T)),® > 0
abgeschdtzt werden kann durch

(Rs(v), ®) = —((|10:®] il 5) + (IVO], 1 ) + (1D, p,5) ). (4.20)

Dabei habe das Maf 1, 5 eine Dichte ol s € Lis (0, 00; ;Li (RY)). Seien R > 0,29 € RY. Wir
definieren das Abhdngigkeitsgebiet Dy, durch

Dy, U Brir,(r—t )+h (o) x {t}.
0<t<T
Dann ezistiert ein h > 0 und Konstanten Cy, ..., Cy, so dass gilt:

I =)Dl zay = M= 06O Ea @) + C00

+C11t0,6(D2n) + Coy /115 5(Dh)
+C3E; 5 4+ Cay [ EL 5. (4.21)

Dabei ist Ef}’é definiert durch

ol s(t,x) do.

)

t
E,s:= sup /
0<t<T+h JBrip;m—1)+n(@0)

Beweis: Der Beweis folgt den Ideen der fundamentalen Fehlerabschitzung (Theorem 2.2.16) aus der
Vorlesung Numerik partieller Differentialgleichungen I1.

Zunichst definieren wir
(I)’r(mv t? Y, 3) = w('r7 f)w,(f —S5T = y)

wobei 1 und w, noch zu wihlende Testfunktionen sind.

Wiéhlen wir nun in der Residuumsabschétzung (4.20)
k= u(y,s) und O(x,t) = Op(x,t,y,s),

so erhalten wir nach Integration iiber y, s aus (4.20))

_ //Rde+ Rs(v) //RdeR+ (z,t) — u(y, 5))0p P (2, t,y, s)

+Fs(v(z,t),u(y,s)) - Va@r(z,t,y, s)dx dt dy ds
7,0
T

IN

mit

70 = // (100®r ], 10, 5) + (IV D] 115 5) + (@1, p10,5) dy ds.
Rd xR+
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Mit dyw, = —dsw, und Vyw, = —V,w, erhalten wir weiter
Ss(v(z, 1) — u(y, 8))0 Dy (x,t,y, 8) + Fs(v(z, 1), u(y, s)) - Vol (2, t,y, s)

= (Ss(vla,t) = uly, 9))d(a, 1)
+Fy(0(2, 1), u(y, 5)) - Vath(w,t) Jwr(t — 5,2 — y)
+(S5(v(@,t) = uly, $)Fn(t = 5, — )
s (0(a, ), u(y, ) - Vawy(t = 5,2 — ) ) (2, )

= (Ss(v(@.) = uly, 5) A (a.1)
+E(0(a, ), uly, ) - Voo, 1) Jor(t = 5,2 — )
—(Ss(uly. 5) = vz )0 (t = 5,7 )
+Fs(u(y, s), v(,1)) - Vyor(t = s, = y) )b(a, 1)

—(Fso(w, 1), uly, s)) = Fs(u(y, ), v(x,1))
'Vywr(t - 5T = y)w(mvt)

N~—

Damit folgt insgesamt

_ / / (sé(v(x,w — uly, $)) 0y (, t)
(REXRH)2

—i—F(;(U(CC, t)) u(ya 5)) : Vxlb(ﬂfy t))“r(t -5 = y)
< 170+ 157° (4.22)

mit
70 = - [ /(Rdxw (Es(o(a.t).uly. ) ~ Ex(u(y. ). (z.1)))
Vyw,(t — s,z —y)(x, t).

Wir wollen nun die rechte Seite von Gleichung (4.22)) mit dem Fehler in Verbindung bringen. Dazu
stellen wir zunéchst fest, dass gilt

|Fs5(v,w)| < LSs(v,w).

Dies sehen wir z.B. fiir v > w wie folgt ein

Fy(v,w)| = r/ £()S)(s — w) ds|

IN

Q/%( w) ds = L;S(v,w).

Analoges folgt fir v < w.
Im néchsten Schritt wollen wir die Testfunktion ¢ so wihlen, dass gilt

S(S(U($v t) - u(y7 3))3%/)(15, :L') + F(;(U(l‘, t)’ u(y, S)) : vxw(ta x)
< Ss(v(z,t) —u(y, s)).
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Dazu wahlen wir die Testfunktion v wie folgt:
Seie > 0. Wir definieren Yz(t) so dass gilt Yz(—oc0) = 0und Y/(¢) = 1Y”(%), mit Y’ € C§°((0,1)), Y’ >
0 und [ Y’ = 1. Damit definieren wir als Abschneidefunktion in der Zeit
Xe(t) =Ye(t) = Ye(t =T) € G°((0, T +¢)), Xe 20
und als Abschneidefunktion im Ort
Zno(z,t) =1=Yy(|lz — x| = (R+Ly(T —t)+h) >0
Die Abschneidefunktion Z, g erfiillt

0,52}179(:17,@ = —Ler/(|{E—l'0|—(R—I—Lf(T—t)—l-h)

— X
VoZno(w,t) = —Y§(|lx —ao| — (R+ Ly(T —t) + h) —=

|z — @o|
Damit ist schliefslich v gegeben als

P(x,t) = Xe(t) Zno(x,t) .
Mit dieser Wahl von ¢ und der Lipschitz-Stetigkeit von f folgt

S(;(U(l', t) - u(y, Z))@ﬂﬁ(l’, t) + FJ(U(:Ua t) ) u(y, 5)) : V:ﬂl)(ﬂ% t)
= Ss(v(z,t) —uly, ) XL(t) Zpg(t, x)
— X ()Y!(...) (Lng(v(x t) —u(y,s)) + Fs(v(x,t),uly,s)) - é:igl)
< Ss(v(a,t) — uls,y))X(t) Zno(t, @)

Also folgt aus
=[] Ssstotet) ~ uls. ) X0 Znolat)
(Rix R1)2
wr(t — s,z — y)dsdtdydx < Tf’a + Tzr’é .
Mit
—S(;(U(CC, t) - u(a;, t)) - —S(;(U(CL', t) — u(w, t)) + 55(1)(.%', t) - u(ya t))
—Ss(v(z,t) —uly,t)) + Ss(v(z,t) —uly, s))
—S(;(U(.Z', t) - U(y, S))
< ulz,t) —uly, 0)] + [u(y, t) — u(y, s)|

—=Ss(v(z,t) — u(y, s))
folgt weiter
=[] Sstute.t) ~ utw 1) K20 Znao. )

(Rix R1)2
wr(t — s,z —y)dsdtdyde < (T1 + To + T3 + T4)T’5’€’h )
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mit
Troeh // Y, )| XL(t) Zno(x, t)wy (t — s, 2 — y)dsdtdydz
(RIx RT)2
TZ,&,s,h _ // Y, 8)| XL(t) Zno(x, t)wr(t — s, 2 — y)dsdtdydz
(RIx RT)2

Jetzt sind wir in der Lage den Grenzwert € — 0 zu untersuchen. Dazu betrachten wir zunédchst die
linke Seite und erhalten mit den Eigenschaften von Ss und der Definition von X,

—Ss(v(@,t) —ulz, ) X(t) = —Ss(v(z,t) —u(z,1)Y(t)
+Ss(v(z,t) —u(z, )Y (t = 1T)
—[v(z,t) — ulz, )[YI(t)
+o(z,t) — u(x, t)|Y.(t —T)
+3/8 0 Xsupp(v—u) Yz (t = T).

v

Im Grenziibergang ¢ — 0 fithrt Y/(¢) zu einer Punktauswertung in 0, wihrend Y/(t — T') zu einer
Punktauswertung in 1" fiihrt. Setzen wir voraus, dass w, so gewahlt wird, dass gilt

// wr(t — s,z —y)ds dy =1,
RIxR+

— lim sup / Ss(v(z,t) — u(z, ) XL(t) Zng(z,t)

e—0
(Rex Rt)2

so erhalten wir

wr(t — s,z — y)dsdtdydx
> _/ (i, 0) — u(, 0)|dx
Brintryr(2o)
+/ lv(z,T) —u(z,T)|dx
Brin(xo)

+/ 3/8 0 Xsupp(v—u)daj'
Brin(xo)

Es steht nun noch aus diesen Grenziibergang fiir die Terme der rechten Seite zu betrachten. Dazu
wihlen wir jetzt die Testfunktion w,(t — s, x —y), so dass t,s sowie x,y hochstens den Abstand 1,72
voneinander haben.

Seien dazu @ € C°(R,R) und @; € C$°(R?, R) gegeben mit

suppw; C [-1,0], @; >0, /&1(t)dt =1
R
suppw; C B1(0) C RY, & >0, / wi(x)dr =1
Rd

Fiir 7 > 0 definieren wir nun
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und schliefflich
Wr<t - 5T = Z/) = wm(t - S)‘Drz(x - y)'

. d,e,h d,e,h . . ..
Betrachten wir nun 733", T;"”", so erhalten wir die Abschétzungen

lim sup (TQ‘S’E”"L + TQ‘*E’h) < Clluoll v ay(r1 + Lyra).

e—0

Fiir den Term 77 950 orhalten wir mit 6 = Cro

(Ly +1)T 1 )

lim sup T{’E’E’h < C(,uv,g(Dh) +(1+ VB 5+ Eﬂi,a(Dh)

e—0 r1

Schlielich erhalten wir fiir 75 9&h Qurch partielle Integration
0 = [ V(B0 - Fila(.s), v )
(RIXRT)?2
wr(t — s,@ —y)(x,t).
Mit der Definition von Fj gilt weiter

0u(Fy(w.) — Fu.)) = [ "5 w — o) (f (1) — f(u))dw.

Also folgt mit der Definition von Sy

|0u(F5(v, u) = Fs(u, v))]

IN

w;v)‘w — u|dw

uq
17"y | 55"
1

1" e ry sup S”(w)==67.
lw|<1

IN

20

Mit k1 == 3|/ || oo () supy, <1 U” (w) folgt also die Abschétzung

lim sup Tg’é’s’h < k1||u0HBV(Rd)5‘
e—0
Setzen wir jetzt
Cy = / 3/8 Xsupp(v_u)dﬂﬁ + ki HUOHBV(Rd)’
Bryn(zo)

Cl = C,

Cy = /Lfllwll pvray

Cg = C,
HUOHBV(Rd)

C — -

! (Ly+D)T

und wahlen

ij,(;(Dh)
T = 704
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M'Zfﬁ(Dh)
T = 02 ’

so folgt die Behauptung. .

und

Um eine A-posteriori-Fehlerabschitzung fiir das DG-Verfahren zu beweisen, wollen wir die Funda-
mentale Fehlerabschitzung anwenden mit v = 4. Dazu bendtigen wir eine Abschétzung fiir das
Entropieresiduum

<RS (ﬂh) ) 90>

In einem ersten Schritt schitzen wir dazu die Entropie auf einer Entitdt ab. Wie werden dazu
folgende Notation verwenden:
Notation.

Fiir eine Entitét e € Efzglof bezeichnen wir mit u,. die Einschrénkung von uj auf e x (t",t" + 1] mit

uy(¢) die Einschrénkung von uy, auf l(e) x (¢, 2" +1]. Dabei bezeichnet I(e) € 51223 die Nachbarentitét
zu e iiber den Rand von e.

Fiir eine kontinuierliche Funktion ¢ sei e der Mittelwert von ¢ auf e und @; die stiickweise
konstante Funktion definiert durch @yl := Pe.

Lemma 4.50 (Zell-Entropieungleichung).

Sei (S, Fg) ein Entropie-Entropiefluss-Paar. Dann gilt fiir die limitierte Losung des DG-Verfahrens
49

up, aus Definition |4.48 die folgende Zell-Entropieungleichung fiir alle Entitdten e € Slr;’a(}

I, = Il,e + IQ,e + I3,e + I4,e — D, <0, (4.23)
wobei fiir ¢ € CH(RY x R, RT) die Terme wie folgt definiert sind

L. = / (5(@) + ¥ - Fs(@)) 7o,

e

he = [ (Goliii) - Fs(@o) -n)e
I = / (041, + V- £(7))(S' () — ' (@),

T = [ (i) = ) -n) (') - S/ o)),

Uy(e) Ue
D, = / (/ 8wgn(ﬁe,w)/ S"(s)dsdw)@.
50 \ Sz

Ue w

Dabei ist Gy (v, B) := ff Osgn(a, 8)S'(s)ds + Fs(«) ein diskreter Entropiefluss, der konsistent mit
Fg ist, d.h. es gilt

Beweus: Sei p > 0. Wir betrachten die lokale Form des DG-Verfahrens (4.18) und wahlen als Test-
funktion v, = S’(up,)@n. Wir erhalten

/ ByueS' (i) 7e + / (T i)' (@) 7z = 0.
e Oe

Da die Limiter massenerhaltend sind, gilt fiir stiickweise konstante Testfunktionen vy, € V,?n die
Identitéit (Optie, Ve)e = (Otlle, Ve)e, Daher erhalten wir

[0 @zt [ onliesii)s @e =0
Je J e
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Durch Addition und Subtraktion von Termen folgt weiter
0 = (Oe + V- f(Te), S (Ue)Pe)e
(90 (@ ) = £ (@) -, S'(@)Pe)
+(Otie + V - f(Te), (5 () — S'(@e))Pe)e
(90 e T = £ i) -, (8 (@) = S/ (@) ),
Das Lemma folgt nun mit der folgenden Identitét

(gn (Ue, Uge)) — f(Te) - n)S'(te) = (gn (Ue, Ui(ey) = gn (e, Ue)) S (te)

i e) N e N N
— /~ Own (e, w)S' (w)dw +/~ Ouwgn (e, w) (S’ (We) — S'(w))dw

Ue Ue

U(e)

= Gn@Zea al(e)) - Gn(ﬂe; ﬂe) + / 0wgn,(ﬂ€, w) / e S//(s)dsdw_

J Ue

Bemerkung 4.51.

1) Aufgrund der Monotonie des numerischen Flusses und der Konvexitiat der Entropie folgt, dass
der Dissipationsterm D, in der Zell-Entropieungleichung (4.23) positiv ist.

2) Ist p=0, so gilt I3 ¢, 14 = 0.
3) Fiir p > 0 ist die Ungleichung (4.23)) keine Zell-Entropieungleichung im klassischen Sinne.

Lemma 4.52 (Abschitzung des Entropieresiduums fiir ay,).
Seien up, up durch Deﬁm’tion gegeben. Dann gilt fiir alle p € C}(R? x (0,T),R*) die folgende
Abschitzung des Entropieresiduums

(Rs(an), ) > T1 + To + T3 + Ty + Ts + Ts, (4.24)

T, = // (8tS(ﬂh)+V-Fs(ﬁh)> (@—<P>7

RIxR+
tn+1

Ty = ( L) -n.os — )
S [ 3 (6utie) - Fs(@) g - v)
n=0in ecery

tn+1

I [ 3 (2 + 9 s (8 @) - S @)

e
n=0 jn ecgm?

leaf
N1t o
T4 = / Z <gn(ﬂeyﬂl(e)) - f(ae) -n, (Sl(ae) - S,(ﬂe))@>ae’
n=0 in eeeﬁf
N—-1 ' 1
7= 33 (@l —m ). [ S wlo)® @) - o) |
n= GESYL(}

N— . 1
I = Z (et =2 ). (80 = [ 8wl 0) ()

n,0 ¢
eEEleaf
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Dabei haben wir zur Definition von Ty und Ty die folgende Notation verwendet

ve(0) = g (t") + 0(ue (") — ug~ (")),

Der Term 7T ist ein Elementresiduum, 75 ein Sprungresiduum und 73, Ty kénnen als Stabilitéts-
fehlerbeitrige angesehen werden, die nur bei einer Approximation mit héherer Ordnung entstehen.
Die Terme T5 und Tg bertiicksichtigen den Projektionsfehler bei Gitteradaption.

Beweis: Zunéchst summieren wir die Zellentropieungleichungen (4.23) iiber alle Entitéiten e € 51%;;
und erhalten nach Integration tiber die Zeit

t!L+1

Z/ Z Ile+f2e+13@+f4e)_0.

ecg™?

leaf

Nun wenden wir uns dem Entropieresiduum zu. Mit lokaler partieller Integration in der Zeit im Ort
erhalten wir

(Rs(tn), @) =

tn+1

_Z/ Z /8t Ue)p + V- Fs(ue)¢+/ F@e)'mf’]

n=0 jn eeglmf e

535> JS@IE e = s@E)ew).

n=0 65710

leaf ©

Aufgrund der Erhaltungseigenschaft der numerischen Flussfunktionen und der Stetigkeit von ¢ gilt

N_1 fn+1

Z/ > [ Gulieiig)e =0,

n=0 in eegno

leaf

Also erhalten wir durch Umordnung der Summanden

(Rs(up), @) =

“+1
q

—Z/ > (0eS() + V- Fs(iie), o)
n=0fn ecgl

leaf

“+1
1"

+Z/ S (Guliie i) - Fl@e) -n.)

n=0 {n ecem’

leaf

Y S (8@ - e o) (1.25)

€
n=0 egn(l

leaf

Im letzten Term haben wir bei der Umordnung die Integration im Ort als Summe iiber Integrale
iieber e € 51 of geschrleben obwohl ;™ L e VP | liegt. Demnach bezeichnen wir mit a?~! die

Einschrankung von w, ™~ Laufe, WObel in diesem Fall 27~ Unstetigkeiten enthalten kann.
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Aufgrund der Massenerhaltung der Limiter auf adaptiven Gittern gilt weiter

¥ 3 (e e, SETEmEe) -0

n= Oegno ¢

leaf

Mit der Definition von v () kénnen wir nun den letzten Summanden aus Gleichung (4.25)) wie folgt
umschreiben

e

e

Schlieflich erhalten wir durch einen Vergleich des Entropieresiduums mit I, das Resultat des Lem-
mas wie folgt

(Rs(up), ) > (Rs(un), @)+ I =T+ To+ T3+ Ty + T + Tp.

Wir wollen nun das Entropieresiduum mit Hilfe des gerade bewiesenen Lemmas weiter abschéatzen,
um die fundamentale Fehlerabschdtzung anwenden zu konnen. Dazu betrachten wir die Terme T;

aus (A24).

Lemma 4.53 (Abschétzung des Entropieresiduums).
Fiir die Schranke des Entropieresiduums aus Lemma[].53 gilt die folgende Abschditzung

N—
T+ To+Ts| < (190 Velize Y D me

0 n,0
n= eeSleaf

N_
T4+ Tt Tol < 18" ellollin 3 S e

n=0 eEElfo

Dabei sind die Fehlerindikatoren 1 ¢,m2.6 fiir e € 5106’;} wie folgt definiert
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1
Me = heRpe+ §he,l(e)RS,e + heRp,
e = [t = el poo((in in+1)xe) RE.c
1

2 ke{ 1( ) Ik - k||L°°((1t",1t"+1)Xm@)R{"“i

e ) = () | oo Ree-

Dabei verwenden wir folgende Notation fiir die Element-, Sprung- und Projektionsresiduen

tn+1

Ree = [ [loa+v 5@

t" e
tn+1

Rse = / Z /Qn ueaul(e) ‘ue — e)|

Rre = / () — ),

heje)y = I?(a)x diam(e U l(e))
€
20, (u,v) — gn(u,u) — gn(v,v
und  Qn(u,v) = gn(u,) gu(—v) 9n( )

Beweis: Ziel der weiteren Abschitzung der Terme T; ist es zusétzliche h-Potenzen aus Differenzen
der Testfunktion zu gewinnen. Fiir jede h-Potenz miissen wir jedoch mit héheren Ableitungen von
 oder S bezahlen. Um die fundamentale Fehlerabschéitzung anwenden zu kénnen, werden wir uns
auf erste Ableitungen von ¢ und zweite Ableitungen von S einschrianken.

Abschétzung von T7:
Um diesen Term abzuschétzen, bendtigen wir lokale Abschétzungen fiir die Differenz der Testfunk-
tionen. Da Ilyo exakt auf Polynomen vom Grad p = 0 ist, erhalten wir \(H‘/}o(go)(:c) —o(x))]e] <

hel[ V| poo(e), was schlieRlich zum Abschétzung von T fiihrt.

Abschétzung von Th:
Durch Umsortierung der Summation im Ort erhalten wir

/ = / ol )~ G 1) (75— )

el
l=en

—(Gn (e, Uyey) — G (Uy(e), Uie))) (@Pie) —¢)-
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Dies fithrt mit der Monotonie der numerischen Flussfunktionen g, zu folgender Abschéitzung

1
No1t"

T < 1SNl Veplle ) / > he,z(e)/Qn(ﬂeﬂz(e))lﬂe — Uy(e)|
n=0 {n el el el
el =enl(e)
tn+1
<

1 Vel 3 5 | Z ) / Qu (T o)) e — T

n= 065"0 in e

Analog zu den Abschétzungen fiir 11,75 erhalten wir folgende Abschatzungen fiir 73 und Ty:

N_1 tn+J
ITs) < 19"zl > > /llﬂeﬂellLoo(Tg)/Wtﬁh+V'f(ﬂh)|,
n=0 665127&2 tn e
tn+4
Ty < H5"||L°°||<PHL°°Z Z /Zke{gﬂi}x Huk_ukHLOC(S]z)

n=0 egno

/Qn(aeu al(e))|ae - al(e)"
el

Abschétzung von T5 und Tg:

51 < 18l V(™) Loz, Z > h / e (¢7) — g (™),
n= Oeeggaof e
ITs| < HS”HL o) | ooz

Z S ) — ||LmT)/|ue () — @),

n=0¢cgem0

leaf

Fir die letzte Abschéatzung haben wir verwendet, dass gilt
- 1
'@ () [ $'e(0))a0)
< HS”!Loo/ et () — ") + 0@ () — ()| do.

Dies liefert die Abschéitzung fiir T, da der Integrand monoton fallend in @ ist. .
Theorem 4.54 (A-posteriori-Fehlerabschitzung).
Sei uyp, die Losung der semidiskreten DG-Methode auf adaptiven Gittern (4.17)-(4.18)) und u die

Entropieldsung von ([.11a]), [{.110) mit f € C?(R). Dann gilt die folgende A-posteriori-Fehlerabschitzung

[(w—=un) (T (Br(wo)y < (@h —un) (D)l L1 (Br(zo)) + Mn

mit

nh = o + vV Kim + / Kano.
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Dabei sind die globalen Indikatoren gegeben durch

N—-1
o = > Mer M=) Y Miedi=12

0,0 n=0 n,0
eE Sleaf eE Sleaf
e C BR+LfT(-TO) e C Dyy,

Die lokalen Indikatoren ni e, 2. sind in Lemmal[{.53 definiert und 1o ist gegeben als
e = /|U0 — Ue(0)]
e

K1, K9 sind Konstanten, die im Beweis genauer angegeben werden.

Beweis: Die Lemmata und zeigen, dass up die Voraussetzungen fiir die fundamentale
Fehlerabschétzung erfiillt mit /jb, s = 0und py s, py; 5 definiert durch

N-1 .1 1
st e 1S [ e
(b5, @) 155 1|2 Z g Z At ‘6|f/2,e
n=0"" ccemte
N-1 .1 1
TPy = — .. D.
<IU“U,(S/ > Z,/O Z /At ’e‘ r’l,&
n=0 8651:::}6

Mit der Definition von Sy gilt weiter ||S”|| < Kg3. Die A-posteriori-Fehlerabschitzung folgt
nun mit der fundamentalen Fehlerabschatzung mit Kq = 022, Ky := 4KgCyCy und folgender
optimaler Wahl von 4

Bemerkung 4.55 (Verwendung des Fehlerschétzers und adaptive Verfahren).

1) Zur Zeitdiskretisierung des limitierten DG-Verfahrens eignen sich besonders die expliziten
SSP-Runge-Kutta-Verfahren aus Abschnitt[4.2.1] Eine A-posteriori-Fehlerabschétzung fiir den
voll-diskreten Fall steht zur Zeit noch aus. Um dennoch den Fehlerschétzer fiir die Adaptivitat
nutzen zu konnen, kann die Natural Continuous Extension der SSP-RK-Verfahren verwendet
werden. Dies ermdglicht insbesondere eine Auswertung von 9.ty in den Fehlerindikatoren.

2) Wéhrend die Element-, Sprung- und Projektionsresiduen (Rg e, Rse, Rpe) zur adaptiven
Steuerung der lokalen Gitterweite herangezogen werden konnen (h-Adaption), eignen sich die
Oszillationsindikatoren ||, — ||z vor allem zur Konstruktion geeigneter massenerhaltender
Limiter (p-Adaption). Die p-Adaption wird dabei so gesteuert, dass das Verfahren einerseits
stabil wird, andererseits aber seine optimale Konvergenz behélt.

3) Fiir eine detaillierte Darstellung eines hp-adaptiven Algorithmus und numerische Resultate
verweisen wir auf die Originalarbeit [10].
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4.3.3 LDG-Verfahren fiir die Warmeleitungsgleichung

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit Discontinuous-Galerkin-Verfahren fiir die lineare Warmelei-
tungsgleichung beschéftigen. Insbesondere werden wir dabei wieder auf A-posteriori-Fehlerabschéatzungen
eingehen, wobei wir dem Zugang von Georgoulis und Lakkis [13] folgen.

Definition 4.56 (Wéarmeleitungsgleichung).
Seien Q C R? ein polygonal berandetes Gebiet und T' > 0 gegeben. Seien weiter

feL>®0,T;L*Q) und wuge HY(Q)

gegeben. Dann ist u € L2(0,T; H'(Q)) mit o,u € L>(0,T; H-1(Q2) eine Lésung des linearen para-
bolischen Anfangs-Randwertproblems, falls im schwachem Sinne gilt

Oru — Au) = f, auf Q x (0,77, (4.26a)
u(+,0) = up auf 2 (4.26b)
u(z,t) =0 auf 002 x (0, 7). (4.26¢)

Zur Definition allgemeiner semidiskreter Local Discontinuous-Galerkin-Verfahren gehen wir nun
analog zu Kapitel [2] vor und betrachten zunéchst das folgende System von Differentialgleichungen
erster Ordnung fiir das Paar (u,0):

éku—V-o = f,

o = aVu,

Durch eine schwache Formulierung analog zu Kapitel [2lund geeignete Wahl von numerischen Fliissen
gelangen wir dann mit den Notationen aus Kapitel |2/ zu folgender primalen Formulierung des LDG-
Verfahrens.

Definition 4.57 (Primale Formulierung des semidiskreten LDG-Verfahrens).
Sei Tp ein hierarchisches Gitter auf 2 C R” und seien konsistente numerische Fliisse 4,6 auf Tp,
gegeben und V' (h) := Vi, + H?(Q) N H (Q) wie in Kapitel [2| definiert. Wir definieren die Bilinearform

B(ﬁ’&) : V(h) X V(h) — R

durch:
Bugy(u, ) = /thu -Vyp
+/ ([t(u) — ul{Vae - n} —{6(u, s(v)) - n}[e])
'\oQ
+/ ({a(u) — u}[Vap - n] = [6(u, s(u)) - nl{s})
\oQ
—1—/89(7f1,(u) —u)Vpp-n—6(u,s(u)) - np,

mit s(u) := Vyu — r([@ — u]) — I({& — u}) und den Lift-Operatoren r,l : L*(T') — [H?(T3)]" aus
Lemma 2.13
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Dann heift u, € C%'(0,T;V},) semidiskrete LDG Approximation der Wirmeleitungsgleichung
(4.26)) mit den numerischen Fliissen 4, 7, falls gilt

(Ovun, vn) + Bae)(un, vn) = (f,vn), Yoy, € Vi, t € [0,T), (4.27a)
up(-,0) = Iy, (uo). (4.27b)

Die Approximation aj, € C%1(0,7T;%},) des Flusses o ist gegeben durch
Op — s(uh). (4.28)

In diesem Kapitel werden wir fiir die Bilinearform auch abkiirzend B(u,v) anstelle von B4 4 (u,v)
schreiben.

Die Konsistenz der numerischen Flussfunktionen impliziert die Konsistenz der Bilinearform B =
Blis), so dass fiir die exakte Losung u der Warmeleitungsgleichung gilt

(Opu,v) + B(u,v) = (f,v), Vo € HY(Q),t € [0,T], (4.29a)
u(+,0) = (up). (4.29b)

Wir wollen nun eine A-posteriori Fehlerabschatzung fiir den Fehler
T o\ /2
Ju=wlzozvoy = (| Tut.0=u01?)
herleiten. Dabei bezeichne || - || die DG-Energienorm aus Definition Bei der Fehlerabschétzung

werden wir den Fehler in einen elliptischen Anteil und einen parabolischen Anteil zerlegen. Dazu
benotigen wir die elliptische Rekonstruktion von uj, und den diskreten DG-Operator Ay,.

Definition 4.58 (Elliptische Rekonstruktion und diskreter DG-Operator).
Sei t € [0,T] gegeben. Dann ist der diskrete DG-Operator Ay : Vj, — V}, fiir alle vy € V}, definiert
durch

(Anvh, on) = B(vn, ¢n), Von € V.
Weiter definieren wir den Rekonstruktionsoperator R? : Vj, — H}(2) durch
B(Rt’l)}” 90) = (Ahvh - HVhf('? t) + f(7 t)v SO)) VSO € H& (Q) (430)

Dabei bezeichne Ily, : L?(Q2) — Vj, die L2-Projektion.
Fiir u;, € C%1(0,T;V}) bezeichnen wir mit Ruy, die elliptische Rekonstruktion von wuy, definiert
durch

(Rup)(-,t) := Rlup(-,t).

Die Haupteigenschaft der Rekonstruktion Ruy, ist, dass die DG-Approximation uy gleichzeitig eine
DG-Approximation des stationdren Randwertproblems (4.30) ist, da fiir 5 € V3, gilt

(Apun(-,t) =y, f(- 1) + (1), 0n) = (Apun(- 1), on) = B(un(-,t), on)-

Definition 4.59 (Elliptischer und parabolischer Fehler).
Wir zerlegen den Fehler
e:=up—u
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in den elliptischen Anteil
€ = ’Ruh — Up,

und den parabolischen Fehleranteil
p = Rup — u.

Dabei bezeichnet Ruy, € H(Q) die elliptische Rekonstruktion von uy,. Es gilt

e=p—e¢.

Lemma 4.60 (Fehleridentitét).
Sei u die schwache Losung der Wirmeleitungsgleichung (4.26) und uy, die semidiskrete LDG-
Approzimation aus Definition[{.57 Dann gilt mit der Notation aus Definition[{.59

(Ove, @) + Blp,p) = 0, fiir alle ¢ € Hy(€). (4.31)

Beweis: Fiir ¢ € H}(Q) gilt

(Ore, ) + B(p, ) = (0:(up —u), @) + B(Rup —u,p)

(Opun, @) + B(Run, ) — (f, ¢)

(Ocun, @) + (Apup — Iy, [+ £, 0) = (f, %)
(Opun, Iy, @) + (Apup, — Iy, f, 11y, ¢))
(Opun, Iy, ) + B(un, Iy, @) = (f, 11y, ¢)
= 0.

Definition 4.61 (Zerlegung in konformen und nicht-konformen Anteil).
Fiir die folgende Analysis nehmen wir an, dass die DG-Approximation uy(+,t) € V4, in einen konfor-
men und nicht-konformen Anteil zerlegt werden kann, d.h. es existieren u.(-,t) € H} () NV}, und
ud(-,t) € Vi, mit

up(+,t) = ue(-, ) + uq(-, t).

Wir definieren damit die konformen Fehleranteile

ec =€ —ug=uc—u € Hj(Q), €c 1= € + ug = Rup, — uc € Hy(Q).

Theorem 4.62 (Abstrakte A-posteriori-Fehlerabschitzung).

Sei u die schwache Lésung der Wirmeleitungsgleichung und up, die semidiskrete LDG-
Approzimation aus Definition @ Wir nehmen an, dass die Bilinearform B = By ) stetig und
stabil beziiglich der DG-Norm ||| sei und dass eine Zerlequng nach Definition[4.61] ezistiere. Dann
qilt die folgende A-posteriori-Fehlerabschitzung

[u— Uh||L2(0,T;V(h)) < \/§\|Ruh - “h”LQ(O,T;V(h))
+\/§Hud”L2(O,T;V(h)) (4.32)
+V3|0sua/all 20,1010
+luo — uc(0)|L2(q)-
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Beweis: Wir starten von der Fehleridentitdt in Lemma und wéhlen als Testfunktion ¢ = e..
Dann folgt mit Definition

(Orec,ec) + B(p,p) = (Oulec + uq),ec) + Blpec)
_<8tud> ec> + B(/% P — ec)
- _<8tud7 ec> + B(/% 5(1)-

Mit der Stabilitdt und Stetigkeit von B folgt dann

1d
5 gilleel” + el * < lloll leell + 10uall -1 | Vel
Mit e. = p — e, folgt
IVeell < llecll = llo —ecll < lloll + llecll -
und somit erhalten wir mit Iy := [le;|| und I := [|Oua| g1
1d

== lee|f 2 < (I I) I L.
s e+ el < ol (B + 1) + ity

Mit der Youngschen Ungleichung folgt
d 2 2 2 2
lecl?+llpl? < 3(12 + 13).

Integration iber [0, 7] ergibt nun

T T
lec(TYIE+ [ 1ol < lec0) +3 [ (12+ 1),

Mit e. = (Ruyp, — up) + uq erhalten wir nun das Theorem durch Wurzel-ziehen und Dreiecksunglei-
chung. .

Die Fehlerbeitriige ||uql| 2 (0,7;v(n)) wnd [|Orua/ | L2(0,7;5-1(0)) konnen bei geeigneter Wahl der Zer-
legung up = u. + ug durch Sprungindikatoren von uy abgeschitzt werden. Genauer gilt folgendes
Lemma.

Lemma 4.63 (Abschitzung des nicht-konformen Anteils).

Sei Ty, eine simpliziales Gitter in zwei oder drei Raumdimensionen. Dann existiert fiir jedes vy, € V3,
eine konforme Approzimation v. € Vi, N HY(Q), so dass gilt

lon = vellz20y < CrlIVRA]ll 2y, (4.33)

und

IVh(vn = ve)llr2(q) < Col VA on]ll22(r)- (4.34)
Dabei hingen die Konstanten C1,Co > 0 von der Regularitdt des Gitters ab

Beweis: Fiir den Beweis verweisen wir auf [I5, Theorem 2.2 und 2.3]. .
Bemerkung 4.64.
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1) Die Fehlerabschitzung in Theorem nennen wir abstrakt, da auf der rechten Seite noch die
elliptische Rekonstruktion Ruy, auftaucht. Da uy(+, t) die Discontinuous-Galerkin-Approximation
von Ruy(+,t) fiir das elliptische Problem ist, erhalten wir eine brauchbare A-posteriori-
Fehlerschranke, sobald wir eine A-posteriori-Fehlerabschatzung fiir das elliptische Problem

kennen (vgl. Kapitel [2)).

2) Fiir weitere Details und eine A-posteriori-Fehlerabschéatzung fiir voll diskrete DG-Approximationen
verweisen wir auf die Originalarbeit [13].
4.3.4 LDG-Verfahren fiir allgemeinere Evolutionsgleichungen

Wir betrachten nun als verallgemeinertes parabolische Problem eine nichtlineare Advektions-Diffunsionsgleichung
der Form

Ou+ V- (f(u) —d(u)Vo(u)) — S(u) = 0.

Auch hier schreiben wir zunéchst die Differentialgleichung zweiter Ordnung als System erster Ord-
nung. Dabei haben wir jedoch mehrere Moglichkeiten, von denen wir zwei exemplarisch aufzeigen
wollen:

Ansatz 1:
up = —Vo(u)
uy = S(u) = V- (f(u)+d(u)u)
ou = u9
Ansatz 2:
up = o(u)
ug = —d(u)Vuy
uz = S(u) = V- (f(u) +uz)
ou = us

In beiden Féllen besteht die Formulierung aus einer Folge von Gleichungen desselben Typs

wp = Sk(ug—1,-..,u0) = V- fr(ug—1,...,u0)

k-1
- Zakl(uk—la oy ug) Vg (H)
1=0

fiir k =1,... K,up = u. Hinzu kommt eine Evolutionsgleichung vom Typ

0tu = F(UK,.. . ,u(]).

Fiir Ansatz 1 erhalten wir beispielsweise (K = 2):

fl(U()) O‘(UO)Id, 51 = ag = 0,
fa(ur,uo) = f(uo) + d(up)us, Sa(u1,up) = S(ug), a0 = az1 =0,
F(ug,u1,up) = ug.



4.3. SEMIDISKRETE DISCONTINUOUS-GALERKIN-VERFAHREN 103

Bemerkung 4.65 (Weitere Zerlegungen).
Es ist noch eine andere Zerlegung sinnvoll,

vy = U, v ==V - f(uo)
wo = ug, w1 = VU(’U)()), wo = V(d<’w0>’w1)
Oru = S(u) + v + wo
In diesem Fall haben wir den konvektiven und diffusiven Anteil getrennt. Die Formulierung erlaubt

es dann v; in der Zeit explizit zu diskretisieren, und wy implizit (IMEX-Verfahren), was zu giinstigen
Stabilitatseigenschaften fiihrt.

Definition 4.66 (Allgemeine Formulierung fiir LDG-Verfahren).

Wir betrachten eine Evolutionsgleichung der Form

Owu+ L{u] =0

mit einem Ortsoperator L. Wir setzen ug := u und nehmen an, dass L wie folgt zerlegt werden
kann:

(ui,...,uo) = Li[ui_l,...,uo], i:1,...,K,

L; : (ui—la 000 7u0) — (Ui, ©00 ,UO),
so dass
L[UO] = —F(UK,...,U()):—F(LK[LK_l[...Ll[Uo]...]]).
In dieser Form gilt fiir die Losung «
Gtu = F(uK, oo U, uo).

Die Operatoren L; seien dabei vom Typ .

Beispiel 4.67 (Gleichung dritter Ordnung).
Wir betrachten als vereinfachtes Modell der Navier-Stokes-Korteweg-Gleichung folgende partielle
Differentialgleichung dritter Ordnung.

Opu + Oy f (u) = £0?u + ndiu.

Dann ist eine allgemeine Formulierung im Sinne von Definition wie folgt gegeben

up = u
(ur,up) = L1fug] := (Opuo, up),
(ug,ur,up) = Lofu1,ug] := (Opu1,ur,ug),
F(ug,u,ug) := 0z(—f(ug)+ eur + nua),
O = F(ug,ui,up).

Die Gleichungen sind jetzt in der Form von Def. und alle L sind vom Typ .
Beispiel 4.68 (System zweiter Ordnung).
Wie betrachten folgendes System fiir (u, p):

Ap = S(u).
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Dann erhalten wir mit Elementaroperatoren vom Type (H)) und inversem Laplaceoperator die Form

aus Definition wie folgt:
= (A71S(ug), ug),

Ly [uo]
Lofuy,up] = (=V - (f(uo)+u1 I),u1,up)
F(ug,ui,up) = wug,
Oou = F(ua,ui,up).

Dabei muss zur Berechnung von u; ein elliptisches Problem gelost werden.

Lemma 4.69 (Variationsformulierung fiir (H)).
Sei Ty, ein Gitter auf Q und p € H*(Ty) eine Testfunktion. Dann lautet die schwache Formulierung

von
> /ukgp— > /(Sk—zaklvul>90+fkv90

0 e 0 €
eegleaf eegleaf

- > /86 <fk ng0+2akl<pul>

0
eeglﬁaf

Dabei seien fk und agp geeignete numerische Flussfunktion.

Bemerkung.
Der Term ag;Vu; ist nicht in Divergenzform und fiir stiickweise stetige Funktionen ist die Wohl-

definiertheit im allgemeinen ein schwieriges Problem. Man kann zeigen, dass der Term als Mak
auf dem Réndern der Entitdten definiert werden kann. Dies geht jedoch nur, falls der Term linear
ist. Die Behandlung von d(u)Vo(u) ist dagegen problematisch, daher der formale Trick in Ansatz
2 oben. Die Variationsformulierung beinhaltet einen Elementanteil und einen “Mafanteil” auf den

Elementrandern.

Einschub: (Wahl von ap)
Wir betrachten die Burgers-Gleichung und schreiben diese in nicht-konservativer Form:
O+ Du(5u%) =0,
= Oy + ud,u = 0,

Also erhalten wir einen Anteil der Form a(u)d,u mit a(u) = u. Mit ¢ = 1 und upl|e = u, konstant
folgt dann aus der Variationsformulierung von (H)

8tu+/u8u+/ afu] =0,
(e Jow [ itu o,
Oe

Wihlt man u einfach als Mittelwert, so folgt

e 882

Dies ist eine zentrale Differenzen Diskretisierung, die instabil ist. Dies zeigt, dass in diesem Fall a
geschickt gewihlt werden muss, um Upwinding/Stabilitdt zu garantieren. Ist aVu im Vergleich zu
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V- f(u) weniger dominant, so reicht hingegen haufig eine einfache Mittelung der Form a = %(al +a,)
aus.

Definition 4.70 (LDG-Diskretisierung von (HJ).
Zur Diskretisierung der Variationsformulierung von wahlen wir
Uk,h € Vk,h, mit ukﬁ]e € Vk,h(e),

mit kah(e) = span {902717 cee (Pz,rz} € € gl?eaf'

Sei U = (Ug J);’“: 1 der Koeffizientenvektor auf der Entitdt e. Dann betrachten wir die diskrete

Variationsformulierung fiir alle e € Sl[éaf, i=1,...,7%:

Tk k—1

> Ui / PhjPhi = / (Sk = Z%lVUl> Ors + Ji - Vo,

j=1 € € 1=0

kil —_ —
— | feneit+ Zakzwi,i[w]'
Oe —0

Definieren wir die Elementmassenmatrix M durch (Mg);; = fe (pz’ j(pzﬂ-, so folgt in Matrix-

Vektorschreibweise
Ug = (M)~ (B + BY).

Dabei sammelt Ez’o die Anteile von Integralen iiber e und E,?l die Anteile von Integralen iiber Oe,
d.h.

k—1
€ =0
(Bi)i = - 5 feom i+ ) anagk ).
e

=0

Im Gegensatz zum elliptischen stellen wir hier keine globalen Matrizen auf, sondern berechnen ele-
mentweise sukzessive fiir k = 1,..., K die Koeffizientenvektoren Uy. Sind die Basen ¢f 4, ..., ¢} re
orthonormiert, so ist die Massenmatrix die Identitdt und somit trivial zu invertieren.

Stabilisierung: Wie in Abschnitt und bereits gezeigt, benotigen wir bei DG-Verfahren
hoherer Ordnung aus Stabilitétsgriinden eine zusétzliche Limitierung der Gradienten (minmod, ... ).
Wir definieren daher in Anlehnung an Abschnitt [4.3.2] ein allgemeines semidiskretes LDG-Verfahren
mit Stabilisierung wie folgt.

Definition 4.71 (Allgemeines semidiskretes LDG-Verfahren mit Stabilisierung).
Sei t =0 < t! < ... <tV =T, eine Zerlegung von [0, T]. Auf (t",t"+1) seien DG-Réume definiert
durch

leaf

Vi = Vi, = {vn € L=(Q) | vale € By(e) Ve € £},
wobei T, Gitter auf  fiir das Zeitintervall (", t"*1) seien.

Seien AZ’t : Vion — Vi, t € (1", ") und AZ’tn : Vim—1 — Vj, massenerhaltende Limiter auf
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adaptiven Gittern im Sinne von Definition [.44]

Dann definieren wir eine Approximation u} von u auf [t",t"*1) durch

up(t™) = At [up (),
d

= () = — (LIAR @R en) , ¥ € Vin:

Dabei wird — <L[AZ”t(uZ(t))],g0h! mit Hilfe der Zerlegung aus Definition 4.66| und der LDG-

Diskretisierung nach Definition berechnet.

Bemerkung 4.72.

1) AZ’tn beschreibt die Prolongation/Restriktion zwischen den Gittern 7, ,,—1 und 7, d.h. t"

sind die Zeitpunkte, zu denen das Gitter adaptiert wird. Durch AZ’t wird eine notige Limitie-
rung der Gradienten beschrieben (sieche Abschnitt und 4.3.2)).

2) Zur Stabilisierung miissen die Integrale mit ausreichender Ordnung berechnet werden (Formel
von Cockburn-Shu).
Fiir p = 1 muss beispielsweise fe mit einer Quadratur, welche exakt ist fiir Polynome 1. Grades
ist berechnet werden, wihrend |, 50 Sogar von zweiter Ordnung approximiert werden muss (z.B.
in 2D durch 2 Punkt Gauf-Formeln).

4.4 Implementierung von LDG-Verfahren fiir Evolutionsgleichungen
in DUNE-FEM

Ziel.
Implementieren von diskreten zusammengesetzten Operator Ly : Vi — Vj mit Zerlegungen der
Form

Lyfup) = L [LE 7Y Ly fug] - ).

Dabei seien L}; vorgegebene “einfache” Operatoren, etwa definiert durch LDG-Diskretisierungen von
im Sinne von Definition m

Abstraktes Konzept fiir diskrete Orts-Operatoren in DUNE-FEM

Seien V', W beliebige Funktionenrdume iiber Koérpern Ky, Kyy. Ein Operator L : V — W ist dann
eine Abbildung von V nach W. Wir formulieren nun das diskrete Analogon dazu:

Definition 4.73 (Diskrete Operatoren).

Ein diskreter Operator Ly ist ein Operator von einem diskreten Funktionenraum in einen anderen,
dh. Ly : Vi = V.

Da einem diskreten Funktionenraum nach Kapitel [3] eine Gitter zugrunde liegt, nehmen wir an,
dass Lj, wie folgt zerlegt werden kann in einen globalen Operator Ly, einer Menge von lokalen
Operatoren L., die nur auf lokalen diskreten Funktionen auf Entitdten e der Kodimension Null
operieren, und einem globalen Operator Lpost:

Ly, = Lpost o diag{Le, e € Sﬁlaf} o Lpre.
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Dabei sind die Operatoren wie folgt definiert

Lpre : Vh — {‘/;7 e € gl%af}7
L. : V.=V, firalle e€e SI%af, und
Lpost : {f/e, AS g]%af} - vh‘

Die Zerlegung der diskreten Operatoren ist notwendig, um eine effiziente lokale Verkniipfung mit
nur einem Gitterdurchlauf realisieren zu kénnen, d.h. wir haben

Ly 0 Lj, = Loy 0 diag{LZ 0 Lg, € € Elar} © Ly,
falls L2 LIleSt = Id gilt.

pre

Neben diskreten Operatoren, werden wir nun auch Projektionsoperatoren und inverse Operatoren
einfiihren.

Definition 4.74 (Projektions-Operatoren).

Seien V}, ein diskreter Funktionenraum, 6510 eine Basis von V}, und B, eine Menge von linearen
ea

50
Funktionalen auf dem kontinuierlichen Funktionenraum V' mit |Bg, ] = \Bglo f], so dass fiir alle
leaf S

Y E Bglo . genau ein * € By, existiert mit

leaf
@ () =0y Vb € Beo

Dann definiert diese Menge von Funktionalen eine Projektion Igo : V' — Vgo —durch

(Ilggaf

@) ()= > " (v)e(z) fiir alle v € V.

PEBgo
leaf

Standard L?-Projektionen, aber auch Lagrange-Interpolationen kénnen in diesem Framework reali-
siert werden.

Mit der Definition von diskreten Operatoren lassen sich sehr allgemeine Gitter-basierte Diskretisie-
rungsverfahren schreiben in der Form

Lp(vn) =
Da wir an der Losung Ugo solcher Diskretisierungen interessiert sind, bendtigen wir numerische
Losungsverfahren, die den " diskreten Operator L invertieren. Formal kénnen wir dies wie folgt
schreiben: veo = Ln~ Y fgo f) Ein numerisches Losungsverfahren kann also als diskreter inverser
Operator aufgefasst werden’

Definition 4.75 (Inverse Operatoren).
Sei Ly, : V, — Vj, ein diskreter Operator. Dann definieren wir einen inversen Operator S durch

SLh 3 Vh — V.

Ein inverser Operator wird also mit einem diskreten Operator initialisiert und bildet von V3, nach V,
ab. Iterative oder direkte numerische Losungsverfahren von linearen oder nichtlinearen Gleichungs-
systemen konnen in dem Konzept als inverse Operatoren realisiert werden.

Wenden wir uns nun den speziellen Gegebenheiten von zusammengesetzten Operatoren zu, wie sie

in Abschnitt eingefiihrt wurden.



108 KAPITEL 4. EVOLUTIONSGLEICHUNGEN

Seien dazu V,W Funktionenrdume und L : V — W ein Ortsoperator. Wir nehmen an, dass wir
Funktionenrdume Vs, Wy, s = 1,...,S5 haben mit Vo, Wy :=V, Vg := Wy x Vi_1,s =1,...,5 und
Ws := W, und einfache Operatoren (im folgenden Passes genannt)

Ly:Vs1—>V,, s=1,...,5 und llg: Wgx---x Wy — Vg,

so dass gilt
L=IlgoLgo---0lLj.

Jetzt verwenden wir das Konzept diskreter Operatoren, um diskrete zusammengesetzte Operatoren
wie folgt zu definieren.

Definition 4.76 (Diskrete zusammengesetzte Operatoren und Passes).

Sei L : V — W ein zusammengesetzter Operator Lg,s = 1,...,5. Wenn jeder Pass Ly : Vs_1 — V;
durch einen diskreten Pass Ly, : Vs_1,;, — V5 approximiert wird, so definieren wir den zusammen-
gesetzen diskreten Operator Ly durch

Ly =1goLgpo---0Lyp.

Klassen in DUNE-FEM zur Realisierung des abstrakten Konzepts

e Mapping< DFieldType, RFieldType, DType, RType >: Diese Klasse reprasentiert allgemei-
ne Abbildungen von einem Vektorraum des Typs DType iiber einem Koérper vom Typ DFieldType
in einem Vektorraum des Typs RType liber einem Korper vom Typ RFieldType.

Wichtige Methoden (Auswahl):
operator () (const DomainType & arg, RangeType dest);
Des Weiteren: operator +, +=, * (RangeFieldType) .
e Abgeleitete Klassen sind
— Function (DType ist (DFieldType)"™, RType ist (RFieldType)™),
— Operator (DType, RType sind Functions).

e DiscreteOperator< LocalOperator, DFDomainType, DFRangeType >: Beschreibt einen dis-
kreten Operatoren im Sinne von Definition der Form

Lh = Lpost (Le ‘ ec 771,) : Lpre-

Die Operatoren (L. | e € Ty) auf den Entitéten sind dabei vom Typ LocalOperator. DFDomainType,

DFRangeType sind die Typen der diskreten Funktionen im Urbild und Bildraum des Operators.
Beispiel (Finite-Volumen-Verfahren).

Lyre: upd = 0 (Initialisiert den Updatevektor),
L.:  Berechne den Beitrag des Updatevektors
auf Entitat e: upd]i(e)],
Lyost: dest = arg + At x upd
(Operation auf dem gesamten DOF-Vektor).
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Vorteil: Verkniipfung wie + konnen auf den lokalen Operatoren durchgefithrt werden, falls
gilt L%re o L%)ost = Id:

L+ Ly =L (L + L2) o L}

pre-

Dadurch werden Gitterdurchlaufe reduziert.

Bemerkung (Auswertung von Verkniipfungen).

Definiert man Ly, durch Ly = L}% + L}, so ist Lj, vom allgemeinen Typ Mapping. Setzt man
also anschliefsend Lp+4= L;’L, so operiert Ly auf globaler Ebene und nicht lokal. Es werden also
zwei Gitterdurchlaufe angestofsen. Definiert man hingegen Lj = L,3L + L,Ql + L}, so wird lokal
verkniipft und nur eine Gitterdurchlauf angestofsen.

e InverseOperator< DiscreteFunctionType, OperatorType >: Basisklasse zur Implementie-
rung eines numerischen Losers zur Invertierung eines diskreten Operators vom Typ OperatorType.
Eine Implementierung eines CG-Verfahrens fiir lineare Operatoren wird z.B. durch die Klassen
OEMCGOp oder CGInverseOp realisiert.

e Pass< DiscretelModel, PreviousPass, passId>: Dies ist die Basisklasse zur Implementie-
rung eines Passes im Sinne von Definiton [£.76]

Die Implementierung der Pass-Klasse soll einerseits das abstrakte Konzept aus Definition [4.76|
realisieren, aber andererseits soll ein Pass auch ein DUNE-Operator sein. Daher wurde bei der
Implementierung nicht die Variante

Lot ... U% — Uttt ... UY

realisiert, sondern die Variante
i+1 . 770 i+1
LU — U

und (U, ..., U") sind Parameter, d.h.

Ut = oot uh.
Damit ist L+ ein DUNE-Operator.
Die Template-Argumente sind

DiscretelModel: Interface zur Problembeschreibung, etwa Quellterm, Koeffizientenfunktio-
nen, numerischer Fluss (vgl. Typ (H)).

PreviousPass: Definiert den Typ von L;. PreviousPass ist von Pass abgeleitet oder von Typ
StartPass. Im Konstruktor iibergibt man eine Referenz auf eine Instanz von PreviousPass
und von DiscreteModel.

Wichtige Methoden (Auswahl):

operator() (arg, dest) {
previousPass(arg, dest);
compute (dest, previousPass.parameters());

}

Rekursiver Aufruf zur Berechnung des Ergebnisses dest.

parameters ()
Liefert einen Tupel mit (U?, ..., U, U%) indem es Pair<UU’*!, previousPass.parameters()>
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zuriick gibt. Fiir StartPass gibt parameters() Pair<Arg, Nil> zuriick.

compute () ist eine virtuelle Methode zur Durchfiihrung der eigentlichen Berechnung,

z.B.

(DG-Pass) VaSU)—-V- f(u), oder
(Laplace-Pass) V=~ A~1f(U).

StartPass hat eine leere compute () Methode.

Vorhandene Implementierungen

In DUNE-FEM sind als Passes bereits LocalDGPass und LocalDGEl1liptPass implemen-
tiert. LocalDGPass realisiert eine LDG-Diskretisierung fiir Gleichungen vom Typ ,
wie in Abschnitt [£.3.4] dargestellt, wihrend LocalDGElliptPass eine Pass der Form
u = A~!f mit Hilfe einer LDG-Diskretisierung realisiert.

Die Klassen CreatePass und CreatePassTree erlauben eine einfache Implementierung
von Passes im Kontext allgemeiner LDG-Diskretisierungen, wie das folgende Beispiel
demonstriert:

// diffusion pass
typedef CreatePass< DiscreteModellType, LocalDGPass > PasslType;
Pass1Type passl( discreteModell_, spacel_ );

// advection pass
typedef CreatePass< DiscreteModel2Type, LocalDGPass > Pass2Type;
Pass2Type pass2( discreteModel2_, space2_ );

© 00 N 3 Ut s W NN

// create pass tree and return pointer to resulting

// operator satisfying the SpaceOperatorInterface.

SpacelOperatorInterface< DestinationType >* passTree
= CreatePassTree::create( passl , pass2 );

—_ = =
N = O



KAPITEL 5

Parallelisierung

In diesem Kapitel werden wir auf Grundziige der parallelen Programmierung im Zusammenhang mit
Gitter-basierten Diskretisierungsverfahren eingehen. Detailliertere Darstellungen sind beispielsweise
dem Skript von Bastian [I] zu entnehmen, dem wir hier auch partiell folgen.

Definition (Klassifizierung von Rechnern nach Flynn (1972)).
Nach Flynn (1972) kénnen Rechner wie folgt klassifiziert werden:

1) SISD - single instruction single data. Dies sind sequentielle Rechner.

2) SIMD - single instruction multiple data. Diese Rechner, auch Feldrechner oder Vektorrechner
genannt, verfiigen iiber ein Instruktionswerk und mehrere unabhéngige Rechenwerke von de-
nen jedes mit einem eigenen Speicher verbunden ist. Die Rechenwerke werden taktsynchron
vom Instruktionswerk angesteuert und fithren die selbe Operation auf unterschiedlichen Daten
aus. Solche Rechner kénnen sehr effizient fiir Finite-Differenzen-Verfahren sein, sind aber eher
ungeeignet fiir Verfahren auf unstrukturierten Gittern.

3) MISD — multiple instruction single data. Diese Klasse ist leer.

4) MIMD — multiple instruction multiple data. Dies entspricht einer Kollektion eigensténdiger
Rechner, jeder mit einem Instruktions— und einem Rechenwerk ausgestattet.

Im folgenden werden wir uns nur mit MIMD-Rechnern beschéftigen und zwei Typen unterscheiden:
Shared-Memory-Rechner und Distributed-Memory-Rechner. Zuvor wollen wir jedoch definieren, was
wir unter Speedup und Effizienz eines parallelen Algorithmus verstehen.

Definition (Speedup und Effizienz).
Sei Tyer (V) dazu die Laufzeit eines seriellen Codes. Es gelte

(V).

perfekt parallelisierbar  nur seriell ausfiihrbar

ser

Tser(N> = Tsler(N) + T2

Dann gilt fiir die parallele Laufzeit auf p Prozessoren
T (N
Tpar<N7 p) - serIE) + Tszer(N) + Toverhead(N7 p)-

Dabei bezeichnet Toyerhead (IV, p) den Laufzeitanteil, der beispielsweise durch zusétzliche Kommuni-
kation zwischen den Prozessoren entsteht. Wir definieren nun als Mafs fiir die Parallelisierbarkeit

111
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eines Codes:

Tser(N) .
Speedup: Sp(N) = 7 optimal ist S,(N) = p.
P Tpar(Nv p) P
N
Effizienz: E,(N) = M, optimal ist E,(N) = 1.
p

Abbildung veranschaulicht den Speedup fiir festes N.
S
PA

opt

Praxis

p
Abbildung 5.1: Speedup bei festem N

5.1 Shared-Memory-Rechner

Beim Shared-Memory-Rechner greifen mehrere Prozesse auf einen gemeinsamen Speicher zu. Paral-
lelisierung von Code ist einfach. Beispielsweise zerlegt man eine Schleife

for( i =0; 1 < N; ++1i )
bei p Prozessoren einfach in p Teile. D.h. auf Prozessor ¢ berechnet man
for( i = qWN/p); i < (q+1) (N/p); ++i ).

Vorteil: Jeder Prozess kann auf simtliche Daten zugreifen. Ein serielles Programm kann daher ohne
grofere Schwierigkeiten parallelisiert werden. Dies fiihrt in der Regel bei kleinen Prozessorzahlen
schnell zu einer ersten Leistungssteigerung.

Zugriffskonflikte

Gemeinsamer schreibender Zugriff auf gleiche Speicherstelle.

Zugriffskonflikte wachsen bei groferer Prozessoranzahl stark an. Eine gute Skalierbarkeit ist folglich
schwer zu gewéhrleisten. Zur Verringerung von Zugriffskonflikten werden leistungsfahige Zugriffs-
verwaltungen notwendig, die solche Systeme sehr teuer machen.
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Beispiel (Berechnung von numerischen Fliissen).
Die Entitdt e gehore zu Prozessor p;, die Entitdt € zu Prozessor ps. Prozessor p; berechnet den
Fluss gee und setzt

upde += Gege

updé —= e

Parallel dazu berechnet po den Fluss gs ¢ zwischen €, é und fiihrt folgende Anweisung aus
upds += ge,e-

Auf die Speicherstelle von upds kann also gleichzeitig von zwei Prozessen schreibend zugegriffen
werden.

Lo6sung: Entweder berechnet man den Fluss ge ¢ doppelt, einmal auf p; und einmal auf ps und greift
jeweils nur von definierten Prozessoren auf die Speicherstellen zu, oder man arbeite mit Locks:

b1 \ P2
hole Lock fiir upds | hole Lock fiir upds - fehlgeschlagen
upde += ge e warten, bis Lock wieder weg ist

schreibe upds

Freigabe von upds

hole Lock
upde += gz e
schreibe upds.

Freigabe von upds

Beide Versionen fiihren zu parallelem Overhead.

Re-entrancy

Die Methoden miissen so programmiert sein, dass sie aufgerufen werden kénnen, wahrend sie bereits
auf einem anderen Prozess laufen. Insbesondere diirfen also keine statischen oder globalen Variablen
verwendet werden.

Beispiel (findToken, findNextToken “END”).

char*’ ‘ ‘E‘N‘D‘ ‘ ‘ ‘E‘N‘D‘ ‘ ‘

Die Position des zuletzt gefundenen Tokens wird in einer statischer Variable gespeichert. Verwenden
zwei Prozessoren die Methode gleichzeitig, so verwenden sie denselben Speicher, folglich ist die
Methode nicht Thread safe.

Aufgrund der Nachteile von Shared-Memory-Programmierung bei grofen Prozessorzahlen, werden
wir uns im folgenden nur noch mit Shared-Memory-Programmierung beschéftigen.

5.2 Distributed-Memory-Rechner

Solche Rechner bestehen aus Speicherteilen, auf welche im gesamten Programmablauf stets nur
ein Prozess zugreifen kann. Werden Daten eines anderen Prozesses bendtigt, so kann dies nur iiber
explizite Kommunikation zwischen den Prozessoren erfolgen. Daher gibt es keine Speicherzugriffspro-
bleme und alle Methoden sind automatisch Thread safe. Im Vergleich zu Shared-Memory-Rechnern,
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sind solche Systeme relativ preiswert. Ein weiterer Vorteil ist eine fast unbeschrankte Skalierbarkeit.

Nachteil: Synchronisation aufgrund des expliziten Datenaustauschs. Dadurch miissen alle Prozesse
auf den “Langsamsten” warten. Das Ziel einer sogenannten “Lastverteilung” muss es also sein, den
Aufwand auf alle Prozessoren moglichst gleich zu verteilen. Ein typischer Ansatz dazu ist die Ge-
bietszerlegungsmethode. Dabei wird das zugrundeliegende Gitter partitioniert und méglichst “gleich
grofse” Teilgebiete den jeweiligen Prozessen zugeordnet. Wir werden spéter noch detaillierter auf die-
sen Zugang eingehen.

Moderne Rechner bestehen heute hdufig aus einer Kombination von Shared- und Distributed-
Memory-Rechnern, bei denen auf einen Speicherbereich nicht nur ein Prozessor, sondern eine kleine
Anzahl von Prozessoren (2-64) zugreifen konnen.

Als Programmiermodell auf Distributed-Memory-Rechnern werden wir nun Kommunikation durch
Nachrichtenaustausch (message passing) betrachten.

5.3 Message Passing und MPI

In diesem Abschnitt behandeln wir Syntax und Semantik der grundlegenden Funktionen fiir den
Nachrichtenaustausch (message passing). Beim Nachrichtenaustausch wird zwischen blockierender
Kommunikation (synchrone Kommunikation) und nichtblockierender (asynchroner) Kommunikati-
on unterschieden. Die Basis der Kommunikation bilden Funktionen zum verschicken (send) und
empfangen (receive) von Nachrichten (messages).

Synchrone Kommunikation

Wir betrachten zunéchst Befehle fiir den synchronen Punkt-zu-Punkt Nachrichtenaustausch. Dazu
stehen die beiden Befehle

e send(dest - process, expr_1, ... , expr_n)
e recv(src - process, var_1, ... , var_n)

zur Verfiigung.

Der Befehl send sendet eine Nachricht an den Prozess dest - process, die die Werte der Ausdriicke
expr_1 bis expr_n enthélt. Der Prozess dest - process empfangt diese Nachricht mit dem ent-
sprechenden recv-Befehl und speichert die Werte der Ausdriicke in den Variablen var_1 bis var_n
ab. Die Variablen miissen von passendem Typ sein.

Sowohl send als auch recv sind blockierend, d.h. werden erst beendet, wenn die Kommunikation
stattgefunden hat. Die beteiligten Prozesse werden dadurch synchronisiert. Sende— und Empfangs-
prozess miissen ein passendes send/recv-Paar ausfiithren, sonst entsteht eine Verklemmung (Dead-
lock).

Blockierende Punkt-zu-Punkt-Kommunikation ist nicht ausreichend um alle Aufgaben zu I6sen. In
einigen Situationen kann ein Prozess nicht wissen, welcher von mehreren méglichen Partnerprozessen
als néchstes zu einem Datenaustausch bereit ist. Ein Deadlock tritt z.B. bei dem Versuch auf, Daten
zwischen zwei Prozessen mit blockierenden send-, bzw. recv-Anweisungen auszutauschen.

Eine Moglichkeit dieses Problem zu l6sen besteht in der Bereitstellung zuséatzlicher Funktionen,
die es ermoglichen festzustellen, ob ein Partnerprozess bereit ist, eine Nachricht zu senden oder zu
empfangen, ohne selbst zu blockieren:
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e int sprobe(dest - process),
e int rprobe(src - process).

Die Funktionen liefern 1 = true, falls ein entsprechender Aufruf von send oder recv erfolgreich
ware.

Asynchrone Kommunikation

Fiir asynchrone Kommunikation stehen die beiden Befehle
e asend(dest - process, expr_1, ... , expr_n)
e arecv(src - process, var_1l, ... , var_n)

zur Verfligung. Sie haben die gleiche Semantik wie send, recv, sind aber nicht blockierend.

Globale Kommunikation
e Gather-Scatter-Operationen: Sammeln oder Verteilen von Daten durch einen ausgezeichneten
Prozess.
e Broadcast: Dateniibertragung von einem (oder allen Prozessen) an alle anderen.

e Reduce- and All-Reduce-Operationen: Bildung von Ergebnissen iiber Daten aller Prozesse.
Das Ergebnis steht dem Root-Prozess (reduce) oder allen (all-reduce) zur Verfiigung.

e Barrier: Synchronisation aller Prozesse.

Virtuelle Kanaile

Die bisher vorgestellten Kommunikationsfunktionen werden als verbindungslos bezeichnet. Alter-
nativ dazu kann man sich vorstellen, dass die Kommunikation iiber sogenannte “Kanéle” erfolgt.
Diese Kommunikationskanéle (communication channels) kénnen als gemeinsame Objekte verstan-
den werden. Bevor ein Kanal benutzt werden kann, muss er aufgebaut werden. Dies kann statisch
(zur Ladezeit) oder dynamisch, wéhrend des Programmablaufes geschehen. Sende— und Empfangs-
befehle operieren dann auf Kanélen:

e send(channel, expr_1, ... , expr_n),

e recv(channel, var_1, ... , var_n).

5.3.1 Der MPI Standard

Das Message-Passing-Interface (MPI) ist eine portable Bibliothek von Funktionen zum Nachrichten-
austausch zwischen Prozessen. MPI wurde 1993-94 von einem internationalen Gremium entwickelt
und ist heute auf praktisch allen Plattformen verfiigbar. Freie Implementierungen fiir LINUX-
Cluster (und weitere Rechner) sind MPICH2, Open MPI und LAM3.

MPI hat die folgenden Merkmale:
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Bibliothek zum Binden mit C-,; C++- und FORTRAN-Programmen (keine Spracherweite-
rung).

Grofe Auswahl an Punkt-zu-Punkt Kommunikationsfunktionen.

Globale Kommunikation.

e Datenkonversion fiir heterogene Systeme.
e Teilmengenbildung und Topologien.

MPI besteht aus iiber 125 Funktionen, die auf iiber 200 Seiten im Standard beschrieben werden.
Hier wollen wir nur auf eine grundlegende Auswahl der Funktionalitét eingehen.
Beispiel (Ein einfaches Beispiel).

MPI ist eine Bibliothek, die zu einem Standard-C++(C/FORTRAN) Programm hinzugebunden
wird. Ein erstes Beispiel in C++ zeigt folgender Code:

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include "mpt.h”

int main( int argc, char *argv[] )
{

int my_rank;

int P;

int dest;

int source;

int tag=50;

char message [100];

MPI_Status status;

MPI_Init ( &argc, &argv );

MPI_Comm_size( MPI_COMM_WORLD, &P );
MPI_Comm_rank ( MPI_COMM_WORLD, &my_rank );

if( my_rank !'= 0 )

{
sprintf ( message, "I, amyprocess,/jd\n", my_rank );
dest = 0;

MPI_Send ( message, strlen(message) + 1, MPI_CHAR,
dest, tag, MPI_COMM_WORLD );

}
else
{
puts( "I, am,process, 0\n" );
for( source = 1; source < P; source++ )
{
MPI_Recv( message, 100, MPI_CHAR, source, tag,
MPI_COMM_WORLD, &status );
puts ( message );
}
}

MPI_Finalize ();
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return O;

Dieses Beispielprogramm ist im SPMD-Stil geschrieben. Dies ist von MPI nicht zwingend vorge-
schrieben, es erleichtert nur das Starten des parallelen Programms etwas. Ubersetzen, binden und
ausfiithren des Programms unterscheiden sich von Implementierung zu Implementierung. Viele Im-
plementierungen enthalten eine Reihe von Shell-Skripten, die den Installationsort der Bibliotheken
verbergen. So ben6tigt man etwa in MPICH die Kommandos

mpicc -o hello hello.c
mpirun -machinefile machines -np 8 hello

um das Programm zu iibersetzen und acht Prozesse zu starten. Dabei werden die Namen der zu
benutzenden Rechner aus der Datei machines genommen.

Das Programm selbst erkldrt sich von alleine. Die MPI-Funktionen und -Macros werden durch
die Datei mpi.h zur Verfiigung gestellt. Jedes MPI-Programm beginnt mit MPI_Init und endet
mit MPI_Finalize. Die Funktion MPI_Comm_size liefert die Anzahl der beteiligten Prozesse P und
MPI Comm rank liefert die Nummer des Prozesses, in MPI ,rank“ genannt. Die Nummer eines
Prozesses ist zwischen 0 und p — 1. Schlieflich werden noch die Funktionen MPI_Send und MPI_Recv
zum senden /empfangen von Nachrichten verwendet. Dabei handelt es sich um blockierende Kommu-
nikationsfunktionen. Die genaue Bedeutung der Parameter werden im folgenden bei der Auflistung
der wichtigsten Funktionen besprechen.

Die wichtigsten Funktionen in MPI

e MPI_Init(&argc,&argv) ist die Initialisierungsroutine. Sie muss vor dem Benutzen von MPI-
Befehlen ausgefiihrt werden. Die Argumente lauten arge und argv und sind Pointer auf Para-
meter der Hauptfunktion.

e MPI_Finalize() beendet MPI und rdumt sdmtlichen hinterlassenen Miill von MPI weg.
e MPI_Abort() sorgt fiir einen sauberen Abbruch im Fehlerfall.

e MPI_Comm_Size(MPI_Comm comm, int size) gibt die Anzahl der beteiligten Prozesse durch
das zweite Argument (size) zuriick. Das erste Argument ist ein Kommunikator. Letzten Endes
ist das eine Anzahl von Prozessen, die Nachrichten austauschen. Fiir einfache Programme wird
jedoch nur

e MPI_Comm_World bendtigt. Dies beinhaltet alle Prozesse, die laufen, wenn die Ausfiihrung
beginnt (siche auch Kommunikationsarten).

e MPI_Comm_Rank(MPI_Comm comm, int rank) gibt den Rang (Prozessidentifikation) zuriick.
Zentrale Send-/Receive-Funktionen:

e MPI_Send(start, count, datatype, dest, tag, comm) Standardfunktion zum Senden von
Nachrichten. Start bestimmt die Speicheradresse, count die Lénge und Datatype den Datentyp
(hier immer MPI-Datentypen, keine C- oder Fortran-Datentypen). Tags sind zur Bestimmung
von Kontexten, z.B. wenn zwei Nachrichten zwei floats senden, die einmal verarbeitet und
einmal gedruckt werden sollen. Dest (Send) und Source (Receive) sind die Rédnge der sendenden
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oder empfangenden Prozesse. MPI_ANY_SOURCE ist eine Wildcard fiir source, wenn man von
irgendeinem Prozess statt eines speziellen empfangen will.

e MPI_Recv(start, count, datatype, source, tag, comm, status) Standardfunktion zum
Empfang von Nachrichten

e MPI_Bcast(start, count, datatype, source, tag, comm, status) sendet von einem an
alle Knoten.

e MPI_Reduce(start, result, count, datatype, operation, root, comm) sammelt Daten
von allen Knoten mittels einer bestimmten Operation (MPI_MAX, MPI_MIN, MPI_SUM, MPI_PROD,
MPI_LAND, MPI_BAND, MPI_LOR, MPI_BOR, MPI_LXOR, MPI_BXOR, MPI_MAXLOC, MPI_MINLOC;
die letzten zwei suchen auch noch den Ort).

Datentypen in MPI

MPI-Datentyp C-Datentyp
MPI_SHORT signed short int
MPI_INT signed int
MPI_CHAR signed char
MPI_LONG signed long int

MPI_UNSIGNED_CHAR  unsigned char
MPI_UNSIGNED_SHORT wunsigend short

MPI_UNSIGNED unsigend int
MPI_UNSIGNED_LONG  unsigned long int
MPI_FLOAT float

MPI_DOUBLE double
MPI_LONG_DOUBLE long double

Weiterhin kann man Arrays MPI_TYPE_vector (count, blocklength, stride, oldtype, &newtype)
und Verbiinde MPI_Type_structure(count, array of length, array of location, array of
types, &newtype) definieren. Hierbei steht stride fiir den Abstand der Elemente.

Weitere Funktionen

e MPI_Barrier (comm) blockiert Abarbeitung, bis alle Prozesse in comm Barrier aufgerufen haben.
e t=MPI_WTime () Funktion zur Zeitmessung.

e MPI_Comm_create oder MPI_Comm_split kreiert einen neuen Kommunikator oder teilt ihn in
mehrere.

e MPI_Probe(source, tag, comm, status) ist ein blockierender Empfangstest.

5.4 Parallele Kommunikation in DUNE

Die Softwarebibliothek DUNE bietet eine Schnittstelle zur Parallelisierung Gitter-basierter Diskreti-
sierungsverfahren an, die auf MPI basiert. Im Folgenden werden wir auf das Parallelisierungskonzept
zunéchst abstrakt eingehen und anschlieffend die wesentlichen Klassen und Methoden erlautern.
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5.4.1 Abstraktes Parallelisierungskonzept in DUNE

Die Programmierung in DUNE folgt dem “single programm multiple data” (SPMD) Programmier-
muster und setzt eine geeignete Gebietszerlegung des Rechengitters voraus. Die Gebietszerlegung
erfolgt in zwei Schritten. Zunéchst werden Kodimension-0-Entitdten den vorhandenen Prozessen
eindeutig zugeordnet (master decomposition). In einem zweiten Schritt wird die Verteilung der iib-
rigen Entitdten von dieser master decomposition abgeleitet (extended decomposition). Wir nehmen
im Folgenden an, dass K > 1 Prozesse vorhanden sind und jeder Prozess durch seine Nummer
pe€ P:={0,..., K — 1} identifiziert wird.

Definition 5.1 (Master und Extended Decomposition).
Sei ein hierarchisches Gitter 7Tj, gegeben. Die “Master Decomposition” ist definiert durch die Relation

D' c &% P.
Eine Entitéit e € £° gehort folglich zum Prozess p, falls gilt (e, p) € DY.

Die Menge aller Entitiit e € £9, die zu Prozessor p gehdren bezeichnen wir mit Eg.

Fiir Entitaten hoherer Kodimension definieren wir die “Extended Decomposition” durch die Relation
DcCcé&EXxXP

durch die Zuordnung zur “Master Decomposition” mit Hilfe der Subentitéitenrelation. Fiir alle e € £°,
e € £ ¢ > 0 mit e € C(e) gelte also fiir alle Prozesse p:

(e%,p) € D <= (e,p) € D.

Dies bedeutet, dass ein Prozess fiir jedes seiner Entitdten auch alle Subentitéten kennt. Die Menge
der Entitaten auf Prozess p bezeichnen wir mit &,.

Die Elemente eines Prozesses werden in unterschiedliche Klassen eingeteilt.

Definition 5.2 (Partition Type).
Die Abbildung
t9: D% = {i,0,g9}

weist jedem Paar (e,p) € DY eindeutig einen “Partition Type” zu. Die Typen sind interior (i),
overlap (o) und ghost (g).

Fiir Entitdten hoherer Kodimension gibt es zwei weitere Typen, border (b) und front (f). border
Entitaten bilden den Rand zwischen interior und overlap Entitdten der Kodimension 0 und front
Entitaten bilden den Rand zwischen wnterior oder overlap und ghost Entitdten der Kodimension 0.
Die Abbildung

t¢: D¢ — {i,0,g,b, f}

realisiert die eindeutige Zuordnung fiir ¢ > 0.

Die Zerlegung in “Partition Types” ist in Abb. veranschaulicht.

Bemerkung 5.3 (Eindeutigkeit von Partition Types).

Eine Entitit e € £ hat den Partition Type interior in genau einem Prozess. Die interior Entité-
ten der Kodimension 0 bilden also eine nicht-iiberlappende Zerlegung von £°. Im Gegensatz dazu
existieren overlap oder ghost Entitdten auf mehreren Prozessen.
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ghost

front

border

Abbildung 5.2: Gebietszerlegung mit Zuordnung von “Partition Types”.

Zum Datenaustausch werden in DUNE Kommunikations-Schnittstellen genutzt, die wir abstrakt wie
folgt definieren.

Definition 5.4 (Communication Interface).
Seien die Mengen ¥, C &, der “Source™Entitdten und A, C &, der “Destination” Entitéten fiir alle

p € P gegeben. Dann heifit ein Paar
(Xp; Ag)

Communication Interface. Wird eine Kommunikation mit dem Communication Interface (X,,A,)
aufgerufen, so werden alle Daten, die mit einer Entitét e € 3, N A, assoziiert sind von Prozess p
nach Prozess ¢ verschickt (forward communication) oder umgekehrt (backward communication).

In Abb. [5.3] wird die Kommunikation an zwei Beispielen illustriert.

In DUNE sind spezielle Kommunikations-Schnittstellen vordefiniert, diese sind

InteriorBorder_InteriorBorder_Interface sende/empfange interior und border Entitéiten

InteriorBorder_All_Interface sende interior und border, empfange alle
Overlap_OverlapFront_Interface sende overlap, empfange overlap und front
Overlap_All_Interface sende overlap, empfange alle Entitéten
A11_A11_Interface sende/empfange alle Entitéten

5.4.2 Klassen und Methoden zur Parallelisierung in DUNE

Im folgenden stellen wir die Klassenkonzepte zur Parallelisierung in DUNE vor.

Die Klasse MPIHelper

Kapselt die Initialisierung und grundlegende Funktionalitit von MPI (Implementierung als Single-
ton).
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Process 2 ‘ Process 3

Process 2 Process 3

Process 0 Process 1 Process 0 Process 1
O— send —> receive . ! \
interior vertex Qi
interior cell interior vertex
interior cell . border vertex o—— send @ border vertex

ghost cell —> receive ghost vertex

(a) Nicht-iiberlappende Gebietszerlegung mit (b) Gebietszerlegung mit dem Ghost-Zellen Ansatz und Kommu-
Kommunikation nikation.

Abbildung 5.3: Partition Types und Datenaustausch fiir eine border—border (a) und eine interior—
ghost (b) Kommunikation

Methoden:

static MPIHelper &instance (int &argc, char x*&argv): Ruft MPI_Init auf und gibt
eine Instanz vom Typ MPIHelper zuriick (als Singleton). MPI_Finalize wird automatisch am
Programmende aufgerufen.

static MPICommunicator getCommunicator ():Gibt den Default-Kommunikator MPI_COMM_WORLD
zurtick.

int rank () const: Gibt den Rang des Prozesses zuriick.

int size () const: Gibt die Anzahl der Prozesses zuriick.

Der Rumpf eines parallelen Programms sieht mit DUNE demnach wie folgt aus:

#include <dune/common/mpihelper.hh>

// main routine

int

{

main( int argc, char *xargv )

// Initialize MPI by calling MPI_Init, finalize is done automatically
// on exit. An instance of the MPIHelper class is returned.
MPIHelper& mpiHelper = MPIHelper::instance( argc, argv );

// get rank from helper
int rank = mpiHelper.rank();
// get size from helper
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int size = mpiHelper.size();

/] ...

return O;

Methoden zur parallelen Kommunikation in der Grid-Klasse

Zentrale Methoden:

e bool loadBalance (): Re-balanziert die Last der Gebietszerlegung fiir das parallele Gitter.
Gibt true zuriick, falls das Gitter verdndert wurde.

e bool loadBalance (DataHandle &data): Re-balanziert die Last der Gebietszerlegung fiir das
parallele Gitter und damit assoziierte Daten. Gibt true zuriick, falls das Gitter verdndert
wurde. Die Klasse DataHandle werden wir weiter unten noch genauer betrachten.

e int overlapSize (int codim) const: Gibt die Grofe der Overlap-Region fiir eine gegebene
Kodimension auf dem Blattgitter an.

e int ghostSize (int codim) const: Gibt die Grofe der Ghost-Zellen-Region fiir eine gege-
bene Kodimension auf dem Blattgitter an.

e void communicate (CommDataHandleType &data,
CommInterfaceType comif, CommunicationDirection dir) const: Kommuniziert Daten,
die in der Klasse CommDataHandleType spezifiziert sind iiber die Kommunikations-Schnittstelle
comif in Richtung dir. Die Klasse CommDataHandle werden wir noch genauer betrachten.
communicate realisiert also eine Kommunikation im Sinne von Definition [5.4l

e const Codim < 0 >::CollectiveCommunication &comm () const: Liefert ein Objekt vom
Typ CollectiveCommunication. Diese Klasse werden wir noch genauer betrachten.

Eine Routine zum Anlegen eines Gitters mit Gebietszerlegung konnte wie folgt aussehen. Dabei
wird von der Klasse GridPtr Gebrauch gemacht, die es erlaubt ein Gitter mit Hilfe eines DGF-Files
zu erzeugen. DGF steht fiir DUNE-Grid-Format.

// create grid from macro grid file
template< class GridType >
void createNewGrid( int rank )

{

// set name of DGF-file
std::string macroGridName ( "NacroGrid_DGF" );

// initialize parallel grid,

// MPICOMM=MPIHelper::getCommunicator () is set as default
GridPtr< GridType > gridPtr( macroGridName );

GridType& grid = *gridPtr;

std::cout << "(Created,Grid jwith," << grid.size(0) << " elements\n";
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// (re-)distribute grid
grid.loadBalance ();

}

Die Klasse CommDataHandleIF< DataHandle, DataType >

Diese Klasse definiert den DatenTyp fiir die Kommunikation und liefert gather und scatter Me-
thoden zur Kommunikation der Daten.

Wichtigste Methoden:

bool contains (int dim, int codim) const: Gibt true zuriick, falls Daten fiir Entitdten
der Dimension dim und Kodimension codim kommuniziert werden sollen.

bool fixedsize (int dim, int codim) const: Gibt true zuriick, falls die Anzahl der Da-
ten fiir Entitdten der Dimension dim und Kodimension codim immer gleich ist.

size (const EntityType &en) const: Gibt die Anzahl der Objekte vom Typ DataType zu-
riick, die fiir die Entitét en kommuniziert werden sollen.

gather (MessageBufferImp &buff, const EntityType &en) const: Packt die Daten zur
Entitdt en ein und schreibt sie in den message buffer buff.

scatter (MessageBufferImp &buff, const EntityType &en, size_t n): Liest n Objek-
te, die zur Entitdt en gehoren aus dem message buffer buff aus.

Die Klasse CollectiveCommunication< C >

Diese Klasse kapselt einige Routinen zur (globalen) Kommunikation.

Wichtigste Methoden:

int rank () const: Gibt den rank des Prozesses zuriick (zwischen 0 und size()-1).
int size () const Gibt die Anzahl der Prozesse zuriick.

T sum (T &in) const: Berechnet die Summe des Arguments iiber alle Prozesse und liefert das
Resultat an alle Prozesse. Es wird angenommen, dass Objekte vom Type T einen +-Operator
hat. template<typename T >

int sum (T *inout, int len) const: Berechnet die Summe jeder Komponente eines Arrays
iiber alle Prozesse und liefert das Resultat an alle Prozesse.

T prod (T &in) const
int prod (T *inout, int len) const
T min (T &in) const
int min (T *inout, int len) const
T max (T &in) const
int max (T *inout, int len) const

int barrier () const: Setzt eine Barriere.
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e int broadcast (T *inout, int len, int root) const: Verteilt ein Array von dem Pro-
zess mit Rank root an alle Prozesse.

e int gather (T *in, T #*out, int len, int root) const: Jeder Prozess sendet ein Array
der Lénge len zum root Prozess (root inklusive). Im root Prozess werden diese Arrays in
der Reihenfolge der Ranks in out gespeichert.

e int allreduce (Type *inout, int len) const: Berechnet etwas liber alle Prozesse hinweg
fiir jede Komponente eines Arrays und liefert das Resultat an alle Prozesse. Die Rechenope-
ration wird liber ein Template-Argument definiert.

5.5 Parallele Algorithmen auf verteilten Gittern

In diesem letzten Abschnitt geben wir einen Ausblick zu parallelen Algorithmen auf verteilten
Gittern. Dazu sehen wir uns zunéchst iterative Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme
an. Im folgenden setzen wir eine nicht-iiberlappende Gebietszerlegung voraus, wie sie in Abb. (a)
dargestellt ist. Jedem Knoten sei im Sinne von Finite-Elemente-Verfahren eine Komponente eines
Vektors zugeordnet.

5.5.1 Vektortypen und grundlegende Operationen

Bei einer nicht-iiberlappenden Gebietszerlegung, kommen die interior-Knoten genau in einem Pro-
zess vor, wiahrend die border-Knoten mehreren Prozessen zugeordnet sein kénnen.

Je nachdem, ob ein Datum in einem border-Knoten dem vollen Wert eines globalen Vektors ent-
spricht, oder nur einem Anteil unterscheiden wir folgende Typen von Vektoren:

Typ-I-Vektor v: Jeder Eintrag entspricht dem globalen Wert.
Typ-II-Vektor v: Die Summe der lokalen Eintrége entspricht dem globalen Wert.

Bei Finite-Elemente-Verfahren treten Typ-II-Vektoren natiirlich auf, da beispielsweise der Rechte-
Seite-Vektor f durch die Integration iiber Entitdten definiert ist. Analoges gilt fiir die Steifigkeits-
matrix.

Ein lineares Gleichungssystem, dass aus einem Finite Elemente Verfahren kommt, konnte man also
in der Form

Au=f

schreiben. Zur Aufstellung der rechten Seite und der Steifigkeitsmatrix, ist dann keine Kommuni-
kation notig.

5.5.2 Rechenoperationen mit Typ-I- und Typ-1I-Vektoren/Matrizen

Addition:

Die Addition von Vektoren des gleichen Typs erfordert keine Kommunikation. Bei der Umwandlung
von Typ II zu Typ I miissen mit einer Kommunikation alle Eintrédge von border-Knoten aufaddiert
werden und das Ergebnis an alle Prozesse verteilt werden. Eine Umwandlung von Typ I in Typ II
ist nicht eindeutig.
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Skalarprodukt:
Das Skalarprodukt von unterschiedlichen Vektortypen erfordert bzgl. der Kommunikation lediglich

die Summation einer reellen Zahl:
K—

(v,w) = Z (vp, wp).

=0

—_

bS]

Ein Skalarprodukt von Vektoren gleichen Typs, erfordern zunéchst eine Typumwandlung mit Kom-
munikation.

Matrix-Vektor Multiplikation:
Multipliziert man eine Typ II Matrix mit einem Typ I Vektor, so erhalt man einen Typ II Vektor,
d.h.

Au = .

Dazu ist keine Kommunikation nétig, sondern lediglich lokale Matrix-Vektor-Multiplikationen. Be-
notigt man als Resultat einen Typ I Vektor, so ist eine Typumwandlung durch Addition der Eintrége
der border-Knoten notwendig,

v = R(v).

5.5.3 Paralleles CG-Verfahren

Definition 5.5 (Allgemeines Abstiegsverfahren).
Seien (Bp)neny und (tp)nen gegeben mit B, € [0,2] und ¢, € R™. Dann heift die Folge
(zn)nen, zn € R™ Losung des Abstiegsverfahrens mit Startwert z; € R™ wenn gilt:

T = b — A21
und fiir n =1,2, ... gilt
(tn,Tn)

an - /371 (Atn,tn)7

Znt1 = Zn + Qpty,

T+l = b — Azpt1 = rp — an Aty

Definition 5.6 (Serielles CG-Verfahren).

Idee.
Ein A-orthogonales System von Suchrichtungen wird mit Hilfe des Schmidt’schen Orthogonalisie-
rungsverfahrens bzgl. (-, )4 schrittweise aufgebaut.

Wahle also 6, =1 Vn=1,...,m+ 1, t; = r1 und
tn = Tn + Yn—1tn—1

. At it ..
mlt ")/n_l =] —m fur n = 27 37 e

Das CG-Verfahren kann algorithmisch wie folgt geschrieben werden:
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Definition 5.7 (Serieller CG-Algorithmus).

zZ =21

r.=f— Az

si=t:=r

0= 0gq =01 := (t,r)

wiederhole
v:i= As
a:=0o/(s,v)
z:=z+as
r=r—auv
L=
o= (t,r)
B:=0/004
Oold *= 0O
s:=t+ fBs

bis
/oo <TOL

Wir haben diese Notation bewusst gewéhlt, da sich das CG-Verfahren nun mit Hilfe der Elemen-
taroperationen fiir Typ-I- und Typ-II-Vektoren ganz einfach parallelisieren lésst. Dazu wahlen wir
als Typ I Vektoren z, s,t und als Typ II Vektoren v, r, f, sowie die Matrix A.

Definition 5.8 (Paralleler CG-Algorithmus).

z: =2
r:=f— Az
s:=t:= R(r)
0= 0pq =01 := (t,r)
wiederhole
v:= As
a:=oc/(s,v)
z:=z+as
r=r—auv
t = R(r)
o= (t,r)
Bi=0/00d
Oold i =0
s:=t1+ fBs
bis
o/og < TOL

Bei diesem Algorithmus, findet pro Iteration eine Typumwandlung R(7) mit Kommunikation statt.
Dariiber hinaus sind zwei Skalarprodukte mit minimaler Kommunikation zu berechnen. Alle anderen
Rechenoperationen sind lokal durchfiithrbar.

Andere Tterative Losungsverfahren (z.B. GMRES, BI-CG-STAB, ...), die lediglich auf Skalarpro-
dukten und Matrix-Vektor-Operationen beruhen, lassen sich auf &hnliche Art parallelisieren.

5.5.4 Uberlappende Gebietszerlegungsverfahren
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Klassisches Schwarz-Verfahren

Wir betrachten das Laplace-Problem auf einem Gebiet §2:

—Au _= f7 ln Q,
u =0, auf 0f.

Nun nehmen wir an, dass €2 in iiberlappende Gebiete zerlegt ist, d.h. Q = Q1 U Qo mit Q; N Qy # 0.

Wir definieren

' =001 Ny, I'ys=00N80;.

Das alternierende Schwarz-Verfahren bestimmt die kontinuierliche Lésung u in ganz €2 durch ab-
wechselndes Losen in den Teilgebieten €21 und €25. Dazu setzen wir im Iterationsschritt k:

uf Losung in €;,7 =1, 2,
ul|r, uf ausgewertet auf I's,
ub|r, uf ausgewertet auf I'y,

Dann lautet die alternierende Schwarz-Iteration bei gegebenem Startwert ug (in ganz €2).

Definition 5.9 (Alternierende Schwarz-Iteration).

Fiir k=0,1,2,... {
Lose {
—Autt = f in O,
bt = uk|p,,  auf T,
ulerl = 0, auf 891 \Fl,
}
Lose {
—Augle =f, in Q,
ungl = uF|p,, auf Ty,
ugﬂ =0, aufdQy\ e,
}

Definiere uF+! durch v5™! auf Qy und durch u5™! auf Q\ Q.

Man kann zeigen, dass fiir die entsprechende schwache Form des Verfahrens gilt

k k
= s ) < pll = ¥ 73 -

Dabei hangt p von der Form der Teilgebiete ab.

Die alternierende Schwarz-Methode ist der Prototyp einer iiberlappenden Gebietszerlegungsmetho-
de. Sie wurde von Schwarz bereits 1890 eingefiihrt, um die Existenz von Losungen auf komplexen
Gebieten zu zeigen. Erst sehr viel spater wurden auf dieser Grundlage parallele Implementierungen
realisiert.
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Schwarz-Verfahren auf mehreren Teilgebieten

Das alternierende Schwarz-Verfahren ldsst sich auch auf eine beliebige Anzahl von Teilgebieten
verallgemeinern. Sei dazu wieder €) unser Gebiet. Zur Konstruktion von iiberlappenden Teilgebieten
gehen wir in zwei Schritten vor:

1. Schritt: Konstruktion einer nicht-iiberlappenden Zerlegung:
Dazu zerlegen wir €2 in Teilgebiete €2;,7 = 1,...,p, so dass

~

P __
O=J%, QunQ;=0, Vi#j
=1

2. Schritt: In einem néchsten Schritt erweitern wir jedes Teilgebiet €2;, wie folgt
Q; == {z € Q| dist(z, Q) < BH}.

Dabei bezeichnet H eine typische Gitterfeinheit und 3 ist ein Skalierungsfaktor, der die Grofe des
“Overlapps” angibt.

Nun kénnten wir die diskrete alternierende Schwarz-Iteration dadurch definieren, dass wir
e alle Teilgebiete in vorgegebener Reihenfolge abarbeiten und
e in jedem Teilgebiet eine neue Losung unter Beachtung jeweils neuester Randwerte ausrechnen.

Bei Finite Elemente Diskretisierungen mit Lagrange Elementen, kann man die Eintrdge der DOF-
Vektoren den Knoten des Gitters zuordnen. Dadurch lasst sich die Idee der alternierenden Schwarz-
Verfahren auch direkt auf der Ebene der resultierenden linearen Gleichungssysteme formulieren.
Varianten dieser Idee liefern das Multiplikative, oder das Additive Schwarz-Verfahren. Fiir weitere
Details verweisen wir auf die Literatur (vgl. Skript von Peter Bastian [2] und die Literaturangaben
darin).

5.5.5 Nichtiiberlappende Gebietszerlegungsverfahren

Analog zum Fall iiberlappender Gebietszerlegungsverfahren betrachten wir das Laplace-Problem
auf einem Gebiet 2
—Au = f, in Q,
u =0, auf 09.
Nun nehmen wir an, dass § in nicht-iiberlappende Gebiete zerlegt ist, d.h. @ = Q; U Qy mit

Q1 NQy = 0.
Wir bezeichnen mit T := Q; N Qs das Interface zwischen Q7 und .

Definition 5.10 (Mehr-Gebiets-Formulierung).
Sei n eine festgelegte Normale an I'. Dann ist das Laplace-Problem &dquivalent zu

—Auy = f in 4,
up =0, auf 00 NN,

Ul = U2, auf T,

Vuy-n=Vus-n, auf T,
ug = 0, auf 09 N N,

—Aug = f in Qo,
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wobei u auf €y durch u; und auf Qs durch us gegeben ist.

Diese Form des Laplace-Problems suggeriert folgendes iteratives Verfahren

Definition 5.11 (Paralleles Dirichlet-Neumann-Verfahren).
Seien 6 € (0,1], A%, u° gegeben. Dann ist das parallele Dirichlet-Neumann-Verfahren gegeben durch:

Fir k=0,1,2,...{
Lose {
—Auftl = f inQ,
ulfH =\, aufT,
u]fH =0, auf 90 NI,
}
Lose {
—AUSH = f, in Qy,
VUIZCH -n = uk, auf I'y,
u§+1 =0, auf 90y NI,
}
Definiere {
pLamEEs ugﬂ auf I,
pFtt = oVurtt o+ (1 - 0)pF auf T

}

Dabei ist 6 ein Beschleunigungsparameter.

Alternativ zu der Dirichlet-Neumann-Methode, kann auch eine Neumann-Neumann, oder eine Robin-
Robin-Methode definiert werden. Fiir weitere Details verweisen wir auf die Literatur (siehe z.B. das
Buch von Quarteroni [18]).
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