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Struktur: Anode-Elektrode-Kathode

Auf- und Entladung: Lithium-lonenwanderung von Kathode zu Anode bzw.
umgekehrt
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Einlagerung der Li*-lonen in Struktur der Kathode
Feststoff als Elektrolyt
Nicht-pordse feste Grenzschicht zwischen Elektrolyt und Elektrode
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»mathematisches Modell

Schematic 3-D Cell

Modd Geometry

Abbildung: Vom drei- zum ein-dimensionalen Modell
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»mathematisches Modell

Q,: Modellierung durch Konzentration C;;+ und Potential . Im Einzelnen:

» Massenerhaltung:
8tCLi+ - _aXJLi*'

» Nernst-Planck Fluss:
/Li+ = — (DLI+8X1CLI+ +

» elektrisches Potential:

_€b8X1X1¢ = 0 = F(Cu+ - CA) .
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»mathematisches Modell

Q,: Modellierung durch Konzentration Cy;. Reine Diffusion, d.h.
0¢CLi = D1iOx,x, Cii-

Randbedingungen:

» Robin-Randbedingungen fiir & auf 09, (Stern-Doppelschicht)

» (nichtlineare) Neumann-Randbedingungen fiir C;+, Cjj, ® auf 99,
(Butler-Volmer-Gleichungen)

» |solationsbedingung fiir C;; am rechten Rand von €,
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» stationdres System
» Bendtigte Anfangswerte: Stationdres System, d.h. 0:c = o, auf Q;:
Dyj+ Ox, € (X1) + Dyj+ Oy, (€ (X1)Oxp (X1)) = ©
PO )+ (€0a) —ca) = o
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€20 (X1) + 5 (ctxi) —ca) = o
» zugehorige Randwerte auf 0Q;:
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» stationdres System

» Bendtigte Anfangswerte: Stationdres System, d.h. 0:c = o, auf Q;:

D+ Oxx, € (X1) + Dy Ox, (€ (X1)Ox,p (X)) = ©

1
e Oxp (%1) + 5 (ctxi) —ca) = o
» zugehorige Randwerte auf 0Q;:
Dyj+0x,€ (%) + D¢ (1) O (X)) = O
1 2o fiirx, =0
- = Qe
8)(180()(1) + 76(,0()(1) { o fUrxl -1

» Integralbedingung:

1
(o]
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» Bei dem stationdren Gleichungssystem handelt es sich um ein System
elliptischer Probleme in 1-D.

Gautam Banhatti, Jan Willimzig



-
— — \WESTFALISCHE
= WILHELMS-UNIVERSITAT
MUNSTER Lithium-lonen-Akkus | 8/13

»allgemeine elliptische Probleme
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elliptischer Probleme in 1-D.

» Wir setzen Q := (/,/) als offenes Intervall und 09 := {i,} als zwei Punkte in
R. Ferner seiena,b,c,f: Q — Rund o, 5,g: 922 — R gegebene Funktionen.

Gautam Banhatti, Jan Willimzig



-
— —— \WESTFALISCHE

WILHELMS-UNIVERSITAT
MUNSTER Lithium-lonen-Akkus | 8/13

»allgemeine elliptische Probleme

» Bei dem stationdren Gleichungssystem handelt es sich um ein System
elliptischer Probleme in 1-D.

» Wir setzen Q := (/,/) als offenes Intervall und 09 := {i,} als zwei Punkte in
R. Ferner seiena,b,c,f: Q — Rund o, 5,g: 922 — R gegebene Funktionen.

» Dann ldsst sich das Problem folgendermafien allgemein formulieren: Gesucht
ist eine Funktion u € C? (Q), die

axX)u" xX)+bX)u X)+c(X)ux) = f(x) inQ
a(X)uX)+B8xX)ukx) = gx) aufoQ

~—~

erfullt.
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» Losen durch Finite Differenzen

» Idee: Approximiere die unbekannte Losung u durch die Werte u, ~ u (x,) an
den Stiitzstellen x,,1 < n < N, eines dquidistanten numerischen Gitters 7,
mit Schrittweite h.
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» Losen durch Finite Differenzen

» Idee: Approximiere die unbekannte Losung u durch die Werte u, ~ u (x,) an
den Stiitzstellen x,,1 < n < N, eines dquidistanten numerischen Gitters 7,
mit Schrittweite h.

» Approximiere die Ableitungen von u durch die Vorwarts-, Riickwdarts- und
zentralen Differenzenquotienten D;“u, D, uund Dpu. Zum Beispiel:

u (Xn+1) —u (Xn—l) _Unys —Un—

u' (Xn) = [Dpu] (Xn) = >h 2h

und

—2Up + Up—q

0" (x0) ~ [0 (D5 )] (xm) = 7 h?
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» Losen durch Finite Differenzen

» Besonderheit: Upwind-Verfahren beziiglich der Advektion.

u' (xn) = 1(_oo,0) (b(Xn)) [D;U] (Xn) + Ljo,00) (b(xn)) [D:“] (Xn) -
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» Losen durch Finite Differenzen

» Besonderheit: Upwind-Verfahren beziiglich der Advektion.
u' (xn) = L(—co,0) (b(xn)) [D;U] (Xn) + Ljo,00) (b(xn)) [D:“] (Xn) -

» Die Diskretisierung der Funktionen und Approximation der Ableitungen
fiihren zu einem linearen Gleichungssystem

LU = F,

wobei L eine Koeffizientenmatix, U := (u,, ..., uy)" und
F:= (g, for- - fu_1,gn)" sind. Dieses Gleichungssystem lasst sich

numerisch gut l6sen.
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» Testmodell

» Priifung der Implementierung durch folgendes Testmodell:

X))+ k=05 U X)) +ulx) = fx) in(0,1)
u(o) = wu(1) = o

mit

f(x) = ((2 — 47*)x — 0,5) sin (27x) + (2x*> — X + 4) 7 cos (27X)
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» Testmodell

» Priifung der Implementierung durch folgendes Testmodell:

X))+ k=05 U X)) +ulx) = fx) in(0,1)
u(o) = wu(1) = o

mit
f(x) = ((2 — 47*)x — 0,5) sin (27x) + (2x*> — X + 4) 7 cos (27X)

» Analytische Losung: u (x) = x sin (27x).
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(@) u(x) =xsin(27x)
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(b) Approximation von u (x)
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»Losung des gekoppelten Systems

» Ndchster Schritt: Losung des gekoppelten Systems. Schwierigkeit: Keine
Entkopplung moglich.
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»Losung des gekoppelten Systems

» Ndchster Schritt: Losung des gekoppelten Systems. Schwierigkeit: Keine
Entkopplung méglich.
» Zwei Ansdtze zur Losung:

» [teratives Einsetzen der Losungen fiir c und ¢.
» Numerische Bestimmung der Nullstellen einer (nichtlinearen) Funktion

G(c,p) = (ch‘p) Li) <;> - (F:EC))

beispielsweise mit Hilfe eines Newtonverfahrens.
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»LOosung des gekoppelten Systems

» Ndchster Schritt: Losung des gekoppelten Systems. Schwierigkeit: Keine
Entkopplung méglich.
» Zwei Ansdtze zur Losung:

» [teratives Einsetzen der Losungen fiir c und ¢.
» Numerische Bestimmung der Nullstellen einer (nichtlinearen) Funktion

G(c,p) = (ch‘p) Li) <;> - <F¢FEC))

beispielsweise mit Hilfe eines Newtonverfahrens.
» AnschlieBend: Betrachtung des zeitabhangigen Gleichungssystems.

Lithium-lonen-Akkus
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