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Praktikum - Nichtlineare Modellierung - Turbulenz -Zwischenbericht
I—Einfﬁhrung

Turbulenz
Was ist Turbulenz?

Stromende Fluide kénnen turbulentes Verhalten zeigen.
Wichtige Eigenschaften sind:

o Starke Vermischung (Konvektion) von Material und anderen
Grofen (Impuls, Wirme)
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I—Einfﬁhrung

Turbulenz
Was ist Turbulenz?

Stromende Fluide kénnen turbulentes Verhalten zeigen.
Wichtige Eigenschaften sind:

o Starke Vermischung (Konvektion) von Material und anderen
Grofen (Impuls, Wirme)

o die Unvorhersagbarkeit (Sensitivitit der AB)
o die Koexistenz von Wirbeln unterschiedlicher Grofie und Intensitéat

o Energiedissipation
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I—Einfﬁhrung

Turbulenz
Wo trifft man auf Turbulenz?

Von der Milch, die in den Kaffee geschiittet wird, Wirbel bildet und
sich vermischt ...
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Turbulenz
Wo trifft man auf Turbulenz?

. liber die Benzin-Luft-Mischung im Motor unseres Autos
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I—Einﬁihrung

Turbulenz
Wo trifft man auf Turbulenz?

... bis hin zu Formationen in der Atmosphire (z.B. Kadrmansche
Wirbelstraen, Kelvin-Helmholtz-Instabilitédten).



o Ingenieurswesen: Anwendungen (Turbulenzmodelle)
Physik: Grundlagenforschung

Mathematik: Nachweis von Existenz und Eindeutigkeit der Losung
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o Ingenieurswesen: Anwendungen (Turbulenzmodelle)
o Physik: Grundlagenforschung

Mathematik: Nachweis von Existenz und Eindeutigkeit der Losung
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o Ingenieurswesen: Anwendungen (Turbulenzmodelle)
o Physik: Grundlagenforschung

o Mathematik: Nachweis von Existenz und Eindeutigkeit der Losung
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Navier-Stokes-Gleichung
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%B(L t) = F(z,t)

d
7 (p-u)

Betrachte die Impulsbilanz infinitesimaler Volumenelemente

- l_{/(;s

(z,t): Geschwindigkeit
f

“ges

(z,t): Kraftdichte
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%B(L t) = F(z,t)

Betrachte die Impulsbilanz infinitesimaler Volumenelemente

< ges
o u(z,t): Geschwindigkeit
° iges(g, t): Kraftdichte
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Inkompressiblitdt des Fluids:

plz,t) =p
Kontinuitétsgleichung:

Op+NV-7=0

V-u=0
(Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfeldes)
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O +u-Y)

u

mit
P(x,t): Druck (konservativ)

n: molekulare Zahigkeit (dissipativ)

f(z,t): Kraftdichte aulerer Kréfte

= —VP+nAu+f
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da
P

mit

P(x,t): Druck (konservativ)

n: molekulare Zihigkeit (dissipativ)

f(z,t): Kraftdichte dulerer Kréfte

u=p O +u - Vyu=
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d
Pt

mit

o P(z,t): Druck (konservativ)

o 7: molekulare Zihigkeit (dissipativ)
o f(z,t): Kraftdichte duBerer Kréfte

-

u=p- (O +tu-Yyu= -VP+nAu+ f

!

“ges
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ov= %: Dynamische Viskositét

o LTund U = %: charakteristische Langen-, Zeit- und
Geschwindigkeitsskalen
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Praktikum - Nichtlineare Modellierung - Turbulenz -Zwischenbericht
|—Dynamik von Fluiden
I—Navier—Stokes—Gleichung

Reynolds-Zahl

©

Verhiltnis von konvektiven (U/T = U?/L) und dissipativen
(vU/L?) Einfliissen

je grofer Re, desto turbulenter ist die Stréomung

alle internen Groflen sammeln sich in Re

Art der Stromung anhand der Reynolds-Zahl charakterisierbar

©

©

©

©

Ahnlichkeitsprinzip.
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Ou+ (u-Vyu=—

VY-

o 4 Unbekannte - 4 Gleichungen
o Nichtlinearitét

o Nichtlokalitét

u

=0
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Durch Divergenzbildung der N.S.-Gleichung erhélt man:

Ap=-V-[(u V)

(Poisson-Gleichung)

Losung unter Verwendung der Greenschen Funktion:

p(z, 1) /4]

((w- V) u] dz’
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Praktikum - Nichtlineare Modellierung - Turbulenz -Zwischenbericht
|—Dynamik von Fluiden

L Navier-Stokes-Gleichung

Nichtlokalitat

Durch Divergenzbildung der N.S.-Gleichung erhélt man:
Ap= -V -[(u-V)u
(Poisson-Gleichung)

Losung unter Verwendung der Greenschen Funktion:

pla,t) = /47T|1,,V' [(u- V) u]dz!

L= B



Praktikum - Nichtlineare Modellierung - Turbulenz -Zwischenbericht

|—Dynamik von Fluiden
|—Wirbeltransportgleichung

Wirbelstarke

Def.: Wirbelstérke (Vortizitét)

w
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Praktikum - Nichtlineare Modellierung - Turbulenz -Zwischenbericht
|—Dynamik von Fluiden
|—Wirbeltransportgleichung

Wirbeltransportgleichung

Durch Rotationsbildung der N.S.-Gleichung erhélt man:
O tu-Vw=(w -VutvAw+V x f

o Druck eliminiert

o Nichtlokalitdt immer noch da, weil u per Biot-Savart-Gesetz
ermittelt werden muss.

aber: Speziallosungen.



Betrachte:

o zylindersymmetrischen Wirbel in der x-y-Ebene
o — w in z-Richtung
o Vxf=0

die nichtlinearen Terme verschwinden

Ow + (u-Vw = (w- V)u+rvAw
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Praktikum - Nichtlineare Modellierung - Turbulenz -Zwischenbericht
|—Dynamik von Fluiden
|—Wirbeltransportgleichung

Lamb-Oseen-Wirbel (2D)

Betrachte:

o zylindersymmetrischen Wirbel in der x-y-Ebene
o — w in z-Richtung
o Vxf=0

o die nichtlinearen Terme verschwinden

ow+ (u-Vw= (v V)u+rAw
(”Warmeleitungsgleichung”)



Eine Losung:

|
w,=——e " /"B
TTrpB
Damit erhilt man einen zerfliessenden Wirbel
mit:

o I': Zirkulation

) r% = 4ut
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Uberlagerung des Lamb-Oseen-Wirbels mit der Potentialstromung

a a
ont(£7 t) = [_Ew’ _§ya az]
6—7‘2/7‘3

Iy
Q, = —
mit

— stationarer Wirbel

Trp
2 _ 4v
B =

a

o a: Stiarke der Potentialstromung
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Praktikum - Nichtlineare Modellierung - Turbulenz -Zwischenbericht
L Numerische Methoden

Numerische Verfahren




ou=—(u-Viu—Vp+Au+ f

o Mathematisches Problem: Partielle Differentialgleichung

= Sowohl Ableitungen im Ort als auch in der Zeit

= Aufsplitten des Problems in die Ortsableitung und die
Zeitableitung

Pseudospektralmethode
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ou=—(u-Viu—Vp+Au+ f

o Mathematisches Problem: Partielle Differentialgleichung
o = Sowohl Ableitungen im Ort als auch in der Zeit

= Aufsplitten des Problems in die Ortsableitung und die
Zeitableitung

Pseudospektralmethode
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Praktikum - Nichtlineare Modellierung - Turbulenz -Zwischenbericht
L Numerische Methoden

Navier-Stokes-Gleichung

Ou=—(u-Vu—Vp+Au+ f

o Mathematisches Problem: Partielle Differentialgleichung
o = Sowohl Ableitungen im Ort als auch in der Zeit

o = Aufsplitten des Problems in die Ortsableitung und die
Zeitableitung

V)



Praktikum - Nichtlineare Modellierung - Turbulenz -Zwischenbericht
L Numerische Methoden

Navier-Stokes-Gleichung

Ou=—(u-Vu—Vp+Au+ f

o Mathematisches Problem: Partielle Differentialgleichung

©

= Sowohl Ableitungen im Ort als auch in der Zeit

©

= Aufsplitten des Problems in die Ortsableitung und die
Zeitableitung

©

Pseudospektralmethode
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o Losung gewohnlicher DGL

Quadraturformel zur Lésung der Integrodifferentialgleichung
Ableitung ersetzen durch Differenzenquotient

i L) = £

h—0 h

_ A0 — £

At
mit At = Schrittweite des Gitters
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o Losung gewohnlicher DGL

o Quadraturformel zur Losung der Integrodifferentialgleichung

Ableitung ersetzen durch Differenzenquotient

(t+ h) — f(t (t + At) — f(t
i JEE 10 S0 8509
d [2

At
mit At = Schrittweite des Gitters
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Praktikum - Nichtlineare Modellierung - Turbulenz -Zwischenbericht
L Numerische Methoden
|—Zeitableitung

Eulerverfahren

o Losung gewohnlicher DGL
o Quadraturformel zur Losung der Integrodifferentialgleichung
o Ableitung ersetzen durch Differenzenquotient

. ft+h) = f(t)  ft+ A1) - f(1)
Jimy h = At

mit At = Schrittweite des Gitters

N
N



o Beispiel:

O f(t) = rhs[f(t)]
Dabei ist rhs[f(t)] die Abhéngigkeit von f(t).

Diskretisierung:

F(t+At) = (t) + At - rhs[£ (1)

«O>» «F»r «E=>»
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o Beispiel:

O f(t) = rhs[f(t)]
Dabei ist rhs[f(t)] die Abhéngigkeit von f(t).
o Diskretisierung:

f(t+ At) = f(t) + At - rhs[f(t)]
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o Idee: Ahnlich Eulerverfahren
Aber: Andere Quadraturformel

= Zeitschritt:

At

6
mit
k1(t) = rhs[f(t)]
ka(t) = rhs LF(1) + Bk (1)
ks(t) = rhs [f(t) + % ko (t)]
ka(t) = rhs[f(t) + Atks(t)]
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o Idee: Ahnlich Eulerverfahren

o Aber: Andere Quadraturformel
= Zeitschritt:

£+ 0 = £(1) + - (a(t) +
mit
k1(t) = rhs[f(t)]
ka(t) = rhs [f(t) + 5tk (1)]
ks(t) = rhs []‘(1‘) + % . lfg(f)}
ka(t) = rhs [f(t) + Atks(t)]

cko(t) + 2 ks(t) + ka(t))
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Praktikum - Nichtlineare Modellierung - Turbulenz -Zwischenbericht
L Numerische Methoden
|—Zeitableitung

Runge-Kutta-4-Verfahren

o Idee: Ahnlich Eulerverfahren
o Aber: Andere Quadraturformel
o = Zeitschritt:

Pl AD) = F(0)+ 2 (1) + 2 olt) + 2 Ks(t) + ka(1)

o



o Funktion f(z,t) im Ortsraum

Transformation in Fourierraum

Flf(z,t)] =

= F(k,t) Kz e t)d3a
(k \/ 27 . )
Riicktransformation in den Ortsraum
FYHF(k, )] F(k,t)d%k
\/ T
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o Funktion f(z,t) im Ortsraum

o Transformation in Fourierraum

Flf (@ 0)] = F(k )

t / —zk T f z t)
\/ 2
Riicktransformation in den Ortsraum

FUE(k,t)

F(k,t)dk
\/ T
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Praktikum - Nichtlineare Modellierung - Turbulenz -Zwischenbericht
L Numerische Methoden
|—Ortsableitung

Fouriertransformation

o Funktion f(z,t) im Ortsraum

o Transformation in Fourierraum

Flf(z,t)] = F(k, o L f(a,t)d?

tm/

o Riicktransformation in den Ortsraum

_ Y e
FHF (k)] :m/_mek F(k, t)dk



Ableitung im Ortsraum

1 S )
Vof(z,t) = ¥, / TRk t)dk
Vof(2,1) 23 ) (k,1)
1 o ik-x 3
= 7o | Tt PO
mT)° J—0c0 o
1 0o ‘
shvi= B T
21)3 J —o
1 o ik-x: 3
N 2n)3 eV HEF (k, t)d’k
7T)° J—0c0
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Ableitung im Ortsraum

flz,t) = V,
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Ableitung im Ortsraum

~x

V.flz,t) = ¥V, (; )3/ k2P (k) dk
" e |
1 R )
e )3/ 52 F (k,1)d
m oo
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Ableitung im Ortsraum

V. fzt) = ¥,

ke pk, t)d3k
1

ke p(k, t)d3k

1ke“" Lp(k, t)d®
(271')3 —00

T ika
=/ kF(k, ) dk
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Ableitung im Ortsraum

Y, f(z,t) = zzx/l_s/m [ (k, t)d3k
(2 / YV, eELF (k,t)d*k
(2 / ke B2 F(k, t)d>k
\/(27r)3

Rk F(k, t)dk
—0o0
= F ' ikF (k. )]
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Praktikum - Nichtlineare Modellierung - Turbulenz -Zwischenbericht
L Numerische Methoden

|—Ortsableitung

Fouriertransformation

Ableitung im Ortsraum

V. flz,t) = / F(k,t)dk

\ﬁ mﬂ{:F k H)dk

= F U ikF(k,t)]



o Ortsableitung: In Fourierraum durchfithren

= Multiplikation mit Wellenvektor
= Ubergang

V, - ulz.t) S ik u(k,t)
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o Ortsableitung: In Fourierraum durchfithren

o = Multiplikation mit Wellenvektor
= Ubergang

V, - u(z,t) L ik - u(k, t)
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o Ortsableitung: In Fourierraum durchfithren

o = Multiplikation mit Wellenvektor
o = Ubergang

V, - u(z,t) ik ulk, t)
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o Diskretisierungfehler: Endliche Anzahl der Gitterpunkte

= Endliche Anzahl Frequenzen darstellbar
Nyquist-Frequenz fn, = %}f‘wm,

Maximal darstellbare Frequenz: fy00 < fny

AN

RS
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o Diskretisierungfehler: Endliche Anzahl der Gitterpunkte
o = Endliche Anzahl Frequenzen darstellbar
Nyquist-Frequenz fy, = %f/u)/”s/

Maximal darstellbare Frequenz: fy 0. < fny
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Praktikum - Nichtlineare Modellierung - Turbulenz -Zwischenbericht
L Numerische Methoden
L Verfahren

Aliasing-Effekt:

o Diskretisierungfehler: Endliche Anzahl der Gitterpunkte
o = Endliche Anzahl Frequenzen darstellbar

o Nyquist-Frequenz fn, = %f Abtast




Praktikum - Nichtlineare Modellierung - Turbulenz -Zwischenbericht
L Numerische Methoden
L Verfahren

Aliasing-Effekt:

©

©

©

©

Diskretisierungfehler: Endliche Anzahl der Gitterpunkte
= Endliche Anzahl Frequenzen darstellbar

Nyquist-Frequenz fny = 3 faptast
Maximal darstellbare Frequenz: frnae < fivy

\/




o Tiefpassfilter: Hohe Frequenzen rausgefiltert

AN
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o Burgersgleichung in 1D

dpu(z,t) = —u(x,t) - Opu(z,t) + vdu(z,t)

o u(x,t): Geschwindigkeit, v: Dynamische Viskositiit
F()ul'i(,‘l'—Tl'a‘llSlCOI'l'Il'd,ti()ll

Flowu(z,t)] = —Flu((z,t)] * Flogu(z,t)] + Flrd2u(z,

Problem: Nichtlinearer Term Flu((x,t) - Oyu(x,t)]

«O>» «F»r «E=>»
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Praktikum - Nichtlineare Modellierung - Turbulenz -Zwischenbericht
L Numerische Methoden

LBeispiel

Pseudospektralmethode am Beispiel
1D-Burgers-Gleichung

o Burgersgleichung in 1D

pu(z,t) = —u(x,t) - Opu(x,t) + vd2u(z,t)

o u(z,t): Geschwindigkeit, v: Dynamische Viskositét
o Fourier-Transformation

Flowu(z,t)] = —Flu((z, )] * FlOpu(, t)] + Flvdiu(z,t)]



Praktikum - Nichtlineare Modellierung - Turbulenz -Zwischenbericht
L Numerische Methoden
LBeispiel

Pseudospektralmethode am Beispiel
1D-Burgers-Gleichung

o Burgersgleichung in 1D
pu(z,t) = —u(x,t) - Opu(x,t) + vd2u(z,t)

o u(z,t): Geschwindigkeit, v: Dynamische Viskositét

o Fourier-Transformation
Flow(z,t)] = —Flu((x, t)] * Flopu(z, t)] + Flroju(z,t)]

o Problem: Nichtlinearer Term Flu((x,t) - Oyu(x,t)]



o Losung: Riicktransformation der einzelnen Terme: Multiplikation
der Terme im Ortsraum

Transformation der Nichtlinearitit in den Fourierraum
nlin(x,t) ;== u(z,t) - Opu(z,t)
= Flowu(x,t)]

= —Flnlin(x,t)] + Flvo*u(x,t)]

«0O0>» «Fr» «E>» «

it
-
Uy

DA
31/35



Praktikum - Nichtlineare Modellierung - Turbulenz -Zwischenbericht
L Numerische Methoden
LBeispiel

Pseudospektralmethode am Beispiel
1D-Burgers-Gleichung

o Losung: Riicktransformation der einzelnen Terme: Multiplikation
der Terme im Ortsraum

o Transformation der Nichtlinearitit in den Fourierraum
nlin(z,t) := u(z,t) - Opu(z,t)



Praktikum - Nichtlineare Modellierung - Turbulenz -Zwischenbericht
L Numerische Methoden
LBeispiel

Pseudospektralmethode am Beispiel
1D-Burgers-Gleichung

o Losung: Riicktransformation der einzelnen Terme: Multiplikation
der Terme im Ortsraum

o Transformation der Nichtlinearitit in den Fourierraum
nlin(z,t) := u(z,t) - Opu(z,t)
o = Flow(x,t)] = —F|nlin(z,t)] + f[u@%u(x,t)]



o Beispielprogramm

Sinussignal bildet Schock aus
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o Beispielprogramm

o Sinussignal bildet Schock aus
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o Was fehlt noch?

B.-Gl : dwu(x,t) = —u(z,t) - Opu(z,t) + vd2u(x,t)
2. Dimension

N.-S.-Gl : Qu = —u-Vu—Vp+vAu+ f
Druckterm

Antriebsterm

Losung: Wirbeltransportgleichung

Ow=—(u-Vw+ (w-Vu+rvAw+V x f
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o Was fehlt noch?

B.-Gl : dwu(x,t) = —u(z,t) - Opu(z,t) + vd2u(x,t)

N.-S.-Gl : Qu = —u-Vu—Vp+vAu+ f
o 2. Dimension
Druckterm

Antriebsterm

Losung: Wirbeltransportgleichung

Ow=—(u-Vw+ (w-Vu+rvAw+V x f
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Praktikum - Nichtlineare Modellierung - Turbulenz -Zwischenbericht
L Ausblick
LoD Navier-Stokes

Erweiterung auf 2D Navier-Stokes-Gleichung

o Was fehlt noch?
B.-CL : dyu(x,t) = —u(z,t) - dpu(z,t) + vd>u(z,t)

N.-S-Gl : Qu=—u-Vu—Vp+vAu+ f

o 2. Dimension

o Druckterm

Ow=—(u-Vw+ (w - Vut+rvAw+V x f



Praktikum - Nichtlineare Modellierung - Turbulenz -Zwischenbericht
L Ausblick
LoD Navier-Stokes

Erweiterung auf 2D Navier-Stokes-Gleichung

Was fehlt noch?

©

B.-CL : dyu(x,t) = —u(z,t) - dpu(z,t) + vd>u(z,t)

N.-S-Gl : Qu=—u-Vu—Vp+vAu+ f

o 2. Dimension
o Druckterm

Antriebsterm

©

Ow=—(u-Vwu+ (w - Vu+rvAw+V x f
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L Ausblick
LoD Navier-Stokes

Erweiterung auf 2D Navier-Stokes-Gleichung

Was fehlt noch?

©

B.-CL : dyu(x,t) = —u(z,t) - dpu(z,t) + vd>u(z,t)

N.-S-Gl : Qu=—u-Vu—Vp+vAu+ f

o 2. Dimension
o Druckterm

Antriebsterm

©

©

Losung: Wirbeltransportgleichung
Ow=—(u-Vw+ (w - Vut+rvAw+V x f



L Ausblick

Praktikum - Nichtlineare Modellierung - Turbulenz -Zwischenbericht
L Kelvin-Helmholtz-Instabilitit

Kelvin-Helmholtz-Instabilitat

Abbildung: Darstellung Kelvin-Helmholtz-Instabilitéit in Wolken
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Vielen Dank fiir die Aufmerksamkeit!
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