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Navier-Stokes-Gleichungen

Nicht-kompressible Navier-Stokes-Gleichung

t
8u(axt, ) + (u(x, t) - V)u(x, t) = =Vp(x, t) + vAu(x, t) + f(x, t)
aug;’t) beschreibt die zeitliche Geschwindigkeitsanderung

u(x,t) - Vu(x,t) Konvektionsterm, beschreibt die raumliche Ande-
rung der Stromung

Vp(x, t) beschreibt den Druckgradienten

vAu(x, t) Dissipationsterm, beschreibt Einfluss der Reibung
(mit Viskositatsfaktor 1)

f(x, t) AuBere Krifte, z. Bsp. Gravitationskraft (Volu-

menkraftdichte)
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Wirbeltransportgleichung

Beschreibung der Stromung durch das Wirbelstarkefeld, wobei die
Wirbelstarke w definiert ist durch

w=VXu

Nach Anwendung der Rotation auf die Navier-Stokes-Gleichung

%+(U-V)u:—Vp+yAu+f

folgt die Wirbeltransportgleichung (—)
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Wirbeltransportgleichung (2)

Fortsetzung

86—(': +u-Vw=w -Vut+vAw+V xf

, wobei in 2D fiir den Wirbelstreckungsterm gilt

w-Vu=0

(In 2D zeigt w(x, t) nur in z-Richtung und u(x, t) ist nur von x
und y abhangig )
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Wirbeltransportgleichung (3)

Damit ergibt sich die Helmholtzsche Wirbeltransportgleichung

Ow
E-l—(u-V)w-qu
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Wirbeltransportgleichung mit axialsymmetrischer
Wirbelstarke

Wirbelstarkefeld

w(x,t) = w,(r,t)e, r=+/x2+y?
und in 2D
r = x2 _|_y2

ST

w(x, t) = w,(r, t)e,

Geschwindigkeitsfeld

Auf Grund des Biot-Savart-Gesetzes erzeugt dieses Feld ein
azimuthales Geschwindigkeitsfeld

u(x, t) = uy(r, t)e,
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Wirbeltransportgleichung mit axialsymmetrischer
Wirbelstarke (2)

Advektionsterm in Zylinderkoordinaten

u(r, t)-Vw(r, t) = (uy(r, t)ey,-V)w(r, t) = %uw(r, t)%w(r, t)=0

Resultierende Wirbeltransportgleichung

— Form der Warmeleitungsgleichung
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Wirbeltransportgleichung mit axialsymmetrischer
Wirbelstarke (3)

Schreibt man den Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten, so
folgt:

0 10 0
Oth(r t) =vAw, =v- prp ( P —wy(r, t))

Christoph Beekmans, Paul Striewski

Abschlussvortrag Praktikum ‘Nichtlineare Modellierung in den Naturwissenschaften’



Lamb-Oseen-Wirbel als Losung

Wirbelstarke

2

r —r

wz(r, t) = me r‘2‘3
B

rg = 4uvt

mit der Zirkulation I

Geschwindigkeit

Aus dem Biot-Savart-Gesetz folgt dann:

2

=7

2

r
u(r, t) = %(1 —e'B )e¢
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Verlauf der Wirbelstarke

ung des Lamb-Oseen-Wirbels
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Verlauf der Gechwindigkeit

sung des Geschwindigkeitsfeldes

Welocity

Distance
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Verhalten im Fernfeld

Fiir r > rp gilt offenbar:

r

u<,0(r7 t) = %

— Lamb-Oseen-Wirbel hat im Fernfeld die Eigenschaften eines
Punktwirbels
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Implementierung

Implementierung
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Reihenfolge bei der Implementierung

Ziel: Wirbeltransportgleichung:

)
5706 1) = —(u(x, 1) - V)w(x, £) + vAw(x, 1)

o Warmeleitungsgleichung in 2D:

0
aw(x, t) = vAw(x, t)

@ Behandlung der Nichtlinearitat:
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Warmeleitungsgleichung

Fourierreihe in 2D

Erweiterung der Fouriertransformation auf 2D, Wellenzahlen
werden zu Wellenvektoren.

M_1N—1 —2mimk: —2minky
Zoky = D D Zmae M e W
m=0 n=0
Warmeleitungsgleichung 2D
0 02 02
= t) = = t = t
St t) = (sl ) + ()
0
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Demonstration der Warmeleitungsgleichung.
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Wirbeltransportgleichung

Herleitung der Verfahrensvorschrift

Bestimme u(x, t) im Term

0
prick —(u-V)w+vAw
tberfiihre dazu mittels Vektoridentitat in
0 V X [u X w]+vA
— W = u w VAW
ot
mit
Uy 0
u=1| u |,w=| 0
0
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Wirbeltransportgleichung

Verwende dann

w=VXxXu
~ Vxw=VxVxu
=V(V-u)— Au
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Wirbeltransportgleichung

Verwende dann

w=VXxu
~ Vxw=VxVxu
=V(V-u)— Au

Im Fourierraum infolgedessen

ik x & = k20, k = (ky, ky,0)t
ik X
~ U = ——
k k2
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Wirbeltransportgleichung

Fiihre die Multiplikation im Ortsraum aus und transformiere
zuriick.

0
ad\)k = [ik X .F(U X w)k] — I/kQG\Jk

detaillierter:

a A . —1 ik X (:)k —1/~A S
a(ﬂk = |:Ik X F (f <T> X F (CU)>:| — Vk2Wk
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Demonstration der Wirbeltransportgleichung

Christoph Beekmans, Paul Striewski

Abschlussvortrag Praktikum ‘Nichtlineare Modellierung in den Naturwissenschaften’



Vielen Dank fiir die Aufmerksamkeit!
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