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Introduzione

Il problema del trasporto ottimale fu posto per la prima volta dal Gaspard
Monge nel 1781 nella Mémoire sur la Théorie des Déblais et des Remblais
pubblicata presso Histoire de I’Academie des Sciences de Paris. Date due di-
stribuzioni di massa f* ed f~ su R soddisfacenti alla condizione di bilancio
delle masse

fra)yde= | f(z)da
RN RN

il problema proposto da Monge consiste nel trovare una mappa ¢ (che chia-
miamo trasporto) che porta la distribuzione f* nella f~ (cio che equivale a

L@ [ rwa

per ogni insieme di Borel B) e minimizza il costo del trasporto

[ =t ) da

Questo problema, data la forte non-linearita, e stato difficile da trattare per

dire

lungo tempo. Non e neppure detto che esista una mappa che trasformi la
distribuzione di massa f* nella f~. Monge stesso, ad esempio, era riuscito
solo euristicamente a provare 1’esistenza di un potenziale ottimale.

In seguito, Appell, ipotizzando l'esistenza di una mappa ottimale con
sufficiente regolarita riusci a provare quanto Monge aveva lasciato in sospeso.

La vera svolta nello studio dei problemi di trasporto ottimale si ebbe
pero soltanto nel 1940 grazie a Kantorovich che in due pubblicazioni, On the
transfer of masses e On a problem of Monge, propose una generalizzazione del
problema posto da Monge 161 anni prima. Kantorovich, invece di trasporti,
considera piani di trasporto, cioe misure non negative y definite sul prodotto
RY x R" soddisfacenti le condizioni di ammissibilita

w(B x RY) = /f+ ) dz, u(RYN x B) /f

iii



Introduzione

Nella formulazione di Kantorovich il problema del trasporto diventa quello

/ [z —y| dp
RN

al variare della misura p fra i piani di trasporto.
Il nuovo problema presenta molti vantaggi di cui quello originale ¢ del
tutto privo: la linearita rispetto alla struttura di spazio vettoriale su M (R x

di minimizzare la quantita

RY), ad esempio. Inoltre il nuovo funzionale ¢ definito su un sottoinsieme
convesso non vuoto e compatto per la topologia debole* di M(RY x RY) e,
essendo semicontinuo inferiormente per tale topologia, ’esistenza del minimo
¢ assicurata.

La nuova formulazione racchiude quella originale. Basta osservare che se
la mappa t € un trasporto, allora la misura definita da

p(B) = p*({z € RY : (,t(x)) € BY)

€ un piano di trasporto e vale la relazione

| =t @ ar= [ o=l dn

Cio significa che nella formulazione di Kantorovich I'estremo inferiore e ef-
fettuato su una classe pin vasta di quella del problema di Monge (e quindi
puo essere strettamente pit piccolo).

Nel lavoro di Kantorovich rimase aperta la questione se, data una misura
soluzione del problema rilassato, questa e una soluzione del problema posto
da Monge, cioe ¢ indotta da un trasporto. In [24], Sudakov diede una risposta
affermativa. L’idea di Sudakov e quella di risolvere il problema dell’esistenza
del trasporto ottimale nel caso unidimensionale, decomporre lo spazio in
raggi di trasporto e infine incollare le soluzioni per ogni raggio costruendo il
trasporto cercato.

Osserviamo che tutto puo essere generalizzato sostituendo alle misure
fT dz e f~ dx due generiche misure boreliane positive ™ e p~ su due
spazi metrici X e Y qualsiasi e considerando un costo generico ¢(z, y) invece
della distanza euclidea. In tal caso i trasporti saranno le mappe boreliane
t: X — Y tali che u=(B) = u™(t7!(B)) per ogni boreliano B, mentre i piani
di trasporto saranno le misure positive definite sul prodotto X x Y tali che
(B xY)=p"(B) e u(X x B)=p(B).

v



Introduzione

Negli ultimi anni lo studio dei problemi di trasporto ha raggiunto un
enorme interesse grazie al fatto che questo si e rivelato intimamente collegato
a problemi di varia natura. Ad esempio, Bouchitté e Buttazzo in [6] mettono
in relazione le soluzioni il problema di ottimizzazione di forma che consiste
nel massimizzare al variare di p la quantita £(u) data da

E(N):inf{%/RNWu\? A — (fou) : ue@<RN)}

con quelle del problema di Monge-Kantorovich associato che ¢ quello con il
costo dato dalla distanza euclidea.

Fra le altre applicazioni della teoria del trasporto ottimale che possiamo
citare vi e quella ai problemi di fluidodinamica trovata da Brenier, ma si sono
trovati collegamenti anche legati all’equazione dei mezzi porosi, all’equazione
di Monge-Ampere, all’oceanografia e all’elaborazione di immagini. Un elenco
degli sviluppi in questa direzione si pud trovare in [15]. Per un resoconto
di altri (come ad esempio quelle relative al calcolo delle probabilita) si puo
consultare la prefazione dei libri di Rachev e Riischendorf [22] e [23].

Questo lavoro di tesi ¢ essenzialmente diviso in due parti. Nei primi tre
capitoli ricordiamo brevemente alcuni risultati di teoria della misura, ana-
lisi convessa e I'-convergenza. Nei successivi ci occupiamo della teoria del
trasporto ottimale e delle applicazioni.

Nel primo capitolo introduciamo la nozione di misura di Hausdorff H* su
un generico spazio metrico X e studiamo alcune delle proprieta elementari.
Lo scopo e di rendere Cyx, la classe dei sottoinsiemi chiusi non vuoti di X,
uno spazio metrico rispetto a una certa metrica (la metrica di Hausdorff) e
studiare il comportamento della misura H! rispetto a questa convergenza.
Lo strumento essenziale che giungiamo a dimostrare e il teorema di Gotab
che afferma che la classe dei chiusi connessi ¢ un sottoinsieme chiuso di Cx
sul quale H! & sequenzialmente semicontinua inferiormente.

Il secondo capitolo vuole essere una breve introduzione alla Analisi Con-
vessa. Qui introduciamo il concetto di problema duale e studiamo il legame
con il problema primario.

Nel terzo capitolo definiamo la I'-convergenza, enunciamo una formulazio-
ne equivalente e dimostriamo che data una successione di funzionali { f,, }nen
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e una successione {z, }nen convergente tale che x,, ¢ un minimo di f,,, allora
x = limx,, & un minimo del I'-limite della successione { f, }nen-

Nel quarto capitolo cominciamo lo studio del problema del trasporto otti-
male. Qui dimostriamo l’esistenza del piano di trasporto ottimale e studiamo
le proprieta di ciclica monotonia rispetto al costo ¢ del supporto delle misu-
re ottimali e alcuni risultati correlati (ricordiamo che un sottoinsieme I' di
X x X ¢ detto c-ciclicamente monotono se

n

Z (w1, Yi) > Z c(xi, yi)

i=1 i=1

per ogni n > 2 e (x;,y;) € ' con i =1,...,n). Fra i risultati che otteniamo
anche quella del potenziale di Kantorovich massimale. Infine dimostriamo 1’e-
sistenza di un trasporto nel caso unidimensionale e ricordiamo alcuni recenti
risultati concernenti la densita di trasporto.

Nel quinto capitolo studiamo il problema di ottimizzazione di forma che
consiste nel massimizzare al variare di p la quantita £€(u) data da

E(M):inf{%/RN \Vul? dp — (f,u) : ue@(RN)}

Dimostriamo come dalla soluzione del problema di shape optimization si puo
ricavare una soluzione dell’equazione di Monge-Kantorovich

—div(pV,w) = f
|V, w| =1 p-quasi-ovunque
w € Lip;(RY)

e viceversa. Inoltre si studia l’equivalenza con il problema del trasporto

inf/ |z —y| du
RN

dove l'estremo inferiore ¢ fatto sulle misure i cui marginali sono f* e f~,

ottimale

dimostrata da Bouchitté e Buttazzo in [6]. Infine, indichiamo i risultati che
si ottengono generalizzando.

Nel sesto capitolo studiamo i problemi di optimal location e di irrigation.
Nel primo problema il parametro libero ¢ un chiuso > di cardinalita al piu
un intero n fissato e il problema e minimizzare la distanza media da X

/ do(z, %) da

Q

vi



Introduzione

dove €2 e un aperto fissato. Questo problema schematizza il modo di posi-
zionare un dato numero di luoghi di produzione in una regione €2 per mini-
mizzare il costo di trasporto del bene prodotto alla popolazione. Nel secondo
caso il parametro libero € un chiuso ¥ connesso di lunghezza al piu un reale
positivo [ fissato e il problema ¢ minimizzare la quantita

/ do(z, %) dx
Q

Entrambi questi problemi sono visti come casi particolari del problema di
minimizzare

inf/dgﬁg(x,y) dp
AJa

ne

al variare di ¥ nella classe dei chiusi di € con un numero di componenti
connesse e una lunghezza prefissata. Il costo doy € una semi-distanza che
tiene conto della geometria di §2 e della presenza della regione di Dirichlet 3
e attribuisce un costo nullo al trasporto effettuato su X.

Il settimo capitolo ¢ dedicato alla dimostrazione di due risultati di esisten-
za originali. L’argomento studiato sono i problemi di urban planning. Anziché
la distanza dgy del sesto capitolo, consideriamo una distanza dy, che asse-
gna al trasporto effettuato su > un costo non nullo. Dimostriamo 1’esistenza
dell’insieme ottimale X per il problema di minimizzazione della quantita

inf / ds(z,y) du

neA Jasa

al variare di ¥ nella classe dei chiusi connessi di Q di lunghezza inferiore a
un prefissato reale positivo [ nel caso di costi del tipo

ds(z,y) == inf{®(H' (v(I) \ £)) + ¥(H'(y(I)NX)) : v € Lip(I,Q),
7(0) =z, v(1) = y}

quando V(1) = ¢, W(t) = aljpeo(t), « > 0 e W(t) = at, V(t) = ft, a > B >
0. Per dimostrare il secondo risultato si usa una versione piu generale del
teorema di Gotab.

vil






Capitolo 1
Analisi in spazi metrici

In questo capitolo introduciamo alcuni importanti e utili risultati sulle mi-
sure di Hausdorff H* e sulla convergenza di Hausdorff. Per un’analisi pilt
approfondita si veda [3], 1 primi due capitoli di [2] e [19]. In tutto il capitolo
X indichera uno spazio metrico munito di distanza d.

1.1 Proprieta generali delle misure di Hau-
sdorff

Definiamo, per k € [0, +o0],
W= —————— (1.1)

dove I'(t) := [ 2t te~" du.

Osservazione 1.1. Ricordiamo che, se k € intero, wy, e il “volume” della sfera
k-dimensionale. Infatti, da una parte, abbiamo

W = // 1dx = // P (sin0))F 2 - (sin o) dp dfy - - dbp_y =
|z|<1 p<l

- % //(sin 0,)F2 . (sin Oy_) O, - - - Ay,

Dall’altra
/ el dg = / e P (sin61) 2+ - (sin Bp_s) dp dby - - - dfj_y =
Rk

1



1.1. Proprieta generali delle misure di Hausdorft

= %F (g) //(Sln 91)1672 s (SiIl 9]672) d81 s dek,1

foeae (o) ()
RF R R

Segue quindi la (1.1)
v ko (k k
2 = —F — = F 1 -
T2 5 <2) W ( + 2) W

Definizione 1.2 (Misure di Hausdorff). Sia § €]0,+c0] e A C X.
Poniamo

[NIES

HE(A) = “k inf {Z(diam A)F:diam A; < 6, A C U Ai} (1.2)

ok
€N i€eN
Notando che H5(A) ¢ decrescente, definiamo

H*(A) == sup HY(A) = lim HE(A) (1.3)

§>0 6—07F

Osservazione 1.3. Poiché per ogni insieme A; si ha diam A; = diam 4;, nella
(1.2) si puo considerare ricoprimenti di A costituiti da chiusi soltanto.

[ seguenti due risultati stabiliscono che H*LB(X) & una misura di Borel
regolare.

Teorema 1.4. H* ¢ H% per ogni numero reale k > 0 e per ogni § €]0, +00)
sono misure esterne. Inoltre i boreliani di X sono H*-misurabili.

Dimostrazione. Vediamo per prima cosa che H¥ ¢ una misura esterna. Subito
si trova che H% (@) = 0. Ora mostriamo che ¢ subadditiva. Sia A C [J;oy A:.
Per ogni i € N supponiamo che gli insiemi {4;;},en siano un ricoprimento di
A; con la proprieta

Wk . €
? jEN(dlam Azj)k — H?(AZ) < 5
Allora
k Wk . k Wk . k
(4,j)eNxN ieN jeN
< kA = < koA
< ;{H(;(Az) +5)< D i)+
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HY & quindi anche subadditiva. Che H* sia una misura esterna ¢ immediato
osservando che I'estremo superiore di misure esterne e una misura esterna.

Per dimostrare che i boreliani sono H*-misurabili si usa il teorema A.9.
Siano A e B insiemi distanti e sia § < d(A, B)/2. Se {A,}nen € {Bn}nen
sono ricoprimenti di A e B rispettivamente con diam A,, < § e diam B,, < 6,
allora A, N B, = @ e {A,}neny U {By}nen € un ricoprimento di A U B.
Viceversa se {C), }nen € un ricoprimento di AU B con diam C,, < 4, allora
{Cr}nen = {Antnen U { By }nen dove {A, }nen € { By }nen sono ricoprimenti
di A e B rispettivamente con diam A,, < §,diam B, < d e A, N B,, = . Da
tutto cio segue che

HE(A U B) = Hi(A) + Hi(B)

Passando al limite per § — 07 si trova che H* ¢ additiva sui distanti e quindi,
per il teorema A.9 i boreliani sono H*-misurabili. O

Osservazione 1.5. Questo semplice fatto ci permettera di definire la dimen-
sione di Hausdorff di un insieme. Abbiamo, se k > k' > 0

HE(A) >0 = HY(A) =
Cio segue osservando che
H5(A) < 0" H (A)

e, tenuto conto che k — k' > 0, passando al limite per 6 — 07. La dimensione
di Hausdorff allora e definita come

H-dim(A) := inf{k >0 : H*(A) =0}

Facciamo notare che se k < H-dim(A), allora H¥(A) = +o0; se invece k >
H-dim(A), allora H*(A) = 0.

Teorema 1.6 (Regolarita delle misure di Borel). Le misure di Hausdorff

H* sono di Borel regolari, cioé per ogni insieme A esiste un boreliano B tale
che AC B e H*(A) = H*(B).

Dimostrazione. Se H*(A) = oo la tesi ¢ ovvia. Supponiamo allora H*(A) <
oo. Per ogni j € N scegliamo una successione di chiusi {A4;;}ien in tali che
AC UiGN Aij7 dlamA” < 1/j e

Wi . 1

ok
€N



1.1. Proprieta generali delle misure di Hausdorft

Poniamo B := (;cy Uy Aij- B ¢ un boreliano, A C B e

€N
HY(B) < HYL(Cy) < kZdlamA”) §j+Hl/](A) O
i€EN

Lemma 1.7. Supponiamo che X eY siano spazi metrici con le distanze dx
e dy rispettivamente. Sia ¢ : X — Y una funzione M -lipschitziana. Allora

H*(p(A)) < MPHM(A)
per ogni sottoinsieme A di X.

Dimostrazione. Supponiamo, senza perdere di generalita, che ¢ sia suriettiva.
Siano € > 0 e § > 0 fissati e sia {A, } ey un ricoprimento numerabile di A
tale che diam A,, < d e

Wi

o (diam A,)" < HE(A) + ¢

neN

Poiché per ogni sottoinsieme A si ha
diam ¢p(A) < M diam A

si trova che

HE, Z (diam p(A4,))F <
eN

M’“ h 2 (diam A,)F < MEFHE(A) +e (1.4)

neN

Passando al limite per 6 — 0" nel primo e nell’'ultimo membro, si trova che
HE(p(A)) < MFHE(A) + 2 (1.5)

La tesi segue allora dalla (1.5) per arbitrarieta di e. O
Dal lemma appena dimostrato segue questo semplice, ma utile corollario.

Corollario 1.8. Sia C' un sottoinsieme connesso non vuoto di uno spazio
metrico X . Si ha allora

HY(C) > diam C

In particolare, un sottoinsieme connesso non vuoto di misura 1-dimensionale
nulla é costituito da un solo punto.
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Dimostrazione. Sia xy un punto arbitrario di C. La funzione ¢(x) = d(x, z¢)
¢ 1-lipschitziana. Per il lemma 1.7 abbiamo dunque

M (p(C) <H'(C)

Siccome ¢ immagine di un insieme connesso tramite una funzione continua,
©(C) & un sottoinsieme connesso di R, cio¢ un intervallo. Abbiamo allora
diam ¢(C') = sup |¢(x) — ¢(y)| < sup d(x,y) = diamC
z,yeC zyeC
Ricordando che
diam (C) = L1 ((C)) = H' ((C))

la prima affermazione e dimostrata. La seconda e un’ovvia conseguenza della
prima in quanto il diametro di un sottoinsieme connesso con almeno due
punti & positivo. [

Definizione 1.9 (Densita sferiche). Data una misura g su uno spazio
metrico X, un reale k£ > 0,z € X definiamo

= T w(B.(z)) o Ti s p(B,())
Or(p, ) = h?{ri%gp T Ok(p,z) »= lim inf ot

sono rispettivamente le k-densita superiore e inferiore di g nel punto .
Definiamo inoltre per ogni sottoinsieme B di X

@k(Bwr) = @k(Hkl—B7x)a @k(Bwr) = @k(HkLBvx)

Se ©,(u,7) = O(u, ), indichiamo con O(u,z) il loro comune valore.
Analogamente per O4(B,z) e ©,(B, z).

Osservazione 1.10. Per definizione abbiamo

— BNB
Ok(B, z) = lim sup HIBAO kr(x))
r—0+ WgT
BNB
0,(B,2) = lim inf B0 k’"(x»
r—0+ WgTr

Il seguente teorema € un punto fondamentale nella dimostrazione del teo-
rema di Golab. La dimostrazione, essenzialmente basata sul ben noto lemma
di Vitali, si puo trovare in [3].

Teorema 1.11. Supponiamo che p sia una misura positiva, localmente finita.
Siano dati anche un reale t positivo e un boreliano B. Allora

Or(p, v) >t per ogni v € B = u(B) > tH*(B)
O,(p,x) >t per ogni x € B = u(B) < t2¥H*(B)



1.2. Distanza di HausdorfT e risultati correlati

1.2 Distanza di Hausdorff e risultati correlati
Per ogni sottoinsieme S di X e £ > 0 poniamo
Se:={reX:d(x,5) <e}

Denotiamo con Cx la classe dei sottoinsiemi chiusi non vuoti di uno spazio
metrico X.

Definizione 1.12 (Distanza di Hausdorff). Siano F' e G chiusi non vuoti
in X. Definiamo
dy(F,G) := min{h(F,G),1}
dove
h(F,G) :=inf{r € [0,400[: F CG,eGCF}

dy e detta distanza di Hausdorff.

Osserviamo che si puo avere h(F,G) = oco. Questo avviene ad esempio se
F e limitato e G e illimitato.

La funzione dy ¢ effettivamente una distanza e Cx munito della distanza
di Hausdorff diventa una spazio metrico. Inoltre se (X, d) & completo, anche
(Cg,dy) € completo. Questo ¢ il contenuto dei seguenti due enunciati.

Proposizione 1.13. (Cx,dg) é uno spazio metrico.

Dimostrazione. Dobbiamo solo verificare che dy ¢ una distanza.

E immediato constatare che, se F' & un chiuso non vuoto, dy(F, F) = 0.
Viceversa se dy(F,G) = 0, si ha per ogni € > 0

FCG.,, GCF

quindi
FC(G-=G, GC[\F=F
e>0 e>0

Le due uguaglianze precedenti seguono dal fatto che F' e G sono chiusi. Da
cio infine si ha F' = G.

Chiaramente dg(F,G) = dgy(G, F') per ogni coppia F,G di chiusi.



1.2. Distanza di HausdorfT e risultati correlati

Siano dati F, G, H chiusi non vuoti. Dimostriamo per prima cosa che
h(F,H) < h(F,G)+ h(G, H) (1.6)
Fissato e > 0, siano r e s reali taliche 0 < r—h(F,G) <ece0 < s—h(G,H) <
. Allora, per definizione,
FgGr7 GgFr7 GgHsa HQGS
da cui
F g Hr+saH g Fr+s

Quindi abbiamo
hF,H)<r+s<h(F,G)+h(G,H)+ 2

Al variare di ¢ si ottiene la (1.6).

Dimostriamo infine che

Supponiamo dy (F, H) < 1. Se almeno uno fra dg(F, G) o dy(G, H) ¢ almeno
1, la (1.7) ¢ vera. Se entrambi sono minori di 1, allora dy coincide con h e
la (1.7) non ¢ altro che la (1.6). Supponiamo invece che dy(F, H) = 1. Per
definizione h(F, H) > 1. Dobbiamo verificare che 1 < dg(F,G) + duy(G, H).
Se per assurdo fosse 1 > dy(F,G) + dy(G, H), si potrebbero trovare r e s
tali che

h(F,H) <hMF,G)+h(G,H)<r+s<1

che & assurdo perché h(F,H) > 1. O

In seguito per indicare che dg(F,, F') — 0 per n — oo scriveremo

‘H-lim F,, = F oppure F, LY

n—oo

Proposizione 1.14. Se (X, d) é completo, anche (Cx,dy) é completo.

Dimostrazione. Sia {C),},en una successione di Cauchy per dy. Supponiamo
che, a meno di un numero finito di termini, dg(C,,C,,) < 1 per ogni m,n €
N. Poiché la successione {C,},en € di Cauchy, possiamo trovare {N}ren
crescente tale che

1 )
hC, Cp) = dy(Cy, Cp) < o per ogni m,n > N



1.2. Distanza di HausdorfT e risultati correlati

Definiamo

Dk = UCNj7 C = ﬂDk

>k k>0

C' ¢ chiuso e non vuoto. La prima proprieta segue dal fatto di essere inter-
sezione di chiusi. Per dimostrare la seconda si scelga x; € Cy, e, supponen-
do che zj, sia gia stato scelto in Cy,, poiché Cy, C (ONk+l>1/2k si prenda
Typ1 € Chy,, in modo che d(zy, xp41) < 1/2F. La successione {2y }y>1 ¢ di
Cauchy, quindi esiste x € X tale x, — x. Poiché x), € Dy per h > k, si
ottiene che x € Dy per ogni k > 1 e C' & dunque non vuoto. Abbiamo allora

CCDyC (CNk)l/Qk C (CNk)l/zk’—l
Inoltre per h > k
Cny € (Cny)1jar € (Dj)rjan
da cui C, C C/9¢-1. Ci0 implica che

1

du(Ch,,C) < 1

per ogni k£ > 1
e che

limsup dg(C,, C) < limsup dy(Cy, Cn, )+
) 1 1
- hfisolide(CN’”C) < o" + ST

(1.8)

Da cio segue la tesi. O

Teorema 1.15 (Blaschke). Se X ¢é compatto, allora (Cx,dp) € uno spazio
metrico compatto.

Dimostrazione. Ricordiamo che in generale uno spazio metrico ¢ compatto
se e soltanto se ¢ completo e totalmente limitato. Per le ipotesi dunque X
¢ completo e totalmente limitato e bastera mostrare che Cx e completo e
totalmente limitato. La completezza di Cx ¢ a questo punto immediata e
segue dalla proposizione 1.14. Per vedere 1'ultima proprieta, fissiamo ¢ > 0 e
sia NV un sottoinsieme finito di X tale che d(z, N) < ¢ per ogni z € X. Sia
N Tinsieme delle parti non vuote di N. N ¢ un sottoinsieme finito e per ogni
chiuso F si ha dg(F,N) < e. O

La dimostrazione dei due seguenti teoremi si puo trovare in [3]. Entrambi
sono indispensabili per dimostrare il teorema di Gotab.
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1.2. Distanza di HausdorfT e risultati correlati

Teorema 1.16 (Primo teorema di rettificabilita). Se X é uno spazio
metrico completo e C' & un sottoinsieme chiuso e connesso di X tale che
HY(C) < o0, allora C' ¢ compatto e connesso da curve iniettive e rettificabili.

Teorema 1.17 (Secondo teorema di rettificabilita). Sia C' un sottoin-
sieme di X chiuso, connesso e di lunghezza finita. Allora esiste una famiglia
numerabile {7V, }nen di curve lipschitziane tali che

H(C\ ) =0

neN

Definizione 1.18 (Insiemi H*-rettificabili). Sia B un sottoinsieme H"-
misurabile di RY. Diciamo che B ¢ numerabilmente H*-rettificabile se esiste
una famiglia numerabile {f, },en di funzioni lipschitziane R* — RY tali che

HB\ | f.(RF) =0

neN

Inoltre diciamo che un sottoinsieme B di RN & H*-rettificabile se H*(B) < oo

e B ¢ numerabilmente H*-rettificabile.

Osservazione 1.19. Un sottoinsieme chiuso, connesso e di lunghezza finita
di uno spazio metrico ¢ H'-rettificabile. Cido non ¢ altro che una riformula-
zione del secondo teorema di rettificabilita (teorema 1.17) in termini della
definizione 1.18.

Lemma 1.20. Sia C un sottoinsieme connesso di X. Ser > 0 ¢& tale che
r < (diam C)/2, allora H*(C' N B,.(x)) > r per ogni x € C.

Dimostrazione. La funzione ¢(y) := d(z,y) e 1-lipschitziana, quindi
H'(p(C'N By(2))) < HY(CN B,(x))

©(C'N B.(z)) ¢ un sottoinsieme connesso di R contenuto in [0, r]. Infatti se
a<b<rea,be o(CNB,(x)), 'immagine di ¢|c contiene I'intervallo [a, b] in
quanto C' & connesso. Inoltre, se ¢ €]a, bl e p(y) = ¢, si had(z,y) = ¢ < r. Da
cid y € B(z,r) e [a,b] C »(C N B.(x)). Se, per assurdo, H'(C'N B,.(x)) <,
a maggior ragione p(HY(C N B.(z))) < r, quindi C N B,(z) € B,, con
r1 < r. D’altra parte, poiché 2r < diam C, deve esistere y € C' tale che
d(z,y) > r. Gli aperti CNB(x, 1) e CN X\ (B,(x)) sono non vuoti, disgiunti
e sconnettono C. [



1.2. Distanza di HausdorfT e risultati correlati

Questo e il principale risultato di tutta la sezione.

Teorema 1.21 (Gotab). Sia X uno spazio metrico compatto. La classe
dei chiusi connessi e un sottoinsieme chiuso di Cx per la topologia indotta
dalla distanza di Hausdorff e la misura H' ¢ sequenzialmente semicontinua
inferiormente rispetto la convergenza di Hausdorff su questa classe. In altre
parole, se {Cy}nen € una successione di chiusi connessi e C, it C, allora C
€ connesso e

HY(C) < liminf H*(C,,) (1.9)

Dimostrazione. Vediamo per prima cosa che C' ¢ connesso. Se fosse unione
di due chiusi disgiunti F; e Fy prendiamo 0 < ¢ < d(F}, Fy)/4. Allora per
n > N siavra C,, C C.. Poiché (F}). N (Fy). = &, si deve avere (ad esempio)
Cy C (F1)e. Quindi C C (Cn)e C (F1)ge. Assurdo perché (Fi)q. N Fy = @.

Infine dimostriamo la (1.9). Possiamo supporre, estraendo una successione
convergente al limite inferiore, che L := lim,,_., H'(C,) esista e H1(C,) <
L + 1. Posto d,, = diam C,,, ancora a meno di sottosuccessioni, possiamo
supporre che d, — d > 0. Definiamo

pn(B) :=H(BNGC,)

per ogni boreliano B. p, € una misura di Borel regolare e, poiché le masse
sono tutte minori di L, possiamo supporre che pu, =* . Sex € Cer’ <r <
(diam ') /2, abbiamo

(B (x)) = (B (x)) = limsup pn (B (x)) =

n—oo

= limsup H'(C,, N B/(z)) (1.10)

grazie al lemma 1.20. Per I'arbitrarieta di ', si trova u(B,(x)) > r per ogni
x € C e per ogni r < (diam C')/2. Per il teorema 1.11

HY(C) < 2u(X) < 2liminf p,(X) = 2liminf H*(C,) = 2L
Per il teorema 1.11

HYC) < 2u(X) < 2liminf p,, (X) = 2lim inf H'(C,,) = 2L

n—oo n—oo

Per il teorema 1.17 per H'-quasi-ogni xy € C' esiste una curva lipschitziana
v a valori in C tale che xy = y(tp) e to €]0, 1[. Possiamo inoltre supporre che

lim d(y(to +h),y(to — h))
h—0+ 2‘h|

=1

10



1.2. Distanza di HausdorfT e risultati correlati

A questo punto scegliamo arbitrariamente o €]0, 1[. Se h ¢ piccolo, abbiamo

d(y(to + h),y(to — h)) = (2 — o)]h]

(1= o)lh| < d(y(to £ h),7(t0)) < (1 +0)]R]

Supponiamo inoltre che |h| < ¢/(1 + ¢) e poniamo y := y(tg — h),z =
Y(to + h),r := max{d(y, xo), d(z,z0)}. Otteniamo

r<(l+o)hl <o

2—0
d > (2—o0)|h| >
(1:2) 2 (2= o)lh| 2 22
Sia r’ := (140)r. Poiché C, 7% O esistono due successioni {Yn }nen € {zn}nen

tali che y,,, 2z, € Cp, Yy, — y € 2z, — z. Allora definitivamente y,,, 2z, € B, (zo)
e abbiamo

pn(Br (2)) = HH(Co N By (x)) > d(2, yn)

Passando al limite

p(By(x)) > limsup H' (C,, N By(x)) > limsupd(z,y,) =

n—oo n—o0o

2—0 2—0
=d > = !
(2y) 2 2—|—ar (1+0)2T

Per larbitrarieta di o, ©;(u, o) > 1 vale per H!-quasi-ogni xy € C. Quindi

HY(C) < p(X) < liminf p,(X) = L = liminf HY(C,,) O

n—oo n—oo
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Capitolo 2

Analisi convessa

In questo capitolo vogliamo introdurre brevemente ad alcuni risultati di Ana-
lisi Convessa che ci saranno utili nel capitolo 5. Per una trattazione piu
approfondita rimandiamo a [14] e a [12].

Notazione. V indichera uno spazio vettoriale topologico localmente convesso
e separabile su campo R.. Il duale topologico di V, cioe lo spazio dei funzionali
lineari e continui su V' sara indicato con V*. Dato un elemento v di V' e un
funzionale lineare e continuo v* di V* indicheremo con (v*,v) il valore che il
funzionale v* assume su v.

V' sara anche munito della topologia o(V,V*), detta topologia debole. La
topologia o(V,V*) ¢ la pitn debole topologia su V' che rende continui tutti i
funzionali di V* che sono tutti della forma v — (v*,v). V* sara invece munito
della topologia o(V*, V), detta anch’essa topologia debole. o(V*, V') & la pin
debole topologia che rende continui i funzionali su V* della forma v* — (v*, v)
al variare di v* nel duale di V. Le topologie o(V,V*) e o(V*,V) sono le
piu deboli topologie che rendono V e V* rispettivamente spazi vettoriali
topologici localmente convessi.

Data F : V — R indichiamo con dom F 'insieme

domF:={veV : F(v) < +o0}

2.1 Introduzione, trasformata di Fenchel

Ricordiamo che un sottoinsieme C' di uno spazio vettoriale si dice convesso
se per ogni x,y elementi di C' e per ogni A > 0 il punto Az + (1 — \)y & un

13



2.1. Introduzione, trasformata di Fenchel

elemento di C.

Definizione 2.1 (Funzioni convesse). Sia C' un sottoinsieme convesso di
uno spazio vettoriale V. Una funzione F': C — R & detta convessa se

FAu+ (1 = M) < AF(u)+ (1 — N F(v) (2.1)

per ogni coppia u, v di elementi di C' e A € [0, 1] tali che il secondo membro
della (2.1) sia definita.

Osservazione 2.2. L’estremo superiore di funzioni convesse € convessa.

Ricordiamo il seguente lemma sulle proprieta di continuita delle funzioni
convesse.

Lemma 2.3. Sia F : V — R una funzione convessa e U un intorno di un
punto vy tale che si abbia F(v) < a < 400 per ogni v € V . Allora F ¢
continua n vg.

Dimostrazione. Per traslazione possiamo supporre che vy = 0 e F'(vy) = 0.
Poniamo S = U N (=U). Preso 0 < e < 1 e wv € &S, si presentano due casi:
v/e € U oppure —v/e € U. Nel primo caso abbiamo

Fo)=F ((1=2)0+¢(2)) < (1= )F(0) +F (=

)§a€

£ S

Nel secondo invece

da cui

F(v) > —eF <—§) > —ae

Abbiamo dunque dimostrato che |F(v)| < ae. O

Definizione 2.4 (Funzioni semicontinue inferiormente). Una funzione
F:V — R e detta semicontinua inferiormente in ug se

F(up) < liminf F'(u) (2.2)

u—uQ

Se la condizione (2.2) ¢ verificata per ogni ug di V, F' ¢ detta semicontinua
inferiormente.

14



2.1. Introduzione, trasformata di Fenchel
Osservazione 2.5. Una condizione equivalente alla (2.2) per ogni ug in V' &
che per ogni a € R, I'insieme
F*={veV : F(x)>a}

sia aperto. Pertanto ’estremo superiore di funzioni semicontinue inferiormen-
te & semicontinuo inferiormente.

Definizione 2.6 (Epigrafico). Sia F': V — R. L’insieme
epi = {(u,a) e VxR : F(u) <a}
e detto epigrafico di F.
Ricordiamo I’enunciato del seguente ben noto teorema.

Teorema 2.7. Sia V' uno spazio vettoriale topologico localmente convesso e
separabile e sia F: V — R. Allora

o [ ¢ convessa se e solo se epi F' e un sottoinsieme convesso di V x R.

e [ ¢ semicontinua inferiormente se e solo se epi I e un sottoinsieme
chiuso di V x R.

Definizione 2.8 (Coniugata o trasformata di Fenchel). Sia V' uno
spazio vettoriale topologico localmente convesso e separabile. Sia F' : V' — R..
La funzione F* : V* — R definita da

F(v*) := sup{(v*,v) — F(v) : veV} (2.3)
¢ detta coniugata o trasformata di Fenchel di F'.

Esempio 2.9. Sia V uno spazio vettoriale topologico localmente convesso e
separabile. Dato un sottoinsieme K di V, sia F' la funzione definita da

0 seu€ K
F pu
() {—i—oo seu ¢ K

Allora la trasformata di Fenchel di F
F*(u*) =sup {(u",u) : uve K}

viene detta funzione d’appoggio di K.

15



2.1. Introduzione, trasformata di Fenchel

Osservazione 2.10 (Interpretazione geometrica). Osserviamo che la funzione
affine v — (u*,u) — a ¢ un minorante di F' se e soltanto se o« > F*(u*) e
F*(u*) &1l piu piccolo « per cui vale questa minorazione.

Osservazione 2.11. Notiamo che
F(v*) = sup{(v*,v) — F(v) : F(v) < oo}

Siccome le funzioni v* — (v*,v) — F'(v) sono convesse e semicontinue infe-
riormente per tutti i v € V tali che F(v) < oo, segue che F* ¢ una funzione
convessa e semicontinua inferiormente.

Osservazione 2.12. Le seguenti proprieta sono di immediata verifica:
o ["(0) = —inf ey F(u)
o '<(G = F*>G"
o '=400 — F*=F
o (AF)*(u*) = AF*(u*/\) per ogni A >0
o (F+a)*=F"—a perogniacR
Definizione 2.13 (Biconiugata). La funzione F** : V — R definita da
F**(v) :=sup{(v*,v) — F*(u*) : v* € V*} (2.4)
e detta biconiugata di F.
Proposizione 2.14. Sia F : V — R. Allora sono equivalenti:
1. F ¢ estremo superiore di una famiglia di funzioni affini e continue.

2. F:V — R ¢ una funzione convessa, semicontinua inferiormente tale
che e identicamente uguale a —oo 0 non assume il valore —oo.

Dimostrazione.

1 = 2 L’estremo superiore di una famiglia vuota di funzioni affini e continue
e —oo. Se la famiglia non e vuota certamente questo estremo superiore
non puo assumere il valore —oo.

16



2.1. Introduzione, trasformata di Fenchel

2 = 1 Sia F una funzione convessa, semicontinua inferiormente tale che e
identicamente uguale a —oo o non assume il valore —co. Se F' assume
il valore +00 0 —oo identicamente, allora la tesi e ovvia. Supponiamo
allora che F' non sia identicamente +00 0 —oo. Sia oy < F(ug). Ci
proponiamo di costruire una funzione lineare affine L tale che L(u) <
F(u) e ap < L(ug) < F(ug). Poiché F convessa e semicontinua, per
il teorema 2.7 epi /' ¢ un chiuso convesso di V' x R. Per il teorema
di Hahn-Banach possiamo trovare un funzionale lineare continuo su
V x R che separa epi F' e il punto (ug, ). Possiamo supporre che
questo funzionale sia della forma ®(u,a) = ¢(u) + ka dove ¢ € un
funzionale lineare e continuo su V. Avremo allora per un opportuno
e>0

gb(U,o) + /{?Oé() <c—¢ (25)

¢(u) + ka > c+e perogni (u,a) € epi ' (2.6)

Supponiamo che F'(up) < co. Ponendo nella (2.6) u = ug e a = F(up)
e confrontando con la (2.5) si ottiene k(F'(ug) — ) > 0, da cui k& > 0.
Posto allora

L) =~ 1o(w) 27)

si ottiene sostituendo nella (2.6) u = up e a = F(ug) e utilizzando
anche la (2.5) che
g < L(UO> < F(Uo)

Se invece F'(ug) = oo e ancora una volta k > 0 si puo fare la stessa
dimostrazione. Se invece k = 0 si costruisce con il procedimento di
prima un funzionale lineare e continuo che minora F'. Supponiamo che
sia della forma U(u, a) = 9(u) + ha. Allora il funzionale

L(u) = ¥(u) + ha + n(c — ¢(u))
e quello cercato pur di scegliere n abbastanza grande in modo che

L(u) = ¢¥(u) + ha +n(c—¢(u)) > ay O

E molto interessante la seguente caratterizzazione della biconiugata di
una funzione F'.
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2.1. Introduzione, trasformata di Fenchel

Definizione 2.15 ([-regolarizzata). Data F : V — R, definiamo

I'(F) :=sup{g : g affine e continua, g < F'} (2.8)
['(F) ¢ detta I'-regolarizzata di F'.
Osservazione 2.16. Naturalmente, in quanto I'(F) ¢ estremo superiore di

funzioni minori o uguali a F' si ha I'(F) < F.

Notazione. In seguito I'(V') indichera I'insieme delle funzioni F : V' — R che
sono l'estremo superiore di una famiglia di funzioni affini continue. I'o(V)
invece indichera l'insieme delle funzioni di I'(V') che non sono identicamente
+00 0 —00.

Proposizione 2.17. Sia V uno spazio vettoriale topologico localmente con-
vesso e separabile e sia F -V — R. Allora F** ¢ la T-regolarizzata di F. In
particolare, F** < F e se ' € I'(V), allora F*™* = F.

Dimostrazione. Per 'osservazione 2.10 se per ogni u € V', F'(u) > (u*, u) —a,
allora a > F*(u*). Quindi
['(F) = sup{g : g affine e continua, g < F'} =
= sup{(v*,v) — F*(u*) : v* € V*}
che ¢ la tesi. N
Osservazione 2.18. Per 1'osservazione 2.12 (punto 3) e la proposizione 2.17,
se F' e I'y(V), allora F™* € Ty (V™).
La dimostrazione del seguente lemma e molto semplice e segue da facili
calcoli che tralasciamo.
Lemma 2.19. Siano p,p’ esponenti coniugati, cioé
1 1
p,p* €], 00, -+ —=1
p P

Le funzioni
1 1
fls)=—|s]?, g(t) = —]|t
(s) pll (t) p*\

sono una la trasformata dell’altra.

p*

Il lemma appena presentato, insieme alla prossima proposizione, saranno
molto utili nel seguito.
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2.2. Sottodifferenziabilita

Proposizione 2.20. Sia V' uno spazio normato. Sia ¢ un elemento di T'o(R)
tale che p(u) = @(—u). Allora le funzioni

Fu) =e(llul), G@)=¢ (lu*].)
sono una la coniugata dell’altra.

Dimostrazione. Notiamo innanzi tutto che F' € I'(V') e G € I'(V*). Mostria-
mo soltanto che F* = G. Infatti dalla proposizione 2.17 seguira il resto della
tesi: F' = F** = G*. A tal fine abbiamo:

Fu) = sup {{u"u) = p(lul]) - weV}
= sup sup {(u"u) —p(|[ul) : weV, [u] =1}

>0
= sup {tf[u’l. — o(t)} (2.9)
>0
= sup {tllu’]l. — ()} = " ([Ju"[l) (2.10)
teR
Il passaggio da (2.9) a (2.10) ¢ possibile grazie al fatto che ¢ & pari. ]

Esempio 2.21. Dall’ultima proposizione dimostrata e dal lemma che lo
precede segue che le funzioni

1
e (1 Tt [T 4

sono una la coniugata dell’altra.

2.2 Sottodifferenziabilita

In questa sezione V' sara come al solito uno spazio vettoriale localmente
convesso e separabile e V* designera il suo duale.

Definizione 2.22. Una funzione F : V — R si dice sottodifferenziabile in
un punto vy di V' se F(vp) € finito ed esiste un elemento v € V* tale che

F(v) > F(vg) + (vg,v — vg) (2.11)

per ogni v € V. Ogni elemento v € V* tale che valga la (2.11) e detto un
sottogradiente di F in vg. Inoltre il sottodifferenziale di F' in vy sara l'insieme
costituito dai sottogradienti, cioe

OF (vg) :={v" € V" : F(v) > F(vg) + (v5,v — vo)} (2.12)

Quindi per definizione una funzione ¢ sottodifferenziabile in vy se e soltanto
se F(vp) ¢ finito e 'insieme dei sottogradienti non & vuoto.
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2.2. Sottodifferenziabilita

Osservazione 2.23. Una semplice conseguenza della definizione 2.22 ¢ che

F(vg) = min F(v) <= 0 € 0F(uy)

veV
Inoltre valgono le implicazioni seguenti

OF(v)) =& = F(vy) = F* (o) (2.13)
F(Uo) = F* (U()) <~ 8F(U0) = o™ (Uo) (214)

Entrambe seguono dal fatto che se L ¢ una funzione affine e continua tale
che L < F allora L = L** < f** < F.

Se nel primo caso si ha v € OF (vg) e si prende L(v) = F(v)+ (vg, v—1p),
si avra L(vg) = F**(vg) = F(vp). Viceversa prendendo la parte lineare di un
funzionale affine e continuo che separa il punto (vg, F**(vg)) da epi F** si
ottiene un sottodifferenziale di F' in vy grazie al fatto che F'(vg) = F**(uvp).

Nel secondo caso invece se v € OF (vy) allora F'(v) > F(vg) + (v§, v — vo)
e poiché F** ¢ la ['-regolarizzata si ha anche F**(v) > F(vg) + (v§, v — vp).
Viceversa, se F**(v) > F**(vg) + (v, v — wvp), poiché F** < F| F(v) >
F(vg) + (v§, v — vo).

I seguenti enunciati descrivono delle proprieta geometriche di OF.
Proposizione 2.24. Sia F una funzione V. — R. Allora
vy € 0F (vy) <= F(uvg) + F*(vg) = (vo, v5)
Dimostrazione.

= Siccome v; € JF(vg), abbiamo che F(v) > F(vg) + (vg,v — vg) cioe
F(v) > (v§,v) + F(vg) — (v§, vo). Siccome il funzionale affine e continuo
L(v) = (v§,v) + F(vg) — (v§, vo) € massimale, si dovra avere

F*(vg) = =F(vo) + (vg, vo)
che ¢ la prima parte dell’enunciato.

< Viceversa il funzionale affine e continuo definito da
L(v) := (vg,v) + F(vo) — (vg,v0) = (vg,v) — F*(v)

¢ minore o uguale a F' e F(vg) = L(vg), quindi v§ € 0F (vg). O
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2.2. Sottodifferenziabilita

Corollario 2.25. L’insieme OF(v) € convesso e chiuso per la topologia
o(V* V).

Dimostrazione. Per definizione per la trasformata di Fenchel vale la seguente
disuguaglianza

Fr (") = (v",v) 2 =F(v)
quindi F*(v*) — (v*,v) = —F(v) ¢ equivalente a F*(v*) — (v*,v) < —F(v).
Possiamo allora scrivere

OF(v) ={v* e V" . F*(v") — (v*,v) < —F(v)}

Siccome la funzione v* — F*(v*) — (v*,v) € convessa e continua (anche per
la topologia a(V*,V)), 'insieme OF(v) & convesso perché il sottolivello di
una funzione convessa ¢ convesso e chiuso perché e la controimmagine di un
sottoinsieme chiuso. ]

Riassumendo:

Corollario 2.26. Per ogni funzione F : V — R abbiamo che
u* € 0F(u) = ue€dF*(u")

In piu, se F € I'(V) allora
ut € 0F(u) <= u € dF*(u")

Il seguente teorema invece ci fornisce un utile criterio per stabilire se una
funzione convessa sia sottodifferenziabile in un dato punto.

Teorema 2.27. Sia F : V — R una funzione convessa. Supponiamo che
nel punto vy, F assuma un valore finito e che F sia finita in vy. Allora

aF(Uo) 7& .

Dimostrazione. Siccome F ¢ convessa, epi /' € un sottoinsieme convesso di
V x R. Inoltre siccome F' ¢ continua, epi F' € non vuoto. Per vedere questo
basta notare che F' e limitata da una costante M su un aperto U contenente
vg. Chiaramente, l'insieme U x|M, 00| € un sottoinsieme aperto non vuoto
di V x R contenuto in epi F'.

Il punto (vg, F'(vg)) sta nel bordo di epi F. Possiamo allora trovare un
iperpiano ‘H che separa il punto (vg, F'(vg)) da epi F. Abbiamo allora:

H={(v,a) e VxR : (v*,0) +aa = [}
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2.3. Relazioni di dualita

dove v* & un opportuno elemento di V*, a e (3 sono reali. Inoltre avremo
(v*,v) +aa > 8

per ogni (v,a) € epi F e (v*,v) + aF(v) = (. Se a = 0 si deve avere che
(v*,; v —vy) > 0 per ogni v € dom F. Poiché dom F' ¢ un intorno di vy, segue
che v* = 0. Pertanto si ha a > 0 e

Bla— (v*/a,v) < F(v)

per ogni v € dom F' e
B/a— (v*/a,vy) = F(vy)
Quindi si trova che
(—v*/a,v —vg) + F(vg) < F(v)

La sottodifferenziabilita segue dunque dal fatto che 0F(vy) # @ in quanto
—v* /o € OF (vy). O

2.3 Relazioni di dualita

Sia V uno spazio vettoriale topologico, F' : V — R. Siamo interessati al
seguente problema di minimizzazione

P = thlel‘f; F(u) (2.15)

Ci riferiremo a questo con il termine di problema primario e lo indicheremo

con &. La maggior parte delle volte supporremo che F' € I'y(V) in modo

che il problema non sia banale: in questo caso infatti ' non ¢ identicamente

uguale a 400 e, non essendo identicamente —oo, per la proposizione 2.14 non
puo assumere il valore —oo.

Sia Y uno spazio vettoriale topologico e Y* il suo duale. Vogliamo definire

il problema duale di quello definito della (2.15). Per questo considereremo

una arbitraria perturbazione del problema primario, dove per perturbazione
si intende una applicazione

d:VxY —-R
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2.3. Relazioni di dualita
tale che
O (u,0) = F(u)

Per ogni p € Y consideriamo il problema perturbato
P, = inf &(u, p) (2.16)

Notiamo che per p = 0 si ottiene il problema originale: P = Py. Ricordiamo
che il duale topologico di V' x Y & isomorfo a V* x Y* e la dualita tra questi
due spazi e data da

((u,p), (u*,p*)) = (u*,u) + (p*. p)
Allora ®* € T'(V* x Y*). Il problema duale di & ¢ definito da

P* = sup {—P*(0,p")} (2.17)

p*ey*

Lo indicheremo con &7*. Inoltre considerando la perturbazione naturale del
problema 2.17 data dalla funzione

—d*:V*xY* =R
Il problema perturbato si ottiene al variare di u* in V*:

P = sup {=®"(u", p")}

p*ey*
Il problema biduale &#2** di (2.15) ¢ dunque dato da

P = inf & (u,0)

ueV

La seguente proposizione mette in relazione un problema e il suo duale.

Proposizione 2.28. Sia V' uno spazio vettoriale topologico. Allora vale la
sequente disuguaglianza:

—00 < P* <P < +oo (2.18)
Dimostrazione. Per definizione
O*(u*, p*) = sup{(u*,u) + (p*,p) — ®(u,p) : veV, peY}
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2.3. Relazioni di dualita

Da cio si ottiene

" (u”,p") = (W', u) + (p, p) — (u, p) (2.19)
per ogni u € V e per ogni p € Y. In particolare, ponendo nella (2.19) v* = 0
e p = 0 si ottiene
O (u,0) < —0*(0,p")
da cui passando all’estremo inferiore nel primo membro e all’estremo
superiore nel secondo membro

inf ®(u,0) < sup {—P*(0,p")}

che e la tesi. 0

E interessante notare che esistono esempi in cui la seconda disuguaglian-
za della (2.18) e stretta e quindi I'uguaglianza dei due problemi seguira da
ulteriori ipotesi sulla funzione F' e sulla perturbazione ®. Per trovare queste
condizioni dovremo introdurre due classi di problemi: i problemi normali e i
problemai stabili.

Supporremo d’ora in poi ® € I'o(V x Y) e consideriamo la funzione h :
Y — R definita da

h(p) = inf B(u,p) =P, (2.20)

Notiamo che in questo caso per il teorema 2.17 abbiamo che ® = ®** e quindi
P = . 1l contenuto del seguente lemma e che h € una funzione convessa.

Lemma 2.29. Se ® ¢ convessa, allora la funzione h é convessa.
Dimostrazione. Dobbiamo verificare che datipe ¢gin Y e 0 < XA <1 si ha
h(Ap + (1 = X)g) < Ah(p) + (1 = Nh(q)

Se h(p) = 400 0 h(q) = +oo la disuguaglianza ¢ ovvia. Supponiamo allora
h(p) < 400 e h(q) < +oo. Fissato € > 0 scegliamo u,v € V' in modo che

®(u,p) < h(p) +e, P(v,q) <h(q) +e¢
Allora abbiamo

h(Ap + (1= X)g)

Inf ®(w, Ap+ (1 = A)g)
O(Au+ (1 = Nv, Ap+ (1 — A)g) (2.21)
A@(u,p) + (1 — X\)@(v,q) (2.22)
Ah(p) + (1= A)h(q) + €

IANINAIA
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2.3. Relazioni di dualita
Il passaggio dalla (2.21) alla (2.22) ¢ grazie alla convessita di ®. Dall’arbi-
trarieta di € segue la tesi. ]

Lemma 2.30. Supponiamo che ® € T'o(V xY'). Per la trasformata di Fenchel
di h vale la sequente uguaglianza:

h*(p") = (0, p")
per ogni p* € Y*
Dimostrazione. Abbiamo infatti

h*(p*) = sup {{p",p) — h(p)}

peY

= sup {(p",p) — inf ®(u,p)}
pey ueV

= sup sup {(p*,p) — P(u,p)}
peEY ueV

Osservazione 2.31. Osserviamo che in base alle definizioni date

P* = sup {~0°(0,5°)} = sup {~h*(p)} = h**(0) <

prEY* prEY*
< h(0) = inf {®(u,0)} =P

ueV

Quindi la disuguaglianza P* < P non e altro che un caso particolare di
h**(p) < h(p). Inoltre 'uguaglianza P* = P si verifichera quando h**(0) =
h(0).

Definizione 2.32 (Problema normale). Il problema & ¢ detto normale
se la funzione h definita dalla (2.20) ¢ finita e semicontinua inferiormente in
0.

Proposizione 2.33. Supponiamo che ® € T'y(V x Y). I sequenti tre fatti
sono equivalentu:

1. 1l problema &2 ¢ normale
2. 1l problema &7* & normale

3. P ="P* e il comune valore ¢ finito
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2.3. Relazioni di dualita

Dimostrazione.

1=3

3«1

2< 3

Sia h 'estremo superiore delle funzioni semicontinue inferiormente mi-
nori o uguali a h. Allora abbiamo hA** < h < h. Inoltre poiché h e
semicontinua inferiormente in 0 abbiamo che h(0) = h(0). Poiché h &
convessa, anche h ¢ convessa. La convessita di A, unitamente al fatto
che ¢ semicontinua inferiormente e che h(0) € R, comporta che per
ogni z, h(z) > —oo. Abbiamo allora che h € ['y(V), quindi da b~ =h
segue
B = >R B

dacuih* =% eh™ =k = h. Ricordando 'osservazione 2.31 abbiamo

trovato che P = P* e il comune valore ¢ finito.

Abbiamo infatti che h(0) = h**(0) e sono finiti. Inoltre dalla A*™* <
h < h segue che h(0) =
inferiormente in 0.

h(0) e quindi h(0) ¢ finito e h & semicontinua

Per quanto abbiamo appena dimostrato abbiamo che il problema &7*
¢ normale se e solo se P* = P** e il comune valore ¢ finito. Basta a
questo punto notare che i problemi & e &2** sono identici. [

Ora vogliamo trovare delle condizioni che garantiscano 'esistenza della

soluzione oltre al fatto che P = P*.

Definizione 2.34. Il problema & ¢ stabile h(0) ¢ finito e h ¢ sottodifferen-
ziabile in 0.

Lemma 2.35. L’insieme delle soluzioni del problema &2* ¢ Oh**(0).

Dimostrazione. Sia p* € Y* una soluzione del problema &7*. Allora abbiamo

per ogni ¢* € Y*

—@*(0,p") > —®*(0,¢")
—h*(p*) > —h'(q")
—h*(p*) > sup {(0,¢") —h"(¢")}
ey
_h () > () (2.23)
e cio e equivalente a
p* € oh™(0) (2.24)
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2.3. Relazioni di dualita

Infatti abbiamo che se vale la (2.23) per ogni ¢ € Y

(q) > (", q) — h'p* > (p*,q) + ™ (0)

che non ¢ altro che la (2.24). Viceversa se vale la (2.24) abbiamo che per ogni
qeyY
—h™(0) = (p*,q) — " (q)

Passando all’estremo superiore al variare di ¢ € Y si ottiene
che non ¢ altro che la (2.23). O

Proposizione 2.36. Supponiamo che ® € T'o(V x Y). I sequenti fatti sono
equivalenti:

1. & ¢ stabile
2. P ¢ normale e 22* ha almeno una soluzione

Dimostrazione.

1. Se & ¢ stabile, allora h(0) ¢ finito e Oh(0) & non vuoto. Per la (2.13)
segue allora che h(0) = h**(0). Il problema & ¢ quindi normale. Inoltre
Oh**(0) = 0h(0) # @ e, per il lemma 2.35, Oh**(0) ¢ l'insieme delle
soluzioni del problema Z7*.

2. Siccome & ¢ normale, allora h(0) ¢ finito, h(0) = A™(0). Quindi
Oh(0) = Oh**(0) # @ grazie al lemma 2.35 e al fatto che il problema
Z* ha almeno una soluzione. [

Come conseguenza di quanto dimostrato fino ad ora abbiamo il seguente
corollario.

Corollario 2.37. Supponiamo che ® € I'o(V x Y). I sequenti tre fatti sono
equivalenti:

1. I problemi & e &* sono normali e ammettono soluzione
2. I problemi &2 e &* sono stabili

3. P ¢ stabile e ammette soluzioni
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2.3. Relazioni di dualita

Il risultato che ora presentiamo e un criterio per decidere se il problema
P e stabile.

Proposizione 2.38 (Criterio di stabilita). Supponiamo che ® appartenga
alo(V xY), P sia finito e

p— ®(uo, p) (2.25)

assuma un valore reale per p = 0 e sia continua in p = 0 per qualche ug € V.
Allora il problema &7 ¢ stabile.

Dimostrazione. Per il lemma 2.29 h & una funzione convessa. Inoltre per le
ipotesi si ha che h(0) = inf,cy ®(u,0) = inf ey F(v) = P ¢ finito. Poiché la
funzione p — ®(ug, p) € continua in 0, si puo trovare un intorno U di 0 in YV
tale che

®(up,p) < M < 400

per ogni p € U. Allora

h(p) = inf ®(u, p) < ®(u,p) < M

veV

per ogni p € U. Per il lemma 2.3 ¢ h e continua in 0, per il teorema 2.27 e
sottodifferenziabile in 0. ]

L’ultimo risultato che presentiamo in questa sezione fornisce un relazione
fra la soluzione del problema & e del problema Z7*. Osserviamo che per
definizione di trasformata

®(u,0) + @(0,p") = ((,0),(0,p")) =0

per ogni u e p* in V e Y* rispettivamente. Il contenuto della proposizione
seguente e che le soluzioni dei problemi & e &7* realizzano I'uguaglianza.

Proposizione 2.39. Supponiamo che i problemi &2 e &2* abbiano soluzioni
e

—00 <P =P* < 400 (2.26)

Se u € una soluzione di P e p* € una soluzione di P* allora vale la sequente
relazione di estremalita:

o (w,0) + ¢*(0,p") =0 (2.27)
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2.4. Studio di un caso particolare

o0, equivalentemente,
(0,p") € 0P(u,0) (2.28)

Viceversa, se u e p* soddisfano la (2.27), allora @ é una soluzione di &, p*
¢ una soluzione di P* e vale la (2.26).

Dimostrazione. Abbiamo
P =o(u,0) =P =—-o7(0,p%)
che ¢ la (2.27). Osservando che
®(w,0) + @(0,p") = (1, 0),(0,p"))

per la proposizione 2.24 si ottiene la (2.28).
Viceversa se u e p* soddisfano la (2.27) abbiamo

®(w,0) = inf ®(u,0)

ueV
—®*(0,p") = sup {—®*(0,p")}
p*ey*
cioe —o00 < P =P* < +00. O

2.4 Studio di un caso particolare

Questo caso particolare che ci accingiamo a studiare & molto utile nel Cal-
colo delle Variazioni. Utilizzando quanto abbiamo presentato fino ad ora
dimostreremo varie relazioni di dualita.

Siano V' e Y spazi vettoriali topologici localmente convessi e separabili e
siano V* e Y* i rispettivi duali topologici. Indichiamo con A un operatore
lineare continuo di V' in Y e con A* il suo aggiunto. Ci interessa il problema
& di minimizzare la funzione F(u) = J(u, Au) al variare di u € V:

P = inf J(u, Au) (2.29)

ueV

Il problema duale sara preso rispetto alla perturbazione
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2.4. Studio di un caso particolare

Detta J* € T'(V* x Y*) la coniugata di .J, abbiamo

®*(0,p") = sup {(p".p) — J(u,Au—p)}
(u,p)EV XY
= sup sup{(p",p) — J(u,Au—p)}
ueV peY
= sup sup{(p", Au) — (p*,q) — J(u,q)}
ueV gqey
= sup {(",Au)—(p",q) — J(u,q)}
(u,9)EV XY

Il problema &%, duale di &, ¢ quindi

P* = sup {—J"(A*p*, —p")} (2.31)

Vale il seguente risultato.

Teorema 2.40. Supponiamo che J sia convessa, che P sia finito e che
lapplicazione
p = J(uo, p)

sia finita in Aug e continua in Aug per un opportuno ug € V. Allora il
problema &2 ¢ stabile o, equivalentemente, P = P* e il problema duale P*
ammette soluzions.

Dimostrazione. Basta applicare il criterio di stabilita del teorema 2.38. [J

Proposizione 2.41. Supponiamo che i problemi &2 e &2* abbiano soluzioni
e
—00 < P=P" < +0o0 (2.32)

Se w ¢ una soluzione di & e p* é una soluzione di &?* allora vale la sequente
relazione di estremalita:

J (U, Aw) + J*(A*p*, —p") = 0 (2.33)

o0, equivalentemente,

(NP, ") € 9J(T, A7) (2.34)

Viceversa, se u e p* soddisfano la (2.33), allora w é una soluzione di &, p*
¢ una soluzione di Z7* e vale la (2.32).

Dimostrazione. Basta applicare la proposizione 2.39. O
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Possiamo rendere ancora piu particolare il problema studiato supponendo
che J sia della forma

J(u, Au) = F(u) + G(Au) (2.35)

In questo caso abbiamo

P = ;g‘ff J(u, Au) = 523 F(u) + G(Au) (2.36)
Inoltre poiché
J'(w,p) = sup {{uhu) + (p",p) — F(u) — G(p)}
(u,p)EV XY
= sup {(v",u) — F(u)} + sup{(p*,p) — G(p)}
ueV peY

= Fu)+G(p)
dove F* e G* sono le funzioni coniugate di F' e G rispettivamente. Allora

P* = sup {—F"(A"p") — G*(—p")} (2.37)

Come ulteriore particolarizzazione abbiamo il seguente teorema

Teorema 2.42. Supponiamo che P sia finito, che F' e G siano convesse e
che applicazione
p+ F(ug) + G(p)

sia finita in Aug e continua in Aug per un opportuno uy € V. Allora il
problema &2 ¢ stabile o, equivalentemente, P = P* e il problema duale &*
ammette soluzioni.

Dimostrazione. Basta applicare il teorema 2.4. O

Proposizione 2.43. Supponiamo che i problemi &2 e &7* abbiano soluzioni
e
—00 <P =P <400 (2.38)

Se u ¢ una soluzione di & e p* e una soluzione di &* allora valgono le
sequenti relazioni di estremalita:

{ F(u) + F*(A*p*) — (A*p*, @) = 0 (2.39)

G(Au) + G*(—=p*) + (p*, Au) =0
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o0, equivalentemente,

{ AN*p* € OF (1) (2.40)

—p* € OG(AT)

Viceversa, se w e p* soddisfano w(2.59), allorau é una soluzione di &, p* é
una soluzione di P* e vale la (2.58).

Dimostrazione. Basta applicare la proposizione 2.41 osservando che

0 = J(u,Au)+ J" (A", —p")
F(u) + F*(Ap") + G(Aw) + G*(—p")
= [F@) + FF(AD) = (AP, w)] + [G(AU) + G7(=p") — (=P", Aw)]

e che, per le proprieta della trasformata,
F(@) + F*(A'F) — (N5, 1) > 0, G(AT) + G*(—F") — (—F", Am) > 0

da cui segue I'uguaglianza cercata. Infine le (2.40) sono conseguenza delle
(2.39) e della proposizione 2.24. O
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Capitolo 3

['-convergenza

Questo capitolo vuole essere una breve introduzione alla teoria della I'-
convergenza. In tutta la sezione X sara uno spazio metrico munito di distanza

d.

3.1 Definizioni preliminari

Indichiamo con NV () la classe degli intorni del punto z. La seguente definizio-
ne introduce una nozione leggermente diversa di limite inferiore e superiore
in un punto x rispetto a quella usuale, in cui si tiene conto anche del valore
della funzione nel punto.

Definizione 3.1. Sia f : X — R. Il limite inferiore di f in xq ¢

liminf f(z) ;== sup inf f(x) (3.1)
=0 NeN (o) TN

Il limite superiore di f in xy € invece

limsup f(z) := inf sup f(x 3.2
msup f(z) = inf  sup f() (32
Osservazione 3.2. In base alla definizione qui data si ha sempre che
liminf, .., f(x) < f(x0) e analogamente che limsup, ., f(x) > f(xo).

Osservazione 3.3. Se U e V sono intorni del punto x( tali che U C V, allora
infy f > infy f. La mappa U — infy f e decrescente e dunque l'estremo
superiore in (3.1) diventa un limite su un sistema fondamentale di intorni di
xg, ad esempio sulle palle di centro z e raggio 1/n.
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Osservazione 3.4. La definizione si estende facilmente al caso di una funzione
f definita su un sottoinsieme Y di X, restringendosi ai punti di Y, purché
per ogni intorno N di xg si abbia Y N N # @. In particolare, prendendo
X = NU {+o0} e Y = N; si ritrova l'usuale limite inferiore e superiore di
una successione. Viceversa

liminf f(x) = inf {lim inf f(x,) : =, — ZL‘O}

T—x0 n—00

Osservazione 3.5. Valgono ancora le usuali relazioni

liminf ( — f(z)) = — limsup f(z)

Tr—XT0 T—x0
liminf (f(z) 4+ g(x)) > liminf f(z) + liminf g(z)
T—x0 r—x0 T—xQ
Osservazione 3.6. Ricordiamo che f € continua nel punto xy se e soltanto se

liminf f(z) = limsup f(x)

Tr—X0 T—x0

e in tal caso il comune valore & f(z).

Osservazione 3.7. Alla luce della definizione 3.1, una funzione f: X — R &
semicontinua inferiormente in un punto x, se

f(zg) = liminf f(x)

T—T0
(abbiamo un’uguaglianza invece di una disuguaglianza).

Definizione 3.8 (Regolarizzata semicontinua inferiormente). Sia X
uno spazio metrico e sia f : X — R. La regolarizzata semicontinua inferior-
mente di f e l'estremo superiore delle funzioni semicontinue inferiormente
minori o uguali a f. Indichiamo tale funzione con f.

Lemma 3.9. Sia X uno spazio metrico e sia f : X — R. Allora

f(z) = liminf f(y) (3.3)

y—a
Dimostrazione. La conclusione del lemma segue immediatamente se dimo-
striamo che la funzione ¢ definita dal secondo membro della (3.3) & semi-
continua inferiormente e puntualmente minore o uguale a f. Infatti poiché
f @ l'estremo superiore delle funzioni semicontinue inferiormente minori o
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uguali a f si ha g < f. D’altra parte f(y) < f(y) e poiché f ¢ semicontinua
inferiormente si ha

T(aj) = lim inf?(x) < liminf f(y) = g(x)

Yy—x Yy—x

Per vedere che g e semicontinua inferiormente basta mostrare che I'insieme
g ={z € X : g(z) > a} ¢ aperto. Preso x € ¢g* si avra per un opportuno
r > 0 che infyep () f(y) > . Preso allora 2/ € B,(z) e v > 0 in modo
che B,/(2") C B,(x), si avra infyep ) f(y) > a e quindi liminf, ... f(y) >
. [

3.2 Definizione di ['-convergenza

Definizione 3.10 (I-convergenza). Sia { f,, },en una successione di funzio-
ni definite su X a valori in R.. Diciamo che {f, }nen T-converge a f : X — R
se

1. per ogni z in X e per ogni successione {x, },en convergente a x

f(z) <liminf f,(x,) (3.4)

n—oo
2. per ogni x in X esiste una successione {x, },en convergente a x tale che

F(2) > limsup fu() (3.5)

n—oo

La funzione f ¢ detta I'-limite della successione {f,}nen € si scrive f =
[-lim,, o fn. Una successione per cui vale (3.5) ¢ detta recovery sequence.

Osservazione 3.11. La disuguaglianza in (3.4) puo essere riscritta come

f(z) <inf {liminf folzn) @z — ac}

n—oo

Inoltre, si ha pure

inf {liminf folzn) @y — x} < inf {limsup folzn) @ — x}

n—oo n—00

Se {Z, }nen € una recovery sequence allora

f(z) < liminf £, (Z,) < limsup f,.(Z,) < f()

n—oo n—oo
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3.2. Definizione di I'-convergenza

quindi

f(z) = min {lim inf f,(x,) © x, — :1;} = min {lim sup fo(zn) @y —
n—00 n—00

(3.6)
(notare che il minimo ¢ realizzato proprio dalla recovery sequence). L’espres-
sione appena trovata e molto importante. Per prima cosa, ci dice che se il
[-limite esiste, ¢ anche unico. Inoltre, si puo dimostrare che 'esistenza del
[-limite ¢ equivalente all'uguaglianza degli estremi inferiori nella (3.6), cioe
se

inf{liminf, f,(z,) : x, — z} = inf{limsup,, f,(z,) : z, — x}
allora il I'-limite esiste e
<I:L-_1>10I£1 fn) (x) = inf{liminf, f,(x,) : z, — z} =
= inf{limsup,, fn(x,) : z, — z}

La (3.5) si puo scrivere in molti modi equivalenti, come si vede dal
seguente lemma.

Lemma 3.12. Se vale la (3.4), le sequenti condizioni sono equivalenti:

1. Esiste una successione {x, tnen convergente a x tale che

f(x) > limsup f, ()

n—oo
2. Fsiste una successione {x, tnen convergente a x tale che
f(z) = lim fo(2y)
n—oo
3. Per ogni e > 0 esiste una successione {x,}nen convergente a x tale che

f(z) > limsup fo(z,) — ¢

n—oo
Dimostrazione.

1 = 2 Se {x,}nen € una recovery sequence, abbiamo anche grazie alla (3.4)

f(z) < liminf f,(2,) < limsup f,(z,) < f(2)

n—oo

da cui lim,, f,(z,) = f(z).
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3.2. Definizione di I'-convergenza

2 = 3 Segue immediatamente dalla definizione di limite superiore.

3 = 1 Preso g, = 1/k, si puo trovare una successione {z*},cy tale che

limsup , (x%) < f(2) + 7

n—oo

Grazie anche al fatto che z¥ — z si puo trovare un intero N}, tale che
1
Fule) < F@) 41, d(akx) < 1k

per n > Nj. Possiamo supporre che N < Ni. La successione definita
da
[z sen< N,
l’n—{ :L”:L seNk§n<Nk+1
converge a x e siccome per essa vale definitivamente che f,(z,) <
f(z)+ 1/k si trova limsup,, f,(z,) < f(z)+ 1/k e per 'arbitrarieta di
k quanto si voleva dimostrare. O

Ora alcuni esempi.

Esempio 3.13. Supponiamo che I'-lim,, f, = f ¢ ¢ : X — R sia una funzione
continua. Allora I'-lim,,(f, 4+ g) = f +g. Cio segue immediatamente dal fatto
che se x,, — x allora

f(@) +g(x) < liminf f,(,) + lim g(z,) < liminf (fa(za) + g(2n))
e se T, — T & una recovery sequence per la successione { f,, },en allora

f(@) + g(x) = limsup fu(z,) + lim () = limsup (fu(za) + g(za))
Esempio 3.14. Consideriamo la successione definita da f, = f. Allora il

[-limite ¢ dato da f. Infatti data una successione {Zn}nen convergente a x
per definizione di limite inferiore

f(z) = liminf f(y) < liminf f(zn)

n—oo

Ancora per definizione di limite inferiore si puo trovare una successione
{Zn}nen convergente a x e tale che

f(z) = lim f(x,) = limsup f(x,)

n—0oo n—o0

In particolare si noti che se f non e semicontinua inferiormente allora esistera
un z tale che liminf, ., f(y) < f(z). Quindi il I-limite di una successione
costante non coincide necessariamente con il termine della successione.
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3.3. Convergenza dei minimi

Esempio 3.15. Supponiamo che lo spazio X sia munito della metrica di-
screta. In questo caso la I'-convergenza si riduce alla convergenza puntuale.
Ricordiamo che se z,, — x allora z,, = x definitivamente. Quindi se il I'-limite
esiste, presa una recovery sequence {, }n,en convergente a x si avra

f(z) < liminf f,(z) <limsup f,(z) < f(z)

n—oo n—0o0

quindi lim,, f,,(z) = f(z). Viceversa, se esiste il limite punto per punto, allora
valgono entrambe le condizioni della definizione (3.10).

Esempio 3.16. Se f, converge uniformemente a una funzione continua f,
allora f e il I-limite di f,,. Infatti se x,, — x abbiamo, grazie alla continuita
di f e alla convergenza uniforme delle f,,

[fu(zn) = f(@)] < |fuln) = flza)| + [f(2n) = f2)] S e +e

Quindi vale la prima condizione della definizione (3.10). Facilmente si vede
che la successione costante x,, = x ¢ una recovery sequence.

3.3 Convergenza dei minimi

L’importanza della I'-convergenza segue dal fatto che se una successione
{fn}nen di funzioni I'-converge a una funzione f allora una ogni punto li-
mite di una successione di minimi per {f,},en converge a un minimo per

£l

Proposizione 3.17. Siano f,,f : X — R delle applicazioni. Valgono i
sequenti fatti:

1. se il punto 1 della definizione 3.10 e verificato, allora

i%f f <liminfinf f,

n—oo K

per ogni sottoinsieme compatto K di X

2. se il punto 2 della definizione 3.10 ¢ verificato, allora
. ST .
H(}f f> hflnj;ip H(}f fn

per ogni sottoinsieme aperto U di X.
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3.3. Convergenza dei minimi

Dimostrazione.

1. Sia {Z,}nen una successione tale che 7, € K e liminf;infy f; =
liminf; f;(Z;). Esiste una sottosuccessione {Z,, } tale che z,, -7 € K
e

klim frn(@n,) = hgn inf f,,, (Z,,)
Poniamo allora

Tp, SEN =ny
T, =1 _ .
" T  sen #mn,perogni k€N

Abbiamo

inf f < f(7) < liminf f(2,) <

< lilgn inf f,,, (xn,) = klim fry (@, ) = liminf i%f fn

che ¢ la prima affermazione.

2. Fissiamo ¢ > 0 e x € U tale che f(z) < infy f + . Allora, presa la
recovery sequence per x, abbiamo

ir[}ff +e > f(x) > limsup f,(x,) > limsup ir[}f fn

n—oo n—oo

La seconda affermazione segue allora dall’arbitrarieta di ¢. [

Definizione 3.18. Una funzione f : X — R si dice coerciva se per ogni
reale ¢ I'insieme {f < t} ¢ relativamente compatto. Si dice invece debolmen-
te coerciva se esiste un sottoinsieme compatto non vuoto K di X tale che
infx f = infg f. Una successione { f, }nen si dice equi-debolmente coerciva se
esiste un sottoinsieme compatto non vuoto K di X tale che infx f,, = infx f,.

Osservazione 3.19. E chiaro che una funzione coerciva & anche debolmente
coerciva. Infatti se f ¢ identicamente 400 possiamo scegliere un qualsiasi
compatto. Se invece f non e identicamente +oco allora per un opportuno ¢
I'insieme {f <t} € non vuoto. Si puo allora prendere K = {f < t}.

Il seguente teorema contiene I’enunciato sui minimi annunciato all’inizio
della sezione.
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3.3. Convergenza dei minimi

Teorema 3.20. Consideriamo una successione { fn tnen di funzioni equi-de-
bolmente coercive definite su uno spazio metrico X . Sia inoltre f = I'-lim,, f,,.
Allora f assume un valore minimo e
min f = lim inf f,
X n—oo X
Inoltre, se {x,}nen € una successione relativamente compatta tale che

lim,, f,(x,) = lim, infx f,, allora ogni punto limite di {x,}nen € un minimo
di f.

Dimostrazione. Siccome la successione {x,},en € relativamente compatta,
possiamo estrarre una sottosuccessione {xnk}keN convergente a un punto .
Se K ¢ il compatto della definizione di equi-debole coercivita e U = X
abbiamo

inf f <inf f < f(7) < liminfinf f,, =

Xf_ Kf_f( )< n—00 Kf"

= liminfinf f, <li inf f,, <inf
im inf i fn < 1r21€s$1p1£1( fn_1% f

da cui la tesi. O
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Capitolo 4

Teoria generale del trasporto
ottimale

In questo capitolo richiameremo alcuni risultati generali sul problema del
trasporto di Monge e la generalizzazione introdotta da Kantorovich.

4.1 Primi risultati

Il problema del trasporto ottimale nella sua prima formulazione, quella di
Monge, puo essere espresso in questo modo.

Notazione. Ricordiamo che data ¢ : X — Y misurabile e p € M(X), indi-
chiamo con t4u la misura su Y definita da t4u(B) = u(t~1(B)) per ogni B
boreliano di Y.

Problema 4.1 (Problema di Monge). Siano p e v due misure positive
finite definite sui boreliani di R"™. Posto

T(p,v) = {t:RY =R : tyuu=r}

(gli elementi di 7 (u,v) sono detti trasporti ammissibili), trovare

inf /RN |z —t(x)| dp (4.1)

teT (u,v)
e, se esiste, un ¢ minimizzante.

Si puo gia introdurre una forma piu generale del problema 4.1. Invece di
RY possiamo considerare due spazi metrici X e Y e sostituire alla funzione
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4.1. Primi risultati

x +— |x — t(z)| la funzione x +— c(x, t(x)) dove
c: X xY —=R

(detta funzione costo) € boreliana e limitata dal basso.

Questo problema puo non avere soluzione, ad esempio perché la classe
dei trasporti e vuota. Cio si verifica quando le misure p e v hanno massa
differente. Infatti si vede facilmente che u e 41 hanno la stessa massa, quindi
nessuna mappa t puo essere un trasporto. L'uguaglianza delle masse pero e
solo necessaria come si vede dal seguente esempio.

Esempio 4.2. Sia X =Y = [0,1], 4 = o, v = %50 + %61. Anche in questo
caso la classe 7 (i, v) € vuota perché la misura txd, € concentrata nel punto
t(0).

Senza perdita di generalita possiamo supporre che p e v siano misure di
probabilita e che la funzione costo ¢ sia positiva.

Kantorovich ha introdotto la seguente formulazione rilassata del problema
di Monge.

Problema 4.3 (Problema di Monge-Kantorovich). Siano X e Y spazi
metrici, ¢4 e v due misure di probabilita definite sui boreliani di X e Y
rispettivamente, ¢ : X X Y — R una funzione boreliana e positiva. Posto

Pp,v) ={Ae My(X xY) : mxa)=p,mygl=v}

(gli elementi di P(u,v) sono detti piani di trasporto o misure ammissibili),
trovare

inf c(x,y) dA 4.2
nf /X oy (4.2)

e, se esiste, una misura g minimizzante.

Nella formulazione di Kantorovich I'insieme dei piani di trasporto non e
mai vuoto: la misura A = p X v € ammissibile, cioe e un piano di trasporto.
Notiamo che se ¢ ¢ un trasporto, la misura A = (/d X t)xp € un piano di
trasporto e, poiché si ha

/X e, 1)) dpt = / c(@,y) dA

XxY

nella formulazione di Kantorovich 'estremo inferiore che compare in (4.2) si
effettua su un insieme piu grande. Un problema ¢ vedere quando i due estremi
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4.1. Primi risultati

inferiori coincidono e quando oltre all’esistenza di un piano di trasporto A e
assicurata anche l'esistenza di un trasporto. Per quanto riguarda il primo di
questi si vede bene che non ha sempre soluzione. Infatti, prendendo i e v come
nell’esempio 4.2, siccome non ci sono trasporti, ’estremo inferiore e +o00;
d’altra parte, poiché si ha almeno un piano di trasporto, I'estremo inferiore
fatto sulle misure ammissibili ¢ finito. In effetti la mancanza dell’'uguaglianza
fra i due estremi inferiori € proprio dovuta alla presenza di atomi nella misura
iniziale, come si vede da seguente teorema (che non dimostriamo, ma che si
puo trovare in [1]).

Teorema 4.4. Sia X uno spazio metrico compatto. Sia ¢ una funzione rea-
le non negativa semicontinua inferiormente su X X X. Supponiamo che p
non abbia atomi. Allora ’estremo inferiore sui trasporti (4.1) coincide con
Pestremo inferiore fatto sui piani di trasporto (4.2).

La semicontinuita inferiore di ¢ assicura ’esistenza di un piano di traspor-
to ottimale, quindi I'estremo inferiore in (4.2) & di fatto un minimo. Abbiamo
bisogno del seguente lemma.

Lemma 4.5. Ogni funzione reale [ semicontinua inferiormente e limitata
dal basso su uno spazio metrico (X,d) e limite puntuale di una successione
{fntnen crescente di funzioni continue. Inoltre, se f é positiva, le f, possono
essere prese positive.

Dimostrazione. Poniamo
folz) = nf{f(y) + nd(z,y) : ye€ X}

La famiglia al variare di y di funzioni  — f(y) + nd(x,y) hanno costante di
Lipschitz minore o uguale a n, quindi f,, ha costante di Lipschitz minore o
uguale a n. Fissiamo un punto x € X e scegliamo x,, in modo che

f(zy) +nd(z,x,) < fulx)+27" (4.3)

Siccome f ¢ limitata inferiormente e la successione {f,}n,en € crescente e
soddisfa f,,(z) < f(x) si ha d(z, z,,) < M/n, quindi z,, — x. Inoltre

lim f,(z) < f(z)
Passando al limite, tenuto conto della semicontinuita di f, si ottiene
f(z) <liminf f(z,) < lim f,(x)

E chiaro inoltre che se f >0, allora f, > 0. [
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4.1. Primi risultati

Teorema 4.6 (Esistenza di un piano di trasporto ottimale). Sup-
pontamo che X e 'Y siano compatti e ¢ : X XY — R sia semicontinua
inferiormente e positiva. Allora il problema 4.3 ammette soluzione.

Dimostrazione. Consideriamo una successione minimizzante { A, },en. Poiché
le misure \,, sono di probabilita, la successione {\, } ey € limitata nello spazio
di Banach C(X x Y)* = M(X x YY) e, a meno di sottosuccessioni, si puo
supporre che A, —* X\ per una opportuna misura A € M(X x Y. Il limite A
¢ un piano di trasporto: poiché le misure )\, sono ammissibili

fomesdh= [ fau
X

XxY

/ gO’YTy#dAn:/ng
XxY Y

per ogni f e g continue su X e Y rispettivamente. Poiché A\, —* A

fomxu d/\:/de(wX#A):/deu

XxXY

/ QOWY#d)‘:/gd@TY#)\):/ng
XxY Y %

Infine grazie al fatto che la topologia debole* separa i punti segue che mx A =
e Tyg =v.
Non resta da dimostrare che il funzionale

Ao [ elay) da

XxY

¢ sequenzialmente semicontinuo inferiormente rispetto alla topologia debole*.
Supponiamo dapprima che il costo ¢ sia continuo. La semicontinuita inferio-
re segue semplicemente dalla definizione di topologia debole* (e in questo
caso il funzionale ¢ addirittura continuo). Nel caso di un generico costo ¢
semicontinuo inferiormente e positivo basta usare il lemma 4.5. Se {¢,, }nen ©
una successione di costi continui e positivi tale che ¢, ' ¢ puntualmente, il
funzionale si scrive come estremo superiore di funzionali continui:

/ c(z,y) dA:sup/ cn(,y) dA
XxY neN J X xY

ed e quindi sequenzialmente semicontinuo inferiormente. O
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4.2. Regolarita della misura ottimale

4.2 Regolarita della misura ottimale

Il concetto di monotonia ciclica rispetto a un costo ¢ e stato introdotto da
Gangbo e McCann in [18]. Da questo scaturiscono risultati molto potenti,
come l’esistenza del potenziale massimale di Kantorovich.

Definizione 4.7 (Monotonia ciclica). Sia ¢ una funzione positiva e semi-
continua inferiormente e I un sottoinsieme di X x X. I' ¢ detto c-ciclicamente

monotono se
n n

ZC(%H, yi) > ZC(ZUmyi) (4.4)

i=1 i=1
per ognin > 2 e (x;,y;) € I' con i = 1,...,n. Naturalmente abbiamo posto

Lpt+1 = L1

Una condizione equivalente alla c-ciclica monotonia ¢ la seguente

Z A(To(i), Yi) > Z (i, yi) (4.5)

=1

per ogni m > 2, per ogni permutazione o dell'insieme {1,...,n} e per
(xi,y;) ET coni=1,...,n.

Teorema 4.8 (Regolarita dei piani di trasporto ottimali). Supponiamo
che ¢ sia continua e reale. Allora per ogni misura ottimale 7y il supporto spt-y
e c-ciclicamente monotono. Inoltre ['unione dei supporti dei piani di trasporto
ottimali e c-ciclicamente monotono.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esistano un intero n > 2 e punti
(i, y;) € spty coni € {1,...,n} tali che

n

f(@rs e mn), (s un)) = Z (C($i+1,yz’) - C(%,yz‘)) <0

=1

Peri € {1,...,n} prendiamo intorni compatti U;, V; di x; e y; rispettivamente
tali che v(U; x Vi) > 0 e f((uy,...,up), (v1,...,v,)) < 0. Poniamo ora A =
min{y(U; x V;) : i € {1,...,n}}. Indichiamo con 7; la misura su U; x V;
di massa 1 che coincide a meno di costante moltiplicativa con 7. Sia Y uno
spazio compatto, o una misura di probabilitasu Y en; = u; xv; : Y — U; xXV;
una funzione boreliana tale che v; = nu0 per i € {1,...,n} (basta prendere
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4.2. Regolarita della misura ottimale

come Y il prodotto degli spazi U; x V; in modo che le 7; siano le proiezioni).
Definiamo
)\ n
v =~ 4 - Z ((Ui_i_l X ;)50 — (u; X vi)#a)
i=1
Siccome Anzo = Ay; < 7, otteniamo 7' € M, (X x X). Inoltre 7/ ¢ una
misura ammissibile in quanto si verifica che 7;7’ =ute 7@7’ = . Quindi

I(y) = I(y) = %/YZ (c(tiyr,vi) — c(us,v;)) do <0

Per dimostrare la seconda asserzione, ricordiamo che l'insieme dei piani
di trasporto e convesso, come pure quello dei piani di trasporto ottimali. Se
(x;,y;) per i € {1,...,n} sono punti nell’'unione dei supporti delle misure
ottimali, per ogni 7 prendiamo un piano di trasporto ~; tale che (z;,y;) €
7;. Allora la misura 1/n(y; 4+ ... 4+ 7,) € un piano di trasporto ottimale il
cui supporto contiene i punti (z;,y;) per ¢ € {1,...,n}. Applicando quanto
dimostrato precedentemente si ottiene la seconda asserzione. O

Il concetto di concavita e superdifferenziale introdotti nel capitolo 2 si
generalizzano. La definizione che daremo ora si riconduce a quelle date non
appena si sceglie come costo la distanza euclidea.

Definizione 4.9 (c-concavita). Una funzione u : X — R se ¢ l'estremo
inferiore di una famiglia di funzioni {u, },en del tipo

wi(z) = c(x,y;) + t; (4.6)
per opportuni y; € X e t; € R.

Osservazione 4.10 (Caso lineare). Se il costo ¢ ¢ una funzione simmetrica
delle variabili x e y che soddisfa la disuguaglianza triangolare, allora la no-
zione di c-concavita non e altro che la nozione di 1-lipschitzianita rispetto
alla semi-distanza definita da c. Infatti se u & c-concava, dati x e y prendiamo
una successione {i,} in modo che w;, () \, u(x) e u;, (y) \, u(y). Allora

i, () — i, (y)| < (2, y)

Passando al limite, si ottiene la 1-lipschitzianita di u. Viceversa, se u e 1-
lipschitziana rispetto alla metrica definita da c si trova che

u(z) = inf{c(z,y) +uly) : y € X}
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4.2. Regolarita della misura ottimale

Osservazione 4.11 (Caso quadratico). Nel caso del costo quadratico dato da
c(z,y) = 1/2|x — y|* una funzione u & c-concava se e soltanto se u — |x|?/2 ¢
concava. Infatti da

u(z) = inf{c(z,y;) +t; : i€}
segue che
1 1
u(z) — §|1’|2 = inf(z, —y;) + §|yi|2 +ti
cioe la concavita di u. Viceversa, se v = u — |z|*/2 & concava, allora

v(z) = dnf @)+ ey}

da cui |
u(z) =  inf {§|p — x>+ c(p, y)}

y77p€a+v(y)

Definizione 4.12 (c-superdifferenziale). Sia v : X — R una funzione. Il
c-superdifferenziale di u in x € 'insieme

dou(z) =1y : u(z) <ulx)+c(z,y) —c(r,y) perogni z € X}  (4.7)

Il teorema seguente e una estensione di un classico teorema dovuto a

Rockafellar.

Teorema 4.13. Ogni insieme c-ciclicamente monotono I' é contenuto nel
grafico del c-superdifferenziale di una funzione c-concava. Viceversa, il grafico
del c-superdifferenziale di una funzione c-concava é c-ciclicamente monotono.

Dimostrazione. Fissiamo arbitrariamente (zg,y) € I' e definiamo
u(z) = inf{c(z, yn) — c(@n, yn) + ...+ c(z1,4%0) — (0, Yo)}

dove l'estremo inferiore ¢ fatto al variare di (z;, ;) € T coni € {1,...,n} e
n > 1. La funzione u cosi costruita e c-concava e per la c-ciclica monotonia
di I si ottiene u(zg) = 0. Tutto sta nel dimostrare che vale la disuguaglianza

u(x) < u(@) +c(z,y) —c(a’,y) (4.8)

per ogni x € X e (2/,y') € I'. Infatti da questa, ponendo = = =g, si trova
u(z') > —o0 ey € du(a').
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Vediamo ora la dimostrazione della (4.8). Fissato A > w(z’), siano
(x;,y;) € I peri € {1,...,n} tali che

C(JI/, yn) - C(ZL',,” yn) +...+ C(]I? yO) - C(xo’ yO) <A

Allora, ponendo (11, Yns1) = (2, y'), otteniamo

u(m) < c(w, yn—i—l) - C(xn—i—lv yn-i-l) + C(xn-&-lv yn) - C("Em yn) +..t
+ c(z1,90) — c(x0,90) < c(@,y) — (', y) + A
e si conclude per 'arbitrarieta di A.

Per dimostrare 'ultima asserzione, sia v una funzione c-concava, y; €
O.v(x;) per i € {1,...,n} e o una permutazione dellinsieme {1,...,n).
Allora

V(To()) — V(i) < A(To0), Yi) — (i, yi)
Allora sommando sulla variabile 7 si ottiene la relazione che definisce la c-
ciclica monotonia (4.5). O

La teoria fin qui sviluppata permette di dimostrare un utile risultato.
Ricordiamo che nel caso che il costo ¢ sia simmetrico, continuo e verifichi la
disuguaglianza triangolare, la nozione di c-concavita non e altro che quella
di 1-lipschitzianita rispetto alla distanza indotta da c.

Corollario 4.14. Supponiamo che la funzione costo ¢ sia simmetrica 7i-
spetto alle variabili x e y, continua, verifichi la disuguaglianza triangolare e
c(x,x) =0 per ogni x in X. Un piano di trasporto vy per la coppia di misure
W e v e ottimale se e soltanto se esiste u: X — R tale che

lu(z) —u(y)| < c(z,y) per ogni (z,y) € X x X (4.9)
u(x) —uly) = c(z,y) per ogni (z,y) € spty (4.10)
Inoltre, esiste una funzione u che soddisfa la (4.9) e la (4.10) per ogni pia-

no di trasporto ottimale. Una tale funzione verra detta un potenziale di
Kantorovich massimale.

Dimostrazione. Per prima cosa vediamo che la (4.9) e la (4.10) implicano che
~ e ottimale. Abbiamo infatti

/XXXC(:C,Z/) dVIZ/XXXu(:c)—u(y) de,:/XUd/L_/XUdV:
:/Xxxu(x)—u(y) dv:/XXX c(x,y) dv
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4.3. Esistenza del trasporto nel caso unidimensionale

La prima disuguaglianza & dovuta alla (4.9), mentre ['ultima uguaglianza e
dovuta alla (4.10).

Viceversa, se I e la chiusura dell’unione dei supporti delle misure ottima-
li, allora I' & c-ciclicamente monotono. Allora esiste una funzione c-concava
u tale che I' C O.u. La (4.9) non ¢ altro che la definizione di c-concavita
applicata a u. Dal fatto che I' C d,u segue invece che

u(y) —u(z) < c(y,y) — ez, y) = —c(z,y)

per ogni (x,y) nel supporto della misura ottimale 7 (C I'). Da quest’ultima,
unitamente al fatto che u(z) — u(y) < ¢(x,y) segue la (4.10). O

Vale anche il seguente corollario come conseguenza di cio che abbiamo
appena dimostrato.

Corollario 4.15. Supponiamo che la funzione costo c¢ sia simmetrica ri-
spetto alle variabili x e y, continua, verifichi la disuguaglianza triangolare e
c(x,z) =0 per ogni x in X. Allora

min{/XXXc(:p,y) dy - ’yEP(,u,V)}:maX{/Xud(u—y) : uGLipl(X,c)}

Dimostrazione. Poiché u e 1-lipschitziana rispetto alla metrica definita da c,
abbiamo che u(x) — u(y) < ¢(x,y). Da questa segue che

/Xud(,u—y):/Xud,u—/XudV:/XXXu(:c)—u(y) dfyg/XXXc(x,y) dy

Se «y ¢ un piano di trasporto ottimale e u ¢ la funzione del corollario (4.14)
allora

/Xud(u—u):/Xudu—/Xudu:/XXXu(:c)—u(y)dfy:
:/spwu(m)_u(w d7=/spwc(x,y) d’y:/XXXc(x,y) &y O

4.3 Esistenza del trasporto nel caso unidi-

mensionale

Come ¢ gia stato gia accennato, non sempre 1’estremo inferiore in (4.1) coin-
cide con l'estremo inferiore (anzi minimo) in (4.2), anche se nell’ipotesi che
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4.3. Esistenza del trasporto nel caso unidimensionale

(4 non abbia atomi si trova che i due estremi inferiori sono uguali. Resta
pero il problema di trovare sotto quali condizioni anche I’estremo inferiore in
(4.1) & minino, cioe trovare un trasporto ottimale (nel senso di Monge). La
risposta non ¢ banale ed ¢ stata trovata soltanto nel 1976 da Sudakov in [24]
nel caso che il costo sia la distanza euclidea. La dimostrazione di Sudakov fa
uso della teoria della probabilita. Recentemente sono apparsi vari lavori che
affrontano il problema con diversi approcci. Uno di questi e stato proposto da
Evans e Gangbo in [16] ed ¢ basato sulle PDE, specificatamente sullo studio
dell’equazione

— div(|Vu, [P Vu,) = f5— f~
nel limite per p — oco. Evans e Gangbo considerano pero solo il caso in cui
su misure p e v sono date da due funzioni lipschitziane f* e f~ facendo
alcune ipotesi ulteriori fra cui quella che spt f* e spt f~ siano disgiunti.
Un altro possibile approccio al problema si trova nell’articolo di Caffarelli,
Feldman e McCann [11] in cui si considerano misure date da densita L' e
costi strettamente convessi. Un punto di vista analogo si trova nel lavoro di
Trudinger e Wang in [25]. Infine in [17] Feldman e McCann dimostrano che
nel caso del costo euclideo e di misure date da densitd L! vi & un’unica mappa
ottimale ¢ che soddisfa la condizione di monotonia

T — To t(zq) — t(xs)

|21 — @l [t(z1) — t(z2)

per tutte le coppie (x1,x2) tali che x1 # x5 e t(xq1) # t(xg).

£0

In questa sezione studieremo il caso dell’esistenza di un trasporto ottimale
nel caso che lo spazio X sia un intervallo chiuso di R e il costo sia la potenza
p-esima della distanza euclidea, c(x,y) = |z — y|P.

Teorema 4.16. Supponiamo che p sia priva di atomi. Allora

1. Esiste unica (a meno di insiemi numerabili) una funzione non decre-
scente 1 : spt p — X tale che Yyp =v

2. La funzione v realizza il minimo in (4.1) e, se p > 1, é l'unica mappa
ottimale

Questo teorema e veramente ottimale. Infatti, come nell’esempio 4.2, non
necessariamente ci sono delle mappe ammissibili se ¢ ha atomi. Inoltre, ci
possono essere piu di una mappa ottimale nel caso p = 1, come si vede dal
seguente esempio.
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4.3. Esistenza del trasporto nel caso unidimensionale

Esempio 4.17. Sia n > 1 un intero, u = I L, v = I piq) L e c(z,y) =
|z — y|. Per il corollario 4.15, prendendo come funzione u(t) = t si trova
che il costo del trasporto e almeno n. D’altra parte prendendo come mappa

Y(t) =t + 1 si trova che
[ 1o = t@)] du=n
b

Inoltre ¢ & ammissibile e quindi ¢ un trasporto ottimale. Pero nel caso che
n > 1 si ha un’altra mappa ottimale quella definita da

[ t+n telo1]
w(t)_{t t € [1,n]

Dimostrazione del teorema 4.16. Sia m = min I. Definiamo

b(s) :=sup{t € I = v([m,t]) < pu([m,s])}

La funzione v ¢ non decrescente. Inoltre, sptrv C 1 (I) e se ¥(s) non & un
atomo di v, allora v([m,¥(s)]) = p([m, s]).

Ricordiamo che l'insieme degli atomi di v ¢ al pit numerabile, perché e
I'insieme dei punti di discontinuita della funzione di ripartizione di v che e
crescente. Sia T I'unione dell’insieme degli atomi di v e dei ¢ tali che ¢~ ({t})
¢ costituito da pit di un punto. Allora ! & ben definita su ¥(I) \ T e
N[ Y]) = [0 ), v ()] se ¢, € () \ T e t < t'. Abbiamo allora

v([t, ¢]) = v([m, t]) = v([m,t]) = p([m, = (¢)]) — p(lm, o7 (t)]) =
= ([ (@), v (@) = ([ 1))
Poiché sptv C (1), gli intervalli chiusi con estremi in ¢ (1) \ T generano i
boreliani di spt v, quindi ¢4p = v.
Sia ¢ una funzione non decrescente tale che ¢uu = v. Possiamo sup-

porre che ¢ sia continua a destra (basta modificarla su un insieme al piu
numerabile). Definiamo

S={sesptu : (s,8)Nsptu= per qualche s' > s}

Notiamo che S & al pitt numerabile. Vogliamo vedere che su spt 1\ S abbiamo
che ¢ > 1. Cio segue facendo tendere s’ \, s nella disuguaglianza

v([m, ¢(s)]) = p(¢~" ([m, 6(s)N)) = p([m. §'1) > p([m, 5])

o1



4.4. La densita di trasporto

che si ottiene se s € spt u\ S e s’ > s. Inoltre,

/Iﬁb—wdlt:/lcbdu—/lwd,u:/lldu—/lldu:o

quindi ¢(s) = ¥(s) per p-quasi-ogni s, da cui ¢(s) = 1(s) in ogni punto di
continuita di s € spt o di ¢ e 1.

Ora dimostriamo che se p > 1 la mappa 1 che abbiamo costruito e I'unica
soluzione del problema di Monge 4.1. Consideriamo un piano di trasporto
ottimale . Poiché il supporto di v e ciclicamente monotono, abbiamo

[z =y + [ —yl” = e —yl” + [« =y

per ogni coppia di punti (x,y), (2’,y) € spt~y. Poiché p > 1 (ma tralasciamo
i calcoli), si trova che x < 2’ implica y < y'). Allora I'insieme

P:={xesptp : card{y : (z,y) €spty}) > 1}

¢ al pit numerabile. Per ogni u-quasi-ogni x in [ esiste un unico y = ¢ (z) € I
tale che (z,y) € spt~y (l'esistenza di almeno un y segue dal fatto che la
proiezione di spty € spt ut). Notiamo che ¢ & non decrescente nel suo dominio.
Abbiamo che

v = (Id x )4
In particolare
v=mly =g ((Idx P)gp) = byn

da cui, poiché ¢ € non decrescente, segue che ¥ = 1) su spt 4 a meno di un
insieme numerabile. O]

4.4 La densita di trasporto

Nel capitolo 5 studieremo i problemi di ottimizzazione di forma. Brevemente,
saremo interessati a massimizzare la quantita

S(M):inf{%/RN IVl dp— (fu) - ue@(RN)}
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4.4. La densita di trasporto

al variare la misura p. Per i teoremi 5.12 e 5.13 da una misura che massimizza
la quantita sopra si puo trovare una soluzione delle equazioni di Monge-
Kantorovich
—div(uV,w) = f
IV, w| =1 p-quasi-ovunque (4.11)
w € Lip; (RY)
e viceversa.
L’equazione (4.11) pero si ritrova in molti altri contesti. Ad esempio nel-
I'articolo di Evans e Gangbo [16]. Nelle ipotesi che le misure p e v siano date
da due densitd f* e f~ non negative, lipschitziane tali che

e spt ffNspt [~ =@
o fT>0su(sptfH)° f~>0su(sptf)°
e J(spt f7) e O(spt f) siano regolari
Evans e Gangbo dimostrano che, detta u, la soluzione della PDE

— div(|Vu,|P~*Vu,) = f* — f~ su B(0,R)
up, =0 su 0B(0, R)

dove R e scelto in modo tale valga una certa stima uniforme, si puo trovare
una successione pp — oo tale che

{ Uy, — U uniformemente

Vu,, —* Vu in L=(B(0, RY))

con u € C%(B(0,R)) nulla sul bordo di B(0,R). Inoltre u soddisfa
|Vu| < 1 quasi-ovunque ed & caratterizzata dall’esistenza di una funzione
a € L*(B(0, R)) tale che a > 0 quasi-ovunque e

—div(aVu) = f su B(0, R)

Si ¢ quindi dimostrato che se le misure i e v sono date da densita lipschitziane
allora la densita di trasporto ¢ L.

In [1] e in [17] invece ¢ stato dimostrato che se le misure u e v sono date
da due densita fT e f~ appartenenti a L' allora la densita di trasporto &
anch’essa data da una densita L.

Pit recentemente De Pascale e Pratelli [13] hanno dimostrato che la di-
mensione di Hausdorff della densita di trasporto p € maggiore o uguale al
massimo fra le dimensioni dei marginali f* e f~ e 1. Inoltre hanno provato
che
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4.4. La densita di trasporto

e Se almeno una delle misure f™ o f~ ¢ assolutamente continua rispetto
alla misura di Lebesgue, allora la densita p ¢ assolutamente continua
rispetto alla misura di Lebesgue.

e Se ft e L% allora € LP per p< 2N) A1+ (¢ —1)/2).

e Se fT,f- e L% allorapue LP per 1 <p<yq.
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Capitolo 5

Problemi di ottimizzazione di
forma

Lo scopo di questo capitolo ¢ descrivere alcuni risultati collegati con la teoria
del trasporto ottimale. Descriveremo come con la teoria del trasporto ottimale
si possono risolvere i problemi di ottimizzazione di forma (vedi [7],[8], [6] e
anche [15]).

5.1 Introduzione

Saremo interessati ai due problemi seguenti. Il primo e scalare, mentre il
secondo ¢ una generalizzazione del primo al caso vettoriale.

Il primo di questi permette di studiare un modello di conduzione del calore
stazionario. La misura f rappresenta in questo modello la densita di calore
della sorgente. La misura invece p rappresenta la densita di conduttivita.
L’energia associata a una distribuzione di temperatura v € Z(R”) ¢ data

da
Bl uw) = /R IVl dp— ()

Il problema consiste nel massimizzare al variare di p la quantita
! 0 1 _ N
E(p) = inf |Vu|? dp — (f,u) : ue 2(RY)
2 RN
Riassumendo e precisando:
Problema 5.1 (Caso scalare). Sia j : RY — R tale che
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5.1. Introduzione

1. j e convessa
2. j e positivamente p-omogenea per qualche reale p > 1
3. esistono due costanti positive oy e ay tali che
arlz]” < j(2) < aofzf?
per ogni z € RV

Sia U un cono convesso di Z(RY) assegnato. U sara detto insieme degli spo-
stamenti ammissibili. Un sottoinsieme chiuso K di R" fissato sara chiamato
design region. Posto

E(w) ::inf{/ J(Vu) dp — (f,u) : uGU} (5.1)
RN
dove f € M(RY), risolvere il problema
max{&(p) : g non negativa, u(RY)=m, sptu C K} (5.2)

dove m ¢ un reale positivo assegnato.

Il secondo problema ¢ collegato allo studio dei problemi di elasticita. Qui
f rappresenta la densita di forza elastica. Il lavoro totale di questa forza per
uno spostamento u € Z(RY) ¢

[uar =t

L’energia associata a uno spostamento u € Z2(RY) ¢

B, u) = /R (V) dp ()

dove j sara una funzione convessa soddisfacente alcune ulteriori proprieta.
Nelle applicazioni nel caso di un materiale omogeneo, isotropo e linearmente
elastico avremo, ad esempio,

(0]
() = Bl + S () P

dove oo e 3 sono dette costanti di Lamé. Saremo interessati al problema di
minimizzare al variare di g nelle misure aventi supporto in un dato chiuso la
quantita

0 —inf{/RNj(Vu) d— (f,u) - uEZ/{}

dove U & un cono convesso di Z(RY).
Riassumendo:
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5.2. Il caso scalare

Problema 5.2 (Caso vettoriale). Sia j : RV — R tale che
1. j & convessa
2. j e positivamente p-omogenea per qualche reale p > 1
3. j(z¥™) = j(z), dove 2*¥™ = £(z + 2') & la parte simmetrica di z
4. esistono due costanti positive a; e ay tali che
a2 < j(z) < |z
per ogni z € RV*V

Sia U un cono convesso di Z(RY, RY) assegnato. U sard detto insieme de-
gli spostamenti ammissibili. Un sottoinsieme chiuso K di RY fissato sara
chiamato design region. Posto

E(w) ::inf{/ J(Vu) dp — (f,u) : UGU} (5.3)
RN
dove f € M(RYN RY), risolvere il problema
max{&(p) : p non negativa, u(RY) = m,sptu C K} (5.4)

dove m ¢ un reale positivo assegnato.

Osserviamo che in entrambi i casi si puo avere che £(u) = —oo. Questo
pud avvenire ad esempio quando p = L' e f = . In tal caso abbiamo

Bl w) = 5 /R W/ di — u(0)

e prendendo una successione di funzioni regolari con supporto in [—n? n?| e
che assumono il valore n in 0 si trova che £(u) = —oo.

5.2 1l caso scalare

5.2.1 L’equazione di Monge-Kantorovich

Cominciamo con un lemma che seguira da alcuni principi di dualita.
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5.2. Il caso scalare

Lemma 5.3. Abbiamo
€0 =max{~3 [ 1oF du + 7 € L) ~divion) = £}
Dimostrazione. Usando la notazione della sezione 2.4 poniamo
V=2R"), Y=L(R")
Inoltre definiamo

F(u) = —(f,u), G(v):%/RNMQ dp, Au=Vu

Per prima cosa calcoliamo l'operatore aggiunto di A, A* : LZ — 2'(RV).
Ricordiamo che la dualita fra L2(RY) e (L2(RY))* = L2(R") ¢ data da

(u,v) = [gnu-vdp.
Abbiamo

(AMv,u) = (v, Au)
= / v-Vudp
RN
= / % + + ﬂ d
N RN v 8$1 N a.r]\/' H

> 9 ~ ]
= D) =X ()

Troviamo allora che
Ao = —div(vp)

Inoltre

0 seu* 4+ f=0

Fw) =swp o) + (L) weg@hy = {0 eI

e, come nell’esempio 2.21,

1 *
@) =5 /R P dn
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5.2. Il caso scalare

Applicando il teorema 2.42 si trova allora che il problema
5( . 1 2 o . N
p) = inf |Vu|? dp — (f,u) : ue Z2(RY)
2 RN
e stabile. Grazie ancora al teorema 2.42 abbiamo
: 1 2 N
E(pu) =inf < = |Vu|* dp — (f,u) : we 2RY)p =
2 RN
1
= max{——/ o> dp : o € L*(p), f—div(op) = O} =
2 RN
1
= max {——/ lo|? dp : o € L*(p), f+div(op) = O}
2 RN

che dimostra la tesi. O]

Lemma 5.4. Definiamo

I(f) == min{—(f,¢) : ¢ € Lip(R™)} (5.5)
Allora vale la sequente disuguaglianza per lenergia € ()
1
< —— 2 .
£(1) < 5 11(7)] (5.6

Dimostrazione. Ricordiamo che per I'esempio 2.21 si ha

1 1
—/ lo|? dp = sup / U-Td,u——/ I7? dp = 7€ L2(RY)
2 RN RN 2 RN ’

Quindi in particolare si ha per ogni 7 € L2(RY)

1 1

— ol? dp > o-17du— = 7| d
H H

2 RN RN 2 RN

Fissiamo allora una funzione ¢ € 2(RY) tale che |V¢| < 1 e un reale t > 0.
Sostituendo V(t¢) = tV¢ al posto di 7, otteniamo

1 1
—/ |U|2dlt2t/ 0-V¢du——t2/ Vo dy
2 RN RN 2 RN

Dalla condizione div(ou) + f = 0 ricaviamo

(f, ) = —(div(on), ¢) = — /

RN

div(o¢) dpu = / o-Vo du

RN
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5.2. Il caso scalare

da cui
1

2 1o 2
5/RN|O~| dp = t(f, 9) — 5t /RN|V¢| dp

Poiché il secondo membro ¢ massimo per

9
fRN ‘V¢|2 dp
otteniamo ) ) ( ¢>2 .
— 2du > M > 2
3 o o e = 0
da cui la tesi. O

Lemma 5.5. Vale la sequente disuguaglianza:

I(f) = min{—(f,¢) : ¢ € Lip;(R")} =
— max {— /RN dl| : pe MRY,RY), f+divy = o} (5.7)
Dimostrazione. Per prima cosa notiamo che per la densita dell’insieme
fue Z(RY) : |Vu| <1}

in Lip; (R") per la norma dell’estremo superiore abbiamo

min{—(f.¢) : ¢ € Lip,(R")} =

=min{—(f,¢) : ¢ € 2(R"), [V <1}
Usando la notazione della sezione 2.4 poniamo
V=9®R"), Y=CR" R

Inoltre prendiamo

0 se |¢] <1
+o0o altrimenti

F(8) = —(f.4), G<¢>={ . A6=Ve

Abbiamo

F*(u) = sup{(u,¢) — F(¢) : ¢ € Z(RY)}

= sup{{p,¢) +(f, ¢) : ¢>€@(RN)}:{ 0 seutf=0

+oo sepu+f#0
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5.2. Il caso scalare

Inoltre

G'(n) = sup{(p,6) — G(o) = 6 € PRY))
— supl(nd) + o€ IR, 9] <1} = [ dln

Dobbiamo ancora calcolare 'aggiunto di A:

N @) = (1, Vo)

_ 0¢ 9¢
N RN axl dﬂl * * RN 8]3]\/ d'uN
_ 9¢ 9¢
- </’L17am1>+ +<ILLN,8:1:N>
_ _aﬂl _aMN
= (=divp,¢)
Quindi
Np=—divp

Per il teorema 2.42 allora abbiamo analogamente al lemma precedente

I(f) = min{~(f,¢) : ¢ € Lip,(R")} =

:max{—/ dlu| : pe MEBRN,RN), —divp—i—f:()}:
RN
:max{—/ dlg| : pe MRN RY), divu+f:()}
RN

che e la tesi. O]

Quella che stiamo per introdurre ¢ la nozione di spazio tangente a una
misura. Questa nozione si puo trovare in forma simile in [7] e nella forma
che qui presentiamo in [8]. Sia x4 una misura non negativa limitata su R”.
Poniamo

Xy={ € L(RY) : div(yp) € M(RY)}

X, ¢ uno spazio vettoriale. Inoltre per ogni ¢ in X, possiamo definire una
multifunzione da R a valori nei sottoinsiemi chiusi e convessi di R" nel
seguente modo associando a z il singoletto {¢(z)}. Alcuni fatti generali sul-
I’estremo superiore essenziale di multifunzioni sono trattati nell’appendice B.
Altrimenti si puo consultare [21] o [26].
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5.2. Il caso scalare

Definizione 5.6 (Spazio tangente a una misura). Lo spazio tangente
T, alla misura p ¢ l'estremo superiore essenziale delle multifunzioni appena
definite al variare di ¢ in X,,. T),(x) € detto spazio tangente alla misura y in

x.

Osservazione 5.7. Ricordiamo che

YeX, <=

/RN YV d,u‘ < M||¢||oo per ogni ¢ € @(RN)

Per la proposizione B.12 segue che
e e X, = ¢(x) €T,(x) per p-quasi-ogni z € RY
e Se I' ¢ una multifunzione tale che
Y€ X, = ()€l (z) perp-quasi-ogni v € RY
allora T, (x) C I'(z) a meno di insiemi di misura nulla.
e T,(x) & un sottospazio vettoriale (chiuso) di RY

Per la proposizione B.11 invece si puo trovare una successione {4, }nen in X,

tale che

T,(x) = [¥nl@) : nEN]
Elenchiamo qui di seguito ulteriori proprita del piano tangente a una

misura:

e Se U ¢ un aperto e ueU = v U allora T),(x) = T, (x) quasi ovunque su
U rispetto a p (0 a v).

e Se v ¢ assolutamente continua rispetto a p, allora T, (z) C T),(x) per v-

() = T, (x)

-
quasi-ogni z. In particolare, se v = Ay con A > 0, allora T,
per p-quasi-ogni x.

La nozione di spazio tangente a una misura in un dato punto x ci permette
di definire il differenziale tangenziale di una funzione u di 2(RYN).

Definizione 5.8. Sia u € Z(RY). Sia P,(z,-) il proiettore su T,(x). Allora
V,u(z) = P,(x, Vu(z)) (5.8)

e detto differenziale tangenziale di v nel punto x.
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5.2. Il caso scalare

Lemma 5.9 (Formula di integrazione per parti). Siano u e 1) ele-
menti di 2(RN) e X, rispettivamente. Allora vale la sequente formula di
integrazione per parti:

[V = (vt (59)

Dimostrazione. Poiché 1 appartiene a X, ¥(x) € T,,(x) per p-quasi-ogni z.
Quindi

/ Vuu-v dp = Vu-1 du
RN RN

Abbiamo allora

/Vuu-wdu = / Vu -y dp
RN RN

al ou
= Z <M7 a—xz%>

1

_ Dlaiv(om,u)

che e la formula di integrazione per parti cercata. O

Ora vogliamo studiare alcune delle proprieta dell’operatore non limitato
da L2 in L2(RY) il cui dominio & Z(RY).

Lemma 5.10. Sia {u,}nen una successione in 2(RN) e v un elemento di
L2 (RY). Supponiamo che

u, — 0 uniformemente
Vi, — v per la topologia debole di L7,(RY)
Allora v(x) = 0 per p-quasi-ogni x.

Dimostrazione. Grazie alla formula di integrazione per parti (5.9) abbiamo
se o€ X,

/ -0 dp= lim V. (uy,) - o dp = — lim (uy,, div(op)) =0
RN

n—oo RN n—oo
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5.2. Il caso scalare

L’ultima uguaglianza ¢ dovuta all’ipotesi che p sia una misura limitata e che
la convergenza di u,, sia uniforme. Per il lemma 4.3 di [9] abbiamo

0 = sup {-a:/ p-ess sup(€ - o) dp
oceX, JRN RN oeXy,

Per i teoremi B.11 e B.12 si puo trovare una successione o, in X, tale che

p-ess sup( - 0) () = sup(§ - 0, )(w)
oeXy neN

T,(z) ={o,(z) : neN}

Si ottiene allora che

0=/R sup(§ - on) duz/R sup (v-z) du

N neN N 2€T,(x)

da cui che
v(x) € (T,(x))*

per p-quasi-ogni z. D’altra parte per definizione v(z) € T),(z), quindi v(x) =
0 per p-quasi-ogni x. O

Grazie a questo lemma, si puo definire lo spazio .@&’j(RN ) come la piu
piccola estensione chiusa di V,, come operatore da C(RY) a Li ponendo:

w=V,u &
Ju, € Z2(R") : u, — u uniformemente, V,u,, — w in Li(RN)
La norma di un elemento di .@&ﬁ(RN ) ¢ data da
g ) = Nl + 1Du) m

In questo spazio possiamo rappresentare £(u) come

) =t { [ 19,0 au- () e 73RN

e, seguendo [7],

/ IV, ul? dp =
RN
= inf {lim inf/ |Vu,|? : wu, — u uniformemente, u, € Q(RN)}
RN

n—oo

. 1.2 . . . . . .
per ogni u € %,,. L’estremo inferiore ¢ invece +oo altrimenti.
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Teorema 5.11. Sia f una misura con segno su RN tale che f(RY) = 0.
Allora si puo trovare una misura |1 non negativa e limitata e una funzione
w € Lip;(RY) che soddisfano

—div(uV,w) = f
|V, w| =1 p-quasi-ovunque (5.10)
w € Lip, (RM)

dette equazioni di Monge-Kantorovich.
Dimostrazione. Sia w € Lip;(R”Y) tale che
—(f,w) =min{—(f,¢) : ¢ € Lip,(R")}

e sia v € M(RY) una misura tale che —divv = f e

—/ d|1/|:max{—/ dlp| - MEM(RN,RN),f+divu:0}
RN RN

Poiché w e v sono soluzioni di un problema e del suo duale, per la proposizione
2.43, abbiamo

- [ vl ==t (5.11)

Poniamo u = |v|. Allora per una opportuna 6 : RY — R" con |0(z)] = 1
per u-quasi-ogni x. Abbiamo che

div(fp) =dive = — f

quindi, poiché f ¢ una misura, # ¢ un elemento di X,. Per la formula di
integrazione per parti dimostrata nel lemma 5.9 e per la (5.11)

0V =ty = [

Poiché w ¢ 1-lipschitziana, |V,w(z)| < 1 per pu-quasi-ogni z si ottiene che
6 = V,w. Da cio segue che

f=—divy = —div(fp) = —div(pV,w)

|V, w| =10 =1 p-quasi-ovunque

che, insieme al fatto che w € Lip;(R”Y) per come ¢ stata scelta, dimostra la
(5.10). ]
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5.2. Il caso scalare

Ecco ora il risultato di ottimizzazione di forma.

Teorema 5.12. [l problema 5.1 ha una soluzione . Inoltre, per la misura
ottimale po vale che

__Lnpe
(o) = 11|
Dimostrazione. Sia ancora w € Lip, (RY) tale che
—(f,w) = min{—(f,¢) : ¢ € Lip;(R")}

e v € M(RY) una misura che soddisfa —divy = f e

—/ d|u]—max{—/ dlp| - /LGM(RN,RN),f—FdiV,u_O}
RV RN

Allora poniamo

_om )
oI m

Poniamo oy =V, uy. Abbiamo allora
—div(ogpo) = — div(po Ve uo) = —div(pV,w) = f

Allora abbiamo

1 1

E(u) = 5 [ 1ol e = =50 ) = =5 -1

Per il lemma 5.4 segue allora che

E(ri0) =~ 1)
da cui la misura g ¢ la soluzione del problema di shape optimization 5.1. [
Il ragionamento per teorema precedente puo essere invertito.
Teorema 5.13. Siano p e w soluzioni della equazione di Monge-Kantorovich

—div(pV,w) = f
IV,w| =1 p-quasi-ovungue
w € Lip;(RY)

Allora la misura pg = m/|I(f)|n € soluzione del problema di shape
optimization 5.1.
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5.2. Il caso scalare

Dimostrazione. Ponendo v = uV ,w, per la formula di integrazione per parti
5.9 con u = w,y = V,w si ottiene:

[ o= [ Vi D dp = —iv(p¥,),w) = (fw)
RN RV

E quindi soddisfatta la relazione di estremalita relativa al problema

min{—(f,¢) : ¢ € Lip,(R™)}

e al suo duale
max{—/ dlu| : pe MEBN RN, f+divy = 0}
RN

e quindi, per la proposizione 2.43, w ¢ soluzione del primo e u del secondo.
Inoltre, la misura pug definita da

m

M(J:mﬂ

e soluzione del problema di shape optimization. Infatti, posto

,_ Dy,
m
si ha che
—div(opg) = —div <|Ig>yvuw’[$)‘u) = —div(pV,w) = f

Infine abbiamo

1
E(po) > —5/ |U|2 dpo =
RN

3 [ (B0 (B, ) o = - prc

Per il lemma 5.4 si ha allora

che & quanto affermato. ]
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5.2. Il caso scalare

5.2.2 1l problema del trasporto ottimale

Siano A\; e Ay misure non negative finite su R". Consideriamo il problema di
trasporto ottimale associato alla distanza euclidea e alle due misure A\; e As:

T(A, Xg) := min {/ |z —y| dy : 76«4()\1,)\2)}
RN

P(A1,\2)
dove P(A1, \2) ¢ la classe delle misure ammissibili:
P, do) = {y € MERY) = wi(7) = A, m0(7) = Ao}

La quantita —I(f) & strettamente collegata con il costo del trasporto
T(A1, A2) quando A\ — Ay = f. Precisiamo quanto accennato con il seguente
teorema.

Teorema 5.14. Valgono i sequenti fatti:

1. Se Ay e Ay sono misure ammissibili, posto f = Ay — Ag, abbiamo
@()\1’ )‘2) = CI)(era fi) = _[(f>

2. Sia f € M(RY) e supponiamo che spt f sia compatto. Se f & a media
nulla, allora

_I(f> :inf{@(/\h/\Q) A=A Zf} :Cb(fur»f_)

Dimostrazione. Per prima cosa notiamo che se Aj, Ay, A}, A) sono misure

positive finite su RY tali che \;(RY) = Xo(RY) e M| (RY) = M,(RY) allora
Al — Ay = )\/1 — )\/2 — (I)()\l, )\2) = q)()\ll, )\/2)

Infatti, poiché |x — y| & nulla sulla diagonale di R x R”, ad ogni piano di
trasporto v possiamo aggiungere la misura J data da

6.0 = [ oo ant [ ) v,

dove v; = X, — \; per i = 1,2 in modo che il costo non cambi. Basta quindi
prendere Ay = ft e Xy = [

Per far provare la seconda uguaglianza di 1 e dimostrare 2 basta vedere
che per ogni misura f € M(RY) si ha

—I(f) =inf {®(A;, \2) : Ao — N\ = [}
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5.2. Il caso scalare

Consideriamo la funzione F : C(RY) —] — 0o, oc| definita da

F(QD) _ { _<f7 90> se g € Lipl(RN)

+00 altrimenti

Consideriamo la perturbazione ® : C(RY) x C(RY x R") —] — 0o, +o0] di
F data da

(i, ) :{ —(f, ) sep(y) — (@) < |z —y| —¥(z,y)

400 altrimenti

Calcoliamo la coniugata di ® nel punto (0, v). Osserviamo innanzi tutto che
fissata ¢ e posto Ay = () e Ay = m,(v) si ha

sup {/ ¢mw<ﬁ@}=
PYeC(RN xRN) RN xRN

[ e—ddav— [ pant [ eantine 612)
RN RN RN

Infatti da un lato si ha ¥(z,y) < |z —y| — ¢(y) + ¢(x) e quindi

sup {/ ¢mw%ﬁ@}§
veC(RN xRY) LJRN xRN
<[ emvlav— [ e avs [ gl dvtifig) (513

Dall’altro scegliendo ¢(z,y) = |z — y| — ¢(y) + ¢(z) si ottiene 'uguaglianza
nella (5.13). Infine basta osservare che

/ porm (x,y) dyz/ © dAg
RN xRN RN

/ pomt(x,y) dv:/ @ d\;
RN xRN RN

Passando all’estremo superiore in ¢ si ottiene:

+00 altrimenti

CI)*(O,I/):{ waxRN!x—yl dv Seyz()e)\2_)\1:f

Se I(f) = —oo poiché in generale P* < P si ha l'uguaglianza. Supponiamo
al contrario che I(f) sia finito. Se dimostriamo che il problema ¢ stabile
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5.2. Il caso scalare

otterremo
I(f) = inf F(p) = sup(—2*(0,v)) =

:max{—/ |t —y|dv @ v >0, /\2—)\1:f}
RN xRN

che & quanto volevamo provare. Resta da vedere che il problema e stabile,
cioe che la funzione

h(v) = inf{—(f,¢) : o(y) —(x) < |r —y| — ¥(z,y)}

¢ finita in 0 (ma gia lo supponiamo) e semicontinua inferiormente in 0. Sia v,
una successione convergente uniformemente a 0. Fissato un € > 0 scegliamo
una successione di funzioni ¢, tali che ®(p,,1,) — h(¢,) < €. Poiché f e a
supporto compatto, possiamo sceglierle limitate fuori dal supporto di f. Sul
supporto di f abbiamo

o(y) = ()] < |z =yl + [[¢nl]

quindi, grazie al fatto che ||1,|| — 0, la successione {@, nen € equilimitata e
equicontinua. Per il teorema di Ascoli-Arzela a meno di una sottosuccessione
possiamo supporre che ¢, — ¢ uniformemente a una certa . Per il limite ¢
vale chiaramente che p(y) — p(z) < | — y| — ¥ (z,y). Allora per il lemma di
Fatou

h(0) < ~(f,6) <lminf (= (f,6,)) < lminfh(s,) +¢ O

In realta c’e di pit. Dalla conoscenza della misura ottimale per il pro-
blema di Monge-Kantorovich si puo ricostruire la soluzione del problema di
ottimizzazione di forma. Osserviamo che se p e soluzione del problema con
massa pari a m, allora ap e soluzione del problema con massa pari a am. Si
puo infatti dimostrare il seguente teorema.

Teorema 5.15. Se v ¢ un piano di trasporto ottimale, allora la misura

definita da
(mw%i/{/ @dHﬁch
axQ (]

¢ ottimale per il problema di shape optimization 5.1 con la condizione di
normalizzazione m = —I(f).
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5.3 Generalizzazioni

In realta quanto detto nella sezione 5.2 puo essere generalizzato ulteriormen-
te.

5.3.1 1l caso scalare

Supponiamo che j(z) = %}|z]p. Assumiamo che € sia un aperto connesso e
limitato di RY. Procedendo secondo lo schema delineato nella sezione 5.3.3
si definisce

XP(Q,RY) ={o e LF(Q,R") : div(on) € M(RM)}

Il piano tangente e allora definito in modo analogo alla definizione 5.6 come
unione essenziale della multifunzioni che a x associano il singoletto {o(x)}.
Notiamo che in questo caso p(z) = po(2) = |z| quindi

Lip, (2, %) = (u € Z(RY) : [Vu[ < Lsus, ug =0}

Indicheremo questo spazio con Lip, (€2, 3).
In questo caso si ottiene una forma piu generale delle equazioni di Monge-
Kantorovich.

Teorema 5.16. Se u risolve il problema di shape optimization 5.2, o é la
soluzione di

min {/ lo| dp : o€ LL(RN,RN), spt (f + div(op)) € UO}
RN
e u realizza 1l massimo di
sup{(f,u) : € Lip, (2, %)}

allora vale I’equazione di Monge-Kantorovich

—div(Vy(up) = f su RV\ X

u € Lip; (2, %)

IV, (u)] =1 p-quasi ovunque su RY
u(E) =0

(5.14)
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5.3.2 Equivalenza con il problema del trasporto

Nel caso scalare la classe di funzioni Lip;, p(Q, ¥)), che abbiamo gia indicato
con Lip,(£2,X) si puo caratterizzare completamente con la semi-distanza

doy, = sup{|p(x) — ¢(y)| : ¢ € Lip(RY), |[Vg| <1su, ¢ =0su X}
La semi-distanza dq x, gode di alcune proprieta:
Proposizione 5.17. Per la semi-distanza dq . valgono i sequenti fatti:

1. dox(z,y) = |v — y| se esiste una palla B in §2 che non interseca ¥ e
che contiene x,y.

2. dox(x,y) < Clz —y| per ogni x,y € Q per una costante C' opportuna.

3. Se X ¢ vuoto, allora doy, € distanza geodetica su 2 definita da
1 —
soteg) =t { [ (O]t 5 3 € Lin(0, 1,9, 2(0) =220 = o}
0

4. Se ¥ € non vuoto, allora
dQ,Z(xay) = inf {5Q($7y) N (5Q($7€1) + 59(?%52)) : 51752 € E}

In questo caso il problema di trasporto associato e quello dato da

T(\i, Ag) := min {/RN dox(z,y)dy : v € A()\l,/\2>}
dove A(A1, Ag) ¢ la classe delle misure ammissibili:

A, A) = {y e MERY) = 7h(y) = M, (7)) = Ao}
e il teorema 5.14 si generalizza. Vale infatti il seguente enunciato.

Teorema 5.18. Siano A\, Ny due misure positive su Q di uguale massa.
Chiamiamo f la differenza A\ — X\o. Allora abbiamo

(I)(/\h /\2) = CI)(JH_: f_) = I(f7 279)
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Inoltre, se f ¢ un elemento di M(Q), indicando con ¢ la media di f e con v
una qualsiasi misura di probabilita su 3 (nel caso che questo sia non vuoto),
abbiamo

I(£,2,Q) = inf{®(A, ) : Ao — A = f su Q\ X}
O(f*, f7) seX=Tec=0
+00 seX = ec#0
O(fr fH+cww) seX#Tec>0
O(ft—ev, f7) seX#Tec<0

5.3.3 1l caso vettoriale

Per quanto riguarda 1’equivalenza del problema di shape optimization e quel-
lo delle equazioni di Monge-Kantorovich lo schema della dimostrazione e
lo stesso, anche se piu tecnico. Ci limiteremo a enunciare i risultati che si
ottengono.

Posto

Cp) = —E(n)

ancora con ragionamenti di analisi convessa si trova

C(p) = inf {/RN j (o) dp : o€ Lf;(RN,RNXN),f +div(ou) € UO}
(5.15)

dove U° & il cono di distribuzioni
U ={T c 2ZRY,RY) : Yvueld (T ,u) <0}

L’estremo inferiore ¢ un minimo qualora C(u) sia finito.
Con un argomento del tutto simile a quello del lemma 5.4 dopo aver
definito

I(f,U,K)=sup{(f,u) : vel,j(Vu) <1/psu K}
si prova la seguente proposizione. Indichiamo con p la funzione definita da
p(z) = inf{t >0 5 j(2/t) < 1/p)

e con pg quella data da

P(z)={z:€& : p(&) <1}
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Proposizione 5.19. Sia 1 una misura non negativa di massa m tale che

spt u € K. Allora
(I(f,U,K))P

p/ml/(p_l)

Clu) =2
Con ragionamenti di dualita si ottiene
I(f.U,K) =
= inf{/po()\) A e MRY,RYVN) spt A C K, f +div A GUO}

Siccome si puo provare che esiste una misura non negativa p di massa m tale
che spt i C K per cui vale la disuguaglianza opposta

(I(f.U, K))"
C(,U,) < p’ml/(P—l)
si ottiene il teorema
Teorema 5.20. Valgono i sequenti fatti

o [l problema di ottimizzazione di forma 5.2 ha una soluzione v e vale

(I(f.U,K))”

p’ml/(pfl)

Clp) =
e Data una soluzione p del problema 5.2 si ha
I(f,U,K) =
= min {/N p°(0) dp : o € L (RN, RV*N) f +div(op) € UO}
: (5.16)
e per ogni o ottimale vale la relazione

pO(O') — I<f7u7K)

m

U-qUasi-0vunque.

e Se )\ & una soluzione del problema
inf {/po()\) A e MRY RVMY spt A C K, f+diva € uo}
allora la misura p = mpo()\) e soluzione del problema 5.2.
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In questa parte supporremo che
e il chiuso K sia la chiusura di un aperto connesso e limitato Q di RY
o U ={uec 2R, R") : uyx =0} dove ¥ & un chiuso di K

In tal caso si trova subito che Uy = {T € Z'(RY,RY) : sptT C 3}.
Il problema che ci interessa e

I(f,U,K)=sup {(f,u) : weld,j(Vu) <1/psu K} (5.17)

Poiché U ¢ determinato dal chiuso ¥ fissato e K ¢ la chiusura dell’aperto €2,
scriveremo I(f,%,Q) in luogo di I(f,U, K). Dopo aver introdotto lo spazio

: C(Q.RN)
Lip, ,(2.%) = {u € Z®Y,RY) : p(Va) < Luy = 0}

si definisce la formulazione rilassata del problema come
sup {(f,u) : u € Lip; ,(,%)} (5.18)
Chiamiamo Ry l'insieme degli spostamenti rigidi nulli su X
Ry ={{z—u(x)=Az+b} : be RV, A€ A(N x N),ux =0}

Abbiamo indicato con A(N x N) linsieme delle matrici antisimmetriche
N x N. Vale allora il seguente teorema.

Teorema 5.21. L’estremo superiore in (5.17) é finito se e soltanto se
Vu e Ry (f,u)=0
In tal caso il problema rilassato (5.18) ammette soluzione e
I(f,U,K) =max {(f,u) : u€ Lip, (Q,%)}
Seguendo la stessa strada proposta per il caso scalare, si pone
XP(U,S(N x N)) ={o € LI (U,S(N x N) : div(op) € MR, R")}
dove S(N x N) ¢ l'insieme delle matrici simmetriche N x N e
M, (x) = p-ess U{O‘(ZE) s Xﬁl(U,S(N x N))}

Detto P,(x,-) il proiettore su M,(x) la derivata tangenziale ¢ data da
eu(z,u) = P,Vu(z).
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Lemma 5.22. Sia {u, }nen una successione in 2(U,RN) tale che
U, — 0 uniformemente su U, e, (u,) — & in L} (U,S(N x N))
Allora £ = 0.

Grazie a questo lemma e, si estende a un operatore chiuso da C(U, R"Y)
a LE(U,S(N x N)) il cui dominio ¢ lo spazio di Banach .@S”ﬁ(U) che ¢ il
completamento di Z(U) per la norma

el 2y = Nl + llewe) .0y

In modo del tutto analogo a [7] si trova che la forma rilassata dell’energia

T u) = /R (V) dp

¢ data da

Ty = | Jodnleuw) dpsewe Z30)
’ +00 altrimenti

dove
Ju(z,2) =inf {j(z+&) : €€ (M, (x))"}
Il risultato principale di questa sezione ¢ il seguente
Teorema 5.23. Sia p una soluzione del problema 5.2. Siano o e u soluzion:

dei problemi (5.16) e del problema rilassato (5.18). Allora p,o,u risolvono
[’equazione di Monge-Kantorovich

([ f+diviop) =0 suRN\X

o € dju(x, e (u))  p-quasi-ovunque su RN

u € Lip; ,(€2,%) (5.19)
Ju(z,e,(w)) =1/p p-quasi-ovunque su RY
[ 1(E)=0

Viceversa, se u,o,u risolvono la (5.19) allora u risolve (5.18), mu/I é solu-
zione del problema di ottimizzazione di forma (5.2) e lo/m ¢é soluzione del
problema (5.15).
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Capitolo 6

Trasporto ottimale con regione
di Dirichlet libera

In questo capitolo concentreremo la nostra attenzione sui problemi di tra-
sporto ottimo con regione di Dirichlet libera ([10]). Una regione di Dirichlet
e un sottoinsieme dove il costo del trasporto e nullo.

6.1 Introduzione

Fissiamo un aperto limitato con bordo lipschitziano Q di RY, due misure u*
e i1~ positive finite definite sui boreliani di 2. Considereremo su § la distanza
geodetica definita da

do(z,y) := inf {/0 lo/(t)| dt : « € Lip([0,1],9), «(0) =z, a(l) = y}

La distanza geodetica tiene maggiormente conto della geometria dell’aperto
Q) se questo non & convesso ed ¢ la distanza pit naturale su €.

Il parametro libero nel nostro problema ¢ un chiuso ¥ di Q, detto regione
di Dirichlet. Si introduce la semi-distanza

dox(x,y) = min{dg(z,y),do(z, X) + do(y, X)}

Da notare che la distanza introdotta e quella che compare nella formulazione
dei problemi di trasporto associati al problema di shape optimization 5.1. Se
z,y € X, dox(z,y) = 0. Se invece y € 3, dox(z,y) = do(x,>). Quindi la
pseudo-distanza introdotta attribuisce un costo nullo al trasporto effettuato
entro la regione di Dirichlet X.
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6.2. Optimal location problems

La classe delle misure ammissibili e piu ampia di quella classica. In questo
caso [, € un piano di trasporto se

@\ )~ mpu @\ B) = gt @\ D) - (@) D)

Indichiamo con P(u™, 1) la classe delle misure ammissibili. Poniamo

MEK(Q,S,ut,n”):= inf / c(dox(z,y)) du (6.1)
rePwtp) Jaxa

dove ¢ e una funzione semicontinua inferiormente e positiva. Nei problemi

che ci interesseranno Y variera nella classe dei chiusi di Q con un massimo

numero di componenti connesse prefissato e lunghezza massima limitata da

I: H}(X) < 1. Tl problema che ci interessa ¢ dunque il seguente.

Problema 6.1. Sia Q un aperto limitato di RY e siano p™ e g~ misure
positive finite. Dato un intero n e un reale positivo [, minimizzare il funzionale

N = MEK(Q,E,u'p)

al variare di X nella classe dei chiusi di €2 con al pit n componenti connesse
e di misura 1-dimensionale al piu [.

6.2 Optimal location problems

Un caso particolarmente rilevante ¢ quello in cui g ¢ una misura positiva
finita data da una densita L! rispetto alla misura di Lebesgue e u~ = 0. In
questo caso il funzionale M K si riduce a

MEK(Q, %, £".0,0) = / do(z, %) dpt
Q

che ¢ il funzionale distanza media da X. Infatti, se la misura p = (/d x t)zu™
¢ indotta da un trasporto ¢, si ha txuL(Q\ ) = 0 da cui

pr(tH(B)) =0

per ogni boreliano B contenuto in Q\ ¥ e
/ Cdox(z,y) dp = /dﬂ,z(%t(@) dpt =
axQ Q
= / dox(z,t(x)) dut —I—/ dos(x, t(z)) dut =
t—1(%) t=1(

:/Edg(x, 2) dut :/dg(a:, 2) dpt :/dg(x, £) dut



6.2. Optimal location problems

Tutto cio puo essere generalizzato considerando il costo dato da

(2, 9) = c(das(z,y))

dove ¢ € una funzione reale non negativa e semicontinua inferiormente.

Il problema che stiamo per enunciare si puo porre come il modo di posi-
zionare un numero dato di luoghi di produzione in una regione €2 per mini-
mizzare il costo di trasporto del bene prodotto alla popolazione. Supporremo
che la densita di popolazione sia data da una misura positiva finita u™.

Problema 6.2 (Optimal location problem). Sia x™ una misura positiva
finita data da una densitd f* € L', n € N un intero fissato e ¢ una funzione
reale non negativa e semicontinua inferiormente. Minimizzare il funzionale

5 /Q e(dalz, %)) dut (6.2)

al variare di ¥ nella classe dei sottoinsiemi di Q di cardinalita al piu n.

E un caso particolare del problema 6.1. Infatti per il corollario 1.8 un
sottoinsieme con al pit n componenti connesse e di lunghezza nulla ¢ costi-
tuito da al piu n punti. Quindi I’optimal location problem si ottiene ponendo
[=0.

Recentemente 'optimal location problem ¢ stato studiato da Morgan e
Bolton in [20] sebbene sia stato oggetto di altre pubblicazioni meno recenti
di Bollobas [4] e Bollobas e Stern [5].

Nei risultati che qui presentiamo supponiamo che consumatori tutti uguali
siano distribuiti omogeneamente sulla regione {2 di piano che ci interessa
con densita uniforme e che ogni consumatore richieda la stessa quantita del
bene prodotto. Inoltre supporremo che il costo del trasporto del bene sia

proporzionale alla distanza. Per schematizzare siamo quindi nel caso N =
2, co(d) =d, u* = LY.

6.2.1 Domini limitati

Lemma 6.3. Nella classe degli poligoni con N lati di area unitaria, la di-
stanza media p da un punto O fissato € minimizzata da quelli regolari il cui
centro ¢ O. Su ogni altro N -gono la distanza media ¢ strettamente pit grande.
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6.2. Optimal location problems

Dimostrazione. Consideriamo un poligono di /N lati che minimizzi la distanza
media p. Se M e il punto medio di un lato e M # O, I'angolo 0 fra questo
lato e la retta passante per O e M deve essere di 7/2. Altrimenti con una
famiglia di rotazioni attorno a P si ottiene una famiglia di poligoni tali che
per la distanza media p e per 'area A valgano le seguenti

dp dA

Quindi aumentando 6 si ottengono dei poligoni di area unitaria e distanza
media strettamente piu piccola, quindi quello di partenza non poteva essere
un minimo. Poiché il punto medio di ogni lato incontra il raggio per il punto O
a un angolo di 7/2, il poligono minimizzante ¢ inscritto in una circonferenza.

Inoltre ogni lato deve avere la stessa distanza media da O. Altrimenti
spostando alcuni lati verso 'interno e altri verso 1’esterno si potrebbe dimi-
nuire la distanza media p. Il minimo ¢ dunque un poligono regolare centrato

in O. O

Osservazione 6.4. Un calcolo elementare fornisce il seguente valore per la
distanza media po(/N) dal centro di un poligono regolare con N lati:

N a2 a2
N)y= —— |1 tan(w/N) + 4/ 1+ (tan(w/N + tan(w/N)y/ 1+ (tan(w/N
ol 3(Ntan(7r/N))2<og(a( \/ (tan(r/ ))) an{ \/ (tan(r/ ))>
(6.3)
Lemma 6.5. Data una suddivisione di un quadrato costituita da un numero
finito di poligoni convessi che si intersecano solo in lati e vertici coinciden-
ti, con vertici di grado almeno tre (eccetto al pit i vertici del quadrato), il

numero medio di lati per poligono ¢ minore di sei.

Dimostrazione. Chiamiamo 7 il numero dei poligoni convessi che costituisce
la pavimentazione, N(P) il numero di lati di un poligono P e Ny il numero
di lati esterni. Allora il numero totale di lati e ¢ dato da

N(P) Ny
e—sng%-?

Poiché i poligoni in considerazione sono convessi, ogni vertice (eccetto al piu
quelli esterni) appartiene ad almeno tre facce. Tutti i vertici esterni (a parte
al pitt quelli del quadrato) stanno su almeno due facce. Quindi in numero di
vertici v soddisfa la seguente disuguaglianza:

N(P) N, 4
< S ST T
“—; 5 T3 13
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6.2. Optimal location problems

Per la formula di Eulero v — e 4+ n = 1, quindi

N(P) Ny 4 N(P) N
=g (TR () o

P P

N(P) 4 N, 4 4 1
B N T B (R T T
" %; 6 = 37 6='"37673

1
—3 N(P)<6
n
3
che & quello che si voleva dimostrare. ]

Teorema 6.6. Consideriamo una suddivisione di un quadrato di area A in
n regioni P; e sia p; (il “centro di produzione”) un punto di P;. Allora la
distanza media p definita da

1 n
p—Z;/PZ_W—m da

e maggiore della distanza media dal centro di un esagono regolare di area

A/n. In formula:
AN 12
p= (5) po(6)

Dimostrazione. Possiamo assumere che P; sia l’insieme dei punti del quadrato
la cui distanza da p; ¢ minore o uguale a quella da ogni altro p; per j # i.
Sia Nj; il numero di lati di P; e A; 'area di P;. Per il lemma 6.3 segue che

1 1
p:ZZ/P |z — pil dﬁZzZA?’/QPo(Ni)
=1 1 1

1=
Vogliamo minimizzare la funzione f definita da

n

f(Ala .- >An) = Z A3/2,00<Ni)

i=1

sulla varieta A; +---+ A, = A. Con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange
si ottiene:

of

Oza&

3
—AzﬁAg/QpO(Ni)—)\ peri=1,...,n

81



6.2. Optimal location problems

quindi A; = ¢po(N;)72, dove ¢ & una opportuna costante. Sostituendo
nell’equazione del vincolo I'espressione di A; appena trovata, si ottiene

A
22;1 po(N;)~2

C =

Quindi

p=

|

A3/2 o ~i/2
(3, po(N) -2 Zp“ -4 Zp"
=1

Basta allora vedere che

Per il lemma 6.5 abbiamo che
1 n
IS s
N

Inoltre 1/po(NN) ¢ una funzione strettamente crescente di N quindi
1 1
> T—n
po(6) ~ po(5; 27y Ni)

Basta allora dimostrare la concavita della funzione N +— 1/po(NN). Questa

sara conseguenza della seguente disuguaglianza

1/;00(6)2 - 1/P0(M)2 > 1/,00(N)2 1/ (6)2
6 — M N —6
)-

per 3 < M < 6 < N che a sua volta segue dalla (6.3

6.2.2 Suddivisioni dell’intero piano

Una suddivisione del piano in esagoni regolari di area unitaria minimizza la
distanza media dal centro di produzione in confronto a una qualsiasi altra
suddivisione in regioni convesse in cui I’area media sia ancora unitaria. Questo
¢ il contenuto del teorema 6.8

Lemma 6.7. Sia C una regione convessa di R? di diametro 6. Allora la sua
distanza media da un generico punto p di R* ¢ almeno §/128.
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6.2. Optimal location problems

5/4

Figura 6.1: dimostrazione del lemma 6.7

Dimostrazione. Consideriamo un rettangolo R in cui C' sia inscritto. Chia-
miamo 0 la lunghezza della base e h quella dell’altezza. Possiamo assumere
che p sia come nella figura 6.1. Come si verifica, il triangolo T' ¢ sempre
contenuto in C.

Allora

) 01hd ) )
—pldx > —pldx > - T>———>—0h>— O
/C|x | x_/T|x p| dx > 4area 245712 1285 2 Tog area C

Teorema 6.8. Consideriamo una suddivisione del piano in poligoni convessi
P; di area A;. Sia p; il punto associato a P;. Indicato con Q(r) il quadrato
centrato nell’origine con i lati paralleli agli assi e di lunghezza r, supponiamo
che linsieme {P; C Q(r)} sia finito e che, detta A(r) la media delle aree dei
poligoni contenuti in Q(r), si abbia

liminf A(r) > 1

Sia )
o) = [ o= p@)] ds
* Jae)
dove p;(x) € il punto associato alla regione che contiene x. Allora
liminf p(r) > po(6)

r—00
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6.2. Optimal location problems

Dimostrazione. Dato € > 0, prendiamo r = 2048p,(6)/e2. Sia P;(r) = P, N
Q(r), Ai(r)=areaPy(r) e Q ={P;(r) : 0< Ai(r) < A;}.
Se
Ai(r) < er?
Pi(r)eQ
i poligoni P;(r) per cui A;(r) > 0 suddividono Q(r) e 'area media ¢ almeno
1 — ¢. Per il teorema 6.6 si ha allora che p(r) > (1 — )¥/2py(6).

Se invece
Z Ai(r) > er?
Pi(r)eqQ
la parte di
U P
Pi(r)eq

che dista almeno § = er/8 da dQ(r) ha area almeno er?/2. Per il lemma 6.7
questa regione contribuisce al valore di p(r) almeno per (6/128)(g/2), quindi
p(r) > 6256 = £%r /2048 > py(6). O

6.2.3 Una congettura

Dato un chiuso ¥ di Q, indichiamo con 7'(X) il funzionale

Q

£ = 2(5) = [ e D)) do
dove f* ¢ la densita L! di pu* rispetto alla misura di Lebesgue. Detto allora
T, =inf{T(¥) : card¥ < n}

si vede immediatamente che T,, = O(n~*/V).

Facendo riferimento alla figura 6.2, fissato n, inscrivendo la regione {2
entro un rettangolo [ay,by] X ... x [an,by], poi dividendo i lati in n'/V si
trova una sottoinsieme ¥ di Q di al pitt n punti tale d(z,%) < Cn~ "N da
cui segue quanto asserito. E quindi interessante lo studio del I'-limite del

funzionale
T(X)/T, secardX <n

00 altrimenti

T,(2) = {

rispetto alla convergenza data da
1
Y= A = —HU(Z,) —F A
n
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6.3. Esistenza dell’insieme ottimale

Figura 6.2: stima asintotica per 'optimal location problem

Una congettura ¢ che nel caso () sia convesso, il I'-limite sia dato dal
funzionale

To(\) = C /Q AN

In base al teorema 6.8 se nel caso N = 2 la congettura ¢ vera la costante C'
& po(6) = 0.3772 che si puo ricavare dalla (6.3).
Un’altra conseguenza sarebbe che, asintoticamente, la misura ottimale

sarebbe proporzionale a (f*(x))N/V+1).

6.3 Esistenza dell’insieme ottimale

L’argomento di questo paragrafo ¢ una generalizzazione del problema 6.2.
Fissato un intero positivo n e un reale [ > 0, cercheremo di minimizzare
il funzionale (6.2) nella classe dei chiusi ¥ di € con al pitt n componenti
connesse e misura 1-dimensionale al piu [, cioe H!'(X) < I. Ci si riduce al
problema 6.2 ponendo [ = 0.

Per ora supporremo anche che ¥ sia connesso. Poiché 0, u™, i~ sono fissati
scriveremo MK (X)) in luogo di MK (Q, %, ut, u™).

Teorema 6.9. Supponiamo che ¢ sia semicontinua inferiormente e non
negativa. Allora il funzionale

2 MK(Y)

ammette minimo nella classe dei chiusi connessi tali che H'(X) < 1.
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6.3. Esistenza dell’insieme ottimale

Dimostrazione. Chiamiamo A la classe di chiusi connessi di lunghezza al piu
[. Sia {¥, },en una successione minimizzante. Per il teorema 1.15, possiamo
supporre, a meno di estrarre una sottosuccessione, che ¥, 3 dove X cQ
¢ un chiuso. Inoltre per il teorema 1.21, ¥ ¢ connesso ¢ H}(X) < [. La
convergenza di Hausdorff implica che

doy, — dos uniformemente
Infatti se 0 € ¥ e g, € X, abbiamo
d(z, %) <d(z,0) < d(z,0,) + d(on,0) < d(z,0,) + du (2, X,)
da cui per 'arbitrarieta o,
d(z,Y) <d(z,%,) +du(X,%,)
Scambiando X con X, si ottiene

sup |d(z, ) — d(z, 5)| < du (X, Xn)

zeQ

e quindi la convergenza uniforme di do 3y, a dox.

Sia {ftn fnen un piano di trasporto ottimale per il problema p — MK (X%,,).
A meno di sottosuccessioni, possiamo supporre che esista una misura u tale
che p, —* p. Dimostriamo che p ¢ il piano di trasporto ottimale per il
problema M K (X). Vediamo, per prima cosa, che p € una misura ammissibile.
Infatti, poiché y, & ammissibile, se ¢ € C.(Q\ ¥, ), abbiamo

| VAT — ) = | A =)
QxQ QOxQ

Tenuto conto che per ogni 1 € C.(Q\ X) da un certo N in poi si ha 1 €
C.(Q\ ,,). Passando al limite

ﬁw d(mpp —myp) = [ dp" —p")

Qx ax0

cioe p € ammissibile. Inoltre per n — oo

/ o, (@ 9) din — [ cldas(ey)) du
Q QAxN

Qx
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6.3. Esistenza dell’insieme ottimale

Infatti

/ ﬁc(dﬂ,z(%y)) dp —/ e(day, (7,y)) du, =

Qx QxQ

QxQ

= [ eldostey) dn— )+
+ [ (eldastenn) = cldos, (0.0) dun (69

Il primo integrale ¢ nullo perché p, —* p. Il secondo perché l'integrando
tende a zero uniformemente. Fissato ¢ > 0, sia N tale che

n>N = sup [c(daxs(,y)) — c(dax, (7,y))] <e
z,y€eN

Allora

[ (eldas(e.9) = cldas, (2.9)) do

S/ e dun
axQ

S/ e du <ep(Qx Q)
QxQ

Al limite

[ (eldas(e.9) = cldas, (.9)) d

Qx

da cui quanto affermato. O]

Con alcune semplici modifiche possiamo generalizzare il teorema prece-
dente al caso non connesso.

Teorema 6.10. Supponiamo che ¢ sia semicontinua inferiormente e non
negativa. Allora il funzionale

S MK(Y)

ammette minimo nella classe dei chiusi con al pit numero fissato n di
componenti connesse tali che H'(3) < 1.

Dimostrazione. Sia {3, }nen una successione minimizzante. Come nel teo-
rema precedente possiamo supporre 3, it ¥, dove ¥ & un chiuso di Q. ¥
ha al pit N componenti connesse. Supponiamo, per assurdo, che ci siano
almeno N + 1 componenti connesse 2!, ..., X¥*! Scegliamo € in modo che
0 <e<dX,X)peri,j =1,2,....,N+1e M e N tale che X3, C X,

87



6.4. Descrizione qualitativa dell’insieme ottimale

e X C (Xpy)e. Allora, per la prima delle due inclusioni, ¥, avrebbe N + 1
componenti connesse, contro I'ipotesi. Inoltre si vede che H!(X) < I. Infatti
per la convergenza di Hausdorff si vede che si puo scrivere

Y=2'y...ux”

con
H-lim ¥F = ¥F

n—oo

Da cio

H' ) <H'EH) + -+ HY(EY) <
<liminf HY(Z}) + - -+ + lim inf H'(Z)) <

n—oo n—oo

< liminf (H}(SL) + -+ HY(EY)) <

n—o0o

<liminf H'(X%,) <1

n—oo

Analogamente al precedente risultato di esistenza si dimostra che dgy,
converge uniformemente a dqyx e si conclude la dimostrazione nello stesso
modo. O

Osservazione 6.11. Questo teorema comprende il caso in cui [ = 0, cioe X e
un sottoinsieme di €2 di al pit n punti.

6.4 Descrizione qualitativa dell’insieme otti-

male

In questa parte presenteremo vari risultati. Tutti fanno pensare che l'insieme
ottimale X, debba soddisfare certi requisiti di regolarita e non sia quindi
un generico insieme chiuso di Q. Lo scopo di questo paragrafo ¢ di porre vari
quesiti e in che modo questi problemi sono stati (anche soltanto parzialmente)
risolti.

Supponiamo in tutta la sezione che €2 sia un aperto convesso e limitato di
R". Supponiamo inoltre che il costo ¢ sia la funzione t +— c(t) = t, u™ = LLQ,
pno=0.

Nel caso che ut sia data da una densita f* € L' e 4~ = 0 questo problema
e detto irrigation problem. X rappresenta la rete di canali, 2 la regione da
irrigare. La massa presente nel punto = ¢ data da f*(z) dz e il costo per
irrigarla e dato da = — ¢(d(z, X)).
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6.4. Descrizione qualitativa dell’insieme ottimale

6.4.1 Punti singolari

I seguente risultato dovrebbe far pensare che se I'insieme ¥,,; contiene piu
rami, le ramificazioni avvengono in punti tripli. Il teorema che ora enunciamo
afferma che una “croce” non puo essere un insieme ottimale nel caso bidi-
mensionale. Prima pero di poter dimostrare il teorema e necessario preporre
un lemma.

Lemma 6.12. Sia N = 2 e sia ¥ un sottoinsieme connesso di § tale che
YN Q sia non vuota. Esistono allora costanti C' > 0 e g9 > 0 tale che per
ogni 0 < € < gg esiste un segmento L. di lunghezza ¢ tale che

1. ¥, :=X UL, é connesso

2. wvale la sequente disuguaglianza

/d(a:, ¥.) dx < /d(m,E) dz — Ce*/?

Q Q

Dimostrazione. Sia A un punto di XN Q e O un punto di 2\ X tale che A
sia la proiezione di O su Y. Supponiamo che

e O sia l'origine degli assi
[ ] Bl<0) g Q

e XNB(0) =2

o A:=(0,—1) € XN By(0)

Poniamo A, := (0, —1+¢), L. := [A, A.], ¥. := ¥ U L.. Vogliamo dimostrare
una stima per la misura 2-dimensionale dell’insieme

Ao={z=(z,y) e By : y<0, d(z,A.) —d(z,0By) < —¢/4}

Vogliamo mostrare che esiste una costante C' > 0 e un g9 > 0 tale che se

0 < e < gg, allora
L3(A) > Ce/?

Prendiamo 0 < k < 1/2 e consideriamo 1'insieme

(1 — 4k2)1/2

e ={z=(z,9) : ly+1/2| < o] < ke'/?}
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Se z = (x,y) € Il; ., abbiamo

d(z,AL) — d(z,0B)) = (2% + (y + 1 — )7 4 (2 + g2V — 1 <
<(Ke+y+1—e)) 2+ (Ke+y)/?—1=

k* —2 1 2 k?
8( (y+ )) + € 2)1/2+|y|(1+—28)1/2—1<

=+ (y +1)2 (y+1) y -

sfruttando la disuguaglianza (14 z)* <1+ ax

e(k?* —2(y+1)) g ) ( k%)
<ly+1(1+ + tlyl (1+5=)-1<
<yt ( w1y Tagrap) TMI\Itgp) LS

e(k? =2y +1 g2 k2e
(2~ 2(y + 1) L
2|y + 1 2|y + 1

<ly+1]+ -=
=Y Ayl =4

grazie al fatto che se z € Ili,, allora k?/(y + 1) — 2 + k?/|y| < —1. Da cio
segue che II; . C A, e

L3(AL) > L2(TN.) > CeV?

Questa stima sulla misura di A, permette di concludere la dimostrazione.
Abbiamo infatti per z = (z,y) € A. si ha

d(z,5.) < d(z, A) < d(z,0B,) — Z <d(z,3) - Z
da cui 200
/d(z, ¥.)dz — / d(z,%2) dz < LA < —Ce*?
Q Q

Ora possiamo dimostrare il risultato annunciato.

Teorema 6.13. Sia N = 2. Allora l'unione di due intervalli fra loro perpen-
dicolari la cui intersezione € un punto interno di entrambi non é un insieme
ottimale.

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che X, sia I'unione di due in-
tervalli perpendicolari che si intersecano in un punto interno a entrambi.
Possiamo supporre che il punto di intersezione dei due segmenti sia 1’origine
degli assi e che i due segmenti giacciano sugli assi x e y rispettivamente. Po-
niamo B. = B.(0). Per ¢ piccolo, poiché l'origine ¢ interna ai due segmenti,
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I'insieme D, := X,,, N 0B, ¢ costituito da esattamente 4 punti. Chiamiamo
S. 'insieme di minima lunghezza che collega i punti di D.. Abbiamo

H (Sope N B.) — H'(S.) > Ce

Per omogeneita basta dimostrarlo per € = 1. Sia C; := X,,:NB.. Con semplici
calcoli si trova che

H((1/)Cc) = 4
HY(S1) = V2(1+V3) <4

Poniamo %, = (X,,; N (Q\ B.)) U S.. Si vede immediatamente che
d(z, %) < d(x,3qp) + 2¢

Inoltre I'insieme dei punti che hanno proiezioni differenti su ¥, e su X, ¢
contenuto nel quadrato di centro 1’origine coi lati paralleli agli assi e semilato
di lunghezza . Pertanto abbiamo

/d(x, ¥.) de < /d(x, Yopt) dz + Ce? (6.5)
Q 0

Per il lemma 6.12 possiamo trovare un segmento di lunghezza C'c in modo
che, detta ¥, I'unione di . e di questo segmento, si abbia

/d@g@dxg/ﬁ@g@dx—aéﬂ (6.6)
Q
Per la (6.5) e la (6.6) abbiamo

/ﬂ@gwug/dwjmyM—O@ﬂ

Q Q
e quindi ¥,,; non puo essere ottimale. O
Osservazione 6.14. Un ragionamento analogo, ma con piu dettagli, dimostra

che 'unione dei grafici di due curve che si intersecano in un punto x,, senza
essere tangenti in xg, non puo essere un insieme ottimale.

6.4.2 Proprieta topologiche

Il teorema che qui ora presentiamo dimostra nel caso N = 2 cio che ¢ una
congettura in dimensione superiore. Si e infatti portati a pensare che l'in-
sieme ottimale XJ,,; non contenga percorsi chiusi, “loops”. Enunciamo senza
dimostrare un teorema che ci sara utile in seguito. Lo si puo trovare in [2].
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6.4. Descrizione qualitativa dell’insieme ottimale

Teorema 6.15 (Besicovich, Marstrand, Mattilla). Sia B un boreliano
di RN tale che H*(B) < oo. Allora B ¢ HF-rettificabile se e solo se per
H*-quasi-ogni x € B si ha O(B,z) = 1.

Teorema 6.16. Sia ) un aperto convesso e limitato di R%. Allora per H!-
quasi-ogni x € Lope € per ogni € > 0 l'insieme Yop \ B:(z) € sconnesso.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che I'insieme
S={x € Xy : esiste {e,}nen, €n 0 € Xop \ B, () € sconnesso}

abbiamo misura 1-dimensionale positiva. Chiamiamo D C S l'insieme dei
punti di densita di ¥,,,. D ¢ l'insieme
Hl(Zopt N B.(x))

D = € Yo - i =1
b € X = T =0 J

Poiché X,,; ¢ un chiuso connesso di lunghezza finita per il teorema 1.17 ¢
H!-rettificabile e per il teorema 6.15 di ha H'(S) = H!(D). Per ogniz € D e
per ogni ¢ > 0 chiamiamo T'(x, €) 'unione dei raggi di trasporto del problema
di Monge-Kantorovich con misura iniziale £ e misura finale la proiezione di
LY su ¥, che terminano in ., N Be(z). Sia inoltre X.(z) := X, \ Be(z).
Y. (z) & un chiuso connesso e, poiché Y. (z) C X,,, abbiamo H'(X.(z)) < L.
Abbiamo

d(z,¥.(x)) dz = d(z,X:(x)) dz d(z,2.(x)) dz <
/Q< (2)) /Q\m,@( (2)) +/ (2, 5.(x))

T(z,e)

< / d(z, Xopt) dz + / (d(z,X0pt) +¢€) dz =
O\T(z,e) T(z,€)
= / d(2, Yopt) dz + LN (T(z,€))
Q

Si ha inoltre se v ¢ la proiezione di £V su Yopt

LY(T(z,€)) = ¥(B(x))

¥(Be(x))

limsup ——= < o0
e—07t €
per H!-quasi-ogni x € D. Da cio esiste una costante C' = C'(z) tale che

LY(T(z,¢)) < Ce

92



6.4. Descrizione qualitativa dell’insieme ottimale

Quindi H!-quasi-ogni € D si ottiene

/Qd(z, Ye(z)) dz < / d(z,Sop) dz + Ce? (6.7)

Q

Sia ora per x € D
l(z,€) :==H"(Sop) — H' (Zc())

Vale che [(z,¢) = C(x)e+o0(e). Per il lemma 6.12 applicato a X.(z) e I(x, &) si
trova un insieme chiuso e connesso ¥’ di Q tale che H!(X') = H'(X) +(z, €)
e
/ d(z,Y) doe < / d(z,%.(z) dz — Ce3/?
Q Q
Usando la (6.7) si ottiene per e — 0

/ d(z,Y) dz < / d(z, Zop) dz — C¥?
Q

Q

e Yop Non puo quindi essere ottimale. O

Osservazione 6.17. Nel caso che ¥, sia sufficientemente regolare, il teorema
appena dimostrato implica che e una curva senza incroci.

6.4.3 Distanza dal bordo

In questa sezione dimostreremo che sotto opportune ipotesi 'insieme otti-
male Y, e il bordo dell’aperto €2 non si intersecano o hanno soltanto una
piccola parte in comune. Il primo teorema che presentiamo mostra che nel
caso bidimensionale la parte dell’insieme ottimale che appartiene a 0f2 ha
misura 1-dimensionale nulla. Una congettura e che I'insieme ottimale debba
stare lontano da OS2, cioe X, N 02 = &. Questo ¢ il contenuto del secondo
teorema che afferma, ma solo per piccole lunghezze dell’insieme ottimale, che
Yopt € 0€2 non hanno effettivamente punti in comune.

Teorema 6.18. Sia Q) un aperto convesso di R? con bordo di classe C* avente
in ogni punto curvatura positiva. Allora se ¥,y € l'insieme ottimale, si ha

Hl (Zopt N 89) = O

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che a = H'(X,,; N INQ) > 0.
Definiamo per ogni € > 0

Q. :={r e : d(z,092) >0}
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Sia p. la proiezione su )., cio¢ posto d(z) = d(z, )
pe(z) := 2+ (¢ — d(z))"Vd(x)

L’insieme ¥, := p.(X,,t) ¢ connesso e compatto.

Per prima cosa stimiamo da sotto la differenza H'(X,,:) — H'(Z:).
Osserviamo che

Vp.(r) = Id+(e — d(z))tV3d(z) — Vd(z) ® Vd(z)
per 0 < d(z) <eesex € d; posto T :=1d —Vd(x) ® Vd(z) si ha
Vpe(z) =T + eV3d(x)

Detto z, la proiezione di z nella direzione di v := Vd(x)/|Vd(x)|, abbiamo
(Tz,2) = |z|* — |2,|* < |2]?. Per le ipotesi di regolarita fatte su 92 abbiamo
che V2d & continuo su Q. Invece, poiché la curvatura ¢ positiva vale che

—(Vd(2) 2y, 2:) > K|z |?

per ogni x € §2. Abbiamo indicato con z;, la proiezione di z sul piano tangente
a 0N nel punto z. Infine, tenuto conto che Vp.(r)z, = 0 per ogni z € RY,
abbiamo che

Vpe(x)2| = [Vpe(2)z-| < (1 = Ke)lz-| < (1 - Ke)lz|

per ogni = € ().

Supponiamo ora, senza perdere di generalita che 02 sia parametrizzato a
velocita unitaria da una curva v. Posto S := X, N 09, per la formula
dell’area

OCIR BRI
<(-Ke) [ p)]de= (- K9His)
77H(S)

Da cio la stima cercata:

M (Sopt) — H'(Be) = H(S) — H' (p=(8)) = Kae
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Abbiamo
/d(z,Za) dz z/d(z,Eopt) dz
Q

Q
Vogliamo migliorare questa stima. Consideriamo un punto z € €2 tale che

d(z,X:) > d(z, Zopt) (6.8)

Sia zp un punto di minima distanza di z da X,,. Allora z, € Q \ Q.. Inol-
tre abbiamo che z € Q\ .. Supponiamo per assurdo che z ¢ Q\ Q. e sia
20 = pe(2) la proiezione di zp su 0. Poiché Q. ¢ convesso, z ¢ nel semi-
piano delimitato dalla retta tangente a ). nel punto 2. Inoltre z giace nel
semipiano delimitato dall’asse del segmento [z, 29 ¢]. Pertanto abbiamo

d(z,z0¢) < d(z, 20)
d(z,%:) < d(z,20.) < d(z,20) = d(2, Zopt)

che ¢ assurda perché z era stato scelto in modo tale che valesse la (6.8). Sia
ora z. = p.(z) la proiezione di z su Jf2.. Abbiamo

d(z,3:) — d(z, Zopt) = d(z,22) — d(2,20) < d(z,2.) <e¢ (6.9)
Per la (6.9) abbiamo

/Qd(z, Y.) dz — /Qd(z, Yopt) dz < / (d(z,%:) —d(z,20p)) dz <

2\0.
<elLP(Q\ Q) = Ce* +o(e?)

per una opportuna costante C' e per ¢ — 0%.

Consideriamo il punto O € ). \ 3. e un punto di minima distanza O, di
O da X.. Poniamo
22/6 = 25 U SE
dove S. ¢ un segmento di lunghezza H'(%,,;) — H'(X.) che ha come primo
estremo p.(O) e ha la direzione della retta da p.(O) a O. Per il lemma 6.12
si ha

/d(z, ¥) dz < / d(z,%.) dz — Ce3/2 (6.10)
Q Q

Da (6.9) e (6.10) segue che

/ d(z, %) dz < / d(z, Sopt) dz — Ce®?
Q

Q

per ¢ — 0%. Cio contraddice 'ottimalita di X, O
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Il prossimo teorema mostra, come preannunciato, che se cerchiamo il
minimo del funzionale

5 s / dos(z,y) du
Q

nella classe dei chiusi connessi di lunghezza al piu [, con [ piccolo, allora
I'insieme ottimale e il bordo di 2 non hanno punti in comune. Sara utile il
seguente lemma: il problema dell’optimal location di un solo punto non ha
soluzioni sul bordo dell’aperto €2 se questo e convesso.

Lemma 6.19. Sia Q un aperto convesso di RN . Il problema di minimizzare
il funzionale

@ [ Q) da
Q
al variare di Q € Q non ha soluzioni su 0S).

Dimostrazione. Dimostriamo che un punto P del bordo di €2 non puo essere
ottimale. Possiamo supporre, a meno di rotazioni e traslazioni, che P sia
I'origine delle coordinate e che I'iperpiano {zx > 0} contenga ). Si tratta
ora di verificare che il funzionale

z»—>/|x—z|dx
0

non ha un minimo per z = 0. Con un semplice calcolo si trova che

r—Zz

VFE(z)= P dz
Da cio segue che
OF gy = — [ g4z <0
Ozn a |z|
poiché xy e positiva su 2. L’origine non puo quindi essere ottimale. O]

Teorema 6.20. Sia Q) un sottoinsieme convesso aperto di RYN. Allora esi-
stono reali positivi ly e do tali che se l < ly e Yo € l'insieme che risolve il
problema di ottimizzazione 6.1, allora si ha d(3,09) > dy. In particolare, si
avra, per 1 <ly, Yop N 0N = 2.

Dimostrazione. Consideriamo i seguenti funzionali definiti sulla classe dei
chiusi connessi di € al variare di [ >0

Jod(z,%) dz se HY(X) <1

00 altrimenti

F(s) = {
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Il I-limite per I — 0% ¢ il funzionale

Fo(%) ::{ &d(w,E) de = [,z —p| dz se ¥ = {p}

altrimenti

Infatti se [, ;== H'(X,) \,0e X, ', allora H'(X) = 0 per il teorema 1.21
(teorema di Gotab). Abbiamo quindi

S ={p}, Fo(®) = lim F,(5,)

Supponiamo per assurdo che esista una successione [,, — 0 e insiemi otti-
mali X3, per il problema 6.1 con [ = [, rispettivamente tali che d(3,,, 92) — 0.
A meno di estrarre una sottosuccessione possiamo supporre che ¥,, — X per
la convergenza di Hausdorff. Allora H'(X) = 0 e, per il lemma 1.8, ¥ = {p} e
p € 0L). Poiché la I'-convergenza comporta che minimi convergano a minimi,
I'insieme {p} & un minimo del funzionale Fy, cioé & un insieme ottimale per
il problema 6.1 con [ = 0. Cio ¢ assurdo per il lemma 6.19. O]

6.4.4 Stime asintotiche

Dato un reale positivo [, indichiamo con V() il valore minimo del costo del
trasporto al variare della regione di Dirichlet fra i chiusi connessi di lunghezza
minore o uguale a [:

V(1) := inf {/ d(x,¥) dz : ¥ chiuso connesso di Q, H! () < l}
Q

In questa sezione presentiamo un risultato che stima I’andamento di V(1) per
[ — o0o0. Avremo bisogno di questo lemma.

Lemma 6.21. Sia N > 1. Sia Q un ipercubo di RY. Supponiamo che Q
sia diwiso in ipercubt di lato € > 0. Se l ¢ la lunghezza di una curva lipschi-
tziana v : [0,1] — RN e k ¢ il numero di ipercubi di lato € che intersecano
[tmmagine di v, allora

l
E<ci—+c
€
per opportune costanti ci, co non dipendenti da [ o €.

Dimostrazione. Basta notare che, affiché una curva v intersechi 'unione di
2V 1+ 1 ipercubi di lato ¢, la sua lunghezza deve essere almeno . Questo
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perché ci sono almeno due ipercubi distanti almeno . Proporzionalmente si
dovra avere

k €
2N +1
da cui segue facilmente la tesi. O]

l>

Teorema 6.22. Sia Q un aperto di RN,N > 1. Allora esistono costanti
c,C' >0 tali che
c<VIOIVNY <

Le costanti dipendono solo da §) (e da N ).

Dimostrazione. Chiamiamo Zépt

do la lunghezza della regione di Dirichlet viene posta minore o uguale a [.

I'insieme ottimale per il problema 6.1 quan-

Osserviamo che la lunghezza dell'insieme ottimale X, , & esattamente [. Infat-

ti, se fosse minore, considerando l'unione di ¥/ , e di un segmento in modo

!
op
che la lunghezza totale sia [ si ottiene un insieme la cui distanza media ¢

strettamente inferiore.

Senza perdita di generalita possiamo supporre che Zf)p
da una curva lipschitziana v di lunghezza al piu 2[. Sia () un ipercubo di lato

€ > 0 contenuto in 2. Allora

/ d(z,%h,) do > / d(z,%5,) dz
Q Q

, sla parametrizzato

Sia Q. uno dei cubi in cui & stato diviso @ che non interseca X} ,. Per 0 <

o < 1 abbiamo

/ d(x, Ef,pt) dz > / d(z, Zlopt) dz >
e aQe
> LY (aQ.)(1 — a)e = LY(Q)aN (1 — a)e = Mo (1 — )

Si trova infine, studiando la funzione o — oV (1 — ),
N+1

d(z,%. ) do > ————
/E (ZE, opt) x_3(N+]_)

l

opts» @bblamo

Se k' & il numero di ipercubi che non intersecano X

; k/€N+1
by >
/Qd(xa opt) dl’ - 3(N—|— 1)
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N

Tenuto conto che in @ ci sono k + k' = ¢~ ipercubi, per il lemma 6.21 si

trova che

/d(x,Zl ) dz > / d(z, %! ) de > e — cile? — cpe™ !
Q Q

opt opt

Le costanti ¢y, ¢ sono quelle del lemma, quindi non dipendono da € o da [.
Ponendo ¢ = ¢l'/0=N) i trova

opt

/d(x,Zl ) de > ll/(I*N)(c— crcN — C2CN+1lN/(1fN)) >
Q
> V=N (e — ¢y M)

N

Scegliendo quindi ¢ in modo che ¢ — ¢;¢” sia positivo, si ottiene la stima dal

basso cercata.

La stima dall’alto si ottiene facilmente. Sia L un iperpiano che interseca
QesiaT := LNQ. Su () consideriamo un reticolo R di lato €. Poiché un
ipercubo (N — 1)-dimensionale ha 2V~ vertici, (N — 1)2¥=2 vertici e ogni
spigolo ¢ in comune a 2V~2 cubi

HYUT) (N - 1)2V2% _ C

N-1
H (T N R) < eN-1 IN-2 — eN-2

Sia Y 'unione T'N R e dei segmenti perpendicolari a L e passanti per i vertici
di R che stanno in 7T'. Allora

1 C’
H(E) = x5 (6.11)
Per costruzione abbiamo che
supd(z, %) < ("¢
zeN
quindi
/ d(z,%) de < C"e (6.12)
9

Ponendo allora ¢ := (C')"/0=N) si ottiene la stima cercata avendo trovato
per la (6.11) un sottoinsieme ¥ chiuso e connesso di Q di lunghezza minore
o uguale a [ per cui vale la (6.12). O
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Analogamente a quanto visto nella sezione 6.2.3 si puo considerare il
funzionale

T(X)/ V() se HYE) <I
400 altrimenti

7i(s) - {

In questo caso e stato recentemente dimostrato da Tilli e Mosconi che il
I'-limite e dato da

To(\) = K /Q fH(@)AVEN)

per una opportuna costante K. Cio implica in particolare che, asintotica-
mente, la misura ottimale & proporzionale a (f*(x))N=V/N per L — +oo.

Inoltre si pensa che K = 1/4.
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Capitolo 7

Un modello di ottimizzazione
urbana

7.1 1l problema dell’'urban planning

I1 problema che poniamo in questo capitolo (che chiameremo urban plan-
ning) ¢ una generalizzazione dei problemi studiati precedentemente. Date
due misure positive ut e p~ che rappresentano rispettivamente la densita
di abitanti e quella di posti di lavoro, si vuole minimizzare il costo medio
secondo una metrica che tiene conto di una linea di trasporti X. Se vediamo
Y. come una rete di trasporti, una metropolitana ad esempio, la distanza che
introdurremo attribuisce un costo non nullo al trasporto effettuato su X, cioe
il costo del biglietto. Nella figura 7.1 si trova un esempio della situazione:
sono evidenziate la linea di trasporti, la zona residenziale e quella lavorativa.

Per maggiore precisione enunciamo il problema nella sua generalita.

Problema 7.1 (Urban Planning). Sia (2 una aperto limitato di RY e X
un chiuso connesso di §. Siano inoltre u* e p~ due misure positive finite su
Q. Definiamo

ds(z,y) = inf{Q(H (v \ X)) + ¥(H' (yN X)) :
7 chiuso connesso, {z,y} C~vCQ} (7.1)

® e ¥ sono funzioni R — R semicontinue inferiormente, positive su [0, col.
Supponiamo ® e ¥ crescenti. Indichiamo con 7'(X) il costo del trasporto
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Figura 7.1: il problema dell’'urban planning

ottimale per la metrica definita da X

T(X) = inf{/ ds(z,y) dp = pu >0, w;ﬂ =u", Tl = N_}
Qx0
Allora si chiede di minimizzare il funzionale
Y — T(Z)

nella classe dei sottoinsiemi ¥ di € chiusi connessi e di lunghezza minore o
uguale a I, H'(X) < L.

Facciamo notare che ®(t) e W(t) rappresentano rispettivamente la fatica
che si fa a percorrere un tratto di lunghezza t senza mezzo di trasporto e il
costo del biglietto per percorrere un tratto di metropolitana di lunghezza t.

Sono di interesse gli stessi quesiti per i problemi di irrigation trattati in
precedenza. In particolare ha interesse lo studio dell’esistenza di un insieme
) ottimale e di eventuali proprieta di regolarita. Qui tratteremo il problema
dell’esistenza.

7.2 Esistenza dell’insieme ottimale

In questa sezione ci interessera l’esistenza di un X ottimale. Presentiamo il
nostro primo risultato di esistenza. Notiamo che il caso a = 0 ¢ gia stato
dimostrato nel capitolo precedente (teorema 6.9).
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Teorema 7.2. Supponiamo che ®(t) =t e che VU(t) = aljp(t), a > 0.
Allora esiste un chiuso connesso X ottimale nella classe dei chiusi connesss
con HY(Z) < L.

Dimostrazione. In questo caso si verifica facilmente che
ds(z,y) = da(z,y) A (d(z, ) +d(y, X) + a)

Consideriamo una successione minimizzante {¥, },en € indichiamo con T il

limite di T'(%,). Per il teorema di 1.15 possiamo supporre che ¥, Y a
meno di sottosuccessioni, quindi

dy,, — dy uniformemente

Sia p, una misura tale che

T(Zn) = / 7d2n(flf,y) d:un
QxQ
A meno di sottosuccessioni possiamo supporre che p,, —* p.
Vogliamo vedere che Y e I'insieme ottimale cercato. Subito si trova che il
limite debole p soddisfa le giuste condizioni sui marginali. Abbiamo

/dz(x,y) du—/ Cds, (x,y) dp, =
QxQ

OxQ

= /Q . (ds(z,y) — ds, (z,y)) dun +/ ds(z,y) d(p — pn)

QxQ
Il primo addendo del secondo membro converge a zero grazie al fatto che
fissato € > 0, definitivamente si ha che —e < dy, — dy, < € e quindi

—epn(Q x Q) < / ds(z,y) — dy, (2,y) dpn < e (2 x Q)
QxQ

e tn(Q x Q) — u(Q x Q). Il secondo addendo invece converge a zero per
definizione di convergenza debole. Vale dunque che

T<TX)< / ds(z,y) dp = lim Cds, (z,y) dpp, = lim T(E,) =T

Ox0 =0 JOxQ

quindi 7'(3) = T che ¢ la tesi. O
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Un altro caso di cui ci siamo occupati ¢ quello dei costi lineari, cioe
O(t) = at e U(t) = Pt, con a > . 1l risultato di esistenza segue da una
generalizzazione del teorema di Gotab. Per maggiore chiarezza spezziamo la
dimostrazione in due parti. La prima parte e un risultato di localizzazione,
mentre il secondo e proprio il teorema che ci interessa.

Teorema 7.3 (Localizzazione del teorema di Gotab). Sia {I', },en una
successione di chiusi connessi di uno spazio metrico X convergenti per la
metrica di Hausdorff a un chiuso connesso I'. Sia U un sottoinsieme aperto
di X. Allora

HYT NU) < liminf H'(T,, N U)

n—oo

Dimostrazione. Definiamo una successione p,, di misure ponendo
pn(B) =HYBNT,) = H'.T,(B)

per ogni boreliano B. A meno di sottosuccessioni si puo supporre che pu,, —*
. Con ragionamenti prima di densita poi basati sul secondo teorema di
rettificabilita (teorema 1.17) si dimostra che

u(By(x)) = 2r' (7.2)
per ogni 7’ < r < diam(T") e per H'-quasi-ogni z € T. E chiaro che pn U

converge per la topologia debole* a uLU. Quindi per H!-quasi-ogni x € 'NU
per la misura p U vale ancora la stima (7.2), da cui

O(ul,z)>1
e quindi
HYTNU) < pU(X) < liminf g, U(X) = lim inf HY(T,, N U)

che ¢ la tesi. O

Teorema 7.4 (Teorema di Golab generalizzato). Siano T, e %, due
successioni di chiusi convergenti a I' e X rispettivamente, 1", connessi. Allora

HY T\ X) < ligriglle(Fn \ 2,) (7.3)
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Dimostrazione. Sia A = I' N Y. Poiché
Jr\a)=r\z
e>0

abbiamo che

lim HY T\ A) = HY(T\ ¥)

e—0

Tenuto conto che definitivamente
per la localizzazione del teorema di Golab (teorema 7.3) abbiamo allora

HYT\ A) < liminf HY(T,, \ A.) < liminf H*(T, \ X,,)

n—oo n—oo

Passando al limite per ¢ — 0 si ottiene la tesi. O]
Abbiamo bisogno anche del seguente lemma di carattere generale.

Lemma 7.5. Sia X uno spazio metrico compatto. La successione di funzioni
continue definite su X a valori reali {f,}nen converge uniformemente alla
funzione continua f se e soltanto se per ogni x € X e per ogni successione
{Zp}nen convergente a x si ha lim f,(z,) = f(z).

Dimostrazione.

= Supponiamo che f,, — f uniformemente e x,, — x. Allora

[f (@) = falza)| < 1f(2) = fl@n)] + [f(2n) = foln)]

Il primo addendo del secondo membro tende a zero per continuita di f,
mentre il secondo grazie alla convergenza uniforme di f, verso f. Da
cio

lim f(2,) = f(2)

n—~oo

< Per dimostrare I'altra implicazione, supponiamo per assurdo che f,, non
converga uniformemente a f. Allora esiste un € > 0 e una successione
crescente di interi positivi {n}ren tali che

|f<5;nk) - fnk(‘%nkﬂ 2 &
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per un opportuno Z,,. Grazie alla compattezza di X si puo supporre a
meno di estrarre sottosuccessioni che z,, — x. Definiamo

In, sen =mny per qualche k
Tp = . .
x altrimenti

Allora z,, — x e quindi f,(z,) — f(x). In particolare f,, (z,,) — f(x)
che ¢ assurdo perché

Segue un secondo risultato di esistenza.

Teorema 7.6. Supponiamo che ®(t) = at e V(t) = ft, con a > (. Allora
esiste un chiuso connesso > ottimale nella classe dei chiusi connessi con

HY(Z) <.

. . . . H o«
Dimostrazione. Vogliamo vedere che anche in questo caso se >, — X € una
successione minimizzante, allora dy,, — dy uniformemente a meno di estrarre
una sottosuccessione. Per fare cio mostriamo che

dg(l‘, y) < lim inf dZn (:En? yn)7 lim sup dEn (xna yn) < dg(l’, y)

n—oo

per ogni coppia di punti tali che x,, — x e y, — y a meno di sottosuccessioni.
Grazie al lemma 7.5 seguira la convergenza uniforme. Osserviamo che

aH (y\ B) + BH' (YN E) = (@ = HH (1(1) \ B) + BH' (1(1))

Fissiamo un € > 0. Per ogni intero n sia 7, una chiuso connesso contenente
ZTp a Y, in modo che

(o = BYH (3(1) \ Zn) + BH (3u(1)) < ds, (w0, yn) + €

Pur di prendere n grande, possiamo supporre che dg(x,, ) < € e do(yn,y) <
€. Se v, e v, sono curve di lunghezza minore di 2¢ che connettono x,, a x e
Yn a y rispettivamente, per la curva v/, = v, U7, U, avremo che

(o = BYH (v (1) \ Bn) + BH (v (1) < ds, (@0, yn) + 5e

. - . H
A meno di sottosuccessioni possiamo supporre che 4/, — v per qualche curva
7. Poiché le curve 7/ contengono i punti x e y, anche il limite 7 contiene
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7.2. Esistenza dell’insieme ottimale

i punti z e y. Per il teorema di Gotab e il teorema di Gotab generalizzato,
abbiamo allora che

ds(z,y) < (a = B)H' (v(1) \ B) + B (y(1)) < liminf dy, (24, ya) + Be

da cui che dx(z,y) < liminf, ds, (,, yn)-

Prendendo una curva v da x a y e curve v, da z, a y, si dimostra che
limsup,, ds., (n, yn) < ds(x,y).

La dimostrazione si conclude in modo analogo al primo risultato di
esistenza. H
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Appendice A

Note sulla teoria della misura

In questa appendice (X, d) sara uno spazio metrico fissato.

A.1 Alcune tecniche di teoria della misura

Definizione A.1 (o-algebra di insiemi o tribu). Una sottoclasse F di
P(X) che soddisfa le seguenti tre proprieta

1. oeF
2. Ae F — A°e F

3. A€ FperognineN = A=, yAn €F

neN

e detta o-algebra di insiemi o tribu. Tuttavia in seguito, dicendo o-algebra,
intenderemo o-algebra di insiemi.

Definizione A.2 (Misura esterna). Una funzione p : P(X) — [0, +o0]
tale che

L. u(@)=0

2. p e numerabilmente subadditiva, cioe

AcJAn = wA) <D uA)

neN neN
¢ detta misura esterna.
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A.1. Alcune tecniche di teoria della misura

Definizione A.3 (Misura). Sia ; una misura esterna e F una o-algebra.
w si dice numerabilmente additiva su F se per ogni successione {A, ey di
elementi di F a due a due disgiunti

A=JA, = uA) =) A

neN neN

In tal caso, p si dice una misura su F.

Il seguente metodo per passare da una misura esterna a una misura e
dovuto a Carathéodory.

Definizione A.4 (Misurabilita secondo Carathéodory). Sia p una
misura esterna. Un sottoinsieme A di X ¢ detto pu-misurabile se

W(F) = u(F 1A + p(F 0 AY)
per ogni sottoinsieme F' di X.

Teorema A.5 (Carathéodory). Se p é una misura, la classe dei sottoin-
siemi di X p-masurabili € una o-algebra.

Dimostrazione. Per la dimostrazione vedi, ad esempio, [3]. O]

Definizione A.6 (Misura esterna regolare). Una misura esterna p tale
che per ogni sottoinsieme A di X esiste un insieme p-misurabile B con A C B
e u(A) = pu(B), e detta misura esterna regolare.

Definizione A.7 (Insiemi distanti). Siano A e B due sottoinsiemi di X.
A e B si dicono distanti se

d(A,B) =inf{d(x,y) :x € A,y € B} >0
Naturalmente, due insiemi distanti sono disgiunti.

Definizione A.8 (Addivita sui distanti). Una misura esterna p si dice
additiva sui distanti se si ha

u(AU B) = u(A) + w(B)
ogni volta che A e B sono insiemi distanti.

Teorema A.9 (Carathéodory). Sia p una misura esterna additiva sui
distanti. Allora i boreliani sono p-misurabili.
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A.1. Alcune tecniche di teoria della misura

Dimostrazione. Dimostriamo la tesi per i sottoinsiemi chiusi. Sia C' un chiuso
non vuoto. Vogliamo vedere che

p(F) = p(F N C) + p(FNee)

per ogni sottoinsieme F' di X. Se u(F') = oo & ovvio. Altrimenti definiamo

Dy :={x:d(z,C)>1}, D,:={x: 2% <d(z,C) < 2n1_1}

Poiché due D,, non consecutivi sono distanti abbiamo per ogni m

W(F) = u(F 1 Do) = S 4P D)
n=0 n=0
p(F) > p(F N U Doypi1 ZM(F N Dapi1)
n=0 n=0

da cui segue
Z uw(FND,) < oo
n=0
Grazie al fatto che C' e DyU Dy U ---U D,, sono distanti

w(F) > p((FNC)U FmUD FmO)+uFmUD
> p(FNC)+pu(FNC) = > u(FND,) (Ad)

Passando al limite per m — o0, il terzo addendo ¢ infinitesimo e si ottiene la
tesi per i sottoinsiemi chiusi. Siccome i boreliani sono la piu piccola o-algebra
contente i chiusi, il teorema e dimostrato. O
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Appendice B

Multifunzioni

Dati un insieme €2, una c-algebra A e una misura pu su € finita (che sup-
porremo di massa totale unitaria) ci chiediamo se per ogni famiglia (non
necessariamente numerabile) di insiemi misurabili {A4;};c; esista un insieme
misurabile A tale che siano soddisfatte le seguenti due condizioni:

o A, C,, Aperogniiel
o Se A; Cyo A’ perogniie I, allora AC,, A

Per fare questo seguiremo essenzialmente [21] e [26] dimostrando 'esistenza
di un fatto piu generale.

B.1 Esistenza dell’estremo superiore essen-
ziale di variabili aleatorie

Definizione B.1. Date due variabili aleatorie reali X e Y diciamo
def
X —q.o. Y < H({X 7& Y}> =0

Si verifica che questa relazione ¢ di equivalenza. Nel seguito pero confon-
deremo spesso una variabile aleatoria X con la sua classe di equivalenza.
Definiamo

X <oV EL p({X > Y} =0
<4.0. induce una relazione riflessiva, simmetrica e transitiva sulle classi di
equivalenza della relazione appena definita.
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B.1. Esistenza dell’estremo superiore essenziale di variabili aleatorie

Teorema B.2. Sia data una famiglia {X;}ier di variabili aleatore definite
su Q. Allora esiste una variabile aleatoria reale U tale che

1. Xz Sq.o. U
2. Xz Sq.o. Y = U Sq.o. Y

Inoltre U e unica per la relazione di equivalenza definita sopra e si puo trovare
un sottoinsieme numerabile Jy di I tale che

U = sup X
Jj€do

Dimostrazione. Se l'insieme degli indici I € numerabile poniamo semplice-
mente U = sup;c; X;. Si verifica immediatamente che U soddisfa la tesi.
Infatti si vede subito che X; <,, U. Inoltre poiché

{v <U} = J{y < X3}

si trova che
p{Y <UD <) u{y < Xi}) =0

iel
dacui U <;, Y.
Se I'insieme I non & numerabile sia f : R — R continua e crescente (un
omeomorfismo crescente di R in un intervallo compatto di R). Poniamo

M = sup/ f(sup X ;) du
J Q

al variare di J fra i sottoinsiemi numerabili di /. Abbiamo indicato con X la
variabile aleatoria sup;.; X;. In realta M ¢ assunto: se J,, sono sottoinsiemi
numerabili di / tali che

1
M—Sup/ flsup X,) dp <
Q

Jn n
sia J] = Uj<j<nJp. Si ha allora, a maggior ragione dato che f & crescente,

1
M—sup/f(supXJ;L) dp < —
7, Ja n

Inoltre J;, ¢ numerabile e J), C J; ;. Ponendo allora

Jo=JJ,

neN
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B.1. Esistenza dell’estremo superiore essenziale di variabili aleatorie

si vede che
M= sup/ f(sup X5,) dp
0

Jo
Posto U = X;,, ¢ immediato vedere che, se per ogni variabile aleatoria Y vale
Xi <q0. Y perognii € I, allora U <., Y. Per completare la dimostrazione
notiamo che, poiché Jy realizza 1’estremo superiore, per ogni ¢ € [

/f(SUP{Xi,U}) dp:/f(supU) du=M
0 0

Quindi, per le proprieta dellintegrale e la crescenza di f, si ha f(U) =,..
f(sup{X;,U}) e poiché f & un omeomorfismo, f(U) =,, sup{X;, U}, cioe
Xi <40 U. L'unicita di U segue immediatamente: se V' gode delle stesse
proprieta di U allora U <,, V eV <,, U dacuiU =4, V. O

Adattando la dimostrazione precedente si prova il seguente teorema.

Teorema B.3. Sia data una famiglia {X;}ic; di variabili aleatore definite
su ). Allora esiste una variabile aleatoria reale L tale che

1. L <, X; perognii el
2. Y <40 Xiperognit el = Y <, L

Inoltre L ¢ unica per la relazione di equivalenza definita sopra e si puo trovare
un sottoinsieme numerabile Jo di I tale che
U= inf Xj
Jj€Jo
Definizione B.4 (Estremo superiore e inferiore essenziale). Sia data
una famiglia {X;};c; di variabili aleatore definite su Q. Allora
p-ess sup X; :=U
iel
p-ess inf X; := L
el
Dove U e L sono le funzioni dei teoremi B.2 e B.3.

Osservazione B.5. In particolare se X; = I4,, la funzione caratteristica di A4;,
risulta che
p-ess sup X; =sup X; = I4 dove A = U A;

iel i€Jo icJo

- inf X; = inf X; =14 d A = A,
W esiselln i l'1€1r1JO i 4 dove D i
i€Jo
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B.1. Esistenza dell’estremo superiore essenziale di variabili aleatorie

L’osservazione precendente ci permette di dare la seguente definizione.

Definizione B.6. Data una famiglia di insiemi {A; };c; definiamo

[1-€8S U A=A
il

Ji-esS m A=A
icl

dove A e A’ sono come nell’osservazione precedente. A e A’ sono dette ri-
spettivamente 'unione essenziale e 1'intersezione essenziale della famiglia di
insiemi {A; }ier.

Teorema B.7. Sia {A;}ier una famiglia di insiemi e sia A la loro unione
essenziale. Allora valgono le sequenti proprieta:

1. A; Cyo. A per ognii € 1
2. Se A; Cy0 B per ognii € I, allora AC,, B

3. FEsiste un sottoinsieme numerabile Jy di I tale che A = UieJO A;

Invece, se A" denota lintersezione essenziale della famiglia di insiemi
{A;}ier allora

1. A C,, A perognii el
2. Se B' C,, A; per ognii € I, allora B C,, A’

3. Esiste un sottoinsieme numerabile Jo di I tale che A’ = ﬂiEJo A;

Dimostrazione. Dimostreremo solo la prima parte della dimostrazione es-
sendo la seconda del tutto analoga. Per le proprieta dell’estremo superiore
essenziale di variabili aleatorie e per come e stata definita I'unione essenziale
della famiglia di insiemi {A4;};es

Iy,

2

<go. p-esssuply, = I4 perognii € [
iel
da cui immediatamente

A; Cpo. A perogniiel
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B.2. Esistenza dell’estremo superiore essenziale di multifunzioni

Per quanto riguarda il secondo punto se A; C,, B per ogni ¢ € I, allora
Ia, <40 Ip perognicel

Poiché I, e I'estremo superiore essenziale della famiglia si trova che
In <40 Ip perognicel

da cui A C,, B. Infine il terzo punto segue da quanto ¢ stato scritto
nell’osservazione B.5. O

B.2 Esistenza dell’estremo superiore essen-
ziale di multifunzioni

Ora vogliamo presentare un risultato sulle multifunzioni a valori nei chiusi
di un spazio. Prima pero definiamo cosa ¢ una multifunzione.

Definizione B.8 (Multifunzioni). Siano E e F' due insiemi. Una multi-
funzione da E a F' & una applicazione

I: B —oF

Il grafico della multifunzione I' € il sottoinsieme del prodotto cartesiano E x F’
definito da
graphl' := {(z,y) e ExX F : yeI'(x)}

Equivalentemente, una multifunzione si ottiene prendendo un sottoinsie-
me del prodotto G = E x F' che corrisponde al suo grafico. Le definizioni
sono equivalenti in base alla formula

I(z)={yeF : (z,y) €G}

Talora se per ogni « € F si ha che I'(x) € A dove A ¢ un sottoinsieme fissato
di 27, la multifunzione ¢ detta a valori in .A. Molto spesso A sard l'insieme
dei sottoinsiemi convessi e compatti di una spazio vettoriale topologico lo-
calmente convesso e separabile. Altre volte sara il sottoinsieme dell’insieme
delle parti di uno spazio topologico costituito dai chiusi.

Definizione B.9 (Sezione). Data una multifunzione I' da E in F' una
sezione di I € una applicazione f : £ — F tale che f(x) € I'(x) per ogni
x € E. Una sezione nel senso che abbiamo definito non & altro che una sezione
della mappa suriettiva 7 : graph[' — E, la proiezione del grafico di I" su E.
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B.2. Esistenza dell’estremo superiore essenziale di multifunzioni

Definizione B.10 (Scalare misurabilita). Una multifunzione I' definita
su uno spazio misurabile (£2,.4) a valori nei sottoinsiemi convessi e compatti
di uno spazio vettoriale topologico localmente convesso e separabile ¢ detta
scalarmente misurabile se I'applicazione

wi— (@, I'(z)) = sup {(z',2) : 2 €(w)}
¢ misurabile per ogni 2’ € E'.

Non vogliamo approfondire troppo lo studio delle multifunzioni. I risulta-
ti che qui presentiamo sono essenziali per i nostri scopi, per stabilire alcune
proprieta del piano tangente a una misura introdotto nel capitolo 5. Le di-
mostrazioni degli enunciati che qui presentiamo si possono trovare in [26] in
forma pin generale (la teoria viene sviluppata per spazi vettoriali topologici
localmente convessi e separabili facendo uso della topologia di Mackey).

Proposizione B.11. Sia T' una multifunzione da (2, A) in RN a valori nei
sottoinsiemi convessi compatti di RN . Supponiamo inoltre che I' sia scalar-
mente misurabile. Allora si puo trovare una famiglia numerabile { f,}nen di
sezioni scalarmente misurabili tali che

{falw) : neN} =T(w)
per ogni w € €.
Dimostrazione. La dimostrazione si puo trovare in [26]. [

Se I' e ¥ sono multifunzioni a valori convessi compatti, possiamo
introdurre la relazione d’ordine data da

' <Y <= I'(w) Cyo. I'(w) per ogniw € 2

Proposizione B.12. Sia ¥ una multifunzione da (9, A) in RN a valori
nei sottoinsiemi convessi compatti di RY. Sia & linsieme delle multifunzio-
ni T scalarmente misurabili a valori nei convessi compatti di RN tali che
I'(w) Cho X(w) per ogni w € Q. Allora ogni sottoinsieme . di & am-
mette un estremo superiore ® e un estremo inferiore W che vengono detti
rispettivamente estremo superiore essenziale e estremo inferiore essenziale di

.
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B.2. Esistenza dell’estremo superiore essenziale di multifunzioni

Dimostrazione. Poniamo
p(z*, K) =sup {(z,2%) : z € K}

{z* — @(z*,K)} ¢ la funzione d’appoggio di K. Sia x} una successione
densa in RY. Grazie al teorema B.2, per ogni n possiamo trovare un sot-
toinsieme numerabile .#, di . tale che I'estremo superiore (essenziale) delle
applicazioni

{w oz, T(w)}
al variare di I in .}, sia uguale all’estremo superiore essenziale della famiglia
di applicazioni
{w oz, T(w)}
al variare di I" in .. Poniamo allora
d(w) =70 (U {T(w) : T'e yn})
neN

(co(A) denota il pin piccolo convesso chiuso contenente A). ® & scalarmente
misurabile poiché

pl(a’, ®(w)) = sup{p(e’,.T(w)) : Te ()7}

neN

® ¢ la multifunzione cercata perché
<A perognil'e Y — &< A
e ' < ® per ogni I' in . grazie al fatto che per ogni n e per quasi-ogni-w

o, P(w)) > (), T(w)) O

Per quanto riguarda 'esistenza di ¥, e un fatto generale che se in un insieme
ordinato ogni sottoinsieme ha un estremo superiore, allora ogni sottoinsieme
ha anche un estremo inferiore.

Un enunciato analogo che non utilizza la convessita ¢ il seguente.

Proposizione B.13. Sia E uno spazio topologico metrizzabile e separabile.
Sia & lo spazio delle multiapplicazioni I' da Q0 a valori nei chiusi di E tali
che linsieme

I(U):={weQ : T(w)NU # o}
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B.2. Esistenza dell’estremo superiore essenziale di multifunzioni

sia misurabile per ogni aperto U di E. Allora ogni sottoinsieme . di &
ammette un estremo superiore ® e un estremo inferiore ¥ che vengono detti
rispettivamente estremo superiore essenziale e estremo inferiore essenziale di

.

Dimostrazione. Sia {x,},eny una successione densa in E. Consideriamo per
ogni p > 1 la famiglia numerabile di palle aperte data da {B,,,}nen dove
B, = B(xn,1/p). Grazie al teorema B.2, per ogni n possiamo trovare un
sottoinsieme numerabile ., di (.5) tale che I'unione (essenziale) degli insiemi
I'"(B,,) al variare di I in .¥}, sia uguale all’'unione essenziale degli insiemi
I'"(B,,) al variare di I" in .. Definiamo allora

O(w) = {T(w) : T € Unen}
Abbiamo che ® € &, poiché se U & un aperto
o~ (U) = J{T"(U) : T € Upensn}

Chiaramente ogni maggiorante di . ¢ maggiore o uguale di ®. Per vedere

che ® & un maggiorante di .% si prenda [' € .. Per p > 1 e w € {2 poniamo
Jpw)={neN : wel (B,,)}

Ip(w) = U{Bn,p t € Jy(w)}
Allora
P(w) = () Tp(w)

p>1

Inoltre se poniamo

J;(w) ={neN:we q)i(Bn,p)}

D, (w) = U{Bn,p n€ J(w)}

Avendo per ogni n € N che I'insieme

{weQ : neJy(w)}=T"(B,,)
e contenuto a meno di insiemi di misura nulla in

P (Byy) ={weQ : ne J(w)}

segue che I'), C,, @, dacui I' G, P. O
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