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1. Aufgabe (7 Punkte)
Man diskutiere die Methode der Eigenfunktionsentwicklung fiir:

U = Ugg, (x,t) € (0,L) x (0,00),
u(0,t) = w(0,t), wu(L,t) = 0, t>0,
u(z,0) = f(x), x€(0,L).

Hinweis: Entwickeln Sie nach Eigenwerten/Eigenfunktionen (wo liegen die Eigenwerte?); priifen
Sie die Voraussetzungen fiir den Entwicklungssatz einzeln nach: Invertierbarkeit von L (L = 02
mit geeignetem Definitionsbereich!); Symmetrie; Kompaktheit von L~ auf L?(0, L) (betrachten
Sie dazu die Abbildung f +— L™1f = v mit vy, = f € L?(0, L), v:(0) — v(0) = 0, v(L) = 0. v
kann dann durch zweimalige Integration explizit dargestellt werden).

2. Aufgabe (7 Punkte)
Man betrachte die Schriodingergleichung fiir die komplexwertige Wellenfunktion wu:
(%) — Uy = Uy — V(x)u = Lu auf QCR, teR,

mit homogenen Randbedingungen und dem Anfangswert u(t = 0) = wuy € L*(f).
Das reellwertige Potential V' € L>°(Q) sei gegeben.

a) Losen Sie die Gleichung mit Hilfe des Eigenwert /-funktionen—Entwicklungssatzes.
Hinweis: Betrachten Sie zuerst v(z,t) := u(:n,t)e(ivmmt) mit Viin = essinf,cq V()
b) Man zeige |[u(t)]|72(q) = |[uol|2(q) (-Massenerhaltung®) auf 2 Arten:

(i) aus der Losungsdarstellung;

(i) direkt aus der Gleichung.
Hinweis: Multiplizieren Sie die Gleichung (%) mit @ und integrieren Sie iiber (2.

c¢) Gilt hier auch die Regularisierung von parabolischen Gleichungen, d.h.
aus ug € L*(Q) = u(t) € Hy(Q), t > 0?
3. Aufgabe (6 Punkte)
Sei 2 = (0, 7). Losen Sie die Gleichung
Uy — Ugy = 0 mit wu(z,t=0) =1, w(zx,t=0) = 0,
zu den inhomogenen Randbedingungen

u(x=0,t) = 0, mit wu(z=m1t) = wsin(t).



Hinweis/Vorgehensweise: Seien (Ag, @) Eigenwerte und normierte Eigenfunktionen von —o?
mit homogenen Randbedingungen. Suchen Sie eine ,brave* Funktion ug(z,t), die die obigen
Randbedingungen erfiillt. Lésen Sie dann die Gleichung fiir v = u — ug mit einem Separations-
ansatz v(x,t) = > po; ar(t)pr(z).

Schiitzen Sie die L*(2)-Norm von u(.,t) und u(.,t) ab. Was geschieht fiir ¢ — 07?

Abgabe der Losungen am Di, 27.1.2004 bis 12 Uhr in den Briefkasten des jeweiligen
Ubungsleiters.



