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7. Ubungsblatt zur VL “Nichtlineare partielle Differentialgleichungen”
(Variationsprobleme mit einseitigen Nebenbedingungen, Variationsungleichungen)

1. Aufgabe (7.5 Punkte)

Sei Q2 C R™ ein beschriinktes Gebiet mit glattem Rand und f € L*(Q).

(i) Zeigen Sie, dass ein eindeutiger Minimierer u € U von

1
E(w) = /— Vw|* — fwdzx
Q2
existiert, wobei

U :={weHjQ) | |[Vw| <1 fiinQ}.

(ii) Beweisen Sie die Ungleichung

/Vu-V(w—u)dm > /f(w—u)dm, VweUl.
Q Q

2. Aufgabe (5 Punkte)

Seien 2 := (—1,1) C R und F das folgende Energie-Funktional:
/ 1
E(u) = /§(U/)2 — fudz
|

L, |z|>05
1) { —2, |z|<05.

Losen Sie folgende Minimierungsprobleme “per Hand” und skizzieren (oder plotten) Sie
das Ergebnis:

(i) Minimieren Sie F in HJ (),
(i) Minimieren Sie F in {u € H}(Q) | u > 0},

(iii) Losen Sie die zugehorige Penalty-Approximation fiir ¢ > 0: schwache Losungen
von

1" 1
—u, + —u.H(—u.) = f, in(-1,1)
€
us(1) = us(—1) = 0,
wobei H die Heaviside-Funktion ist.

Hinweis zu (ii): u € H?(Q2) — laut Vorlesung .



3. Aufgabe (7.5 Punkte)

Seien ¢, f € L?(Q2),  C R™ ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand. Definiere
U= {wel’ Q) |w>¢ fiinQ}.

Zeigen Sie, dass eine eindeutige Losung v € U der Variationsungleichung

/Qu(w—u)dx > /Qf(w—u)dx, VweU

existiert.

Abgabe der Losungen am Do, 17.06. vor Vorlesungsbeginn in den Briefkasten des
Ubungsleiters.



