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12. Ubungsblatt zur VL “Nichtlineare partielle Differentialgleichungen”
(Nichtlineare Wellengleichungen)

1. Aufgabe (5 Punkte)

Sei ug € L'(R™) N L*(R™). Zeigen Sie ohne Anwendung des Interpolationssatzes 16.1 aus
der Vorlesung, dass fiir die Losung der freien Schréodinger-Gleichung
1wy = Au in R" xR,
u(t=0) = wuo
die Ungleichung
[u(®)l| o gry < Clug)(dmt)2 ", Vpel,2

gilt, wobei p’ den konjugierten Index zu p bezeichne.

Hinweis. Benutzen Sie das Lemma 12.2 aus dem Skript iiber lineare PDGLen (auch auf der
Web-Seite der Vorlesung erhiltlich).

2. Aufgabe (5 Punkte)

Fiir die lineare Wellengleichung
uy = Au in R"xR, n>2,
u(lt=0) = 0,
w(t=0) = w
gilt
lu® o < C[lurllzogn),
fiir geeignete Paare (%, %) (ndheres dazu in W.A. Strauss: Nonlinear Wave Equations,...,

. 5).

a) Bestimmen Sie b = b(n, p, q) aus der Skalierung z — Az, t — At in der Wellenglei-
chung.

b) In welchen LP-Raumen miisste u; liegen, damit
|lu(®)| 2@y < C, VteR
gilt.

3. Aufgabe (5 Punkte)

Sei
1

E(u) = / {——(Ut)2+1|vu|2+F(u) dz dt,
Rn+1 2 2

gegeben, wobei F eine geignete Funktion mit F(0) = 0 ist (vgl. Beispiel 2 im Kapitel
iber Erhaltungsgrossen in der Vorlesung). Die entsprechende Euler-Lagrange-Gleichung
ist die nichtlineare Wellengleichung (NLW) mit f(u) = F'(u).



Zeigen Sie, dass die Ortsverschiebung
Ti(s) s u(x,t) — wu(xy,...,2p+58,...,2,,1), kEe{l,...,n}

in der NLW zur Erhaltung des Impulses fiihrt, wobei die Impulsdichte durch py(u) =
ut% definiert ist.

4. Aufgabe (5 Punkte)

Zeigen Sie durch formale Rechnung, dass die lineare Wellengleichung

uy = Au in R®xR,
u(t=0) = up,

w(t=0) = w

0 1 1

gelost wird, wobei S(t) die Oberflache der Sphéire mit Ursprung in  und Radius ¢ ist.
Hinweis. Dabei gilt

durch

1/ fds = // flx+tT)sinddddp, I = (sindcosq,sindsinp,cosd).

Abgabe der Losungen am Do, 22.07. vor Vorlesungsbeginn in den Briefkasten des
Ubungsleiters.



