Eine Einfiihrung
in die Halbgruppentheorie

Wintersemester 2001
Prof. Dr. Ansgar Jiingel

Fachbereich Mathematik und Statistik
Universitat Konstanz

unkorrigiertes Vorlesungsskript



Inhaltsverzeichnis

1 Halbgruppen und Differentialgleichungen: Motivation und Bei-

spiele

Intermezzo 1: Etwas Funktionalanalysis

3

7

2 Gleichméfig stetige Halbgruppen linearer beschrinkter Opera-

toren
3 Stark stetige Halbgruppen linearer beschrinkter Operatoren

Intermezzo 2: Homogene Wirmeleitungsgleichung

16

21

39

4 Charakterisierung infinitesimaler Generatoren von Cy-Halbgrup-

pen
5 Gruppen und duale Halbgruppen
Intermezzo 3: Schrodingergleichung
Intermezzo 4: Wellengleichung
6 Differenzierbare und analytische Halbgruppen
7 Storungen von Halbgruppen
Intermezzo 5: Schrédingergleichung mit Potential
8 Das abstrakte Cauchyproblem
9 Asymptotisches Verhalten von Lésungen
Intermezzo 6: Inhomogene Wirmeleitungsgleichung
10 Semilineare Cauchyprobleme
Intermezzo 7: Eine nichtlineare Schrdingergleichung
Ubungsaufgaben
Lésungshinweise zu den Ubungsaufgaben

Literatur

42

53

63

65

69

83

91

95

108

114

116

121

127

132

133



1 Halbgruppen und Differentialgleichungen: Mo-
tivation und Beispiele

Die Halbgruppentheorie kann als eine Verallgemeinerung der Theorie der gewhn-
lichen Differentialgleichungen aufgefafit werden. Sie vereint Techniken aus der
Funktionalanalysis und der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen. Eines
ihrer Ziele ist die Untersuchung von linearen und nichtlinearen partiellen Dif-
ferentialgleichungen und der Existenz, Eindeutigkeit und Regularitéit von deren
Losungen.

Wir beginnen mit einem Beispiel.

Beispiel 1.1 Wirmeleitungsgleichung

Wir wollen die zeitliche Entwicklung der Temperatur in einem schlecht isolierten
Kiihlschrank untersuchen. Der Kiihlschrank sei durch einen zweidimensionalen
Schnitt  C R? reprisentiert (siehe Abbildung 1.1). Wir nehmen an, daf die

Abbildung 1.1: Schematischer Schnitt durch einen Kiihlschrank.

Summe aus der zeitlichen Anderung der Temperatur u = u(z,t) und der Diver-
genz des Warmeflusses J gleich dem Quellterm f ist:

ou .
a + leJ = f,

wobel

g - zeq
f(“")_{ 0 : zeMQ,
das Kiihlaggregat modelliere und @) C €2, ¢ € R seien. Der Warmefluf§ ist gegeben

durch den (negativen) Gradienten der Temperatur (beachte, da8 der Gradient in
die Richtung des grofiten Anstiegs zeigt):

J = —Vu.



Daher erhalten wir:

%—Au:f, reQ, t>0. (1.1)

Diese Gleichung ist eine partielle Differentialgleichung. Wir nehmen an, dafl die
Temperatur an den Kiihlschrankwinden 02 konstant ist:

u=up, x€I, t>0, (1.2)

d.h., durch 092 geht “Kalte verloren”, der Kiihlschrank isoliert schlecht. Zum
Zeitpunkt ¢t = 0 sei die Temperatur im Innern des Kiihlschranks bekannt:

u(-,0) =ug, x €. (1.3)
Wir nennen (1.1)-(1.3) ein Anfangsrandwertproblem.

Definieren wir formal den Operator A := A, so konnen wir die Gleichung (1.1)
schreiben als

E—Au = f, t>0, (1.4)
u(0) = wup. (1.5)

Dies sieht wie eine gewdhnliche Differentialgleichung aus. Kénnen die Losungs-
formeln aus der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen verwendet werden?

Wir wiederholen kurz die Losungsformeln fiir das Anfangswertproblem (1.4)-
(1.5), wenn A eine R™"-Matrix ist. Es seien aufierdem f € C°([0,00)) und
ug € R™ (n > 1). Aus der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen folgt,
daf3 (1.4)-(1.5) eine eindeutig bestimmte Losung u € C''([0, 00)) besitzt. Im Falle
f =0 lautet sie

u(t) = e*ug, t>0,

wobel

fiir alle ¢ > 0 konvergiert. Im allgemeinen Fall ist u durch die Formel der Variation
der Konstanten gegeben:

t
u(t) = eug +/ A f(s)ds, t>0.
0

Es liegt nun nahe, wegen der Definition A = A die Lésung von (1.1)-(1.3) in
der Form

u(t) = eug + /t A9 £(s) ds (1.6)
0

zu schreiben (wobei hier u = wu(x,t), da uy und f im allgemeinen von = € €
abhéngen). Diese Schreibweise wirft einige Fragen auf:
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e Wie ist et definiert?
e Wird die Randbedingung (1.2) erfiillt?

o Ist die Funktion u aus (1.6) eine Losung von (1.1)-(1.3) und wenn ja, in
welchem Sinne?

Mit Hilfe der Halbgruppentheorie konnen wir die obigen Fragen beantworten.

Die Halbgruppentheorie hat zwei Vorteile: Thre Resultate sind (meistens) sehr
elegant — vergleiche etwa die Losungsformel (1.6) —, und sie kann auf eine Vielzahl
von partiellen Differentialgleichungen angewendet werden. Den letzten Punkt il-
lustrieren wir durch mehrere Beispiele, die im Verlauf der Vorlesung genauer
analysiert werden:

Beispiel 1.2 Wellengleichung
Die Ausbreitung einer Schallwelle wird durch die folgende Gleichung beschrieben:

62
a—;;—czAu:O, reRY >0,

u(-,0) = uo, E(.’O) = Uy, r € RY,
wobei u = u(z,t) die Luftdruckdifferenz gegeniiber Normaldruck bedeutet und

¢ > 0 die Schallgeschwindigkeit. Fiir spezielle Anfangswerte uy und u; hat diese
Gleichung explizite Losungen: Ist ndmlich

uo(z) =sin(k - z), wui(z) =0, =z eRY,

mit dem gegebenen Vektor & € R? (der sogenannte Wellenvektor), so lautet die
Losung

u(z,t) = sin(k -z —wt), (z,t) € R? x [0,00),
wobei w = c|k| die Wellenfrequenz ist, denn

52
(3—751; — Au = (—w? + k[P = 0.
Die Ausbreitung der Welle u(x,t) ist in Abbildung 1.2 dargestellt.
Wir schreiben die Wellengleichung in der Form (1.4). Dazu setzen wir v =
Ou /ot und



t ~—— {kx =wt}
~—{kx =wt+ 7}

‘ T

Abbildung 1.2: Darstellung der Wellentéler {(z,t) : wu(z,t) = 0}.

(I ist die Identitdt.) Dann ist das obige Anfangswertproblem formal dquivalent
zZu

d—U—AU = 0, t>0,

dt
U©0) = (ZZ’) .

U(t) = eMU(0), t>0.

Die Losung lautet formal

Beispiel 1.3 Schridingergleichung
Die zeitliche Entwicklung eines freien Elektrons wird durch die Schrodingerglei-
chung fiir die sogenannte Wellenfunktion v = u(x,t) € C beschrieben:

— —iAu = 0, zeR?Y t>0,
ot

u(-,0) = wu, x€R%L

Die Elektronendichte ist durch |u(z,t)|? gegeben. Das Integral

/Q\u(x,t)IQ dx

ist die Wahrscheinlichkeit, das Elektron im Gebiet Q@ C R anzutreffen. Ist
ug(z) = sin(k - x), so ist

u(z,t) = sin(k - z)e ™ (x,t) € R? x [0, 00),

mit w = |k|? eine spezielle Losung der Schrodingergleichung. Diese erfiillt die
Relation

/Q lu(z,t)]* dov = /Qsin2(k cx) dr = /Q luo|? dz, (1.7)



wenn das Integral iiber  C RY existiert. Formal kénnen wir die Losung der
Schrodingergleichung schreiben als

u(t) = ey, t>0.

ot o= ([ s

”eiAt

Definieren wir die Norm

so lautet (1.7):
uoll = llu(®)[l = [luoll,
und wir kénnen vermuten, dafl

le 2] =1

gilt. Diese Vermutung prézisieren und beweisen wir spéter (Satz 5.20).

Intermezzo 1: Etwas Funktionalanalysis

In diesem Abschnitt stellen wir einige funktionalanalytische Grundlagen und Re-
sultate zusammen, die in den folgenden Kapiteln benotigt werden.

Sei X ein normierter Raum. Wir nennen X einen Banachraum, wenn er
vollsténdig ist, d.h., wenn jede Cauchy-Folge gegen ein Element aus X konver-
giert. Im folgenden sei X stets ein Banachraum.

Es gelten die folgenden Ungleichungen:

Satz 1.4 (Youngsche Ungleichung) Seien a,b > 0. Dann gilt fir alle € > 0 und
l<p,g<oomitl/p+1/q=1:

P b4
a-b< 5a_ 4y
p q

Beweis: Siehe [4, Seite 56, (4)].

Satz 1.5 (Holder-Ungleichung) Seien a,,b, > 0, n € N, so daf die unendlichen
Reihen > 07 ab, > bl konvergieren. Seien weiter 1 < p,q < oo mit 1/p +

n=1"n’

1/q = 1. Dann gilt:

ian-bn - (iaﬁ)l/p<§:bz>l/q-



Beweis: Ahnlich wie in [4, Théoreme IV.6, Seite 56].

Sei B: X — X ein linearer Operator. Wir nennen B beschrdinkt, wenn es
eine Konstante K > 0 gibt, so daf3

[Bz|| < K| Ve e X.
Satz 1.6 Sei B: X — X linear. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) B ist beschrdnkt.
(2) B ist stetig in X.
(8) dxg € X : B ist stetig in xo.
(4) I1BIl := sup{||B| - [[«]} < 1} < oo
Beweis: siehe [1, Lemma 3.1].
Wir nennen ||B|| die Norm von B. Definieren wir
L(X)={B: X — X : B linear, beschriankt},

so wird L(X) mit || - || ein normierter Raum. Da X ein Banachraum ist, ist auch
L(X) ein Banachraum.

Satz 1.7 (Banach-Steinhaus) Seien X ein Banachraum und Z C L(X) mit

sup || Bzx|| < oo Ve e X.
Bez

Dann gilt:
sup ||B| < oo.
Bez

Der Satz von Banach-Steinhaus gilt auch fiir Mengen von linearen, stetigen
Operatoren B : X — Y mit normiertem Raum Y (siehe [1, Satz 5.3]).

Im folgenden interessieren wir uns fiir Operatoren, die nicht auf ganz X de-
finiert sind und die nicht beschriankt zu sein brauchen. Sei also D(A) C X ein
Unterraum und A : D(A) — X ein linearer Operator.

Beispiel 1.8 Seien X = C°(R?) und D(A) = C*(R%). Dann ist der Operator
A: D(A) — X, definiert durch

wohldefiniert und linear.



Definition 1.9 Sei A : D(A) — X ein Operator. Dann heifst A abgeschlossen
genau dann, wenn der Graph von A in X x X abgeschlossen ist, d.h., wenn fiir
alle (x,) € D(A) mit z, — = (n — o0) aus Az, — y (n — o0) folgt, dafs
x € D(A) und Az = y.

Beispiele fiir abgeschlossene Operatoren sind etwa Operatoren aus L(X) (denn
die Stetigkeit impliziert aus x,, — z sofort Az, — Az =vy).

Definition 1.10 Sei A : D(A) — X ein abgeschlossener linearer Operator.
Dann heift

p(A) :={A € C: A — A besitzt eine beschrinkte Inverse in X}
die Resolventenmenge von A. Die Menge
o(A) == C\ p(A)
heifst das Spektrum von A. Ist A € p(A), so heifst die Abbildung
R\ A) == (M - A)7' e L(X)
die Resolvente von A.

Bemerkung 1.11 Sei A : D(A) — X linear. Gibt es ein A € C, so da§ (\[—A)~!
existiert und beschrinkt ist, so ist A abgeschlossen. Sei ndmlich (z,,) C D(A) mit
z, — z und Az, — y (n — o). Dann folgt aus der Stetigkeit von (\] — A)~!:

v = lim z, = lim (A — A)'(\ — A)z,

= (M —A)""lim (M — Az, = (M — A) ' (\z —y) € D(A),

also
M —-Az=N—-AN-A) Az —y)= Xz —y

und damit Ax = y. Die Begriffe Resolventenmenge und Spektrum machen also
nur fiir abgeschlossene Operatoren Sinn.

Beispiel 1.12 Seien X = C°([0, 1]), versehen mit der Supremumsnorm ||u/o, =
sup{|u(z)] : 0 <z <1}, A =d/dx und D(A) = {u € C*([0,1]) : u(0) = 0}.
Wir behaupten:

o(A) =0, p(A)=C.

Sei ndmlich A € C. Dann besitzt 0 = (Al — A)u = Au — u’ die allgemeine Losung
u(r) = ce*® fiir ¢ € C. Wegen u(0) = 0 muB aber ¢ = 0, also u = 0 gelten, d.h.,
A — A ist injektiv. Sei nun f € X. Wir miissen die Differentialgleichung

f=AM—-Au=Xu—u in]0,1], u(0) =0,
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16sen. Nach der Formel der Variation der Konstanten folgt
u(z) = / f(s)ere==) ds, x € [0,1].
0

Wegen u € D(A) ist also Al — A surjektiv. Dies bedeutet, daBl (A — A) ™! existiert.
Nun ist aber fiir A # 0

AT = A e = Julle < sup / A ds| flloe

0<x<1

1
= swp (&~ Dfl
0<z<1

A7 = DI N,

IN

und fiir A = 0 gilt:
1AL = A)7 flloe < [1flloes
d.h., (AM[—A)"1: X — X ist beschrinkt fiir alle A € C. Dies impliziert p(A) = C.

Satz 1.13 Sei A : D(A) — X ein abgeschlossener linearer Operator. Dann ist
die Resolventenmenge p(A) offen.

Beweis: siehe [7, §23, 5.6, Seite 670].

Ein weiterer wichtiger Begriff ist der Dualraum.

Definition 1.14 Wir nennen X' := L(X) den Dualraum von X und X" = (X')’
den Bidualraum von X.

Wir schreiben fiir ' € X’
(o x) :==12(x) VrelX.
Wegen ||2’|| = sup{|(z’, z)| : ||z]| < 1} folgt dann
(2", 2)| < [|]| - =] Va' € X',z € X.

Wir definieren nun die folgende Abbildung. Sei J : X — X” definiert durch
(J(z))(a") := («', ) fir ' € X', x € X. Dann ist J linear und isometrisch (d.h.
|.J|| = 1), also insbesondere injektiv.

Definition 1.15 FEin Banachraum X heifit reflexiv genau dann, wenn J surjektiv
ist, d.h., wenn J ein isometrischer Isomorphismus ist.
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In reflexiven Banachrdumen koénnen wir also X und X" miteinander identifi-
zieren.

Sei nun A: D(A) — X ein linearer Operator mit D(A) = X. Dann ist die
Adjungierte A": D(A") — X' definiert durch

DAY = {Z'eX': FeX :Vee DA : (2, Az) = (¢, x)},
Al = o Vi’ e D(A).

Das Element 3’ ist eindeutig bestimmt. (Genauer gesagt, spricht man in Ba-
nachriumen von dualen Operatoren A’ und in Hilbertrdumen von Adjungierten.
Wir machen diese Unterscheidung nicht.)

Definition 1.16 Fin Banachraum X heifst separabel genau dann, wenn es eine
abzdihlbare dichte Teilmenge von X ¢ibt.

Definition 1.17 Seien z, € X, z/, € X' (n € N). Dann heifit

(1) (z,,) schwach konvergent gegen x € X (z, — x (n — o0)) genau dann,
wenn

(' 2,) — (2, 1) V' e X'
(2) (z!)) schwach* konvergent gegen x' € X' (2!, = ' (n — o0)) genau dann,
wenn

(x! x)y — (2, ) Vo e X.

Satz 1.18 (1) Jede beschrdnkte Folge in einem reflexiven Banachraum besitzt
eine schwach konvergente Teilfolge.

(2) Sei X ein separabler Banachraum. Dann besitzt jede beschrinkte Folge aus
X' eine schwach™* konvergente Teilfolge.

Beweis: Siehe [13, Theorem 21.D, Theorem 21.E].

In Hilbertraumen H (d.h. vollstdndigen normierten Raumen mit Skalarpro-
dukt (-,-)) kann man H und seinen Dualraum miteinander identifizieren:

Satz 1.19 (Darstellungssatz von Fréchet-Riesz) Sei H ein Hilbertraum. Dann
existiert zu x' € H' genau ein x € H mit

(', y) = (z,y) VyeH,

und es gilt ||2'|| = ||=]|.

11



Beweis: Siehe [4, Théoreme V.5, Seite 81].

Definiere die Abbildung J: H' — H durch 2’ — x, wobei (z',y) = (z,y) fir
y € H. Dann zeigt Satz 1.19, dafl J wohldefiniert, linear und isometrisch ist. Wir
konnen also Jz' mit 2’ identifizieren. In diesem Sinne ist H = H’. Dies impliziert
ibrigens H = H”, d.h., Hilbertraume sind stets reflexiv.

Eine Folgerung des Darstellungssatzes von Fréchet-Riesz ist das Lemma von
Lax-Milgram. Fiir die Formulierung dieses Lemmas bendtigen wir einige Defini-
tionen.

Definition 1.20 Seien H ein Hilbertraum und a : H x H — K (mit K = R
oder K = C) eine Abbildung.

(1) Die Abbildung a ist eine Sesquilinearform genau dann, wenn fir alle y € H
die Abbildung x — a(z,y) linear und fir alle v € H die Abbildung y +—
a(x,y) konjugiert linear ist (d.h. a(z,ay) = @a(z,y) fir a € K).

(2) Eine Sesquilinearform a heifft beschrankt genau dann, wenn es ein M > 0
gibt, so dap |a(z,y)| < M|z| - ||yl fir alle z,y € H.

(8) Fine Sesquilinearform a heif$t koerziv (oder koerzitiv) genau dann, wenn es
ein m > 0 gibt, so dafi Rea(x,x) > ml|z||* fir alle x € H.

Satz 1.21 (Lemma von Lax-Milgram) Seien H ein Hilbertraum, a eine beschrdnk-
te und koerzive Sesquilinearform und F € H'. Dann existiert genau ein v € H,

so daf
aly,z) = F(y) VyeH.
Beweis: Siehe [4, Corollaire V.8, Seite 84].

Das Lemma von Lax-Milgram kann zur Losung von gewissen Differentialglei-
chungen verwendet werden (siehe Beispiel 1.29).

Wir definieren nun Lebesgue- und Sobolev-Riume. Sei Q@ € R? (d > 1) im
folgenden eine offene Menge und sei K = R oder K = C. Die Rdume

LP(Q2) = {u:Q — K meBbar: |ulP Lebesgue-integrierbar}, 1 < p < oo,
L>®(Q) = {u:Q — K meBbar: u essentiell beschrénkt}, p = oo,

heiflen Lebesque-Rdume. Wir nennen eine Funktion uw : Q@ — K essentiell be-
schrdnkt genau dann, wenn

ess supg |u| ;= inf{C' > 0: |u(x)| < C fiir fast alle x € Q} < o0.

Zwei Funktionen u,v € LP(Q2) sind gleich (v = v in LP(Q2)) genau dann, wenn
u(x) = v(x) fir fast alle x € Q.

12



Satz 1.22 Die Lebesgue-Rdaume LP(SY), versehen mit den Normen

1/p
llr = (/ \u(w)\pdx) Cl<pes
Q

|lu|lp = esssupg|ul, p= o0,

sind Banachrdume. Der Raum L?(2), versehen mit dem Skalarprodukt

(u,v)r2 := / u(z)v(x) dz,

Q
st ein Hilbertraum.
Beweis: Siehe [1, Lemma 1.11, Satz 1.14].
Satz 1.23 (Holder-Ungleichung fiir Lebesgue-Integrale) Sei Q@ C RY (d > 1)
offen. Seien 1 < p,q < oo mit 1/p+1/q =1 (wobei 1/0 := oo, 1/00 :=0) und
feLr(Q),ge LP(Q). Dann ist f-g € L' () und

1= gl < [ lzellgll ze-

Beweis: Siehe [1, Lemma 1.12].

Wir definieren weiter den Trdager einer Funktion u :  — K durch

suppu = {x € Q: u(z) # 0}.

Der Raum
Ce(Q) ={u e C™®(Q) : suppu kompakt}
heiit Raum der Testfunktionen. Er ist nichtleer; Beispiele fiir Testfunktionen sind
() b
ur) =4 CPATBE) L ISE sy
0 : sonst

Wir schreiben partielle Ableitungen von u € C*(2) in der Form

olely

Dyuy= ———,
ozt ... 0xy?
wobei a = (ay, ... ,aq) € N ein Multiindex und |a| = a; + - - - + ay ist.

Definition 1.24 Seiu € LP(2), 1 < p < oo, und sei o € N ein Multiindex. Die
Funktion u besitzt die schwache Ableitung D®u € LP(Q)) genau dann, wenn

(D, v) 2 = (=11 (u, D)2 Yo € CF(Q).

13



Fiir Funktionen v € LP(Q) N C!*/(Q) stimmen die schwache und klassische
Ableitung iiberein.

Beispiel 1.25 Seien Q = (—1,1) und u(x) = |z|, z € Q. Dann besitzt u die
schwache Ableitung

u,(x):{ -1 : —1<z<0

1 o O<a<1
und u’ € LP(Q) fiir alle 1 < p < oo, denn fiir v € C§°(2) folgt

(u,v" )2 = —/0 zv'(z) d:c+/01 zv'(z) dx

-1

= /jv(m) dx—/olv(x) dx

= —(u,v)e.
Wir kénnen nun die Sobolev-Réume definieren.
Definition 1.26 Seien m € Ny, 1 < p < co. Dann heifit der Raum
WmP(Q) ={u € LP(Q): D% € LP(Q) V|a| < m}
Sobolev-Raum.

Satz 1.27 (1) Der Sobolev-Raum W™P(Q), versehen mit der Norm

1/p
Jullwns = (3 IDulf) ", 1< <o,

|o| <m
lallwms = D=, p= oo,
laf<m

1st ein Banachraum.

(2) Der Sobolev-Raum H™(Q) := W™2(Q), versehen mit dem Skalarprodukt

(u,v)gm = Z (D%, D)2,

|or|<m
1st ein Hilbertraum.
Beweis: Siehe [1, 1.15].

Funktionen aus Sobolev-Raumen miissen nicht stetig sein. Ein Beispiel ist die
Funktion u(z) = Inlz|, z € Q = {z € R? : |z| < 1}. Es gilt v € WH(Q), aber
u g CQ).

Fiir Losungen von Differentialgleichungen aus einem Sobolev-Raum benétigen
wir gelegentlich die Aussage “u = 0 auf 0Q2”. Wie ist diese Aussage gemeint? Da
u € W™P(Q) nicht stetig sein mufl und 99 im allgemeinen eine Nullmenge ist,
ist moglicherweise v = 0 auf 0€) nicht definiert. Dafiir definieren wir:

14



Definition 1.28 (1) Seien m € N, 1 < p < 0o. Definiere den Sobolev-Raum

Wy (Q) = Vervollstindigung von C§°(S2) in || - |lwma.
(2) Seiu € WHP(Q), 1 < p < oo. Wir schreiben u = 0 auf 0Q genau dann,
wenn u € Wy ().

Der Raum W;"?(Q), versehen mit der Norm || - |[yym», ist ein Banachraum.
Der Raum H"(Q) = W™2(Q), versehen mit dem Skalarprodukt (-,-)gm, ist ein
Hilbertraum. Fiir alle v € C'(Q) mit v = 0 auf 9Q gilt u € W,”(Q), wenn
beschréankt ist.

Beispiel 1.29 Sei @ C R? (d > 1) ein beschrinktes Gebiet. Wir wollen das
Randwertproblem

—Au+u=f inQ, u=0 auf 0Q, (1.8)

fir f € L*(Q) losen. Da f nicht stetig ist, kénnen wir keine klassische Losungen
u € C*(Q)NC°(Q) erwarten. Wir suchen stattdessen sogenannte schwache Ldsun-
gen. Sei dazu u € C%(Q) N C%(N) eine klassische Losung von (1.8), multipliziere
(1.8) mit v € C3°(2) und integriere tiber 2. Mit dem Divergenzsatz folgt

/vadx—/Q(—Au—i—u)vda:—/(Vu-Vv—l—uv)dx.

Q

Definiere
a(u,v) = /(Vu - Vo + ) dz,
Q
F(v) = /fvdm, u,v € Hy(S2).
Q

Man kann zeigen, daf a bilinear (d.h. sesquilinear in K = R) und beschrénkt und
dal F € (H}(Q)) ist. AuBerdem ist a wegen

ofusu) = [ (Vaf? + ) do = [ulfy
Q
koerziv. Nach Satz 1.21 von Lax-Milgram existiert genau ein u € Hj(£2) mit
a(u,v) = F(v) Yv € Hy(S). (1.9)
Wir nennen die Funktion u eine schwache Lésung von (1.8) genau dann, wenn

w € HJ() und w erfiillt (1.9). Ist 9Q “glatt” (etwa 9Q € C?, d.h. lokal durch
C?-Funktionen darstellbar), so folgt sogar u € H?(12).
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2 Gleichmiflig stetige Halbgruppen linearer be-
schrinkter Operatoren

In Kapitel 1 haben wir gesehen, dafl Losungen von gewohnlichen Differentialglei-
chungen

— —Au = 0, t>0, (2.1)
u(0) = g, (2.2)

mit A € R™" in der Form
u(t) = T(t)ug, T(t) = e™,
geschrieben werden konnen. Die Matrix T'(t) erfiillt die Bezichungen

T7(00) = I, .
T(t+s) = T(HT(s) Vit s>0, (2.4)

wobei I die Einheitsmatrix ist. Die Familie T'(¢), 0 < ¢ < oo, bildet eine soge-
nannte Halbgruppe. Umgekehrt gilt: Ist 7' : [0,00) — R eine stetige Funktion, die
(2.3)-(2.4) erfiillt, so existiert ein a € R mit T'(t) = e*, t > 0. (Fiir einen Beweis
siehe [9, Theorem 2.1].) Ist nun A ein Operator auf einem unendlichdimensiona-
len Raum, liegt es nahe, den Operator e! {iber die Beziehungen (2.3) und (2.4)
zu definieren.

Definition 2.1 Seien X ein Banachraum und T'(t) : X — X, 0 <t < oo, eine
Familie linearer beschrinkter Operatoren.

(1) T(t) ist eine Halbgruppe linearer beschréankter Operatoren auf X genau
dann, wenn (2.3) und (2.4) gelten. Hierbei ist I die Identitit auf X .

(2) Fine Halbgruppe linearer beschrinkter Operatoren T(t) heifit gleichméfig
stetig, wenn

Jim |7(t) ~ 1] = 0.

(3) Der lineare Operator A : D(A) — X, definiert durch
D(A) = {ze€X: lim Y(T(t)x — ) existiert},

t—0+ t
1 dtT(t)x
e =l (ri0e -0 = TG0

fir x € D(A), heifit der infinitesimale Generator der Halbgruppe T'(t).
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Der Grenzwert ¢t — 0+ bedeutet, da t > 0 und t — 0. Die Menge D(A) heifit
der Definitionsbereich von A.

Bemerkung 2.2 Aus der Definition folgt, daf fiir gleichméfBig stetige Halbgrup-
pen beschrankter linearer Operatoren 7'(t) mit ||7°(t)]| < C' gilt:

%im |T(t)—T(s)]| =0, s>0,
denn fiir 0 < s <t folgt
\T@t)—Ts)|| <||T(s)||-|II =Tt—s)|| =0 firt—s+.

Fiir 0 <t < s mit t — s— folgt s —t — 0+, und wir erhalten

1T@) =T(s)l < [T -T(0) =T(s =)
< Ol =T(s =1
— 0 firt — s —.

Ziel dieses Kapitel ist es, den Zusammenhang zwischen gleichméfig stetigen
Halbgruppen und ihren infinitesimalen Generatoren herzustellen. Insbesondere
zeigen wir, dafl gilt

dT'(t)
dt
d.h., u(t) = T'(t)uo 16st die Differentialgleichung (2.1)-(2.2) im Falle von Opera-
toren A in unendlichdimensionalen Banachraumen X.

= AT(),

Satz 2.3 Ein linearer Operator A : D(A) — X ist der infinitesimale Generator
einer gleichmdf$ig stetigen Halbgruppe genau dann, wenn A : X — X ein linearer
beschrinkter Operator ist. Insbesondere gilt D(A) = X.

Beweis: Sei A: X — X ein linearer beschrankter Operator und setze
X n
At Y opAn
Tt) =e _Zn!A . t>0.
n=0

Die rechte Seite konvergiert in der Norm von L(X) = {T": X — X : T linear
beschrénkt}, und T'(¢) ist linear und beschréinkt (Ubungsaufgabe). Aulerdem gilt
T0)=1und T'(t+s) =T(t)T(s) fir t,s > 0 (Ubungsaufgabe). Aus

> ¢ .1
T@) —I|| = —A"| = ||tA — A"
17O =11 =15 2 i
o0 t"
< A ZO HIIAH" = t|| Al =0 (t — 0+4)
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und

T(t) -1 A 1 A 1242 1343 A
H t H t (t o 31" "'>
Lo, Lays
= !tA —|—3!tA —{—H

oo tn

= |[tA? E A"
—~ (n+2)!

<t AP =0 (t— 0+)

folgt, dal T'(t) eine gleichméBig stetige Halbgruppe und A ein infinitesimaler

Generator von T'(t) ist.
Sei umgekehrt T'(t) eine gleichméfig stetige Halbgruppe. Sei p > 0 so klein,

daf3
1 [
HI——/ T(s) ds
P Jo

Nach dem Satz iiber die Neumann-Reihe (siche Ubungsaufgabe) ist p~! JST(s) ds
und damit auch [ T'(s) ds invertierbar. Aus

/DPT(erh) ds—/op:r@ ds)
/ " r(s) ds — /0 " 7o) d5>

p+h h
/ T(s) ds — / T(s) ds)
P 0
folgt fiir h — 0+

pam-n = (5[ rea- g o) ([ )

1

~ () -1o) ([ Ter85)

wobei die Konvergenz in L(X) ist. Dies bedeutet, dafl

= H%/OP<T(S) —1I)ds

< max [|T(s) — I]| < 1.
0<s<p

%(T(h)—]) /0 "T(s)ds =

/N 7 N 7 N
>

I el Il

fur alle z € X existiert und damit D(A) = X. Der Operator

A=) - ([ 10 d)
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ist auBerdem linear und beschrankt. O

Der infinitesimale Generator A ist durch die Halbgruppe nach Definition ein-
deutig definiert. Umgekehrt definiert ein linearer beschrénkter Operator A nach
Satz 2.3 eine gleichméfig stetige Halbgruppe. Ist diese Halbgruppe eindeutig de-
finiert? Die Antwort lautet ja:

Satz 2.4 Seien T'(t) und S(t) gleichmafig stetige Halbgruppen mit
Tt)—1 .St —1

lim =A= lim
t—0+ t t—0+ t

(2.5)

Dann gilt T'(t) = S(t) firt > 0.

Beweis: Sei T'> 0. Da t — ||T'(¢)|| und s — [|S(s)|| stetige Abbildungen sind,
existiert ein C' > 0, so daB ||T'(¢)|| - ||S(s)|| < C fiir alle 0 < s, < T Sei ferner
e > 0. Aus (2.5) folgt die Existenz von ¢ > 0, so daf§

AT~ st = |2 @@ D~ (50 -1 < s 26)

fir alle 0 < h < 4. Sei nun 0 < ¢ < 7T und wihle n € N, so da8 ¢/n < 6. Dann
folgt aus der Halbgruppeneigenschaft (2.4) und der Abschétzung (2.6):

i) =501 = | (7)) =5 (v

i
L

(oo (8) s o))
g

< X (ems-0) [ G) s (s Gl

< n_lc %%«;

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt T'(t) = S(t) fiir alle 0 < ¢ < T. Da T > 0 beliebig
war, folgt T'(t) = S(t) fur alle 0 <t < 0. O

Korollar 2.5 SeiT(t) eine gleichmdfig stetige Halbgruppe von linearen beschrdnk-
ten Operatoren. Dann gilt:

(1) Es existiert w > 0, so daf || T ()| < e**, t > 0.

(2) Es existiert ein eindeutiger linearer beschrdnkter Operator A : X — X mit
T(t) = e
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(3) Der Operator A aus (2) ist der infinitesimale Operator von T'(t).
(4) Die Abbildung t — T'(t) ist differenzierbar in L(X) und

dr(t) _
= = AT(H) = T()A, t>0.

Beweis: (2) und (3) folgen aus dem Beweis von Satz 2.3 und Satz 2.4. (1) folgt
aus

IT(®)] < el

mit w = ||Al|. Die Aussage (4) fiir t = 0 ist im Beweis von Satz 2.3 gezeigt worden.
Die Halbgruppeneigenschaft (2.4) impliziert (4) fiir £ > 0. OJ

Beispiel 2.6 Wir definieren den Folgenraum

X:€2:{x:(xn)nCC: i|xn|2<oo}

n=1

und die Norm

o0

1/2
|z|| = <Z|$n|2> fir x € X.

n=1

Mit dieser Norm ist X ein Banachraum. Seien a,,,, € C mit

o
Z || < 00.

n,m=1

Wir definieren die “unendliche Matrix” A : ¢? — ¢? durch
(Az), = <Z an,mxm> fir £ = (2p)m € (2
m=1 n

Dann ist A wohldefiniert, linear und beschréankt, denn mit der Holder-Unglei-
chung (Satz 1.5) folgt

o0 (o) 2
Jacl? = S| anmm

n=1 m=1

[o.¢] oo o

]
]
1

n=1 m=1 m=1
00
= D lawmlll=]*
n,m=1
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Nach Satz 2.3 ist A der infinitesimale Generator der gleichméfig stetigen Halb-
gruppe T'(t) = e, t > 0. Insbesondere gilt nach Korollar 2.5(4) £7T'(t) = AT (t).
Daraus folgt, daf} fiir 2° € ¢? die Abbildung t — z(t) = T(t)2° die eindeutige
Losung des unendlichen Differentialgleichungssystems

o0
z, = Zammxm, t >0,
m=1
2,00) = 2% mneN,

ist. Es gilt z € C1(]0, 00); £?).

Beispiel 2.7 Seien ¢4, ..., 0y € C5°(R) und setze X = span(¢y,...,¢n), verse-
hen mit der Supremumsnorm. Definiere T'(t) € L(X) durch T'(¢t)f(z) = f(x + 1),
x € R. Dann gilt

Ve>0: 30>0: Vi=1,...,N: V]y—z| <d: |¢i(y) — ¢i(2)| <e,
also
Ve>0: 30>0: VfeX: Viy—z|<d: |fly)— f(2)] <e.

Daher ist fir 0 <t < ¢

IT(@) = Il = sup  |T(@)f = fll = sup sup|f(z+1) - f(z)] <e,
feX;|Ifll=1 [fll=1 z€R
folglich [|T°(t) — I|| — O fiir t — 0+, und 7'(¢) ist eine gleichméfig stetige Halb-
gruppe. Wegen
1 flz+1) - f=z)

—(T@t)=1) f(z) = " — f'(x) fiirt — 0+

lautet der infinitesimale Generator von 7'(t) gerade A = %, definiert auf X.
Ist X der Raum aller C§°(R)-Funktionen, so folgt nur

VieX: IT@W)f —fll —0 firt—0+. (2.7)

Die Definition gleichméBig stetiger Halbgruppen ist also zu eng; dies fiithrt zu der
Definition stark stetiger Halbgruppen, die nur (2.7) erfiillen — siehe Kapitel 3.

3 Stark stetige Halbgruppen linearer beschrink-
ter Operatoren

Wir wollen die Klasse gleichmifig stetiger Halbgruppen erweitern. Sei X im
folgenden ein Banachraum.
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Definition 3.1 Eine Halbgruppe T(t), 0 < t < oo, linearer beschrankter Opera-
toren auf X heifit stark stetig genau dann, wenn

tlgori Tt)r=2 VrelX. (3.1)

Wir nennen eine stark stetige Halbgruppe linearer beschrankter Operatoren
auch eine Cy-Halbgruppe. Wir beweisen im folgenden einige Eigenschaften von
Cy-Halbgruppen und deren infinitesimalen Generatoren.

Satz 3.2 Sei T'(t) eine Co-Halbgruppe. Dann existieren w > 0 und M > 1, so
dafs fir alle 0 <t < oo gilt:

1T ()] < Me.
Beweis: Wir zeigen zuerst: 3n > 0, M > 1: VO < ¢t < n: | T(t)|| < M. An-
genommen, dies wére falsch. Dann existieren t,, > 0 mit ¢, — 0 (n — o0) und
|T(t,)]| > n. Nach dem Satz von Banach-Steinhaus (Satz 1.7) existiert ein z € X,
so dal ||T'(t,)x|| — oo (n — o00); Widerspruch zu (3.1). Also gilt ||T°(¢)]| < M fiir
0 <t<n Wegen |[T(0)]=|I||=11ist M > 1.
Sei nun t > 0 beliebig und setze w = (log M)/n. Es existieren n € N und
0 <9 <mn,sodal t =nn+ 0. Aus der Halbgruppeneigenschaft (2.4) folgt
17O = IT@)T ()" || < M™ = M= M < MM'" = Me*".
U

Korollar 3.3 FEs sei T'(t) eine Cy-Halbgruppe und sei x € X. Dann ist die Ab-
bildung [0,00) — X, t — T'(t)z, stetig.

Beweis: Der Beweis ist dhnlich wie in Bemerkung 2.2. Seien ¢, h > 0. Dann ist
IT(t+ h)x —T@)z|| <T@ 1T (h)x — 2| < Me“"|T(h)z — x|,
Fiir t > h > 0 folgt
IT(t — h)x = T(t)z|| < |T(t —h)|| - llz — T(h)z| < Me*" ||z — T (h)x]],
alsofirt >0mitt£+h >0
|T(t + h)x — T(t)z| < Me**||T(h)x —z|| = 0 fiir h — 0
wegen (3.1). O

Satz 3.4 SeiT(t) eine Cy-Halbgruppe und A ihr infinitesimaler Generator. Dann
qilt
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(1) fir alle z € X:

t+h

1
}lllir(l) il T(s)x ds="T(t)x.

(2) fiir alle z € X:
/0 T(s)r ds € D(A) wnd A ( /0 ) ds) ~ P —a.
(3) fiir alle © € D(A):
T(t)r € D(A) wnd ST(t)r = AT(t)x = T(1) Az,
(4) fiir alle = € D(A):
Tt — T(s)z — / () Ax dr = / AT () dr

Bewezs:

(3.2)

(3.3)

(3.5)

(1) folgt aus der Stetigkeit der Abbildung ¢t — T'(¢t)z (siehe Korollar 3.3).

(2) Seien x € X und h > 0. Dann gilt wegen (1)

T(’i‘[ /0 T(s)zds = %/0 (T(s + h)z —T(s)r) dz

1 t+h 1 h
= E/t T(s)x ds — E/o T(s)x ds
— Tt)x—z (h— 0+4),

also

/tT(s) ds € D(A)

und

A (/OtT(s)x ds) = lim T(h])l_ ! /OtT(s)x ds = T(t)x — .

h—0+
(3) Seien x € D(A) und h > 0. Dann folgt

T(h) — I
h

T(h) — 1

T(t)a = T(t)

x—T({t)Ax (h — 0+)
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und damit T'(t)z € D(A) und AT (t)x = T'(t)Az. Aulerdem folgt

d+
ET(t)x =T(t)Az.

Um (3.4) zu beweisen, untersuchen wir den linksseitigen Grenzwert fiir ¢ > 0 :

H% (T(t)z — T(t — h)z) — T(t) Az

< HT(t —h) (% (T(h)a — z) — Ax) H +|IT(t — h) Az — T(t) Az

< Me*! % (T'(h)x —z) — Az|| + ||T'(t — h)Ax — T'(t) Az||

— 0 (h— 0+),

wobei wir Satz 3.2, € D(A) und Korollar 3.3 verwendet haben. Daher gilt

d d- 1
ET(t).CE = ET(t).CE = ;}E& 7 (T(t)x —T(t — h)x) =T(t)Ax = AT (t)x.
(4) folgt aus (3) durch Integration. O

Korollar 3.5 Sei A der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe T'(t).
Dann ist A linear, abgeschlossen und D(A) = X.

Beweis: Sei x € X und setze

1 t
xt——/T(s)xds, t> 0.
0

t
Nach Satz 3.4(2) gilt ; € D(A) und nach Satz 3.4(1) ist x; — @ fiir t — 0+. Dies
bedeutet, dafl D(A) dicht in X ist, d.h. D(A) = X. Um die Abgeschlossenheit

von A zu zeigen, seien z,, € D(A) mit z,, — x und Az, — y (n — o0). Aus Satz
3.4(4) folgt

Tz, — x, = /OtT(s)Axn ds — /OtT(s)y ds (n — 00),

denn T'(s)Azx, — T(s)y gleichméBig in s € (0,t). Wegen T'(t)z, — T(t)x gilt
also

1 I
LTt —x) = / T(s)yds — T(O)y =y (t— 0+4)
0
geméf Satz 3.4(1) und daher x € D(A) und Az = y. O
Fiir Cyp-Halbgruppen gilt ein Eindeutigkeitsresultat analog zu Satz 3.2.
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Satz 3.6 Seien T'(t) bzw. S(t) Cy-Halbgruppen mit infinitesimalen Generatoren
A bzw. B. Gilt A= B, so folgt T(t) = S(t) fir alle t > 0.

Beweis: Der Ausdruck A = B bedeutet, dall D(A) = D(B) und Az = Bu fiir alle
x € D(A). Sei x € D(A). Wie fiir Satz 3.4(3) zeigt man, dafl s — T'(t — 5)S(s)x
differenzierbar ist und daf} gilt

L0t )S(s)r = —AT(t— )S(s)e + T(t — 5)BS(s)r

Folglich ist s — T'(t — s)S(s)z konstant und
T(t)x =T(t—0)S(0)x = const. =T(t —t)S(t)x = S(t)z

fiir alle z € D(A). Sei nun z € X und seien z,, € D(A) mit x,, — = (n — o0)

(existiert, weil D(A) = X nach Korollar 3.5). Aus der Stetigkeit von 7'(¢) und
S(t) folgt dann fiir n — oo

T(t)x — T(t)x, = S(t)z, — S(t)x.
Daher ist T'(t)z = S(t)z fir alle z € X, d.h. T'(t) = S(t) fir t > 0. O

Wir fassen die Unterschiede zwischen gleichméafig stetigen und stark stetigen
Halbgruppen linearer beschrénkter Operatoren in der folgenden Tabelle zusam-
men.

gleichméBig stetige Halbgruppen | stark stetige Halbgruppen

Definition lim; o4 |T() = I||=0 Ve e X : limyo4 (T(t)— Dz =0
Normabschiitzung | |T(t)]| < e*t, w >0 1T < Me*t, M>1, w>0

infinit. Generator | A: X — X linear beschrénkt A: D(A) — X linear, abge-

schlossen, D(A) = X

Differentialgl. 47(t) = AT(t) in X 47(t) = AT(t) in D(A)
Existenz A: X — X linear beschrénkt A erfiillt Voraussetzungen des
= T(t) = et Satzes von Hille-Yosida (siehe

unten) = 3 Cy-Halbgruppe T'(t)
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Beispiel 3.7 Wir greifen das Beispiel 2.7 auf: Sei X der Banachraum der be-
schrankten, gleichméfig stetigen Funktion auf R mit der Supremumsnorm || f||
= sup{|f(z)|: = € R} und definiere

Tt)f(s)=f(t+s), feX t>0, seR

Im Beispiel 2.7 haben wir bereits gezeigt, dafl T'(t) eine Cy-Halbgruppe ist. Ferner
gilt |T'() flloo = [|fllo» also | T'(#)|| = supy =1 IT(¢) flloc = 1. Der infinitesimale
Generator ist (siehe Beispiel 2.7)

Af =f" fir fe D(A)={f € X : [ existiert und [’ € X}.
Wir benutzen nun:

Lemma 3.8 Sei A der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe T'(t) mit
T (t)|]| < M fiirt>0. Dann gilt

[Az]|* < 4M?|| A%| - ||z]| Yz € D(A?).
Beweis: Ubungsaufgabe.
Wegen A%f = f” folgt aus Lemma 3.8
1o < 20F7ISL2IFIR W € X mit [, f" € X,
Diese Ungleichung heifit Landaus Ungleichung.

Beispiel 3.9 Wir wollen das Anfangswertproblem

Oou  Ou

= __ R .
=5 TER >0, (3.6)
u(-,0) =ug, z€R, (3.7)

16sen. Sei dafiir wie in Beispiel 3.7 X = C,(R) = {f : R — R : f beschrankt,
gleichméBig stetig}. Sei T'(t) die Co-Halbgruppe aus Beispiel 3.7, definiert durch
(T(t)f)(x) = f(t+z), und A = d/dx der entsprechende infinitesimale Generator,
definiert auf D(A) = {f € Cy(R) : f' € Cp(R)}. In Operatorform kénnen wir das
Problem (3.6)-(3.7) wie folgt schreiben:

% =Au, t>0, u(0) = uo.

Nach Satz 3.4(3) ist u(t) = T(t)ug fir ug € D(A) eine Losung von (3.6)-(3.7);
insbesondere gilt u € C1([0,00); Cy(R)), u(t) € D(A), t > 0.

Nun kénnte man die Frage stellen, ob auch u(t) = T'(t)ug fir up € X eine
Losung von (3.6)-(3.7) ist. Wegen u(z,t) = (T(t)uo)(z) = uo(z + t) gilt dies
sicherlich nur, wenn wu differenzierbar ist. Man kann den Losungsbegriff allerdings
erweitern, so dafl auch u(x,t) = ug(x+1t) als “Losung” interpretiert werden kann.
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Wir wollen nun die Frage nach der Existenz einer Cy-Halbgruppe T'(¢) bei
gegebenem Operator A beantworten und ein Resultat analog zu Satz 2.3 formu-
lieren und beweisen. Die fithrt zu dem wichtigen Satz von Hille-Yosida. Zuerst
eine Definition.

Definition 3.10 Sei T'(t) eine Cy-Halbgruppe mit ||T(t)|| < Me**, M > 1, w >
0.

(1) T(t) heifit gleichméBig beschrankt, wenn w =0, d.h. ||T'(t)|| < M.

(2) T(t) heifst Co-Halbgruppe von Kontraktionen, wenn M =1 und w = 0, d.h.
@) < 1.

Die Cy-Halbgruppe aus Beispiel 3.7 ist eine Cy-Halbgruppe von Kontraktio-
nen.

Satz 3.11 (Hille-Yosida fiir Halbgruppen von Kontraktionen) Ein linearer Ope-
rator A st der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe von Kontraktionen
T(t), t > 0, genau dann, wenn

(1) A ist abgeschlossen, D(A) = X und
(2) RT = (0,00) C p(A) und fir alle X > 0:

1

IR, Al < 5 (3:8)

Wir erinnern, dafl p(A) = {\ € C: (A] — A)~! linear und beschrinkt in X}
die Resolventenmenge und R(\, A) = (A — A)~! die Resolvente ist.

Beweis: Der Beweis von Satz 3.11 gliedert sich in mehrere Schritte.

1. Schritt: Sei A der infinitesimale Generator einer Co-Halbgruppe von Kon-
traktionen. Nach Korollar 3.5 ist A abgeschlossen und D(A) = X. Wir definieren
fir A>0und z € X

R\)z = /0 h e MT(t)x dt.

Da t — T(t)x stetig und gleichméBig beschrinkt ist, existiert das uneigentliche
Integral und R(\) : X — X ist wohldefiniert. Der Operator R(\) ist linear und
beschriankt, denn

o0

< _ 1
IRl < [ e regel de < [ e dt = el

also [[R(A)|| < 1/A. Wir zeigen nun, da R(\) = R(A, A) gilt, was RT C p(A)
und damit (2) beweist.
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Fiir h > 0 gilt

T(h) — I [
( ])1 RNz = E/ e M(T(t +h)x — T(t)x) dt
0
1 [ 1 [
= —/ e MM (e dt — —/ e MT(t)z dt
h Jn h Jo
Mo _ 1 foo Abph
= / e MT () dt — c e MT(t)z dt
hJo hJo
1 I
= —(eM 1R\ — e’\h—/ e MT(t)x dt
I A

— ARN)x—=x (h— 0+).

Dies bedeutet, dal R(A\)z € D(A) firalle A > 0, x € X und AR(N)z = AR(\)—1
bzw.

(M — A)R(N) = 1. (3.9)
Fiir z € D(A) gilt nach Satz 3.4(3)
R\ Az = / e MT(t) Az dt = / e MAT () dt
0 0
= A (/ e MT(t)x dt> (da A abgeschlossen)
0
= AR(\)x.
Hieraus und aus (3.9) folgt
RO —A) = (Al — ARN) =1  in D(A),
dh. RO\) = (A — A)~L
2. Schritt: Sei A ein linearer Operator, der die Eigenschaften (1) und (2)

erfiillt. Wir beweisen zuerst einige technische Lemmata.

Lemma 3.12 Der lineare Operator A erfille (1) und (2). Dann gilt

lim AR\, A)z =2 Vz e X.

A—00

Beweis: Sei zuerst x € D(A). Dann ist I = R(A\, A)(M — A) = AR\ A) —
R(A A)A in D(A) und

1
IAR(A, A)z — ]| = [|R(A, A)Az|| < T][Az]| =0 (A — o).
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Sei nun z € X. Da D(A) dicht in X ist, existieren z,, € D(A) mit z, — =z
(n — o0) und

0 = lim lim AR\, A)z, —x,) = hm lim (AR(X\, A)z,, — x,,)

n—00 A\—00 A—00 N—00

= )\lingo()\R()\, A)x — x).
Die beiden Grenzwerte diirfen vertauscht werden, da
AR, A)zn — a0 || < AR, A - flzall + o]l < 2[za) < C
und C' hiangt weder von A\ noch von n ab. [
Definition 3.13 Die Yosida-Approximation von A ist definiert durch
Ay = MR\ A) = V2R(\, A) — AL

Die erste Gleichung definiert Ay, die zweite Gleichung folgt aus (3.9). Folglich
ist Ay ein auf X definierter linearer Operator.

Bemerkung 3.14 Die Yosida-Approximation kann leicht motiviert werden, wenn
A etwa eine (komplexe) Zahl ist; dann ist ndmlich

Ay = A=A A=A —A) TN (A= AN =\ — A"\

1;\1 —- A (A — ).

1—A"1A

Das folgende Lemma zeigt, da3 A, tatséchlich eine Approximation von A ist.
Lemma 3.15 Der lineare Operator A erfille (1) und (2). Dann gilt

lim Ayz = Az Vz € D(A).

A—00

Beweis: Sei x € D(A). Mit Lemma 3.12 folgt

lim Ayz = hm AMRN, A)x = lim AR\, A) Az = Ax.

A—00 A—00

O

Lemma 3.16 Der lineare Operator A erfille (1) und (2). Dann ist die Yosida-
Approzimation Ay der infinitesimale Generator einer gleichmdafig stetigen Halb-
gruppe von Kontraktionen e, und es gilt
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Beweis: Aus der Definition von Ay = A2R()\, A) — A folgt, dafl Ay linear und
beschrankt ist. Nach Satz 2.3 ist daher A, der infinitesimale Generator einer
gleichmiiBig stetigen Halbgruppe e*f. Wegen

HeAAtH _ ef)\tHe)?R()\,A)tH < ef)\te)\zHR()\,A)Ht < e M — ]

A\t eine Cy-Halbgruppe von Kontraktionen. Aus der Definition folgt, da8

ert, Ay und A, miteinander kommutieren. Folglich ist

td Axts A, t(1—s)
Ats m —S d
/O_ds (eMtse r) ds

1
/ teAAtseA#t(ps)(AAgg — Au:c) ds
0

ist e
eA)\t’

|’€A>\tx . €A“t£C” —

IN

1
e e A = Ay s
0
< tHA)\.T — AMxH
Dies beweist das Lemma. O

3. Schritt: Sei nun A ein linearer Operator, der (1) und (2) erfiillt. Sei ferner
x € D(A). Dann ist nach Lemma 3.16 und Lemma 3.15

ez — erlz|| < t]| Az — Az|| +t]|Az — Az]| — 0 (A, 1 — 0),

d.h., (e“z), ist eine Cauchyfolge in X und damit konvergent. Die Konvergenz ist
gleichmifig in ¢t € [0, T fiir jedes T' > 0. Da D(A) dicht in X ist und ||e"| < 1,
folgt die Konvergenz fiir jedes © € X (siehe den Beweis von Lemma 3.12 fiir ein
dhnliches Argument):

T(t)z == lim ey Vo e X. (3.10)
Die Konvergenz ist gleichméfig fur ¢t € [0,7] fiir jedes (feste) 7" > 0. Aus
den Eigenschaften von e folgt, dafl T'(t) eine Halbgruppe ist, 7(0) = I und
IIT(t)|| < 1. Die Abbildung ¢t — T'(t)x ist stetig fiir alle ¢ > 0 als gleichmé&Biger

Grenzwert der stetigen Funktionen ¢ — e!x. Daher ist T'(¢) eine Cy-Halbgruppe
von Kontraktionen.
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Es bleibt zu zeigen, da8 A der infinitesimale Generator von 7'(t) ist. Sei z €
D(A). Dann gilt

)\lim (eMy — ) (nach (3.10))

t

= 3 )\lim e Ay ds (nach Satz 3.4(4))

e

1 t
= = / lim e Ay ds (da Grenzwert gleichméfig)
0

A—00

1 t
— g/o T(s)Ax ds (nach (3.10))

— Az (t— 0+4).

Sei B der infinitesimale Generator von T'(t) und sei x € D(A). Die obige Rech-
nung zeigt, dafl x € D(B) und Bx = Az. Wir miissen D(B) C D(A) zeigen. Aus
dem 1. Schritt folgt, daB R™ C p(B), insbesondere 1 € p(B). Nach Voraussetzung
(2) ist 1 € p(A). Wegen D(A) C D(B) und B = A auf D(A) folgt

(I = B)D(A) = (I - A)D(A) = X,
also
D(B)= (I —-B)'X = D(A)
und daher A = B. Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0
Im folgenden beweisen wir einige Folgerungen aus dem Satz von Hille-Yoshida.

Korollar 3.17 Sei A der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe von Kon-
traktionen T'(t) und sei Ay die Yosida-Approximation von A. Dann gilt

T(t)z = lim ez Vo e X, (3.11)

A—00

Beweis: Im Beweis von Satz 3.11 haben wir gezeigt, daf8 die rechte Seite von (3.11)
eine Cy-Halbgruppe von Kontraktionen S(t) definiert, deren infinitesimaler Ge-
nerator gerade A ist. Die Eindeutigkeit von Cy-Halbgruppen (Satz 3.6) impliziert
dann S(t) = T(t). O

Korollar 3.18 Sei A der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe von Kon-
traktionen T'(t). Dann gilt

{AeC:ReX >0} Cp(A)

und fiir alle A € C mit Re A > 0 ist
1

< —.
IRO A < =
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Beweis: Der Operator R(A) X :— X, definiert durch
R(\)x = / e MT(t)z dt
0

(siche den 1. Schritt des Beweises von Satz 3.11), ist wohldefiniert fiir Re A > 0.
Im 1. Schritt des Beweises von Satz 3.11 haben wir bereits R(\) = (M — A)™!
gezeigt, d.h. {A € C: Re X > 0} C p(A). Die Abschétzung folgt aus

o0 o0 1
R\, Az < —ReAty (g dt</ “ReA | dt = ——.
O A e R
O

Bemerkung 3.19 Wir zeigen, dafi p(A) nicht notwendigerweise mehr als die
rechte Halbebene {Re A > 0} enthalten mu8, d.h., Korollar 3.20 kann i.a. nicht
verscharft werden.

Seien X € Cy(RY), T'(t)f(x) = f(x +t) fir f € X und A =d/dx in D(A) =
{f € C,(R") : f" € Cp(R")} wie in Beispiel 3.7. Sei A € C und betrachte die
Gleichung

O:()\I—A)gb:/\qﬁ—%, z €R.

Die Losungen lauten ¢(x) = ce’® fiir ¢ € C. Ist Re X < 0, so gilt ¢ € X. Dies
bedeutet, dafl A € o(A), wenn Re A < 0, wobei o(A) das Spektrum von A ist.
Daher {A\ € C: ReX <0} C o(A) =C\p(A) und

p(A) c {A e C: ReX >0}
Aus Korollar 3.18 folgt
p(A)={ e C: Re) > 0}.

Korollar 3.20 FEin linearer Operator A ist der infinitesimale Generator einer
Co-Halbgruppe T'(t) mit [|T(t)|| < e** (w > 0) genau dann, wenn

(1) A ist abgeschlossen, D(A) = X und

(2) (w,00) C p(A) und fir alle X\ > w

1
< —.
IR A < —
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Beweis: Sei T'(t) eine Cyp-Halbgruppe mit || T(¢)|| < e“'. Definiere S(t) = e “'T'(¢).
Dann ist S(t) eine Cy-Halbgruppe von Kontraktionen mit infinitesimalem Gene-
rator A — wl, denn

L T 1) = (e )T + (10 - 1)

— —wl+A (t—0+).

Wegen A\l — A = (A—w)I — (A—wlI) folgt (2). Ist umgekehrt A der infinitesimale
Generator einer Cy-Halbgruppe von Kontraktionen S(t), dann ist A + wl der
infinitesimale Generator einer Cyp-Halbgruppe T'(¢) mit ||T'(¢)|| < e** und T'(¢) =
e**S(t). Das Korollar folgt also aus Satz 3.11. O

Beispiel 3.21 Seien X = Cy(R), T(t)f = f(t+-) und A = d/dz wie in Beispiel
3.7. Wir zeigen, da A: D(A) — X die Voraussetzungen (1)-(2) des Satzes 3.11
erfiillt. Sei f € X und definiere

x+h
fu(z) = %/ f(s)ds, ze€R, heR.

Dann ist f, € D(A) und ||fr — fllo — 0 (h — 0), d.h., fr, = fin X (h — 0)
und D(A) ist dicht in X.

Seien f, € D(A) mit f, — fin X und f; = Af;, — ¢ in X. Dann konvergieren
fn — fund f; — g gleichméBig auf beschriankten Intervallen. Daher ist f' = ¢
auf jedem beschrénkten Intervall nach einem Standardresultat. Insbesondere folgt
fe€D(A)und Af = f' = g, und A ist abgeschlossen.

Sei nun A > 0 und betrachte die Gleichung

g=(\ = A)f=Af
fiir g € X. Wir suchen eine Losung f € D(A). Integrieren fiihrt auf

f@) = [ () dy, a e R
Man kann zeigen, dafl f die obige Gleichung 16st und dafl f € D(A). Dies bedeutet
RO Alg(o) = O = 4) Yg(a) = 1) = [~ g(0) dy
und R* C p(A). Ferner ist

IR\ A)glle < sup / A gllo dy

zeR

= suplgll |5
z€eR y=x
1

= Sl

also ||R(\, A)|| < 1/ fiir A > 0.

33



Wir présentieren ein grofleres Beispiel im Intermezzo 2. Im folgenden geben
wir eine andere Charakterisierung von infinitesimalen Generatoren von Halb-
gruppen von Kontraktionen. Dies fiihrt auf den Satz von Lumer-Phillips, der den
Begrift “dissipativer Operator” bendotigt.

Sei X ein Banachraum und X’ dessen Dualraum. Wir definieren die Dualitdts-
menge F(x) C X' durch

F(z) ={2' € X' (z/,2) = |J2|* = ||]2']]}.

Nach dem Satz von Hahn-Banach gilt F'(z) # 0 fiir alle x € X. (Eine Version des
Satzes von Hahn-Banach lautet gerade: Sei X ein normierter Raum und x € X.
Dann gilt F'(x) # (). Siche [1, Kapitel 4].)

Definition 3.22 Sei A: D(A) — X ein linearer Operator. A heifit dissipativ,
wenn

Ve € D(A): 32’ € F(z): Re(2!, Az) <0
Beispiel 3.23 Sei X = L?(0,1) = {f : (0,1) — R meBbar: || f| 2 < oo}, wobei

Il = ([ e a)”, se o,

Der Raum L?(0, 1) ist mit dem Skalarprodukt

(f.9)1e = / f(@)g(x) de,  f.g € L2(0,1),

ein Hilbertraum. Der Dualraum X’ kann wieder mit L?(0, 1) identifiziert werden
und

(f9)=(f,9) firfeX' geX

mit der Identifikation f' = f € X (siehe Satz 1.19 und die nachfolgende Bemer-
kung). Definiere den Operator A: D(A) — X durch

D(A) = {fec>(0,1]): f(0)=f(1) =0}
Af = f". feD(A).

Man kann zeigen, dafl D(A) dicht in X liegt (siehe z.B. [4, Corollaire IV.23]).
Fiir alle f € D(A) gilt

(f.Af): = / f(@) () da

- / F1(@)? da+ [ () (@)}

=~z <0,
d.h., A ist dissipativ.
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Beispiel 3.24 Betrachte ein Teilchen der Masse m > 0, das sich mit der Ge-
schwindigkeit u = u(t) bewegt und das einer Kraft F' = —ku mit k& > 0 ausgesetzt
ist. Nach dem Newtonschen Gesetz erfiillt u die Differentialgleichung

— =F=—k t> 0. 3.12
m— u, t> (3.12)

Sei X = R mit dem Skalarprodukt (u,v) = uv fiir u,v € R versehen. Dann ist X
ein Hilbertraum. Definiere den Operator

Au=—au firue D(A)=X

und a = k/m > 0. Da X ein Hilbertraum ist, kann man X' mit X identifizieren
und A ist dissipativ genau dann, wenn Re (u, Au) < 0 fiir alle u € D(A). Wegen

(u, Au) = —au? <0 Yu €R

ist also A dissipativ. Multipliziert man (3.12) mit u, so folgt
d m ,
— (= = —Lkut <
dt ( 2" ) W =0,

d.h., die kinetische Energie des Teilchens ist monoton fallend bzw. wird durch die
viskose Kraft F' “zerstreut” (engl. “dissipated”).

Die obige Definition hat den Nachteil, dafl ihr Nachweis Informationen {iber
den Dualraum erfordert. Die folgende Charakterisierung vermeidet dies.

Satz 3.25 FEin linearer Operator A : D(A) — X ist dissipativ genau dann, wenn
(A — A)z|| > Mz|| Vo € D(A), A > 0. (3.13)

Beweis: Seien A dissipativ, A > 0 und = € D(A). Sei weiter 2’ € F(x) mit
Re (z/, Az) < 0. Dann ist

Mlz||? = Re(a’,\z) < Re (2, \v — Az) < |{(2/, A\ — Ax)|
< 2 IAe — Az = =] - [(A = A)z]],

was (3.13) beweist.

Die umgekehrte Implikation beweisen wir nur fiir den Fall, daf§ der Banach-
raum X separabel ist. Der Grund liegt darin, daf§ wir Satz 1.18(2) verwenden
wollen. Die Implikation gilt auch fiir allgemeine Banachrdume, doch wird fiir den
Beweis ein Resultat iiber schwach* iiberdeckungskompakte Mengen (Satz von
Alaoglu) benétigt (siehe [10] fiir den allgemeinen Beweis von Satz 3.25 und [1,
6.7(3)] fur den Satz von Alaoglu). Wir werden nur die bereits bewiesene Impli-
kation von Satz 3.25 verwenden.
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Sei also x € D(A) und setze voraus, da (3.13) fiir alle A > 0 gilt. Sei ¢} €
F(Ar — Az) und setze 2z} = ¢} /||v4]|. Dann ist ||2}|| = 1 und wegen (3.13)

NMz))* < Az — Az|]® = (4}, Az — Az).
Die obige Gleichung impliziert wegen |[Ax — Az|| = ||y} ]|:
| Az — Az|| = (2}, \x — Ax).

Daher ist
Mzl < Az — Az| = (2}, \x — Az) = Re (2}, \z — Ax)
= ARe(z),z) — Re (2}, Az)
< M- llzll = Re (23, Az) = Alz|| — Re (23, Az).

Dies impliziert

Re (2}, Ar) <0 und Re(2},z) = ||z] + A" Re(z}, Az) > ||z| — X7 1||Az||.
(3.14)

Da (z}) wegen ||z4]| = 1 fiir alle A > 0 beschrinkt und X nach Voraussetzung

separabel ist, existiert nach Satz 1.18(2)eine Teilfolge (w}) von (z}), so daBl wh —
2/ (A — 00) in X', d.h. (w),z) — (2,2) (A — o0) fiir alle z € X, und ||2'|| < 1.
Der Grenzwert fiir die Teilfolge A — oo in (3.14) ergibt dann

Re (2, Ar) <0 und Re(z,z) > ||z|. (3.15)
Wegen Re (', x) < [(z,z)| < ||Z'|| - [|z]| < ||z| folgt Re (2, ) = ||=| und wegen
lzl* > [, 2)* = (Re (/,2))* + (Im (', 2))* = [|2||* + (Im (', z))”

erhalten wir Im (', z) = 0, also (', z) = ||z||. Setze 2’ := ||z||z’. Wir behaupten,
daf 2’ € F(z). Dies folgt aus

1 =l - 112 = (& 2) = ]l

121 =l - 12 < ]
(wegen ||Z/]| < 1), was

12117 = ll=])* = [|l=|(=', z) = (2/, z)
impliziert. Mit (3.15) erhalten wir

Re (2, Az) < 0.
Dies beweist Satz 3.25. [
Wir bezeichnen das Bild einer Abbildung A : D(A) — X mit R(A), d.h.
R(A)={ye X: Jx e D(A): Az =y}.
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Satz 3.26 (Lumer-Phillips) Sei A : D(A) — X ein linearer Operator mit
D(A) = X.

(1) Sei A dissipativ und es gebe A\g > 0 mit R(A\l — A) = X. Dann ist A der
infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe von Kontraktionen.

(2) Sei A der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe von Kontraktionen.

Dann ist A dissipativ und R(AN — A) = X fiir alle A > 0.

Beweis: (1) Sei A dissipativ und R(A\g/ —A) = X fiir ein A\ > 0. Die Ungleichung
(3.13) impliziert, dal Aol — A injektiv ist. Wegen R(AoI — A) = X ist Ao — A
dann bijektiv. Die Ungleichung (3.13), formuliert als

lyll = Aol (Aol — A) Myl vy € X,

bedeutet, dal (A\g/ — A)~! ein (linearer und) beschrinkter Operator mit ||(Aol —
A)7| < 1/ ist. Folglich ist (Aol — A)~! abgeschlossen. Also sind auch A\gI — A
und damit A abgeschlossen. Wir zeigen, dafl R(Al — A) = X fiir alle A > 0
gilt. Dann folgt nimlich (mit (3.13)) RT C p(A) und ||R(A, A)|| < A7, und die
Behauptung des Satzes ergibt sich aus dem Satz 3.11 von Hille-Yosida.

Um R(M — A) = X fiir alle A > 0 zu zeigen, definieren wir

A={NeR" =(0,00): R(\I—A)=X}.

Wegen \g € A ist A # (). Die Ungleichung (3.13) impliziert die Injektivitit von
M — A und (wegen R(M — A) = X) die Beschrinktheit von (A — A)~!, d.h.
A € p(A). Da p(A) nach Satz 1.13 offen ist, existiert eine offene Umgebung
U von A, so dall U C p(A). Wegen p(A) NRT C A folgt

UNRY C p(A)NRT C A,

d.h., A ist offen.

Seien A\, € A mit \, — A > 0. Wir zeigen, dafl A € A (denn dann ist A auch
abgeschlossen). Die Definition von A impliziert, dafl zu gegebenem y € X ein
x, € D(A) existiert, so daf

A —A)x,, = y. (3.16)
Aus (3.13) folgt dann
lzall < AT = A)zall = A7 Iyl < € (3.17)

fiir ein von n unabhingiges C' > 0 (denn (A !) konvergiert gegen A~! > 0 und ist
damit beschriankt). Die Folge (z,,) ist eine Cauchy-Folge, denn aus (3.16) folgt
durch Subtraktion:

ATy — AT = Az, — X0) (3.18)
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und daher

IN

lA I — A) (2, — 20| (wegen Satz 3.25)

| Am(Tr, — Tm) — AnZn, — AT || (wegen (3.18))
= [Am = An| - [l

< Clhn =M — 0 (n,m — o0) (wegen (3.17)).

/\men - me

Da X vollstandig, ist (z,) konvergent. Sei x,, — x (n — o00). Aus (3.16) folgt
Az, = Ay —y — Ax —y (n — 00). Da A abgeschlossen ist, folgt © € D(A) und
Az = Xz —y oder (M — A)z =y.

Wir haben gezeigt:

Vye X: JzeD(A): (M —A)z=y.

Dies bedeutet R(AI — A) = X und damit A € A. Also ist A abgeschlossen. Wir
haben bewiesen, da8 A (in (0, 00)) nichtleer, offen und abgeschlossen ist. Daher
mufl A = (0, 00) gelten. Dies beweist (1).

(2) Sei A der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe von Kontraktionen
T(t). Nach dem Satz 3.11 von Hille-Yosida gilt RT C p(A) und insbesondere
R(M —A) = X fiir alle A > 0. Um zu zeigen, dafl A dissipativ ist, seien z € D(A)
und 2z’ € F(z). Dann ist

Re(z, T(t)z) < [(«/, T()2)| < [|2'[| - 1T O]l < 2] - |z ]| = [l=]®
und daher
;1 1 / L2
Re <;c (T - x)> =~ Re (&', T(H)a) = [l <0,
Der Grenzwert ¢t — 0 ergibt wegen x € D(A)
Re (2, Az) < 0.
Daraus folgt die Behauptung. O

Bemerkung 3.27 Teil (2) des obigen Beweises impliziert sogar, dafl fiir infini-
tesimale Generatoren A einer Cp-Halbgruppe von Kontraktionen mit D(A) = X
gilt:

Vo € D(A): Va' € F(x): Re(a', Az) <0.
Korollar 3.28 Sei A: D(A) — X linear, abgeschlossen und D(A) = X. Sind A

und A" (der duale Operator) dissipativ, dann ist A der infinitesimale Generator
einer Co-Halbgruppe von Kontraktionen.
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Beweis: Nach Satz 3.26(1) miissen wir nur R(I — A) = X zeigen. Da A dissipativ
und abgeschlossen, ist R(I — A) ein abgeschlossener Unterraum (Ubungsaufgabe).
Angenommen, R(I — A) # X. Dann konnen wir die folgende Version des Satzes
von Hahn-Banach verwenden:

Sei X normiert und F C X ein Unterraum mit F # X. Dann existiert
e X' 2’ #£0,s0daB (¢/,x) =0 fiir alle z € F.

Wenden wir dieses Resultat auf F' = R(I — A) = R(I — A) # X an, erhalten

wir:
W eX 2#£0: Vee DA : 0= (20— Ax) = (' — A2, z),
und wegen der Dichtheit von D(A) in X:
Vee X : (o — Az z) =0.
Dies bedeutet 2/ — A2’ = 0. Da A’ dissipativ ist, folgt aus Satz 3.25
]| < [I(1 = A")a"[| =0,
also ' = 0; Widerspruch zu x’ # 0. O

Satz 3.29 Sei A: D(A) — X dissipativ.
(1) I >0: RAI—A)=X=VA>0: RN —-A)=X.

(2) R(I —A) =X und X reflexiv= D(A) = X.

Beweis: (1) wurde bereits in Teil (1) des Beweises von Satz 3.26 gezeigt.
(2) Ubungsaufgabe. O

Intermezzo 2: Homogene Wiarmeleitungsgleichung

Ziel dieses Abschnittes ist der Beweis der Existenz und Eindeutigkeit einer Losung
der Warmegleichung;:

%—AUZO in © x (0, 00), (3.19)
u=0 auf 02 x (0, 00), (3.20)
u(+,0) = ug in €, (3.21)

wobei 2 C R? (d > 1) ein beschréinktes Gebiet mit 9Q € C%! sei.

Satz 3.30 Sei ug € H?*(Q2) N H(). Dann existiert genau eine Lésung u €
C([0,00); L2(£2)) N C°([0, 00); H2(2) N HL(2)) won (8.19)-(3.21) mit

lu@l[r2 < lluoll2 Yt =0.
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Beweis: Wir wollen den Satz 3.11 von Hille-Yosida in X = L*(Q2) auf A = A,
definiert in D(A) = H?*(Q) N H} (), anwenden. Wir zeigen nacheinander:

1) D(4) = X,

3

(1)
(2) VA€ C, ReA > 0: R(A — A) = X,
(3) YVA>0: [[R(A A) <A™,

(4)

4) A ist abgeschlossen.

Da C°(Q) € D(A) € X und C*(Q) = X, folgt auch D(A) = X. (Der
Abschluf ist in der Norm von X zu verstehen.) Dies beweist (1).
Sei A € C mit Re A > 0. Wir miissen die Differentialgleichung
—Au+Adu=f 1in ), u=0 auf 00 (3.22)

fiir f € X 16sen. Dafiir wenden wir das Lemma von Lax-Milgram auf
a(u,v) = /(Vu Yo + \uv) dz, u,v € Hy(Q),
Q
Flv) = / fode ve HY(Q),
Q

an. Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt

la(u, )| < [[Vull2[ Vol + M [[ull 2 [[vf| 22 < (04 [AD[[ell e [v]]
[E@)] < Az lvllee < Az llollaes

d.h., @ und F sind (bi-)linear. Wegen
Rea(u,u) = / |Vul® dz + Re)\/ |u|? dz > min(1, Re \)||ul| g
Q 0
ist a auch koerziv. Daher existiert genau eine Losung u € HJ () mit

a(u,v) = F(v) Yv € Hy(S).

Man kann zeigen, da8 sogar u € H?(Q) gilt (siehe z.B. [12]), aber der Beweis ist
recht aufwendig. Dies impliziert u € D(A) und (2).
Sei A > 0. Mit der Youngschen Ungleichung folgt

(|Vul® + Nul®) dz = a(u,u) = F(u) = [ fudx
J J

< /If!2 dr + = /Iu\2 dz,
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also

A 1
= dr < — >d
> [ k<55 [ 117 do

ullz < A7 f] 22 (3.23)

oder

Sind uy,us € D(A) zwei Losungen von (3.22), so implizieren die Differenz
—A(ug —ug) + Mug —ug) =0 in £, up —uy =0 auf 0N

und (3.23): ||lup — usl|zz < 0, also u; = wy in . Dies zeigt, dafi R(\, A) =
(M — A)7! existiert. Eine weitere Anwendung von (3.23) impliziert

IR A< AL (3.24)

d.h., R(A, A) ist beschrankt und (3) gilt.

Um (4) zu zeigen, seien z, € D(A) mit z, — z in X und Az, — y in X
(n — 00). Nach (2) existiert zu \x —y € X ein z € D(A) mit (A —A)z = Az —y.
Mit (3) folgt

2, — 2| < ATHI(A — A)(z, — 2)|
= )\_1H/\xn—Axn— Az —y)|
<l — 2l + AT Az, — g

— 0 (n— o0)

und folglich ist = z. Mithin ist A\x —y = (M — A)z = (M — A)z und Az = y.
Nach Satz 3.11 von Hille-Yosida existiert eine Cy-Halbgruppe von Kontrak-

tionen T'(t), so dafl u(t) = T(t)ug eine Losung von

d—u—Au:O in (0, 00), u(0) = g

dt

ist. Da t — T'(t)ugp € D(A) stetig ist (siche Korollar 3.3 und Satz 3.4(3)), folgt

u € C°[0,00); D(A)). AuBlerdem ist ¢ — u/(t) = AT (t)ug = T(t)Aug € X stetig,

so daf insgesamt u € C''([0, 00); X) N C°(]0, 00); D(A)) folgt. O

Bemerkung 3.31 Man kann zeigen, dafl u sogar die folgende Regularitét besitzt
[4, Théoreme X.2, Seite 207]:
ou

u € L*(0,00; H3(Q)), o7 € L*(0, 00; H'(Q)).

Mehr Regularitdt kann man im allgemeinen nicht erwarten: Angenommen, es

wiire u € C'1([0, 00); C°()). Dann ist

)
Auy = 8—1:(0) =0 auf 9,
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da u(0) = 0 auf 99, was einen Widerspruch ergiibe, wenn Aug # 0 auf 9Q. Gilt
nun uy € C*°(Q) mit A"uy = 0Vn € N, so folgt u € C*(2x [0, 00)) [4, Théoreme
X.2]. Ist andererseits nur ug € L?(€2), so erhalten wir

u € C°((0,00); H*(Q2) N Hy (Q)) N C((0, 00); L*()),

da ug # 0 auf 92 moglich ist und damit u(0) € HI(Q2). Von t = 0 weg ist die
Funktion v dagegen regulér:

u€ C®Qx[e,00) €>0.
Dies zeigt, dafl die Warmeleitungsgleichung stark regularisierend ist:
up € L*(Q) = Vt>0: u(t) € C(Q).
Bemerkung 3.32 Im Beweis von Satz 3.30 haben wir gezeigt (siche (3.24)), da8
ul] < AHA — A)u|| Yu € D(A), X > 0.

Nach Satz 3.25 folgt, dal A = A dissipativ ist. Nach Teil 2 des Beweises von Satz
3.30 gilt R(I — A) = X. Also konnen wir Satz 3.26 von Lumer-Phillips anwenden,
der (noch einmal) zeigt, dafl A der infinitesimale Generator einer Halbgruppe von
Kontraktionen ist.

4 Charakterisierung infinitesimaler Generatoren
von Cy-Halbgruppen

Im vorigen Kapitel haben wir eine Charakterisierung infinitesimaler Generatoren
von Cy-Halbgruppen 7'(t) mit

IT@)] < e

bewiesen (Korollar 3.20). Ziel dieses Kapitels ist die Charakterisierung infinitesi-
maler Generatoren von allgemeinen Cy-Halbgruppen T'(t), die nach Satz 3.2

1T < Me!

erfiillen. Um die Konstante M > 1 in den Griff zu bekommen, werden wir den
Banachraum X mit einer neuen Norm | - | versehen, so daf in der neuen Norm

T(t)] < e

gilt. Dazu bendtigen wir das folgende Lemma. Im gesamten Kapitel sei X ein
Banachraum.
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Lemma 4.1 Seien M > 1 und A: D(A) — X ein linearer Operator mit RT C
p(A) und

IAN"R(\, A <M ¥YneN, A>0.

Dann existiert eine Norm | - | in X, die dquivalent zu der urspringlichen Norm
| - || in X ist und die Ungleichungen

2] < [z] < M|z Vo € X, (4.1)
AR\, A)z| < |z Ve X, A>0, (4.2)

erfillt.
Beweis: Sei 1 > 0 und setze
], = sup 0" R(p, A)"z||, =€ X.
Wir zeigen, daf die Folge (||z||,), monoton wachsend und beschrénkt ist und

daher einen Grenzwert, mit || bezeichnet, besitzt. Die gesuchte Norm wird dann
| - | sein. Nach Voraussetzung gilt

]l < 2l < Mlz| (4.3)
und
B (p, A)xl|, = Sg%H/L"HR(u,A)"HSCH
< sup ||[u"R(p, A)"=||
n>0

=[],

also ||uR(p, A)||,, < 1. Wir behaupten, daf sogar gilt:
IAR(N,A)|l, <1 YO < A< p.
Seien ndmlich z € X und y = R(\, A)x. Dann ist
(ul = A)y = (M = Ay + (= Ny
oder
y = Rl AN — A)y + (1 — N = Rl Afie + (1 — N,

und damit fiir A < p

1 A
< = _Z
Iyl < MHMR(M,A)%"Hﬁ(l M)H/LR(U>A)QHM

1 A
e+ (1= )y
po p/

IN
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oder
IR A)zll, = Ayl < llella 0 <A < .
Aus dieser Ungleichung und (4.3) folgt fiir n € N
INRO, AP < [NRO APl < ol W0 <A<p (44)
Daher ist
lllx = sup [A"R(A, A || < flzfl, VO <A< p.
Die Folge (||z||,), ist also monoton wachsend und durch M||z|| nach oben be-

schrankt. Wir definieren
o o=l flol,, w € X,
Dann folgt (4.1) aus (4.3) im Grenzwert u — oo und (4.2) aus (4.4) fir n =1
und g — 00 :
AR A)al = lim AR, A, < T ], = o]
O

Satz 4.2 Ein linearer Operator A: D(A) — X ist der infinitesimale Generator
einer Co-Halbgruppe T'(t) mit ||T(t)|| < M (M > 1) genau dann, wenn

(1) A ist abgeschlossen, D(A) = X und
(2) Rt C p(A) und

M
IRAA <3 ¥A>0, neN.

Beweis: Sei A der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe 7'(¢) in X mit
|T(t)]] < M. Wenn wir die Norm in X durch eine dquivalente Norm ersetzen, ist
T(t) eine Cy-Halbgruppe mit der neuen Norm und A dndert sich nicht. Aulerdem
ist A abgeschlossen und D(A) ist dicht in X beziiglich der neuen Norm (siehe
Korollar 3.5). Definiere die neue Norm

2] = sup | T()e], = € X.
>0

Dann gilt ||z|| < |z| < M||z||, d.h., || ist eine zu || - || Aquivalente Norm. Wegen

| T(t)x| = sup [T (s)T'(t)z|| < sup||T(s)z| = ||
s>0 s>0
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ist T'(t) eine Cp-Halbgruppe von Kontraktionen in (X, |- |). Aus Satz 3.11 von
Hille-Yosida folgt, da8 |R(A, A)| < A~! fiir A > 0 und daher

1RO\, A)z|| < [RO\, A)"z| < AL R, A" Lz| < A"e| < A" M|z

Dies impliziert (2).

Seien umgekehrt die Voraussetzungen (1) und (2) erfiillt. Sei | - | die Norm in
X aus Lemma 4.1. In dieser Norm ist A abgeschlossen, D(A) = X, RT C p(A)
und |R(\, A)| < A7 fiir A > 0. Daher kénnen wir wieder Satz 3.11 von Hille-
Yosida anwenden, und A ist der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe
von Kontraktionen in (X, |-|). In der urspriinglichen Norm ist A noch immer der
infinitesimale Generator von 7T'(t) und

IT@)z]| < |T@)x] < || < M|z,
also ||[T'(t)|| < M. O

Satz 4.3 (Hille-Yosida fiir allgemeine Cy-Halbgruppen) FEin linearer Operator
A: D(A) — X ist der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe T(t) mit
|T(t)]] < Me*t genau dann, wenn

(1) A ist abgeschlossen, D(A) = X und
(2) (w,00) C p(A) und

|R(A, A" < VneN, A>w. (4.5)

M
(A —w)n

Beweis: Definiere die Cp-Halbgruppe S(t) = e “'T'(t). Dann gilt [|S(¢)|| < M
und A ist der infinitesimale Generator von T'(t) genau dann, wenn A — wl der
infinitesimale Generator von S(t) ist (siche den Beweis von Korollar 3.20). Die
Behauptung folgt nun aus Satz 4.2. U

Satz 4.4 Es gelten die Voraussetzungen (1) und (2) aus Satz 4.3. Dann gilt
{AeC: ReX>w} Cp(A) und

|R(N, A" < Vn e N, Rel > w.

M
(Re X —w)"

Beweis: Wie im Beweis von Satz 3.11 zeigt man:
R\, A)x = / e MT(t)x dt Vo€ X, Rel > w.
0

Wegen ||T'(t)]] < Me“* folgt, dafl das uneigentliche Integral auf der rechten Seite
konvergiert. Sei nun A € C mit Re A > w. Dann ist

iR()\,A)x = / ie_MT(t)x dt = —/ te ™ NT(t)x dt.
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Mit vollstéandiger Induktion ergibt sich

TR0 A= 1 [T e T (16)

Wir erhalten aus der Gleichung
RO, A)[(pl = A) = (M = A)|[R(p, A) = (= N R(A, A)R(p, A)
die sogenannte Resolventenidentitdit
RAA) = R(p, A) = (= MR, A)R(p, A),

aus der folgt:

d . RMA) - R A)
— —R(\ A

Insbesondere ist A — R(A, A) analytisch fiir Re A > w, und mittels vollstandiger
Induktion erhalten wir

d?’L

WR(A, A) = (=1)"nlR(\, A" (4.7)
Aus (4.6) und (4.7) folgt
n,. _ 1 - n—1_-—At
R\ A)"x = (n—l)!/o " e M (t)x dt.

Folglich ist (Ubungsaufgabe)

M oo
||R()\, A)”:L‘H S W/ tn_le(w_Re)\)t||$|| dt
e
= —— ||z
(ReA —w)»
also die Behauptung des Satzes. 0

Der folgende Satz verallgemeinert Korollar 3.17 fiir allgemeine Cy-Halbgrup-
pen.

Satz 4.5 Sei A der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe T(t) und sei
Ay = MR\, A) die Yosida-Approximation von A. Dann gilt

T(t)z = lim eMz Vo e X.

A—00
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Beweis: Sei zuerst ||T(t)|| < M. Im Beweis von Satz 4.2 haben wir eine Norm
|- | in X konstruiert, in der 7'(¢) eine Cyp-Halbgruppe von Kontraktionen ist. Aus
Korollar 3.17 folgt dann fiir ein ¢ > 0

e = T(t)z] < cleMlz = T(#)al =0 (A—o0) Vo€ X.

Gilt nun ||T(¢)|| < Me*' mit w < 0, so ist ||T(t)|| < M, und es ist nichts zu
zeigen. Sei also w > 0. Wegen Ay = N2R(\, A) — I folgt fiir A > 2w

HeAAtH _ e—)\tue)\?R()\,A)tH
_ — At G 1 24\ k k o
= || D0 SO RO 4) H (da R(\, A) beschriinkt)
k=0
V|
< e ”ZHAW’“HR(A,A)’“H
k=0
e 1 _
< Me ”ZE)\%tk(A—w) ® (nach (4.6))
k=0
A2t
= Mexp (—)\t—i-/\ )
— W
— Me/\wt/()\—w)
< Me*', (4.8)

da A > 2w die Ungleichung Aw/(A — w) < 2w impliziert. Definiere nun eine
Co-Halbgruppe S(t) = e “'T'(t) mit infinitesimalen Generator A — w/. Dann ist
|1S(t)]| < M, und wir kénnen den ersten Teil des Beweises verwenden, um zu
schlieflen:

T(t)r = lim eA wDattely vy e X (4.9)

A—00
wobei (A —wl)y = AM(A —wl)R(\, A —wI). Wir behaupten nun:
(A—wl)y+wl =Axiw +H(N) (4.10)
mit
H(\) = w’R\+w, A) — 20AR(\ + w, A).

Um dies zu beweisen, benutzen wir die Identitédten

RMA—wl) =M —(A—wl)) ' =(A+w)—-A)'=RA+w,A) (4.11)
und

0 = I—(AN+wl—-ARAN+w,A)
= I—-(A+wRA+w A)+ARN+w, A). (4.12)
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Daraus folgt

(A—wlhy+wl = MNA—-—wHRNA—-wl)+wl
= MA—-wl)RA+w,A)+wl (nach (4.11))
= A+ wAR\+w, A) +w?R(\ 4w, A)
—20AR\ +w, A)
+w[l+ ARA+w,A) —ARA+w,A) —wR(A + w, A)]
Aypo F RN+ w, A) —20ARN+w,A)  (nach (4.12))
= Axyo+H(N).

Dies beweist (4.10). Aus (4.9) folgt nun

T(t)x = lim eretTHN Ve € X. (4.13)

A—00

Fiir alle z € D(A) gilt wegen (4.5)

1H M)z

IN

RO+ w, A)a]| + 2] RO+ w, 4)Ax]

M
~ (@ llall + 2] Az]))

0 (A— o0).

IN

!

Aus der Dichtheit von D(A) in X folgt, dal H(A)z — 0 fiir A — oo fiir alle
x € X. Wegen

H f; Ll - Htg L HOVH |

< tel BV FMNz]| -0 (A —>o00) VreX

HO, _

e z|

und (4.8) sowie (4.13) folgt fiir alle z € X

lez = T()zl| < [le™ O s — T(1)]|
+ [l ]| - (| O s —

< H€A>\t+H(/\7w)tx . T(t)ilj'H

+ Me2t|| TPty _ g

— 0 (A — ).
Damit ist Satz 4.5 bewiesen. O

Im folgenden geben wir noch zwei andere Resultate, in welchem Sinne T'()

als “e*” interpretiert werden kann.
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Satz 4.6 Sei T'(t) eine Cy-Halbgruppe und definiere
A(h)x =

Dann gilt

T(t)x = lim ez, 2 € X,
h—0+

und der Grenzwert ist gleichmdfig in t auf jedem beschrinkten Intervall [0, T].

Beweis: Sei ||T(t)]] < Me* mit w > 0 und sei A der infinitesimale Generator von
T'(t). Da T'(t) beschrankt ist, ist dies auch A(h), und eA(h ist wohldefiniert. Die
Operatoren A(h) und T'(t) kommutieren, also auch eA™* und T'(¢). Wir benutzen
nun

i%ajtb = ii—i o a,beR.
n=0 =0 =0

Dann folgt fiir 0 < h <1

e = |50 () @ -y

IA
[~]¢
S|
N\
SHIEN
N———
3
|
=
3

n=0 n=0
< 35 2 (O )
— n' \ h
<1 /)"
< —t/h _ _ M wh
> () e

< Mexp (t(e” — 1)),

denn h_l(e‘ih — N <e?—1fir0<h<lundw >0 (Ubungsaufgabe). Sei
x € D(A). Ahnlich wie in Satz 3.4(2) kann man zeigen, daf die Abbildung s —
eAME=3)T(s)x differenzierbar ist und daB gilt:

d
— (AT (5)z) = —A(h)eA P EIT(s)z + AP AT(5)z

ds
AW (5)(Ax — A(h)z).
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Daher erhalten wir fir z € D(A) und 0 < h < 1:

¢
d A(h)(t—s)

ST d
s (e (s):p) s

[ 1A ) - 4z - Ak s

< tMPexp (t(e¥ +w —1))|| Az — A(h)z||
— 0 (h— 04).

IT () — " Wal =

IN

Da D(A) dicht in X ist und auBerdem [|eA™?*|| und ||T'(¢)|| gleichm#Big auf jedem
Intervall [0, 7], T < oo, beschrinkt sind, folgt der Satz fiir alle z € X. O

Der Satz 4.6 ist eher von theoretischem Interesse, da die Formel zur Berech-
nung von 7'(t) die Kenntnis von A(h) und damit von 7'(h) zumindest fiir “kleine”
h > 0 benétigt.

Beispiel 4.7 Seien wie in Beispiel 3.9 X = Cy(R), T(t)f(x) = f(x + t) fir
f € X und A = d/dx. Fiir diese Halbgruppe haben wir

(AMF@) = 3 +8) ~ f@) = (Daf)e), TR

und (Ubungsaufgabe)

(A(h) _hiz ( ) (z +mh) = (AFf)(z), keN.

m=0

Man kann zeigen, dafl

lim (A} f)(z) = f*(x),

h—0-+
wenn f € C*(R). Zum Beispiel gilt fiir k = 2:

(AR (@) = ;Q(f(x)—2f($+h)+f($+2h))—>f”(w) (h = 0+).

Aus Satz 4.6 folgt dann fiir f € X

> 1k

t
_ % A(h)t _ % N
o0 = CON = Jim (V)0 = iy 3 )
und der Grenzwert ist gleichméfig in + € R und ¢ € [0,7], T < oo. Diese
Gleichung ist eine Verallgemeinerung der Taylorformel, da f nur als stetig vor-

ausgesetzt wurde.
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Satz 4.8 Sei T'(t) eine Cy-Halbgruppe und A der infinitesimale Generator von
T(t). Dann gilt

T(t)x = lim (I—%A)nx: lim [ER (ﬁ,A>]nx, x € X,

und der Grenzwert ist gleichmdfig in t € [0,T], T < 0.

Beweis: Sei | T(t)|| < Me“'. Wir wissen (siche den Beweis von Satz 4.4), daf
A +— R()\, A) analytisch ist fiir Re A > w und dafi die Beziehungen

R\, Az = /00 e T (s)r ds, z¢€ X,
0
und
—,A)x = (=" /000 s"e T (s)x ds
= (=1)""tt /m(ve_”)”T(tv)x dv
0
(nach der Substitution s = vt) gelten. Wegen (4.7), also
dn

el — (—1\"p n+1

folgt

Aus der Relation

n+1 [e¢)
/ (ve™)" dv =1 (4.14)
0

(Ubungsaufgabe) ergibt sich dann

n+1

[ER<Q7 A)} m z—T(t)x = n /Ooo(ve_”)"(T(tv)a: —T(t)x) dv.

t t n!

Seien € > 0 und ¢y > 0. Wéhle dann 0 < a < 1 < b < 00, so daf
Vi € [0,t0] : Yo € [a,b] : ||T(tv)e —T(t)z| <e. (4.15)

Dies geht wegen der starken Stetigkeit von t — T'(t)x. Wir zerlegen das Integral
auf der rechten Seite in drei Integrale iiber [0, a], [a,b] und [b, 00) und schétzen
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diese Integrale einzeln ab. Fiir das erste Integral erhalten wir

":; /0 (e (T (to)z — T(t)z) du
< gy /0 T () — Tz dv

n!
(denn v — wve™" ist monoton wachsend fiir 0 <v <a < 1)
nn+1

IN

(ae=®)" - 2M e || ||

n!
— 0 (n— o)

gleichméBig in t € [0, to], denn mit der Stirling-Ungleichung [6, Kapitel 11.9]
nl >\ 2mn /e
und der Abschétzung 1 —a + Ina < 0 fiir alle a < 1 folgt

n+1
n n \/ﬁ n_n_—an

o (ae™)" < ——=e"a"e

V2m
\/ﬁ n(l—a+Ina)

= e
V2
— 0 (n—o0).
Wegen (4.14) und (4.15) ergibt sich
nn—f—l b nn—i—l b
' / (ve " )"(T(tv)x — T(t)x) dv|| < ' / (ve )" dv-e <e.
n: a n: a
Ferner ist
nn—i—l [e's]
' / (ve " )"(T(tv)x — T(t)x) dv
n' J,
nn+1 00
< M / v (e + ') ||z du
n! b
nn+1 o]
< 2M / e Dz || do.
n! Jp

Fiir n > wt konvergiert das uneigentliche Integral, und es gilt

nn+1

-0 (n— o)

/boo(ve”)"(T(tv)x —T(t)x) dv

n!

gleichméfig in ¢ € [0, o). Mithin ist

Ve > 0: limsup H%R (ﬁ,Aﬂon—T(t)x <e

n—oo

t
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und daher
n n n+1
lim [;R <?, A)} z="T(t)z.
Die Aussage aus Lemma 3.12
lim 2R (%,A) r=ux
gilt auch fiir allgemeine Cy-Halbgruppen. Daraus folgt
lim [%R (%, A)]nx =T(t)x

und damit die Behauptung des Satzes. U

Bemerkung 4.9 Sei A der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe T'(t).
Betrachte das Anfangswertproblem

CCZZ—;L = Au, t>0, u(0) = x. (4.16)

Um dieses Problem numerisch zu 16sen, kann man den Differentialquotienten
durch den Differenzenquotienten ersetzen und erhélt

o (3) — o, (=0 |
() = (5 >:Aun(g), ) s

n

und ug(t) =z, t > 0. Dies ist gerade das implizite Euler-Verfahren. Eine Umfor-

mulierung ergibt
Uy, (L 1)t) = <I — —t A) Uy, (j—t)
n n n

(£) - () (552) ()
()

fiir alle j € N. Fiir j = n ist also

un (£) = (1 - %A) y

eine Approximation von der Losung u(t) von (4.16). Nach Satz 4.8 folgt
lim w,(t) = T(t)z,

oder

und wir wissen bereits (siche Satz 3.4(3)), da u(t) = T(t)z eine Losung von
(4.16) ist, wenn z € D(A). Wenn © ¢ D(A), mufl (4.16) keine Losung besitzen
(genauer: keine in t differenzierbare Losung), doch nach Satz 4.8 konvergiert u,,(t)
dennoch gegen T'(¢)z. In diesem Fall kann man 7'(¢)x als verallgemeinerte Losung
von (4.16) ansehen.
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5 Gruppen und duale Halbgruppen

Das zentrale Resultat dieses Kapitels ist der Satz von Stone, der eine Charak-
terisierung infinitesimaler Generatoren von Cy-Gruppen liefert. Auch in diesem
Kapitel ist X stets ein Banachraum.

Definition 5.1 Die Familie T'(t), t € R, beschrinkter linearer Operatoren auf
X ist eine Cy-Gruppe beschrankter Operatoren genau dann, wenn gilt:

(1) T(0) = I,
(2) T(t+s)=T{t)T(s) Vs, teR,
(3) T(t)x — x firt—0 VreX.

Der infinitesimale Generator A einer Cy-Gruppe T'(t) ist definiert wie bei einer
Halbgruppe, nur der Grenzwert ¢ — 0+ ist durch ¢ — 0 zu ersetzen.

Bemerkung 5.2 Sei T'(t) eine Cy-Gruppe beschriankter Operatoren. Dann ist
T(t), t > 0, eine Cp-Halbgruppe mit infinitesimalem Generator A. Auch S(t) =
T(—t), t > 0, ist eine Cy-Halbgruppe mit infinitesimalem Generator —A. Die
Operatoren A und — A sind dann infinitesimale Generatoren der Cp-Halbgruppen
T (t) und T_(t) und A ist der infinitesimale Generator der Cy-Gruppe T'(t) (siehe
den Beweis von Satz 5.3), definiert durch

T (t) = t>0
) :{ T_(—t) : t<0.

Satz 5.3 (Hille-Yosida fiir Cy-Gruppen) Der Operator A : D(A) — X st der
infinitesimale Generator einer Co-Gruppe T(t) mit |T(t)|| < Me* genau dann,
wenn

(1) A ist abgeschlossen, D(A) = X und
(2) {NeR: [N\ >w} Cp(A) und

M

IROAP < o

VneN, |A > w. (5.1)

Beweis: Sei A der infinitesimale Generator einer Cy-Gruppe T'(t). Nach Bemer-
kung 5.2 sind A und —A infinitesimale Generatoren von Cy-Halbgruppen. Nach
Satz 4.3 von Hille-Yosida ist A abgeschlossen und D(A) = X. Auflerdem gilt (5.1)
fiir A > w. Nun gilt (5.1) auch fir —A, d.h.

M

IR A" = [I(=1)"R(=A, =A)"[| = [R(=A, =A)"| < [ESE=mD
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fur alle n € N und —A > w. Dies bedeutet {—\ > w} C p(A), also {|\| > w} =
{A>whU{=X>w} C p(A), woraus (2) folgt.

Seien umgekehrt die Bedingungen (1) und (2) erfiillt. Nach Satz 4.3 von Hille-
Yosida sind dann A bzw. —A infinitesimale Generatoren von Cy-Halbgruppen
T, (t) bzw. T_(t) mit || T (t)|| < Me*". Nach Satz 4.5 gilt

Ty(t)x = /\lim ety

Ay —Aput

wobei A, die Yosida-Approximation von A ist. Da die Operatoren e und e
kommutieren, kommutieren also auch 77 (t) und 7 (t). Sei W(t) = T (t)T-(¢),
t > 0. Dann ist W (t) eine Cy-Halbgruppe und fiir x € D(A) = D(—A) gilt

_ T_(t)T+(t)tm i T_(t);: —x

— T_(0)Az + (—A)x =0 (t — 0+).

W(t)r —x
t

Folglich ist W (t)z = « fur alle ¢ > 0 und x € D(A) (denn A = 0 ist der infinite-
simale Generator von T'(t) = I). Da D(A) dicht ist in X und W (t) beschrankt,
gilt W(t) = I oder T_(t) = Ty (t)~'. Definiere

T.(f) : t>0
T(t):{T_(—t) . t<o.

Dann ist T'(t) eine Co-Gruppe mit [|T(¢)|| < Me“l: Fiir ¢ > 0 und s < 0 mit
t+ s >0 gilt etwa

TWT(s) = To(To(=s)" = (T (¢ + )T (~) Ty (—5)" = Tyt + )
= T(t+s)

und fiir die anderen Kombinationen positiver und negativer s,t analog. 0

Lemma 5.4 SeiT(t) eine Cy-Halbgruppe, so daf T(t)™! existiert und beschrinkt

ist. Dann ist S(t) = T(t)~" eine Co-Halbgruppe mit infinitesimalem Generator
—A und

T(t) >0
ult) = { T(—t)™' : t<O0.

st eine Cy-Gruppe.
Beweis: Der Operator S(t) erfiillt die Halbgruppeneigenschaft, da

S(t+5) = T(t+5)"" = (T(OT(s)) " = T(s)"'T(t) " = S(s)S(t) = SH)S(s).
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Um die starke Stetigkeit von S(t) zu zeigen, sei # € X und s > 1. Da T'(s)™!
existiert, gibt es ein y € X mit T'(s)y = z. Fir t < 1 gilt

IStz —=l| = Tt "> -z
= T TM)T(s — t)y — T(s)yll
= |T(s =)y = T(s)yll
— 0 (t—0+).

Wegen
LSz —z) = %T(t)_lT(t)(T(t)_lx _ )

_ T(t)l%(x —T(t))
— T0) (~A)r=—-Az (t — 0+)

ist —A der infinitesimale Generator von S(t). Die Gruppeneigenschaft von U (t)
folgt wie im Beweis von Satz 5.3, etwa fiir t > 0und s < Omitt+s>0:

UNU(s) =TH)T(—s) P =Tt +8)T(—s)T(—s)" =U(t + s).
O
Satz 5.5 Sei T(t) eine Cy-Halbgruppe und es gebe ein ty > 0, so daff 0 €

p(T'(to)). Dann gilt 0 € p(T(t)) fir allet > 0 und T'(t) kann zu einer Cy-Gruppe
erweitert werden.

Beweis: Wir miissen nur 0 € p(7'(t)) fiir alle ¢ > 0 zeigen, da daraus die Existenz
und Beschrinktheit von T'(t)~! folgt und nach Lemma 5.4 eine Gruppe U(t)
definiert werden kann, die 7'(t) erweitert. Dafiir benutzen wir eine Folgerung aus
dem Satz von der offenen Abbildung:

Satz von der beschrinkten Inversen: Seien X, Y Banachrdume und 7': X — Y
linear, beschréinkt und bijektiv. Dann ist auch 7! beschrénkt, d.h. 0 € p(T).

Ein Beweis dieses Resultates findet sich beispielsweise in [4, Corollaire 11.6].
Nach diesem Satz geniigt es zu zeigen, dal T'(¢) bijektiv fiir alle ¢ > 0 ist.

Wegen 0 € p(T'(tg)) ist T(tg)" = T (nty) injektiv fiir alle n € N. Sei T'(t)x = 0.
Dann folgt fiir nty >t

T(nty)x =T (ntg —t)T(t)x =0,

also z = 0. Folglich ist T'(¢) injektiv fiir alle ¢ > 0. Aus der Halbgruppeneigen-
schaft folgt R(T(t)) = X fir t < tg, denn zu y € X gibt es ein z € X mit
T(tg)z =y, also fur x := T(ty — t)z:

Tt)x=TH)T(tg—t)z=T(tg)z = v.
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Fiir t > 1y sei t = ktg +t; mit 0 < t; < to. Dann ist T(t) = T(to)*T'(t;) und
daher — analog zu obiger Argumentation — R(7(t)) = X. Damit ist 7'(t) bijektiv
fiir £ > 0, und der Satz ist bewiesen. O

Beispiel 5.6 Seien wie in Beispiel 3.9 X = C,(R), T(t)f = f(- +t), t > 0, und
A =d/dz. Dann ist

(T f)lz) = fla—1t), feX,

die Inverse von T'(t) und || T(t)7Y|| < 1. Also gilt 0 € p(T'(¢)) fiir alle ¢ > 0 und
nach Satz 5.5 kann T'(¢) zu einer Cy-Gruppe erweitert werden. Diese lautet nach

Lemma 5.4
Ut) = { ;E%l S } ~T(t), teR.

Wir erinnern, dafl die Adjungierte S’ : D(S') € X' — X' eines linearen
Operators S : D(S) C X — X mit D(S) = X wie folgt definiert ist:

D(S") = {2 eX': Ty eX :VeeD(S): (& Sx)y= ()},
S’ = o Vi’ e D(S).

Das Element g/ ist eindeutig definiert; ansonsten ergébe (z', Sz) = (y, z), 1 = 1,2,
die Gleichung (y; — 4, x) = 0 fiir alle x € D(S), also fiir alle x € X (da D(S)
dicht in X)), und dies impliziert y{ — y5 = 0. Der Operator S’ erfiillt folgende
einpragsame Gleichung:

(2, Sz) = (S'2',x) Va € D(S), 2/ € D(5).

Lemma 5.7 Sei S : X — X linear, beschrinkt. Dann ist S’ : X' — X' linear,
beschrinkt und ||S| = ||5"]].

Beweis: Sei 2’ € X' und definiere Fz = (2/, Sz) fir € X. Dann ist F' wegen
[Fl < =" - 1S - ]
beschrankt, d.h. F' € X'. Setzen wir ¢y’ := F, so kénnen wir
(', z) = (', Sx) VeeX
schreiben, d.h. D(S") = X’. Auflerdem ist

151 = sup [|S2']| = sup  sup [(S2',x)|
ll="I<1 =" I<1 =<1
= sup sup [(S'2',x)| = sup sup [{a,Sz)]
=<1 Jlz'||<1 =<1 =<1
= sup [[Sz| = 5]
=<1
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Bemerkung 5.8 Es gilt sogar die folgende Verschirfung von Lemma 5.7. Sei
S : D(S) — X ein abgeschlossener Operator mit D(S) = X. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

D(S) = X,

S ist beschrankt,

1
2

3) D(§) = X',

(1)
(2)
(3)
(4) S ist beschréinkt.

Zum Beweis siehe [4, Théoreme I1.21, Seite 31].

Der Definitionsbereich D(S”) von S" mufl nicht dicht in X' liegen. Es gilt
allerdings folgendes Resultat in reflexiven Banachridumen [4, Théoreme II1.21,
Seite 46]: Sei S : D(S) — X abgeschlossen und D(S) = X. Dann gilt D(S’) = X'
Wir erinnern, daf§ ein Banachraum X refleriv genau dann ist, wenn X und der

Bidualraum X” = (X’)" miteinander identifiziert werden kénnen (siehe Definition
1.15).

Lemma 5.9 Sei A: D(A) — X linear mit D(A) = X und sei X\ € p(A). Dann
gilt X € p(A") und R(\, A") = R(\, A)'.

Beweis: Aus der Definition der Adjungierten folgt, da§ (AT —A)" = A\I'— A’, wobei
I’ die Identitat in X’ ist. Da nach Definition R()\, A) ein beschrankter Operator
ist, ist R(\, A)" wegen Lemma 5.7 beschréankt auf X’. Wir miissen also zeigen,
daB R(\, A’) existiert und daB R(\, A") = R(\, A)’ gilt. Wir zeigen zuerst, da8
(A — A) injektiv ist. Sei (AI' — A’)2’ = 0. Dann gilt fiir alle z € D(A):

0= ("= A2 z) = (2/,(\[ — A)x).
Wegen A € p(A) ist aber R(A] — A) = X, also folgt 0 = (2/,y) fiir alle y € X,
d.h. 2’ = 0. Mithin ist A\I’ — A’ injektiv.
Seien nun x € X und 2’ € D(A’). Dann ist

<.T/, x> = <SL’/, ()\I — A)R()\; A)‘T>
= (M’ — A2’ R(\, A)z)
= (RO AY(\' = A)a/,z)

und daher

RO\ AY(N — A)a' =o' Va' € D(A).
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Sind dagegen =’ € X’ und x € D(A), so folgt

(' z)y = (&', R\, A) N — A)x)
= (RN, A)x' (M — A)x)
= (M= A)R(\, A2 x),

also
AN"— AR\ A2 =2 V' e X

Aus diesen Beziehungen folgt, daf§ AXI’ — A" surjektiv ist und dal A € p(A’) und
R\, A") = R(\, A) gelten. O

Sei T'(t) eine Cp-Halbgruppe in X. Sei T'(t)" die Adjungierte von 7T'(t). Nach
Lemma 5.7 ist T'(t)" beschrankt in X. Auflerdem erfiillt 7'(¢)" die Halbgruppen-
eigenschaften:

(T(t+ )2’ x) = (&, T(t + s)x) = (&, T(O)T (s)x) = (T(s)T(t)'x, x)

fir alle 2’ € X, x € X. Wir nennen T'(t)" die adjungierte Halbgruppe. Diese muf3
keine Cy-Halbgruppe sein. Ist der Banachraum reflexiv, gilt dies aber:

Satz 5.10 Seien X ein reflexiver Banachraum und T(t) eine Cy-Halbgruppe mit
infinitesimalem Generator A. Dann ist T'(t) eine Cy-Halbgruppe mit infinitesi-
malem Generator A'.

Beweis: siehe [10, Corollary 10.6, Chapter 1].

In Hilbertraumen gibt es eine elegante Charakterisierung infinitesimaler Ge-
neratoren von Cp-Gruppen. Zuerst eine Definition.

Definition 5.11 Seien H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und A : D(A)

— H ein Operator mit D(A) = H.
(1) A heifft symmetrisch genau dann, wenn A C A’, d.h. D(A) C D(A’) und

(Az,y) = (z,Ay) Vz,y € D(A).

(2) A heifit selbstadjungiert genau dann, wenn A = A’, d.h. D(A) = D(A")

und

Ax = A’z Vz € D(A).

(8) Ein beschrinkter Operator U : H — H heifst unitir genau dann, wenn
U=u""
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Bemerkung 5.12 Da D(A) C H und D(A’") C H', machen die Aussagen D(A)
C D(A") und D(A) = D(A’) eigentlich keinen Sinn. Wie sind sie zu verstehen?
Nach dem Satz von Riesz (Satz 1.19) kénnen wir den Hilbertraum H und seinen
Dualraum H’ miteinander identifizieren. Im Sinne der Identifikation kénnen wir
fir 2’ € H' = H auch schreiben:

(', 2y = (2',2) Vze H.

Der folgende Satz gibt ein Kriterium, unter dem symmetrische Operatoren
sogar selbstadjungiert sind.

Satz 5.13 Seien H ein Hilbertraum und A : D(A) — H ein linearer Operator
mit D(A) = H. Es gebe ein A € C mit R(A\] + A) = R(A\ + A) = H. Dann gilt:

A symmetrisch < A selbstadjungiert.

Beweis: Selbstadjungierte Operatoren sind immer symmetrisch. Sei daher um-
gekehrt A symmetrisch. Dann gilt nach Definition D(A) C D(A’). Wir zeigen
D(A") € D(A), woraus D(A) = D(A’) folgt, d.h., A ist selbstadjungiert.

Zuerst beweisen wir, daf die Operatoren A\l + A und A + A invertierbar
sind. Sei x € D(A) mit (Al + A)z = 0. Dann gilt fiir alle y € D(A) wegen der
Symmetrie von A:

0= (A + A)z,y) = (x, (N + A)y).

Weil R(MI + A) = H, gilt (x,2) = 0 fiir alle z € H. Es folgt = 0 und die
Injektivitdt von AT+ A. Da nach Voraussetzung R(A+A) = H, ist A\I+ A bijektiv.
Daraus folgt, dafi auch Al + A bijektiv ist. Setze R = (A + A)~! : H — D(A)
und R = (M + A)~': H — D(A).

Wir behaupten nun, daf3

(Rz,y) = (2, R,y) Va,y € H. (5.2)
Die Symmetrie von A impliziert fiir alle z,y € H:
(Rz, ARy) = (ARz, Ry),
wobei wir Rz, Ry € D(A) verwendet haben. Addieren wir diese Gleichung und
(Rz, A Ry) = (ARx, Ry),
so erhalten wir

(Rx,y) = (Rx, (M + A)Ry) = (A + A)Rx, Ry) = (z, Ry),

also die Behauptung.



Sei x € D(A"). Wir zeigen x € D(A), woraus die Selbstadjungiertheit von A
folgt. Setze y = (M + A’)x. Dann gilt fiir alle z € H nach (5.2) und nach der
Definition der Adjungierten:

(Ry,z) = (y, Rz) = (z, M + A)Rz) = (z, 2).
Dies impliziert z = Ry € D(A). O
Ein einfaches Kriterium fiir unitdre Operatoren gibt das folgende Resultat.
Satz 5.14 Seien H ein Hilbertraum und U : H — H beschrdankt. Dann gilt:
U unitir < R(U) = H und U ist Isomelrie.
Beweis: Sei U unitiir. Wegen U’ = U~ gilt natiirlich R(U) = H und wegen
|Uz||? = (Uz,Uz) = (2, U"'Ux) = (z,2) = ||z]|* Ve H
auch ||U|| = 1. Es gelte umgekehrt R(U) = H und ||U|| = 1. Dann folgt
(Ux,Uz) = ||Uz|]* = ||z|* = (z,2) Vz € H.
Der Operator ist also injektiv und U~ existiert in H. Wir zeigen nun:
(Uz,Uy) = (z,y) Vz,y € H. (5.3)
Aus R(U) = H folgt dann
(Uz,2) = (z,U"'2) Va,z€ H,

d.h., U ist unitér. Seien also 2,y € H und setze w := 3(z +y), z := 3(z — y).
Dann ist = w + z und y = w — 2z, und es folgt
Re(Uz,Uy) = Re(U(w+ z),U(w — 2))
Re [(Uw,Uw) — (Uz,Uz) + 2ilm(Uz, Uw)]
= (Uw,Uw)— (Uz,Uz)
= (w,w)—(z,2)
= Re[(w,w) — (z,2) + 2i(z,w)]
= Re(w+z,w— 2)
= Re(z,y).

Ist andererseits w := 3(z—1y), z := 5(—iz+y), so folgt = w+iz und y = iw+2
und
Im(Uz,Uy) = 1 i(Uw,Uw) +i(Uz,Uz) + 2Re(Uw, Uz)]
=1 i(w,w) +i(z, 2) + 2Re(w, 2)]

= Im(w+ iz, iw + z2)

m[—
m[—

Im(z,y).
Dies beweist (5.3). O]
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Beispiel 5.15 Sei H = L*(R?Y) (d > 1) mit dem Skalarprodukr
(u,v) :/ uwv dr, u,v € H,
Rd
gegeben. Definiere den Operator A : D(A) — H durch D(A) = H*R?) und

A= A. Wegen H*(RY) C L?(R?) folgt einerseits H2(R4) C L?(R?) (in der Norm
von L*(R?)); andererseits ist C5°(RY) C H?(RY), also

L*(R?) = C3°(R?) C H2(RY),

d.h., D(A) ist dicht in H. Mit partieller Integration folgt fiir u,v € D(A)
(Au,v) = / Auvdr=— [ Vu-Vudr
R Rd

= / ulAT dx = (u, Av).
Rd

Mithin ist A symmetrisch. Man kann zeigen (siehe Intermezzo 3, Lemma 5.18),
daB es zu f € L*(R?) genau eine Losung u € H?(R?) von

Au—u=f inR?
gibt. Dies impliziert R(—I + A) = H. Nach Satz 5.13 ist A selbstadjungiert.
Beispiel 5.16 Seien H = R? (d > 1) und U € R4, Wegen
(Uz,y) = (Uz)'y =2"U"y = (2,U"y) Va,yc H
sind die unitiren Matrizen gerade durch UT = U~ charakterisiert.

Satz 5.17 (Stone) Sei H ein Hilbertraum. Ein linearer Operator A : D(A) — H
ist genau dann der infinitesimale Generator einer Cy-Gruppe unitirer Operato-
ren, wenn 1A selbstadjungiert ist.

Beweis: Sei A der infinitesimale Generator einer Cp-Gruppe von unitéren Opera-
toren U(t). Dann ist D(A) dicht in H (nach Korollar 3.5). Fiir x € D(A) gilt

1
—Ar = —tlirgi _—t(U(—t)x—x)
— lim (U z — 1)

t—0+ ¢

(denn I =U(t —t) =U@)U(=t) =U(-t)U(t) = U(-t) =U(t)™ )
= tliI(Er %(U(t)'x — ) (da U(t) unitér)
= Az (nach Satz 5.10).
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Daraus folgt A = —A’ und i4A = —iA" = (A’ = (iA) in D(A), d.h., iA ist
selbstadjungiert.

Sei umgekehrt iA selbstadjungiert. Nach Definition ist D(A) dicht in H und
A= —A" Fir alle x € D(A) gilt

(Az,z) = (2, A'x) = —(z, Az) = —(Az, 2)

und damit Re(Ax,z) = 0, d.h., A ist dissipativ (siche Definition 3.22). Wegen
A" = —A gilt auch Re(A’z,x) = 0 fur alle x € D(A") = D(A), d.h., auch A’ ist
dissipativ. Adjungierte Operatoren sind immer abgeschlossen (Ubungsaufgabe),
d.h., A und A’ sind abgeschlossen. Man kann zeigen, da§l A = A” = (A")’ (siche
etwa [4, Théoreme I11.21, Seite 46]). Also sind die Voraussetzungen von Korollar
3.28 sowohl fiir A als auch fiir A’ erfiillt, d.h., A bzw. A’ sind die infinitesimalen
Generatoren von Cy-Halbgruppen von Kontraktionen U, (t) bzw. U_(t). Definiere
nun

Uy(t >0
U(t>:{u_+(<—)t) . <.

Nach Bemerkung 5.2 ist U(t) eine Co-Gruppe. Fiir ¢ > 0 gilt wegen
I=U(t—t)=U@)U(-t)=U(-t)U(?),

dal U(t)~! = U(—t), also insbesondere R(U(t)) = H. Da Uy(t) Cp-Halbgruppen
von Kontraktionen sind, folgt

[zl = U = )|l <UD - [|U@] < [U@)]] < [l]],
also [|U(t)z|| = ||z|| fir z € H und ¢t € R, d.h., U(t) ist eine Isometrie. Nach Satz
5.14 ist dann U(t) eine Cy-Gruppe unitérer Operatoren. O
Intermezzo 3: Schrodingergleichung

Wir wollen die Schrédingergleichung in H?(IR?) 16sen. Dafiir geben wir zuerst eine
Charakterisierung der Sobolevriume H*(R?) mittels der Fouriertransformation

an. Fiir f € L?(R?) ist die Fouriertransformierte fdeﬁniert durch

~

fie) = em i [ ewipa)do, ¢eRe
Rd
Dann folgt fe L*(R%) und die Parseval-Gleichung (Ubungsaufgabe)

1712 = 1 £l e (5.4)
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Die Fourier-Transformation ist also eine Abbildung L2(R%) — L2(R%), f — f [13,
Seite 1059, (74c)]. Sie hat die wichtige Eigenschaft, dafl partielle Ableitungen in
Multiplikationen mit ¢ transformiert werden:

Doy gy [ e O
(@) = (7 [ e o
- 0 i
= —(2m)"? o (e %) u(z) da
— ) —d/2 —ix-& d
& (2m) /Rde u(z) dx
= i&§u(§)-

Insbesondere gilt |5a\u\ = |&€*|u]. Dies motiviert die folgende Definition:
H*RY) = {ue L*(RY) : (1+[¢)"?a(¢) € L* R}, k=0,

mit der Norm

fulls = )2 ([ 0+ I a0 ac) "

Man kann zeigen, dafl diese Sobolev-Réume mit den Sobolev-Raumen aus dem
Intermezzo 1 fiir = R? iibereinstimmen [13, Seite 1059, (74d)].
Die Inverse der Fouriertransformation lautet

f(x) = (2m) 92 / e () d

Rd

und (fy = (fy = f fiir f € L*(RY).

Mit Hilfe der Fouriertransformation kénnen wir gewisse partielle Differential-
gleichungen in H*(R?) 16sen und damit ein in Beispiel 5.15 benutztes Resultat
nachtraglich beweisen.

Lemma 5.18 Sei A € C mit A\ ¢ [0,00) und sei f € H¥RY), k > 0. Dann
existiert genau eine Lisung u € HF2(RY) von

M+ Au=f inR% (5.5)
Beweis: Die Beweisidee ist, die Gleichung (5.5) im Fourierraum zu betrachten.
Wegen Au = (i|¢])?u = —|¢|*u folgt
Ni —[€]*i = f,
also

(&)

_ d
REVSTIEE § e R%

u(g)
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(Beachte, daBB A ¢ [0, 00).) Wir erwarten also, daf§ die Funktion

o) = (72505) @)

eine Losung von (5.5) ist.
Definiere 4(€) := (A — [£]?)71f(€). Wegen f € H*(R?) ist nach Definition
(1+ €)% £(€) € L*(R?) und daher (beachte |\ — [£]?]] # 0)

(1+ [€")*+22a(¢) € L*(RY).

Definiere nun

u(z) = (2m)2 / e (E) de.
Rd
Wegen 1 = 4 folgt u € H*2(R?). AuBerdem ist v nach Konstruktion eine Losung
von (5.5).

Die Eindeutigkeit der Losung von (5.5) folgt ebenfalls aus der Konstruktion
von u. Ist némlich v eine weitere Losung von (5.5), so gilt nach Fouriertransfor-
mation von (5.5): 3(¢) = (A — |£[2)71F(€), also ¥ = @ und damit u = v in R
O

Wir wollen nun die Schrodingergleichung

g—? = iAu, ze€RY teR, (5.6)
u(-,0) = wuy, x€RY (5.7)

16sen. Dazu withlen wir den Hilbertraum H = L?(R?) und definieren den Operator
A: D(A) — H durch D(A) = H*(R?) und A =iA.

Lemma 5.19 Der Operator iA = —A ist selbstadjungiert in H.
Das Lemma wurde bereits in Beispiel 5.15 bewiesen.

Satz 5.20 Sei uy € H?*(RY). Dann besitzt (5.6)-(5.7) eine Lisung u € CH(R;
L*(RY)) N CO(R; H(RY)) mit

[u(®)]] = lluoll Vi€ R.

Beweis: Nach dem Satz 5.17 von Stone ist A der infinitesimale Generator einer
Co-Gruppe unitérer Operatoren U (t). Nach Satz 3.4(3) ist also u(t) = U(t)uy eine
Losung von (5.6)-(5.7). Da U(t) nach Satz 5.14 isometrisch ist, folgt ||u()|| = ||uol|
fir alle t € R.

U
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Bemerkung 5.21 Im Intermezzo 2 haben wir bemerkt, dafl die Warmeleitungs-
gleichung regularisiert, d.h., wenn ug € L?(Q), dann ist u(t) € C>=(Q) fiir t > 0.
Dies gilt nicht fiir die Schrédingergleichung. Ist ug € L?(IR%), so kann man zeigen,
daB u € C°(R; L?(R%)) [5, Chapter 2.5]. Die Schrodingergleichung regularisiert
nur schwach. Es gilt [5, Theorem 3.2.5]: Sei uy € L*(R?) und seien r,q > 2
gegeben durch

2§r<m (r < oo, wenn d =2, und r < oo, wenn d = 1),

€ (2, 00].
Dann gilt v € LY(R; L"(R?)). Insbesondere folgt, wenn uy € L?(R?), dafl u(t) €

L"(RY) fiir alle 7 < 2d/(d — 2) und fiir fast alle t € R. Die Einschriinkung “fiir
fast alle £ € R” kann im allgemeinen nicht durch “fiir alle t # 0”7 ersetzt werden.

Intermezzo 4: Wellengleichung

Wir betrachten das Anfangswertproblem

0*u d
u('7 O) = Wy, %(7 O) = W2 n Rda (59>

mit w; : R? — R, i = 1,2. Wir schreiben dieses Problem als eine Differentialglei-
chung erster Ordnung;:

0 (w 0 I Uy B Uy wi\ . g4

— = R ¢t >0 50) = R

ot (U2> ( A0 ) (U2) e ’ (U2)(7 ) <w2> v
Definiere den Hilbertraum H = H'(R?) x L?(R?) mit Skalarprodukt

(U, V) = ((u1,uz), (v1,v9)) = / (Vuy - Vop + ugvg + ugvs) do. (5.10)

Rd
Der Operator A: D(A) — H sei definiert durch D(A) = H?(RY) x H'(R?) und
AU = A(ul,u2) = (UQ, Aul), U e D(A)

Wir behaupten, dafi A der infinitesimale Generator einer Cy-Gruppe ist, und
mochten dazu Satz 5.3 anwenden. Dazu miissen wir die Resolvente von A ab-
schétzen.
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Lemma 5.22 Seien F' = (f1, f2) € H und X\ € R, |\| > 1. Dann ezistiert genau
eine Losung U € D(A) von

AU —AU =F

und

£
Al=1

10l <

Die Norm || - || in H ist hierbei wie gewohnt die durch das Skalarprodukt (5.10)
induzierte.

Beweis: Sei zuerst (fy, f2) € C5°(R?) x Cg°(R?). Nach Lemma 5.18 existiert genau
ein Paar (wy,wy) € H¥(RY) x H¥(R?) fiir alle k > 0, so dafl

/\2’(1)1' — sz = fi7 1= 172

Setze u; = A\wy + wy, Uy = Awy + Aw;. Dann erfiillt U = (uy, up) € HF(R?) x
H 2(RY) fiir alle k > 2 die Gleichung

)\(/\U)l + wg) - ()\wz + Awl) ) . ()\Zwl — Aw1> _r

AU — AU =
()\()\wg + Awl) - A()\wl + U)Q) >\2w2 - Awg

AuBlerdem folgt mit partieller Integration:
IFI? = [ (VAP + £+ 5) do
= /d[(fl —Afi)fi + f3] dx
R
= / [()\2’11)1 — Aw1 — )\2Aw1 -+ A2w1)()\2w1 — Awl)
R4
+ (Nwy — Aw,)?] da
= / [(Auy — ug — AMAuy + Aug)(Auy — ug) + (Mug — Awy)?] do
R4
(wegen Nwy — Awy = Aup — Uy, N2wy — Awsy = Aug — Auy)
= / [(A2uf — 2 ugug + N2V |* — 2AVuy - Vug + u3 + |[Vug|?)
Rd
+ (AN2u3 + |Aug|* + 22V - Vuy)] d

> (w4 ) da
Rd
(mit Youngscher Ungleichung)
> (A= N[U]”.
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Aus |A| > 1 folgt
Mo AN A= M +12> A =2\ +1=(])-1)?
und daher mit

[ o 2
(A =1) = (Al -1)?

die Behauptung des Lemmas fiir F' € C5°(RY) x Cg°(RY).
Sei nun F' = (f, fo) € H. Dann existieren F,, € C$(RY) x Cg°(R?) mit
F, — Fin H (n — 00). Wegen

AU, = Uyn) — A(U, — Up) = F,, — F, (5.11)

IUl* <

folgt

”Fn_Fm”
Up—Upnl £ ———
[ <55

d.h., (U,) ist eine Cauchy-Folge in H, also existiert ein U € H mit U, — U
in H. Aus (5.11) folgt, daBl auch (AU,) eine Cauchy-Folge und folglich in H

konvergent ist. Man kann zeigen, dafl der Operator A abgeschlossen ist. Daher
folgt AU,, — AU (n — o), also insbesondere U € D(A). Aus

— 0 (n,m — 00),

AU, — AU, = F,
folgt im Grenzwert n — oo
AU — AU = F

und

£

Ul < :
U< 3

Die Eindeutigkeit der Losung U folgt aus dieser Ungleichung. Sind n&dmlich U; und
U, Losungen, so erfiillt die Differenz die Gleichung A\(U; — Uy) — A(U; — Us) =0
und daher die Abschétzung ||U; — Us|| < ||0]|/(|]A] — 1) = 0. O

Satz 5.23 Seien w; € H*(R?Y) und wy € H'(RY). Dann existiert genau eine
Lésung u von (5.8)-(5.9) mit

und

(e + | et

<@ (ol + wallfs) . teR (5.12)
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Beweis: Der Raum D(A) = H?(R?) x H'(R?) ist dicht in H = H'(RY) x L?(R%)
(dies folgt aus

H'(RY) x L*(RY) = Ci(RY) x Cg°(RY)
C  H2(RY) x H(RY)
C H'Y(RY x L*(RY),

wobei der Abschlufl in der Norm von H zu nehmen ist). Nach Lemma 5.22 gilt

1
RMNA)| <—— VA >1
IRO A< =g YA >,
also [|[R(A, A)"|| < (JA]—1)~™ fiir alle n € N. Daher kénnen wir Satz 5.3 von Hille-
Yosida anwenden. Mithin ist A der infinitesimale Generator einer Cy-Gruppe T'(t)
in H mit |T(t)| < el’l. Setzen wir

(ur (), ua(t)) = T(t)(ws, ws),

so gilt
8 U1 . Ul o U2
ot <u2> - (U2) - (Aul)
also
0? 0
@m = &Uz = Auy,

und u := u, ist die gewiinschte Losung. Die Regularitédt von u folgt aus

T(t)(wy,we) € D(A), %(ul,ug) = A(uy,us) € H,

und die Abschétzung (5.12) folgt aus
(s (2), wa (@)1 = 1T (t) (wr, wo)I* < e[| (wr, w2)||.
O

Bemerkung 5.24 Die Abschéitzung (5.12) kann verbessert werden. Multipliziere
dafiir (5.8) mit du/dt und integriere iiber R% x (0,t). Wegen

¢ 0%u Ou t10 Oou |2
/O/Rdﬁad“‘dt = /ﬁ/ | do
o Lou, 2 1,
= 3150, ~ 3heeli
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und

t
/ Au— de dt = —/ Vu - QVU dx dt
Rd ]Rd at
1 [to 5
= ——/ 5 ]Vu| dx dt

1
- —5HVM®Mp+§HVwﬂé
folgt

2 du 2 2 2
IVu@)lE + | 50|, = IVl + .

Bemerkung 5.25 Die Wellengleichung ist nicht regularisierend. Dies kann man
im Falle d = 1 leicht einsehen. Das Problem (5.8)-(5.9) besitzt die explizite Losung

u(z,t) = %(wl(a:th)—l—wl(x—t))—l—%/: wy(s) ds, (x,t) € R xR.

Ist also etwa wy = 0 € C°(R), so kann u(x, t) nicht regulérer sein als w;. Wenn w;
singulér etwa bei x = x ist, so ist u(x, t) singulér entlang der Geraden x +t = x
und x — t = z, d.h., die Singularitéit wird entlang dieser Geraden (die man hier
Charakteristiken nennt) ausgebreitet (sieche Abbildung 5.1).

t A

r+1t=mx T —1t=ux

Zo T

Abbildung 5.1: Ausbreitung einer Singularitéit bei der Wellengleichung.

6 Differenzierbare und analytische Halbgruppe

In diesem Kapitel werden wir Kriterien fiir lineare Operatoren A angeben, unter
denen die entsprechende Halbgruppe (unendlich oft) differenzierbar oder sogar
analytisch ist. Im folgenden sei X stets ein Banachraum.
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Definition 6.1 Sei T'(t) eine Cy-Halbgruppe. Sie heifst differenzierbar fir ¢ >
to genau dann, wenn fir jedes x € X die Abbildung t — T(t)z fir t > to
differenzierbar ist. Die Halbgruppe T (t) heifit differenzierbar genau dann, wenn
T(t) differenzierbar firt > 0 ist.

Bemerkung 6.2 Sei F' : X — X eine Abbildung. Wir nennen F' (Fréchet-)
differenzierbar an u € X, wenn eine offene Menge U C X mit u € U und eine
lineare stetige Abbbildung B : X — X existieren, so daf}

F(u+h) = F(u) + Bh+ R(u, h)

fiir alle h € X mit v+ h € U, und es gilt
1RO m)]

uli=o [|A]

Bemerkung 6.3 Sei T'(t) eine Cy-Halbgruppe mit infinitesimalem Generator A.
Sei x € X und sei t — T(t)r an t = 0 differenzierbar. Dann ist 7"(0)z =
AT(0)z = Az, d.h. x € D(A) und D(A) = X. Da A auBlerdem nach Korollar 3.5
abgeschlossen ist, folgt fiir z, — = in X auch Az, — Az fiir alle z € X, d.h., A
ist beschrankt. Nun sind die in den Beispielen betrachteten Operatoren A meist

unbeschriankt, d.h., wir erwarten, dafl ¢t — T'(t)x fir x € X im allgemeinen nur
fiir £ > 0 differenzierbar ist.

= 0.

Lemma 6.4 Sei T'(t) eine Cy-Halbgruppe mit infinitesimalem Generator A und
sei T'(t) differenzierbar fir t > to. Seien ferner n € N und t > ntg. Dann gilt:
T(t) : X — D(A") ist n-mal (Fréchet-) differenzierbar, T™(t) = A"T(t) : X —
X st linear, beschrinkt, und t — T~ (t) ist stetig in L(X) = {F : X — X :
F linear, beschrankt}.

Beweis: Sei zuerst n = 1. Da t — T'(t)z differenzierbar fiir t > ¢y und = € X, ist
T(t)xr € D(A) und T'(t) = AT(t)x (siche Satz 3.4(3)). Nach Korollar 3.5 ist A
abgeschlossen, also, da T'(t) beschrankt, ist AT (¢) abgeschlossen. Die Abbildung
AT(t) : X — X erfiillt die Voraussetzungen des Satzes vom abgeschlossenen
Graphen:

Satz vom abgeschlossenen Graphen: Seien X,Y Banachrdume und F' : X — Y
eine lineare Abbildung. Ist F' abgeschlossen, so ist F' beschrénkt.

Folglich ist T"(t) = AT'(t) beschrénkt. Um zu zeigen, dafl T'(¢) stetig in L(X)
ist, seien ||T'(t)|| < M; fiir 0 < ¢ < 1und tg < t; <ty < t; + 1. Dann ist nach
Satz 3.4(4) fiir x € D(A)

/t2 AT (s)x ds

t1

IT(t2)e - T(t)a]) = \
/ (s — 1) ATt )2 ds

‘h

< (ty — ) My ||AT (t)]] - |||
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und daher wegen der Dichtheit von D(A) in X
[T(t2) = T(t1)]| < (t2 = t)) Mi| AT (t1)]] = 0 (t2 = t1+).

Seien 0 < tg <ty < t; und z € X. Fiir t, — t;— folgt t; — to — 04, und wir
erhalten wie in Bemerkung 2.2

IT(t2) =TI < T -T0) =Tt — t2)]]
< MMM =T(t — b))
— 0 (tg — tl—)

Folglich ist ¢ — T'(t) stetig, und das Lemma ist fiir n = 1 bewiesen.

Wir beweisen die Aussage des Lemmas fiir n > 1 durch vollstandige Induktion.
Sei also das Lemma bewiesen fiir ein n € N und sei ¢ > (n + 1)ty. Wéhle s > ni,
mit t — s > ty. Nach Induktionsvoraussetzung folgt

T )z = AVT(t)x = T(t — s)A"T(s)x Yz e X.
nach Voraussetzung ist ¢t — T'(t — s)A™T (s)z differenzierbar fir t — s > t;, also
ist t s T (t)z differenzierbar fiir t > (n + 1)t und
T (e = T'(t —s)A"T(s)x = AT(t — s)A"T(s)x
AT (e Vo € X.
AuBerdem gilt T'(t) : X — D(A™™), und wie im Falle n = 1 zeigt man, da8

A" (t) beschrénkt ist fiir ¢ > (n 4+ 1)t,. Die Stetigkeit von t — T (t) folgt
schlieBlich aus

to
) =Tl = | [T AT e i

t1

< (o —t)[| AT (s = t1)| - [AT™ (t)]| - ||

fiir to > t; wie im Fall n = 1, da ||A"T' (s — t1)]| fiir 0 < s —t; < 1 beschrénkt ist.
U

Korollar 6.5 Sei T'(t) eine Cy-Halbgruppe, die fiirt > to differenzierbar ist, und
sein € N. Dann ist t — T(t) n-mal differenzierbar firt > (n + 1)to.

Beweis: Sei t > (n + 1)tg. Dann ist nach Lemma 6.4 fir h > 0und 1 <k <n
(siche auch Satz 3.4(4))

RY AR (t + by — AFVT() — ART ()R

_ oy / T AFT(s) — AT ds

< sup [JART(s) — AMT(1)]]

t<s<t+h
= sup [[T®(s) - TV ()|

t<s<t+h

— 0 (h—0).
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Ein analoges Resultat folgt fiir beliebiges h € R. Also ist ¢ — A*'T(t) differen-
zierbar fir t > (n + 1)ty (siche Bemerkung 6.2) und

d
@Ak‘lT(t) = AT(t), 1<k<n.
Dies impliziert, dal T®(t) = AFT(¢) fiir 1 <k < nund t > (n + 1)t,. O

Korollar 6.6 Sei T'(t) eine differenzierbare Cy-Halbgruppe. Dann ist t — T(t)
unendlich oft differenzierbar fiir t > 0.

Beweis: Folgt aus Korollar 6.5 fiir ¢y = 0. O

Beispiel 6.7 Sei Q2 C R? (d > 1) ein beschriinktes Gebiet mit 9Q € C%!. Definie-
re X = L*(Q) und A = A mit D(A) = H*(Q)N H}(Q) wie im Intermezzo 2. Dort
haben wir bewiesen, dafi A der infinitesimale Generator einer C'p-Halbgruppe von
Kontraktionen T'(t) ist. Aufierdem bemerkten wir, daf§ fiir € L?(Q) die Ab-
bildung ¢ +— T'(t)z differenzierbar fir ¢ > 0 ist (Bemerkung 3.31). Im Korollar
3.18 und Bemerkung 3.19 haben wir gezeigt, dafl {A € C : ReA > 0} C p(A)
gilt und dafl die Resolventenmenge von A nicht gréfler als die rechte komplexe
Halbebene sein mufl, wenn A der infinitesimale Generator einer Halbgruppe von
Kontraktionen ist. In diesem Beispiel wollen wir motivieren, dafl im Falle differen-
zierbarer Halbgruppen die Resolventenmenge des entsprechenden infinitesimalen
Generators griffer als die rechte Halbebene ist.
Betrachte die Gleichung

M —-Au= u—Au=f inQ, u=0 auf 0Q,

wobei f € X. Dann folgt mit partieller Integration:

Iflzzllullz > Re / fa da

Re/(/\u — Au)u dx
Q

Re Allul|72 + [|Vul|7
Re)‘”“”%%

v

also

|RN,A) fll2 = |lullz2 < VReA >0

und {\ € C: ReA > 0} C p(A). Nun haben wir in der letzten Abschétzung etwas
verschenkt. Um den Term ||Vul|2, auszunutzen, verwenden wir die Ungleichung
von Poincaré:
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Ungleichung von Poincaré: Sei Q C R? (d > 1) ein beschriinktes Gebiet und sei
u € HJ(Q). Dann existiert eine nur von € abhiingige Konstante C' > 0, so daf}

[ull 2 < Cl[Vul| 2.

Zum Beweis siehe etwa [4, Corollaire IX.19, Seite 174]. Setze ¢y = C2. Wir
erhalten

| fllz > (Re X+ co)||u| 2.
Folglich ist
{AeC:ReX > —co} C p(A).
Fiir allgemeine differenzierbare Halbgruppen gilt das folgende Resultat.

Satz 6.8 Sei T'(t) eine Cy-Halbgruppe mit infinitesimalem Generator A und
|IT(t)]] < Me*'. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent (siche Abbildung
6.1):

(1) 3to > 0: T(t) ist differenzierbar firt > t.
(2) JaceR, b>0,C>0:

Y:={Ae€C:ReA>a—blog|Im\|} Cp(A) und

IR\ A)|| < C|TmA| VA€, Re) < w.

Der Beweis ist recht umfangreich; wir geben daher nur eine Beweisskizze.
Der vollstandige Beweis findet sich in [10, Seiten 54-57]. In dem Beweis wird die
Umkehrung der folgenden Beziehung benétigt (siehe den 1. Schritt des Beweises
von Satz 3.11):

R\, A)z = / e MT(Hx dt Yo € X, Re) > w,
0

wobei T'(t) eine Cy-Halbgruppe mit infinitesimalem Generator A und ||T'(¢)| <
Me** ist.

Satz 6.9 (1) Seien A: X — X ein linearer, beschrinkter Operator, T(t) = e
und vy > ||Al|. Dann gilt
1 y+iT
T(t) = — lim eMR(N, A) d),

2mi T—o0 f
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;V Rex

Abbildung 6.1: Die schraffierte Menge stellt ¥ dar.

und die Konvergenz ist gleichmdfig in t € I fiir beschrdinkte Intervalle I.
(2) Sei A der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe T'(t) mit ||T'(t)||
< Me*" und sei vy > max(0,w). Dann gilt:

1 Y+iT
T(t)r = — lim MR\, A)r dN Vo € D(A?),

27TZ T—00 ’y—iT

und die Konvergenz ist gleichmdfig in t € [6,1/0] fir jedes § > 0.

Beweis: Wir beweisen nur den ersten Teil des Satzes und geben die Beweisidee fiir
den zweiten Teil. Der vollstandige Beweis findet sich in [10, Chapter 1, Corollary
7.5].

(1) Seien ||A]| <7 <~vyund T, ={z € C: |z| =r}. Fir |y| > rgilt |A/9| < 1,
und nach dem Satz iiber die Neumann-Reihe folgt:

Ak+1'
k=0

R\ A) = 1T —A/N)!

Die Konvergenz der Reihe ist gleichméafig fiir [A\| > r in der Operatornorm.
Multiplizieren wir diese Gleichung mit e*/2mi und integtrieren wir iiber T',., so
erhalten wir wegen der gleichméfligen Konvergenz:

1
21

1 o
At k Xty —(k+1)
R\ A d/\——E A A dA. 6.1
/FT € ( ; ) 271 — / € ( )

T
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Das Integral auf der rechten Seite berechnen wir mit Hilfe der Beziehungen

Jo A1 dA = 2mi und f, M dA =0 fiir alle j # —1:
L ekt)\—(k-l—l) A\ = / Z /\ (k+1) d\
271 Jr, 27 o

_ (kD)
27 Z]' /T

tk
E.

Da A — R(A, A) analytisch in {|A| > r} ist, kénnen wir nach dem Cauchyschen
Integralsatz den Integrationsweg auf der linken Seite von (6.1) &ndern zu {z €
C:Rez =7}, was

1 At ok a
— A — Ak = —T
27 e v}e R(A\A) dA E o e (1)
0 J{Re 2= k=0

und damit die Behauptung ergibt.
(2) Nach dem ersten Teil des Beweises gilt fiir die Yoshida-Approximation A,
von A (sieche Definition 3.13):
1 y+iT

Agp = _— lim MR\, Az dr Yo e X,

(&
27y T—00

y—iT

Nach Satz 4.5 ist e*! eine Approximation von T'(t). Man kann nun zeigen, daf
der Grenzwert A — oo die Behauptung des Satzes liefert. U

Beweisskizze von Satz 6.8: Man kann zeigen, dafl das uneigentliche Integral
1
S(t) = — / RN, A) dXN YVt >2/b
2T Jp

in der Norm von L(X) konvergiert, wobei I' C ¥ ein geeignet gewéhlter Weg in
¥ ist, so dafl Im A entlang I' wachst. Der Operator S(t) ist differenzierbar fiir
t > 3/b, und das Integral

1
S'(t) = 5 / ANeMR(N, A) d\ YVt > 3/b
™ Jr

konvergiert in der Norm von L(X). Man kann weiter zeigen, dafl der Integrati-
onsweg [' in

S(t)z = QL / MR(N A)z dN Va € D(A?), £ > 2/b
i Jp
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durch den Weg {v+i7 : v > max(0,w), 7 € R} ersetzt werden kann. Wegen Satz
6.9 folgt dann

S(t)x =T(t)x Vx € D(A?), t > 2/b.

Weil D(A?) dicht in X ist und die Operatoren S(¢) und T'(¢) beschrinkt sind,
gilt sogar

St)x=T(t)xr Ve X, t>2/b
Da ferner S(t) differenzierbar fiir t > 3/b ist, folgt die Behauptung (1) fiir tg =

3/b.
Es gelte die Aussage (1). Zeige zuerst, daf§ fir t; > ¢

o(A) C{A e C: XM € o(AT (1))}

gilt. (Fiir lineare, beschriankte Operatoren A : X — X ist diese Aussage plausibel,
da AT(t;) = Ae ™ gilt und X € o(A) dann et € o(Ae??) impliziert.) Es folgt
fir My = ||AT(t,)||

e o(AT(t)) = (MM — AT(t1))™" existiert nicht
= M < AT ()| = M,y

= [Im AR < |A] - |eM] < M,

= t; Re X <log M; — log |Im A|,

also
o(A) C{A € C:Re) <t;'log My —t; ' log | Im M|}
Fiir 0 > 0 gilt daher

Y = {AeC:ReX>t;'log((148)M;) —t; log | Im A}
C {AeC:ReX>t;'logM; —t;'log|Im A}
c C\o(A) = p(A),
was den ersten Teil von (2) mit a = ¢; ' log((1 +d)M;), b =t beweist. Fiir den
Beweis des zweiten Teils von (2) zeige

o M@ +t)e

|R(A\, A)z|| < [ Im Al - [|z]] Vze X, A€ X, Rel <w,

AT ()]
und setze C' = M(1 + t;)e*"* /(§M;). (Diese Abschitzung zeigt, warum wir die
Zahl § > 0 eingefiihrt haben.) O

Im folgenden wollen wir Halbgruppen T'(¢) untersuchen, die zu einer analyti-
chen Abbildung z — T'(z) fiir gewisse z € C fortgesetzt werden konnen. Solche
analytischen Halbgruppen liefern starke Regularitétsaussagen fiir Losungen ge-
wisser Anfangswertprobleme.
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Definition 6.10 Seien A = {z € C: ¢ < argz < ¢} fiir ¢1 < 0 < ¢ (siche
Abbildung 6.2) und T(z) : X — X linear, beschrinkt fir z € A. Die Familie
T(z), z € A, heifit analytische Halbgruppe in A genau dann, wenn

(1) z v+ T(z) ist analytisch in A,
(2) T(0) =1 und
lim T(z)z=z VzrelX,

z—0, z€A

(3) V1,20 € A T(21+ 22) = T(21)T(22).

FEine Halbgruppe T(z) heifit analytisch genau dann, wenn sie analytisch ist in
einem Gebiet A ={z € C: ¢ < argz < ¢o} fir zwei ¢p; <0 < ¢o.

Im A

Re A

Abbildung 6.2: Die Menge A.

Der infinitesimale Generator A einer analytischen Halbgruppe ist wie in Ka-
pitel 2 definiert.

Bemerkung 6.11 (1) Ist A : X — X ein linearer, beschrinkter Operator, so
existiert nach Satz 2.3 eine gleichmiBig stetige Halbgruppe T(t) = e“*. Diese ist
in C analytisch fortsetzbar, da T(z) = e4* in C analytisch ist. Ist umgekehrt T'(2)
analytisch in C, so ist t — T'(t)x differenzierbar fiir alle ¢ > 0 und z € X. Nach
Bemerkung 6.3 ist dann der infinitesimale Generator A beschréinkt. Es gilt also

T'(z) analytisch in C & A ist beschrinkt.

(2) Ist T(z) eine analytische Halbgruppe in A, so ist die Einschrinkung
T(2)]2¢[0,00) €ine Co-Halbgruppe.

(3) Es geniigt, gleichméBig beschrénkte Cy-Halbgruppen 7'(t) mit ||T°(¢)|| < M
zu betrachten, da die Multiplikation mit e* die Méglichkeit oder Unméglichkeit
der analytischen Fortsetzbarkeit nicht beriihrt.

(4) Wir konnen ohne Beschrinkung annehmen, daf 0 € p(A) gilt. Sei ndmlich
T(t) eine Cy-Halbgruppe T'(¢t) mit ||T(¢)|| < Me** und mit infinitesimalem Gene-
rator A. Dann ist nach Satz 4.3 von Hille-Yosida (w,00) C p(A). Definieren wir
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also S(t) = e*'T(t) mit € > w, so erfiillt der dazugehorige infinitesimale Generator
B die Beziehung (w—e¢,00) C p(B), also 0 € p(B). Nach (3) ist die Multiplikation
mit e aber unschéidlich, so dafi wir gleich 0 € p(A) voraussetzen kénnen.

Das Hauptresultat ist der folgende Satz.

Satz 6.12 Sei T'(t) eine gleichmdffig beschrinkte Co-Halbgruppe mit infinitesi-
malem Generator A und sei 0 € p(A). Dann sind die folgenden Aussagen dqui-
valent:

(1) 30 < § < 7/2: T(t) kann zu einer analytischen Halbgruppe in As = {2z €
C: |argz| < 8} fortgesetzt werden und Y0 < 6" < §: ||T'(t)|| ist gleichmdfSig
beschrankt in Ag .

(2) 3C >0:¥ReA >0, Im\ # 0

C
MA < ——.
IROSA) <

(8) 30 <d<m/2, M>0:

Yi={AeC: |arg)| < 5+ 0} U{0} C p(4),

M
[R(X A < B VAe X, A#0.

(4) T(t) ist differenzierbar firt > 0 und es existiert ein C' > 0, so daf§

C

JAT(@)] <~ ve>o.

Beispiel 6.13 Seien 0 C R beschrinkt, 902 € C*°, X = L*(Q) und A = A,
definiert in D(A) = H?*(2) N Hg(€2). Nach dem Satz 3.11 von Hille-Yoshida folgt

1 1
IR A < 57 <
Al 7 [T A

Nach Intermezzo 2 existiert zu A eine Cy-Halbgruppe von Kontraktionen 7'(t),
so dafl u(t) = T'(t)ug fir up € D(A) die Wérmegleichung

YReA >0, Tm\ # 0.

@—Au = 0 inQ x(0,00),

ot
u = 0 auf 9Q x (0,00),
u(-,0) = wy in Q,
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in dem in Satz 3.30 spezifizierten Sinne 16st. Nach Satz 6.12(1) kann also T'(t) zu
einer analytischen Halbgruppe in einem Sektor Ay fortgesetzt werden. Aulerdem
gilt (sieche Abbildung 6.3)

Z:{)\E(C:|argz|<%+5}U{0}Cp(A)

und nach Satz 6.12(4) wegen T"(t)ug = AT (t)uo

ou C
ZED = AT W uoll2 < = V> 0.
50| = 1aroule < $ w0
Fiir t — oo folgt also
ou
—<t>\ 0
5],
/ 4 ImA\
/y Re )\

Abbildung 6.3: Die Menge X..

Nach Korollar 6.6 ist die Einschréankung 7'(¢t) von T'(z) auf z € [0,00) un-
endlich oft differenzierbar fir ¢ > 0, d.h. ¢t — u(t) = T(t)up ist unendlich
oft differenzierbar in L?Q) und u € C*((0,00); L*(2)). Dies impliziert wegen
/o™t = A"u € C®((0,00); L3(R2)) auch u € C>((0,00); H**(2)) fiir alle
n € N und aus der Sobolev-Einbettung

() E"(Q) c C*(Q)

folgt dann
u € C®(Q x (0,00)).
Beweis von Satz 6.12:
1. Schritt: (1) = (2). Seien 0 < &' < §, so daB ||T(2)|| < M, fiir z € Ay =
{]arg z| < ¢'}. Wir wissen aus dem Beweis von Satz 3.11, daf fir z € X, 0 > 0
und 7 # 0

R(o +it,A)x = / e~ THTND ()2 dt (6.2)
0
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gilt. Genau genommen haben wir dies in Satz 3.11 nur fiir ¢ > 0 und 7 = 0
bewiesen. Der Beweis ist aber im wesentlichen derselbe fiir ¢ > 0 und 7 # 0.
Da T(z) in Ay analytisch und gleichmiiBig beschrinkt ist, kénnen wir nach dem
Cauchyschen Integralsatz den Integrationsweg in (6.2) von {A € C : Im A =
0, 0 < Red < oo} éindernzu I' = {A € C: X\ = pe'?, 0 < p < oo} fiir 0] < §'.
Seien o, 7 > 0. Mit § = —¢’ folgt

[R(o + i, A)zl| =

/ e~ THAT () dz
r

/ e*(d‘FiT)p(COS §’—isin 6’)T(p6715’)x67i(§’ de
0

< /OO 6—p(acos5’+7‘sin(5’)M1HxH dp
0

1 p=ee

_ _ —p(o cos§’ +7sind’) M

|:UCOS§/+TSH15/€ L:D iz
_ My

ocosd + Tsind’

C
e

T

mit C' := M;/sind’. Hier haben wir benutzt, daff ¢’ < § < 7/2, also cosd’ > 0.
Fiir 7 < 0 wéhlen wir 8 = ¢’ und erhalten nach dhnlicher Rechnung wie oben

. C
1R (o +ir, )zl < — |l

also
1%

IR(e + i A)el] <

|zl Vxe X, 0>0, 7#0.

Dies beweist (2).
2. Schritt: (2) = (3). Nach Satz 4.4 gilt wegen ||T(t)|| < M,

Co
< — .
IR\, A)| < ) VReA >0
Aus (2) folgt ||R(\, A)|| < C/|Im A|, also
APIRO AP = (ReA)” + (Im A)*)[|R(A, A)[J*
< Ci+C?=0Cf
und damit |R(\, A)|] < Cy/|A| fiir ReA > 0. Insbesondere ist ¥; := {A € C :
Re X > 0} C p(A).

Wir zeigen nun, dafl die Resolventenmenge von A mehr als die rechte Halb-
ebene enthilt. Da A — R(A, A) analytisch fiir Re A > 0 ist (siche Beweis von
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Satz 4.4), konnen wir R(\, A) um Ao = o + i7 fiir ¢ > 0 durch eine Taylorreihe
darstellen:

.
R(\A) = ) s Ro+in A)(A = (o +i7))"
n=0
= Z R(o +ir, A)" (o + it — \)",
n=0

wobei wir (4.7) benutzt haben. Diese Reihe konvergiert in L(X), sofern
|R(o +ir, A)|| - o +iT— A <k <1

erfiillt ist. Wéhle A € 33 := {A € C: ReA < 0, |ReA|/|[Im )| < 1/C}. Sei
e =1—-C|ReA/|ImA| > 0 und wéhle 7 = Im A, 0 < ¢ < ¢[7]/2C und k =
1 —¢/2 < 1. Dann ist A = Re A + i1, und aus Voraussetzung (2) folgt

C
|R(o + i1, A)|| - |o +it — A < H|U—Re/\|
| Re \| o
C C
= T T
Co
< l1l—e+—
7|
< 1—-¢/2=k. (6.3)

Wir erhalten also Konvergenz der obigen Taylorreihe fiir alle A € ¥ und daher
Yo C p(A) oder wegen tan |f] = |Re A|/|Im A| < 1/C (siehe Abbildung 6.4):

Yo = {A=pe®€C:0<p<oo, a==x(0+7/2), 0<0 < arctan(1/C)}

Im A

Re A

=0

Abbildung 6.4: Illustration von 0 < § < arctan(1/C).

Mit § := karctan(1/C), 0 < k < 1, folgt also

{)\:|arg)\|§g+5}C21U22Cp(A).
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Sei A = ReA+i7 € C mit /2 < |arg\| < 7/2 + 0 und sei ¢ > 0. Fiir

0 =|argA\| — 7/2 >0 gilt cosd = |Im A|/|\| = |7]/|A] und daher:

IR A < D IIR(e +ir, A" o +ir — A"

n=0

IA

n=0
C 1
Ei
C
A cos@ - (1 —k)
C 1
(1—k)cosd |A|
M
Al

IA

IA

< (da 6 <)

<

mit M = C/((1 — k) coséd) > 0. Dies beweist (3).
3. Schritt: (3) = (4). Aus Satz 6.9 folgt

1 yHiT

T(t)r = — lim MR\, Az d\ Vx € D(A?),

2mi T—o0 )4

> |IR(o +ir, A)|E"  (nach (6.3))

(nach Voraussetzung (2))

wobei v > 0. Da A — R(A, A) analytisch in X ist, konnen wir den Integrationsweg
dndern zu I' =Ty UT_ mit 'y = {pe: 0 < p < oo} und 7/2 < 0 < 7/2 + 6.
Die Kurve I' sei so orientiert, dafl Im A entlang I" monoton wéchst. Das obige
Integral konvergiert in L(X). Da D(A2) dicht ist in X (Ubungsaufgabe) und

Jo e¥R(X, A) dX in der Norm von L(X) konvergiert, folgt

o

1
T(t) = — / MR(N, A)d\  in X.
T

Differenzieren wir (6.4) formal nach ¢, erhalten wir

T'(t) = L / AeMR(N, A) d).
r

u
Wegen Voraussetzung (3) und cos 6 < 0 folgt

1 OO cos 0- %
@l < 1 [ e R Al dp

1 0o
< = Mepcos@~t dp

(6.4)

(6.5)



Also konvergiert das Integral (6.5), und die formale Differentiation ist gerechtfer-
tigt. Damit ist 7'(¢) differenzierbar fiir ¢ > 0 und

C

JAT() = |IT' (B < = >0

mit C' = M/(—n cos @) > 0. )
4. Schritt: (4) = (1). Da T'(t) differenzierbar, gilt (Ubungsaufgabe)

0= (ar(D) = (r ()" men

Aus Voraussetzung (4) und e” = >~ °_ n™/n! > n"/n! folgt dann fiir ¢ > 0

1 1 ty||I™ " n
—||T(")(t)|| < _HT/(_> < _o < (@) .
n! n! n nl(t/n)" t
Betrachte nun die Potenzreihe
- 1 n n
T(z)=T()+ ) HT( () (z —t)™ (6.6)

Diese Reihe konvergiert in L(X), wenn |z — t| < k(t/Ce) fiir 0 < k < 1. Folglich
ist T'(z) analytisch in A := {z € C: |argz| < arctan(1/Ce)} C B := [J,o{z €
C: |z—t| <t/Ce} (siche Abbildung 6.5). Klarerweise ist 7'(z) = T'(¢) fiir z = ¢,
d.h., T(z) erweitert T'(t) auf den Sektor A. Aus (6.6) folgt, dal T'(2)z — « fiir
z— 0, z€ A, denn

T(t) + i %T(”) " =T(0) =1.

Die Halbgruppeneigenschaft von T'(z) folgt aus der Analytizitdt. Auflerdem ist
|7(2)| gleichmiiBig beschrinkt in A, = {z € C : |argz| < arctan(1/Ce) —
e}, da ||T(2)|]| wegen (6.6) allenfalls in der N#he des Randes von {|argz| <
arctan(1/Ce)} iiber alle Maflen wichst.

Damit ist der Beweis von Satz 6.12 vollstandig. 0J

84



Im A

tA

U Re A
t

Abbildung 6.5: Die Kreisscheibe stellt die Menge {z € C : |z — t| < t/Ce} mit
A =1/Ce dar. Es gilt § = arctan(tA/t) = arctan(1/Ce).

0

7 Storungen von Halbgruppen

Sei A der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe. In diesem Kapitel wol-
len wir Bedingungen an einen Operator B formulieren, so dal auch A + B der
infinitesimale Generator einer Cp-Halbgruppe ist. Sei im folgenden X stets ein
Banachraum.

Wir untersuchen zuerst beschriankte Stérungen.

Satz 7.1 Sei A der infinitesimale Generator einer Co-Halbgruppe T (t) mit | T(¢)]|
< Me*t und sei B : X — X ein linearer, beschrinkter Operator. Dann ist

A + B der infinitesimale Generator einer Co-Halbgruppe S(t) mit ||S(t)| <
M e MIBIE

Beweis: Aus Lemma 4.1 und dem Beweis von Satz 4.2 folgt die Existenz einer
Norm |- | in X, so daB ||z| < |z| < M|z fir x € X (M > 1) und

IT#)] <e, |[RNA)|I<A—w)™ VE>0, A>w.
Fir z € X und A > w + | B| folgt

BR(M A)x| < |B| - |R(M\ A)x| < 1

also | BR(\, A)| < 1. Dies impliziert, dal I — BR(\, A) invertierbar ist (Neumann-
Reihe). Wir behaupten, daf§

R := R(\, A)(I — BR(), A)) iR A, A)[BR(), A)F (7.1)
k=0

die Resolvente R(\, A+ B) ist. Es folgt einerseits

(A—A—B)-R = [\l - A)R(\,A) — BR(\, A)|(I — BR()\, A))™"
I — BR(\, A)(I — BR()\, A))™"
I,
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andererseits fiir alle z € D(A)

R-\M—-A—-B)z = f: R\, A)[BR(\, A))*(M — A— B)x
= ;-%:(0)\ A)((M — A) — B)x

+Z R\, A)((M — A) — B)x

(denn R\, A)[BR(A, A))* = [R(\, A)BIFR(), A))
= x— R(\ A)Bx

+ Y[R\ A)B e = Y[R, A) B
= 2+ Y [R(\A)Bffz = > [R(\, A)B* 'z
k=1 k=0
= .
Folglich existiert R(\, A+ B) fiir alle A > w+|B| und R(A\, A+ B) = R. Auflerdem
ist nach (7.1)

IR\, A+ B)| = i O\, A)[BR(A, A)F

A)] Z [BR(A, A)[*

(A —w) (1= [BR(\, A)))
(A= w)(1 = |B|(A —w)™ )]
= A—w—|B)™"

IN

<
<

Aus Korollar 3.20 folgt, dafl A+ B der infinitesimale Generator einer C'p-Halbgruppe
S(t) mit |S(t)] < exp((w + | B|)t) ist. Daraus ergibt sich

ISl < [S(t)z| < e@HMIEV z| < ppeletMIED g
also die Behauptung. O

Bemerkung 7.2 Man kann zeigen, daf§ die Cyo-Halbgruppe S(t) folgendermafien
durch T'(t) ausgedriickt werden kann [10, Seite 78]:

= Salt)
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wobei Sy(t) = T'(t) und
t
Spt1(t)r = / T(t—s)BSy(s)x ds Vr € X, n € Ny.
0

Die Konvergenz der obigen Reihe ist in L(X).

Die Differenz der beiden Cy-Halbgruppen T'(t) und S(t) kann wie folgt ab-
geschitzt werden.

Korollar 7.3 Seien A der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe T(t)
mit || T(t)] < Me*t, B : X — X ein linearer, beschrinkter Operator und S(t)
die durch A+ B erzeugte Cy-Halbgruppe. Dann gilt firt > 0:

IT(t) — S(t)]| < Me* (MBI 1)

Beweis: Betrachte den Operator H(s) := T(t—s)S(s). Firz € D(A) = D(A+B)
ist die Abbildung s — H(s)x differenzierbar und nach Satz 3.4(3) folgt

H'(s)x = —AT(t—s)S(s)x+T(t—s)(A+ B)S(s)z
= —T(t—s5)AS(s)x+T(t—s)(A+ B)S(s)x
= T(t—s)BS(s)z.

Integrieren wir H'(s)x von s = 0 bis s = t, so erhalten wir nach Satz 3.4(4):
St)yr —T(t)x = H(t)r—H(0)x
¢
= / H'(s)x ds
0
¢
= / T(t —s)BS(s)x ds.
0

Dies impliziert fiir x € D(A) nach Satz 7.1
Is)e - T(0al) < [ T — )1 - 1BI - 1) - el ds
< [ MBI o] s
0
= et [ M) as
= Me“! (eM”B”(i — 1) l|lz]|-

Da D(A) dicht in X ist, folgt die Behauptung. O

Ist die Stérung B nicht beschrénkt, kann folgendes Resultat fiir analytische
Co-Halbgruppen bewiesen werden.
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Satz 7.4 Sei A der infinitesimale Generator einer analytischen Halbgruppe. Sei
weiter B : D(B) — X ein linearer, abgeschlossener Operator mit D(A) C D(B)
und

|Bz|| < al|Az|| + b||z|| Vx € D(A), (7.2)

wober a,b > 0. Dann existiert ein 0 > 0, so daf$, falls 0 < a < 9§, A+ B der
infinitesimale Generator einer analytischen Halbgruppe ist.

Beweis: Sei zunéchst die durch A erzeugte Halbgruppe T'(t) gleichméfig be-
schrinkt. Nach Satz 6.12 existieren 0 < w < 7/2 und M > 0, so daf3

yY={\eC: |arg/\|<g+w}Cp(A) und
RO A < MIA™H YA€ S, A#£0.

Aus (7.2) folgt fiir v € X und A € £, A # 0:

IBR(A, A)zl| < al[AR(A, A)z|| + bl R(A, A)z]|
< al = (AL = AJR(A, A)zf| + al]AR(, A)[| + [ R(A, A)]|
< allzll + alAl - MIA ||| + 0MIN ]

= a(M +1)||z]| + M~ |z]]. (7.3)
Wihle 0 = 1/(2(1+ M)), 0 < a < ¢ und |A\| > 2bM. Dann ist

M4l o0 bM
xr
2(M + 1) 20M

IBR(A, A)z| <

]l = fl1]-

Wegen || BR(A, A)|| < 1ist also I — BR(A, A) invertierbar. Eine Rechnung wie
im Beweis von Satz 7.1 zeigt, dafl

RMA+B)=(M—-A-B)' =R\ A —BR(\A)™
gilt. Daraus folgt fiir alle |A\| > 2bM, |arg \| < 7/2 4+ w wegen (7.3)

IR\ A+ B)| < RN A) -1 = BR(,A) ™|

M 1
S -
Al 1= [|BR(A, A)||
M
<
A2 = bMAITY)
. 2M
N — 260

Eine Variante von Satz 6.12 zeigt, dal A 4+ B der infinitesimale Generator einer
analytischen Halbgruppe ist.
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Sei nun 7T'(t) eine analytische Halbgruppe mit ||7'(¢)|| < Me*' (mit w > 0).
Betrachte die von Ay = A —w]I erzeugte Halbgruppe e “'T'(t). Aus (7.2) folgt fiir
x € D(A)

[Bz|| < af Aoz + wzl| + bljz|| < al| Aoz || + (aw + b)]|z]].

Ist 0 < a < 9, so konnen wir den ersten Teil des Beweises auf Ay anwenden,
und Ay + B = A+ B — wl ist der infinitesimale Generator einer analytischen
Halbgruppe. Dann ist auch A+ B der infinitesimale Generator einer analytischen
Halbgruppe. O

Bemerkung 7.5 Im Falle a = 0 erhalten wir aus Satz 7.4 eine Variante von Satz
7.1: Sei A der infinitesimale Generator einer analytischen Halbgruppe und sei B
ein linearer, beschrénkter Operator. Dann ist A+ B der infinitesimale Generator
einer analytischen Halbgruppe.

Die Voraussetzung “a > 0 hinreichend klein” in Satz 7.4 kann durch “0 <
a < 17 ersetzt werden, wenn der Operator B zusétzlich dissipativ ist und wenn
Halbgruppen von Kontraktionen betrachtet werden. Dazu benétigen wir einige
Vorbereitungen.

Definition 7.6 FEin linearer Operator A : D(A) — X heifit m-dissipativ genau
dann, wenn A dissipativ ist und R(I — A) = X gilt.

Wir erinnern, dal A dissipativ heifit, wenn es fiir jedes z € D(A) ein 2/ € X’
mit ||2'||? = ||z|| = (z/, z) gibt, so daB Re(z’, Az) < 0.

Es gilt: Wenn A m-dissipativ ist, dann auch pA fiir alle p > 0. Dies sieht
man folgendermafien: Ist A m-dissipativ, so ist A auch dissipativ und A7!A ist
dissipativ fiir alle A\ > 0. Wie im Beweis von Satz 3.26 von Lumer-Phillips zeigt
man, dal R(I — A) = X impliziert: X = R(A — A) = R(I — X! A) fiir alle A > 0.
Insbesondere ist pA m-dissipativ fiir alle p > 0.

Der Begriff der m-Dissipativitédt erlaubt es, den Satz von Lumer-Phillips ele-
gant wie folgt zu formulieren: Sei A : D(A) — X ein linearer Operator mit
D(A) = X. Dann ist A der infinitesimale Generator einer Cp-Halbgruppe von
Kontraktionen genau dann, wenn A m-dissipativ ist.

Satz 7.7 Seien A: D(A) — X, B: D(B) — X lineare Operatoren mit D(A) C
D(B). Die Operatoren A + tB seien dissipativ fir alle 0 < t < 1, es gebe ein
to € [0, 1], so daf$ A+ toB m-dissipativ ist, und es gebe 0 < a < 1, f >0, so dafs

|Bz|| < af|Az[| + Bl|]| - Va € D(A). (7.4)

Dann ist A+ tB m-dissipativ fir alle t € [0, 1].
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Beweis: Wir zeigen, daf§ es ein § > 0 gibt, so daf}, wenn A + tqB m-dissipativ ist,
auch A+tB fiir alle t € [0, 1] mit |t —to| < 0 m-dissipativ ist. Dies impliziert nach
einer endlichen Zahl von Schritten, dal A+ ¢B fiir alle t € [0, 1] m-dissipativ ist.
Sei also A + toB m-dissipativ. Nach Definition ist I — (A + t,B) surjektiv und
nach Satz 3.25 injektiv. Also ist [ — (A +toB) : D(A) — X invertierbar. Setze
R(ty) = (I — (A+tyB))~'. Nach Satz 3.25 folgt

(I = (A+toB))z| = |lz]| Vo e D(A),
also
1R (to)[| < 1. (7.5)

Wir zeigen nun, daf§ der Operator BR(ty) beschrénkt ist. Aus der Vorausset-
zung (7.4) folgt fiir v € D(A)

Bzl < af(A+toB)x|| + atol| B[] + ]|
< all(A+toB)z| + o Bz| + 5|z

und daher nach Subtraktion von «| Bz||

(6
IBall < (A + toB)all + —— ]

11—«
Wir wihlen nun # = R(ty)y € D(A) fur beliebiges y € X und verwenden die
Relation

(A+tB)R(to) = R(to) — (I — (A+tB))R(to) = R(to) — 1,

um zu schlieflen:

«

IBR(to)yll <

(A +toB)R(to)yll + 12— | Rt

l—«
= % (R(to) — Dy + %HR(%)?JH

1l—«

a+p !
R(t —
) Ryl + Iyl
20+

1l -«

<

= Iyl (7.6)

wobei wir im letzten Schritt (7.5) verwendet haben. Folglich ist BR(ty) be-
schrénkt.

Wir zeigen, dal A 4+ tB m-dissipativ fiir ¢ € [0, 1] in einer Umgebung von ¢
ist. Dazu beweisen wir, dafl [ — (A + tB) invertierbar ist, denn dies impliziert
R(I — (A+1tB)) = X. Wegen

I—(A+tB) = I—(A+tB)+ (to—t)B
= I —(A+tB)+ (to —t)BR(to)({ — (A+tyB))
= ([ + (to —t)BR(t))(I — (A+tB))
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ist I — (A + tB) invertierbar genau dann, wenn [ + (to — t) BR(t() invertierbar
ist. Wéhle nun § = (1 — a)/(4a +20) und t € [0,1] mit |t — t5| < §. Dann folgt
aus (7.6)

206+ﬁ<5206+ﬁ_ 1

< 1.
l—-a = 11—«

[(to = 1) BR(to)|| < |to — |

2
Dies impliziert aber die Invertierbarkeit von I + (to — t)BR(to), und der Satz ist
bewiesen. 0

Korollar 7.8 Sei A der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe von Kon-
traktionen. Sei ferner B : D(B) — X dissipativ, D(A) C D(B), und es gelte

D<a<l, >0: Voe DA): |Bz|| < allAz| + 3|z

Dann ist A+ B der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe von Kontrak-
tionen.

Beweis: Nach Satz 3.26 von Lumer-Phillips ist A m-dissipativ. Wir behaupten,
dal daher A + tB dissipativ fiir alle 0 < t < 1 ist. Da namlich B dissipativ ist,
gibt es zu jedem z € D(A) C D(B) ein zj, € F(z) = {2’ € X': (z',2) = ||z|* =
|2']|?}, so daB

Re(xy, Br) < 0.

Nun ist A m-dissipativ, also gilt fir alle 2’ € F(z): Re(2’, Az) < 0 (Bemerkung
3.27). Daher ist

Re(zg, Az + tBx) < 0.

Aus Satz 7.7 folgt (fiir to = 0), daBB A 4+ tB m-dissipativ fiir alle ¢t € [0, 1] ist.
Insbesondere ist A+ B m-dissipativ. AuBerdem ist D(A+ B) = D(A) dicht in X.
Nach Satz 3.26 von Lumer-Phillips ist A + B der infinitesimale Generator einer
Cy-Halbgruppe von Kontraktionen. O

Intermezzo 5: Schrédingergleichung mit Potenti-
al

Ein Elektron, das sich in einem elektrischen Feld £/ = —VV mit elektrostatischem
Potential V' = V(z) im R? bewegt, wird durch die folgende Schrédingergleichung
beschrieben:

z% = —Au+V(z)u, z€R? teR, (7.7)

u(-,0) = o, r € RY (7.8)
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Wir wollen diese Gleichung in dem Hilbertraum H = L?(R%) 16sen. In Intermezzo
3 haben wir gezeigt, dal der Operator iA, selbstadjungiert ist, wobei Ay = 1A
und D(A) = H*(R?) (Lemma 5.19). Das Potential V' behandeln wir als Stérung:
Definiere den Operator B : D(B) — H durch

DB) = {ueH:V(z)-ue H},
(Bu)(z) = —iV(x)u(z), ue€ D(B).
Sei zuerst V € L*(R?). Dann folgt D(B) = H, und B ist linear und be-
schrankt mit ||B|| < [|[V||~. Da iAqy selbstadjungiert, ist A, m-dissipativ

(Ubungsaufgabe). Dies kann man auch leicht direkt einsehen. Es gilt namlich
wegen H = H' fir u € D(A)

Re(u, £Aou) = Re(u,+iAu)z = FRe [ Vu- (iVu) dx

R4

= j:Re/ i|Vul* dv = 0
Rd

und R(I F Ap) = H, denn
if =iu+ Au=1i(I F Ag)u in R?

hat nach Lemma 5.18 zu jedem f € H genau eine Losung u € H2(R?) = D(A).
Nach dem Satz 3.26 von Lumer-Phillips ist Ay der infinitesimale Generator einer
Coy-Halbgruppe von Kontraktionen. Nach Satz 7.1 ist auch A+ B der infinitesimale
Generator einer Cy-Halbgruppe T'(t) mit || 7(t)|| < exp(||V||z~t). Daher ist fiir
ug € H*(R?) die Funktion u(t) := T(t)ug eine Lésung von (7.7)-(7.8) mit u €
C*([0, 00); L*(R?)) N C°([0, 00); H*(RY)).

Von einem physikalischen Standpunkt aus ist der Fall unbeschriankter Poten-
tiale V interessanter. Sei daher

V € LP(RY) mit p > d/2 und p > 2. (7.9)

Wir miissen beweisen, dafl der oben definierte Operator B wohldefiniert ist und
daB8 H*(RY) = D(A) C D(B) gilt. Dies folgt aus dem folgenden Lemma.

Lemma 7.9 FEs gelte (7.9). Fir alle ¢ > 0 ezistiert ein C(g) > 0, so dafs
|Vullrz < ellAullzz + Ce)|jullze Yu € H*(R?).
Beweis: Zuerst bemerken wir, da§ wegen p > d/2 die Abbildung & — (1 + [£]?)™!
in LP(R?) liegt, denn
[avieprae = [7[as @yt rowdp
Rd o Js
C/ (1+p)—2p+d—1 dp
0

C 0o
- =2 {(1+p)_2p+d}0 < 00

IA
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genau dann, wenn —2p+d < 0 oder p > d/2. Hierbei bezeichnen 6 die Winkelva-
riablen, p4~1F(#) die Determinante der Jacobimatrix der Variablentransformati-
on und S der Definitionsbereich der Winkelvariablen.

Sei nun u € H%(R?). Nach Definition der Sobolev-Riume (siche Intermezzo
3) ist dann (1+ [¢]?)a(€) € L*(R?). Mit der Holderungleichung und der Parseval-
Gleichung (5.4) erhalten wir fiir ¢ = 2p/(2 + p) € [1,2) (fiir p > 2):

1/q
ol = ([ 0+l @ g o ac)
(2—9)/2q
< L4 ) -e2/C-0) 4 )
< ([ a+ir :

q/2q
X ( / (14 (€[> [a(e)| 2/ df)
Rd

= (Lasierrae)” ([ aviermora)”

o ([ v e ac)

. 1/2
= o [ @aor + 1z )
< s + 18ulz2),

IN

denn
Ru(e) = Y 53(6) = S(i6%(e) = —lePice).

In der obigen Abschétzung ist C' > 0 eine generische Konstante. Im Falle p = 2
folgt die obige Ungleichung trivialerweise.

Wir verwenden nun die folgende Ungleichung (der Beweis ist recht aufwendig;
siehe [2, 8]):

Ungleichung von Haussdorff-Young: Seien 1 < ¢ <2 und 2 < r < oo mit 1/q +
1/r =1 und sei f € LY(R?). Dann ist f € L"(R?) und

[fllzr < K| f]l 2o

mit K = (¢"/9r=Y/m)42 < 1.
Aus dieser Ungleichung folgt mit u = f und flx) =u(zr) = u(—x):

[ullr < fu(=2)l|ze = l[ull s,
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wobei r = q/(qg— 1) = 2p/(p — 2) (r < oo beliebig, falls p = 2). Daher erhalten
wir

Juller < Cpllull2 + | Aull2)- (7.10)

Ersetze nun u(z) durch u(dz) mit § > 0. Dann ist A(u(dz)) = 62Au(dz) und
1/2
N (/ | Auba)? dx)
Rd

1/2
= ([ o au ay)
Rd

= 67Y2| Aul|Le.

Analog erhalten wir
lu(@)|l2 = 6~ |lullz,  fJu(@x)]rr =~ |Jullzr.
Setzen wir u(dx) fiir u(z) in (7.10) ein, so erhalten wir nach Multiplikation mit
5T
lullzr < G822 A 2 + 622 | 2).

Aus p > d/2 folgt r > 2 und 2—d(r—2)/2r > 0. Sei £ > 0 und wiihle §2~4r=2)/2r —
e/Col|V|» und C(g) = C,||V || p6 =4 =2/2" Dann folgt

IVIzellullzr < ellAul[z2 + C(e)ul| L2

Wegen r = 2p/(p — 2) (oder r < oo, wenn p = 2) und

WValgs = [ VPP da

2/p (p—2)/p
< |V|2-p/2 / |u|2~p/(p—2)
o R4 Rd

= VI llullz-
folgt die Behauptung. O

Satz 7.10 Es gelte (7.9) und V(z) € R fiir alle x € R Dann ist Ay + B =
1A — 1V der infinitesimale Generator einer Cy-Gruppe unitdrer Operatoren in
L*(RY).

Beweis: Wir haben bereits weiter oben bemerkt, daf§i A, m-dissipativ ist. Da
V(z) reell ist, ist —iB = V symmetrisch, und damit ist idg +iB = —A+V
symmetrisch. Um zu zeigen, dafl iAg + ¢B selbstadjungiert ist, geniigt es nach
Satz 5.13 zu beweisen, dafl R(I £+ (Ao + B)) = R(£I — (Ap + B)) = R(%il —
i(Aog + B)) = H gilt. Da V (z) reell, ist £(Ap + tB) fiir alle t € [0, 1] dissipativ.
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Wegen Lemma 7.9 sind also die Voraussetzungen von Satz 7.7 erfiillt, d.h., £(Ay+
B) ist m-dissipativ. Insbesondere ist R(I + (A + B)) = H, und i(Ay + B) ist
selbstadjungiert. Nach Satz 5.17 von Stone ist daher Ag + B der infinitesimale
Generator einer Cy-Gruppe von unitaren Operatoren. O

Korollar 7.11 Es gelte (7.9) mit V(z) € R fiir alle x € R und sei ug € H*(R?).
Das Anfangswertproblem (7.7)-(7.8) besitzt eine Losung u € CHR; L2(RY)) N
CO(R; H2(R%)) mit

lu(®)||z2 = |Juoll 2 Vt €R.

8 Das abstrakte Cauchyproblem

Ziel dieses Kapitel ist die Losung von homogenen Anfangswertproblemen

d

& Au, t>0, u(0)=rz, (8.1)
dt

und von inhomogenen Anfangswertproblemen

d

d—?:Au—i-f, t>0, u(0)=u=x

Wir betrachten zuerst homogene Probleme. Seien X ein Banachraum und A :
D(A) € X — X ein linearer Operator. Wir werden die Fille x € D(A) und
x € X unterscheiden.

Definition 8.1 Sei z € X. Die Funktion u : [0,T) — X, 0 < T < oo, heifst
(klassische) Losung von (8.1) genau dann, wenn u (8.1) lost und

u e C'0,7); X)NC(0,T); X), wu(t)€ D(A) Vte (0,T). (8.2)

Sei u eine Losung von (8.1). Wegen u(t) € D(A) fir ¢ > 0 und der Stetigkeit
vonu ant = 0 folgt x = u(0) € D(A). Wir sollten daher die Bedingung D(A) = X
voraussetzen, denn anderenfalls ist es fiir gegebenes © € X, x ¢ D(A) moglich,
daB das Anfangswertproblem (8.1) keine Losung besitzt.

Satz 8.2 Sei A der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe T'(t) und sei
x € D(A). Dann besitzt (8.1) genau eine Lisung u(t) fir alle 0 <t < oo.

Beweis: Die Existenz einer Losung folgt sofort aus Satz 4.3 von Hille-Yosida und
Satz 3.4(3) mit u(t) := T(t)x. Um die Eindeutigkeit zu zeigen, sei v eine weitere
Losung von (8.1). Wegen

d

g(T(t —s)v(s)) = —AT(t — s)v(s) + T(t — s)Av(s) =0

fiir alle 0 < s < t folgt nach Integration von s =0 bis s =t
0=T(t—t)v(t) —T(t—0)v(0) =v(t) — T(t)u(0) = v(t) — u(t),
also u(t) = v(t) fiir alle t > 0. O
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Bemerkung 8.3 Sei A : D(A) — X mit D(A) = X und p(A) # 0. Besitzt
(8.1) eine Losung u(t) in [0,00) und fiir alle x € D(A), so ist der Operator A
der infinitesimale Generator einer Cp-Halbgruppe. Fiir den (recht umfangreichen)
Beweis verweisen wir auf [10, Theorem 1.3, Chapter 4].

Satz 8.4 Sei A der infinitesimale Generator einer differenzierbaren Cy-Halb-
gruppe und sei x € X. Dann besitzt (8.1) genau eine Lisung u(t) fir alle t > 0.

Beweis: Wegen der Differenzierbarkeit der Halbgruppe T'(t) erfiillt die Funktion
u(t) = T'(t)z die Gleichung (8.1). Die Regularitit folgt aus Lemma 6.4. O

Bemerkung 8.5 Sei A der infinitesimale Generator einer nicht differerenzier-
baren Cy-Halbgruppe T'(t). Falls © ¢ D(A), besitzt das Problem (8.1) im allge-
meinen keine Losung. Dennoch kann man die Funktion u(t) := T'(¢)z definieren.
Dann ist u(t) eine verallgemeinerte Losung. Wir nennen sie milde Lisung.

Wir betrachten nun inhomogene Anfangswertprobleme

% —Au+f, t>0, ul0)=z, (8.3)

wobei f :[0,7) — X und = € X. Wir setzen im folgenden voraus, dafl A der
infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe 7'(t) ist. Wir definieren:

Definition 8.6 FEine Funktion u : [0,T) — X heifit (klassische) Losung von
(8.3) genau dann, wenn u (8.3) auf [0,T) lost und

u € C%0,7); X)NCH(0,T),X), wu(t)€ D(A) Vt>O0.

Sei nun u eine Losung von (8.3). Dann ist g(s) := T'(t — s)u(s) differenzierbar
fir 0 < s <t (nach Satz 3.4(3), denn u(s) € D(A)) und

§§®> = —AT(t — s)u(s) + T(t — s)(Au(s) + f(s))
= T(t—s)f(s).

Sei nun zusétzlich f € L'(0,T; X). Dann ist s — T(t — s)f(s) integrierbar, und
wir erhalten

u@—T@mmzmw—mm:AJW—@ﬂﬁw
oder
u(t) = T(t)z + /0 T(t — 5)f(s) ds. (8.4)

Ist (8.3) eine gewohnliche Differentialgleichung und A eine Matrix, so ist (nach
Satz 2.3) T(t) = e, und die Beziehung (8.4) ist die Formel der Variation der
Konstanten.
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Definition 8.7 Sei A der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe T (t) und
seien v € X und f € LY(0,T; X). Dann heif$t die durch (8.4) definierte Funktion
u € C°([0,T]; X) milde Losung von (8.3).

Satz 8.8 Scien f € L}(0,T;X), x € X und u eine (klassische) Lisung von (8.3)
auf [0, T). Dann ist u eindeutig durch (8.4) bestimmt, d.h., u ist insbesondere eine
milde Losung.

Beweis: Dafl u eine milde Losung ist, haben wir bereits bewiesen. Sei v eine zweite
Losung von (8.3). Dann erfiillt w := u — v das Problem

dw
dt

Nach Satz 8.2 ist dieses Problem eindeutig 16sbar, ndmlich durch w(t) = 0 fiir
alle t > 0. Also ist u = v auf [0, 7. O

Sind f € L'(0,7;X) und z € X, so hat das Problem (8.3) nach Definition
8.7 genau eine milde Losung. Unter welchen Bedingungen an f ist diese Losung,
falls x € D(A), eine klassische Losung? Die Stetigkeit von f geniigt nicht. Um

dies einzusehen, sei A der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe 7'(¢) und
sei x € X, so dal T'(tg)x ¢ D(A) fiir ein ¢y > 0. Setze fi(t) = T'(t)x. Dann gilt
f1 € C°([0,T); X), doch das Problem

d
d—ltL:AU‘i‘fl(t)a t>07 U(O)ZOGD(A>’

besitzt keine Losung. Hétte sie ndmlich eine Losung u(t) € D(A), so wire wegen
(8.4)

u(t) = T(t)0+ /tT(t —s)fi(s)x ds = /tT(t —s)T(s)x ds
= tT(t)z, i ’
doch u(ty) = toT (to)xr ¢ D(A); Widerspruch.
Wir beweisen nun folgendes Hilfsresultat:

Lemma 8.9 Seien A der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe T'(t), f €
LY0,T; X)NnC°((0,7T); X) und

o(t) :/OtT(t—s)f(s) ds, 0<t<T.

Dann gilt: Das Problem (8.3) hat eine Losung u auf [0,T') fir alle x € D(A),
wenn eine der beiden folgenden Bedingungen erfillt ist:
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(1) v e CY(0,T); X) oder
(2) v(t) € D(A) fiir allet € (0,T) und Ave C°(0,7);X).

Wenn (8.3) eine Lisung u auf [0,t) fir ein x € D(A) hat, dann erfillt v sowohl
(1) also auch (2).

Beweis: Sei u eine Losung von (8.3) auf [0,t) fir ein x € D(A). Dann ist u
gegeben durch (8.4). Da t +— w(t) und t — T(t)x fiir ¢ > 0 differenzierbar
sind, gilt dies auch fiir v(t) = w(t) — T(t)z, und V'(t) = u'(t) — T(t)Ax ist
stetig fiir ¢ > 0. Folglich ist (1) erfiillt. Des weiteren gilt T'(t)x € D(A) wegen
x € D(A) (siehe Satz 3.4(3)), also v(t) = u(t) — T'(t)x € D(A). SchlieBlich ist
Av(t) = Au(t) — AT (t)x = u/(t) — f(t) — T(t) Az stetig fiir ¢ > 0, d.h., auch (2)
ist erfiillt.
Umgekehrt sei die Bedingung (1) vorausgesetzt. Dann ist

t t+h
v(it+h) = /0 T(h)T(t—s)f(s) ds+/t T(t+h—s)f(s)ds

= T(h)v(t) + /jJr T(t+h—s)f(s)ds,

also

T(h)—1 _u(t+h)—o(t) 1
T A A—

/t i h—sfs) s (85)

Da v stetig differenzierbar und f stetig ist, folgt

%v(t) () — ().

Dies bedeutet v(t) € D(A) fir 0 < t < T und Av(t) = v'(t) — f(t). Wegen
v(0) = 0 folgt, dal u(t) = T'(t)x + v(t) eine Losung von (8.3) ist. Insbesondere
gilt (2).

Sei schlielich (2) erfiillt. Insbesondere ist v(t) € D(A), d.h., der Grenzwert
h — 0+ auf der linken Seite von (8.5) existiert. Der zweite Summand auf der
rechten Seite von (8.5) konvergiert ebenfalls fiir o — 0+ . Also existiert die
rechtsseitige Ableitung DT v(t) von v(¢) und

Av(t) = DM o(t) — f(1).

Nun ist D"v = Av+ f stetig in (0,7") (nach Voraussetzung (2)), d.h., v ist stetig
differenzierbar und v'(¢t) = Av(t) + f(t). Die Funktion u(t) = T'(t)z +v(t) ist also
eine Losung von (8.3) fiir z € D(A). AuBerdem ist (1) erfiillt. O

Bemerkung 8.10 In dem obigen Beweis haben wir sogar gezeigt, dafi die Aus-
sagen (1), (2) und “Das Problem (8.3) hat eine Losung w auf [0,7") fiir alle
x € D(A)” dquivalent sind.
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Korollar 8.11 Sei A der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe T'(t) und
sei x € D(A). Es gelte

(1) f e CY[0,T); X) oder

(2) feLY0, T; X)NC°(0,T); X) und f(s) € D(A), Af(s) € L*(0,T; X) fiir
alle0 <s<T.

Dann besitzt das Problem (8.3) eine Losung auf [0,T).

Beweis: Es sei (1) erfiillt. Definiere

v(t):/o T(t—3s)f(s) ds:/o T(s)f(t—s)ds, 0<t<T. (8.6)

Nach Voraussetzung (1) ist v differenzierbar fiir ¢ > 0 und
t
V'(t) = T(t)f(0) +/ T(s)f'(t—s)ds
0

= T(t)f(0)+ /Ot T(t—s)f'(s) ds

ist stetig fiir t > 0. Die Aussage folgt also aus Lemma 8.9(1).

Es gelte (2). Insbesondere gilt T'(t—s) f(s) € D(A) (Satz 3.4(3)) fir 0 < s < ¢,
und die Abbildung s — AT'(t — s)f(s) = T'(t — s)Af(s) ist integrierbar. Damit
ist die Funktion v, definiert durch (8.6), wohldefiniert und v(t) € D(A) fiir t > 0.
AuBerdem ist

Av(t) = /0 AT(t —s)f(s) ds = /0 T(t—s)Af(s)ds

stetig fiir ¢ > 0. Die Behauptung folgt nun aus Lemma 8.9(2). O

Wir betrachten nun eine dritte Definition einer “Losung” von (8.3).

Definition 8.12 Eine Funktion u : [0,T7] — X heifit starke Losung von (8.3)
genau dann, wenn u fast iberall in [0, T] differenzierbar ist, wenn u' € L'(0,T; X)
gilt und wenn

u'(t) = Au(t) + f(¢) fir fast alle t € (0,T) und u(0) = .

Beispiel 8.13 Seien A =0, € X und f € L'(0,T; X). Dann besitzt (8.3) im
allgemeinen keine (klassische) Losung. Allerdings besitzt (8.3) die starke Losung

u(t):x—i—/otf(s)ds, t>0.
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Bemerkung 8.14 Seien f € L'(0,7;X) und u eine starke Losung von (8.3).
Man kann zeigen, daf u durch (8.4) gegeben ist (Ubungsaufgabe). Dies bedeutet,
daf jede starke Losung eine milde Losung ist. Eine klassische Losung mufl nicht
notwendigerweise auch eine starke Losung sein (Ubungsaufgabe).

Unter welchen Bedingungen sind milde Losungen von (8.3) sogar starke Losun-
gen? Der folgende Satz, den man wie Korollar 8.11(1) beweist, gibt ein Kriterium.

Satz 8.15 Sei A der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe T (t), sei x €
D(A) und sei f : [0,T] — X fast diberall differenzierbar mit f' € L*(0,T;X).
Dann besitzt das Problem (8.3) eine starke Losung auf [0, T].

Bemerkung 8.16 Wir fassen die obigen Resultate zusammen. Sei A der infini-
tesimale Generator einer Cy-Halbgruppe. Dann gilt:

e f€L'0,T;X), v € X = (8.3) besitzt eine milde Losung auf [0, T7;

o "€ LY0,T;X), x € D(A) = (8.3) besitzt eine starke Losung auf [0, T];

o f € CY[0,T); X), » € D(A) = (8.3) besitzt eine klassische Losung auf
0, 7].

Ist T'(t) eine analytische Halbgruppe, so geniigen schwichere Regularitétsvor-
aussetzungen an f als in Korollar 8.11. Wir werden zeigen, daf fiir die Existenz
von klassischen Losungen die Holder-Stetigkeit von f ausreichend ist. Zuerst zei-
gen wir ein Regularitétsresultat.

Satz 8.17 Sei A der infinitesimale Generator einer analytischen Halbgruppe T'(t)
und sei f € LP(0,T;X) mit 1 < p < oo. Sei weiter u die milde Losung von (8.3).
Dann gilt fir 0 = (p —1)/p:

(1) € X =uecCeT); X) Ve>0;
(2) v € D(A) = ue C%0,T); X).
Der Raum C?([0,T]; X) ist die Menge aller Hélder-stetigen Funktionen [0, T
— X mit Exponent 6 € (0,1), d.h. u € C?([0,T]; X) genau dann, wenn
AL >0: Vs, t €[0,7]:  u(t) —u(s)| < L|t — s|°. (8.7)

Beweis: Sei ||T(t)|| < M fir t € [0,7]. Da T(z) analytisch, existiert nach Satz
6.12(4) ein C' > 0, so daB ||AT(t)|| < C/t fiir alle 0 < ¢ < T Dies impliziert nach
Satz 3.4(3) fiir x € X (beachte, dafl t — T'(t)x differenzierbar fiir ¢t > 0 ist):

/ t AT(7)z dr

s

¢
C

/—dT
s T

Cllnt —Ins| - ||z
< Celt = sf - [|«]

(0~ T(9a] = |

IA

alkdl
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fir alle 0 < & < s,¢t < T. Mithin ist ¢ — T(t)z Lipschitz-stetig in [e, T| fiir alle
e>0.Ist x € D(A), so gilt (T'(t)xr — T(0)z)/t — Ax fiir t — 0+, also

|T(t)z —T(0)z]| <Ct Vvt >0,
und #dhnlich wie in Bemerkung 2.2 folgert man, dafl ¢t — T'(¢)z Lipschitz-stetig in

[0, 7] ist, wenn z € D(A). Wegen der Darstellung (8.4) von u geniigt es also zu
zeigen, daf3

v(t) :/0 T(t—s)f(s)ds

fir f € LP(0,T; X) Holder-stetig mit Exponent 6 auf [0, T ist.
Firh>0mitt+h <T ist

t+h
o(t+ 1) — v(t) :/t T(t+h— s)f(s) ds

+/0 (T(t+h—s)— T(t — 5))f(s) ds
= Il—l—IQ.

Um I; abzuschétzen, verwenden wir die Holder-Ungleichung:

t+h
Ll < M / 17()]| ds
t
+h

t (p—1)/p t+h 1/p
< M ( [ e ds) ( [ s ds)
t t

T 1/p
< Mp-DI ( | wre ds)

0
= M||fllzrorx)h’,

wobel || - ||ror:x) die Norm in LP(0,7; X) ist. Fiir die Abschétzung von I,
bemerken wir, dafl

IT(t+h)—T@#)| < 2M  Vtt+helo,T),
IT(t+h) —T(#)| < C|ln(t+h)—Int|

— Cln(1+h/t)

< Ch/t  Vit+he(0,T),

also

|IT(t+h) — T(#)|| < Cymin(1,h/t) Vtt+hel0,T),
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wobei ) = max(2M, C'). Diese Ungleichung und die Hélder-Ungleichung fiithren
auf

Ll < ¢ / min(1, h/(t — )| £(3)]] ds

¢ 0
< q ( [ minc e - ) ds) TS
0

Wegen

/Omin(l,h/(t—s))1/9 ds — /Omin(l,h/T))1/9 dr

< / min(1, h/7)Y dr
0

h 00
= / 1d7'—|—h1/0/ 10 qr
0 h

1 -1 00
= h+ h1/6< ~3 + 1) [7.—1/9+1]h
= h— hl/e(p —-1) [_h—1/9+1]
= ph

ergibt sich
1] < Cp’l[ flloorx) P
und insgesamt folgt
lo(t +R) —v(®)|| < | Ll + || Z2]| < const. - A,
also die Behauptung. O
Satz 8.18 Seien A der infinitesimale Generator einer analytischen Halbgruppe

T(t), f € LY0,T;X), z € X, und fiir alle t € (0,T) existieren §; > 0 und
W, :[0,00) — [0,00), so dafs

1f (&) = f()I < Wit —s]) VO> st <T (8.8)
und
" Wts(s) ds < 0. (8.9)

Dann ist die milde Losung von (8.3) eine klassische Lisung.
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Ist f € C%]0,T]; X) mit 0 < 0 < 1, so sind (8.8) und (8.9) mit Wy(s) = s’
erfiillt.

Beweis: Da T'(z) eine analytische Halbgruppe ist, ist ¢ — 7'(t)x die (klassische)
Losung der homogenen Gleichung fiir alle z € X (insbesondere ist T'(t)z € D(A)
fiir ¢ > 0). Wir zeigen nun, daf§

ot) = /0 T(t — 5)f(s) ds

die Bedingung (2) von Lemma 8.9 (d.h. v(t) € D(A) fiirt > 0 und Av € C°((0,7);
X)) erfiillt. Da T'(t)z € D(A) fiir t > 0, konnen wir Lemma 8.9 anwenden, obwohl
wir nur x € X fordern. Wir schreiben

o) = nil)+esld)
= [ Te=s0e - ey s+ [ =950 s

T(t) — I)f(t). Da nach Vor-

Nach Satz 3.4(2) gilt va2(t) € D(A) und Avq(t) =
; X), folgt Avy € C°((0,T); X). Setze nun fiir € > 0

aussetzung f € C°([0,T);

X
o (t) _/ Tt —s)(f(s) — f(t)) ds  Vt>e,

0
Ul,s(t) = 0 Vt < e.

Dann gilt vy .(t) — vy () fir e — 0, v1.(t) € D(A) (denn T'(t) : X — D(A) fiir
t > 0 nach Lemma 6.4) und fiir t > ¢

Ao = [ AT~ 5)(5(5) - £10) ds.

Aus Satz 6.12(4), (8.8) und (8.9) folgt

Daher gilt

| AT =8)06) = 50 ds

e
g/ Wt — s]) ds < 0.
t—st_s

Aoa(t) = [ AT(E= )5 - ) ds (e —0)

Wegen vy .(t) — v1(t) (¢ — 0) und der Abgeschlossenheit von A folgt v,(t) €
D(A) fiir t > 0 und

Avn(t) = / AT(t — 5)(f(s) — (1)) ds.
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Um zu zeigen, dafl t — Awv;(t) fiir ¢ > 0 stetig ist, schreiben wir fiir 0 < § <t

1 T
Avn(t) = / AT(t = 5)(f(s) — f(1)) ds + / AT(t = 5)(f(s) — £(1)) ds. (8.10)

Das erste Integral auf der rechten Seite von (8.10) ist in der Norm von der Groéfien-
ordnung

5
Wi (|t —
C M ds  gleichméfig in .
o |t—s
Das rechte Integral ist stetig in ¢. Also ist Avy € C°((0,T); X). O

Wir haben bewiesen:

Korollar 8.19 Sei A der infinitesimale Generator einer analytischen Halbgrup-
pe. Seien ferner f € C°([0,T); X) fir 0 < 6 < 1 und x € X. Dann besitzt das
Problem (8.3) genau eine Lisung auf [0,T).

Unter den Voraussetzungen von Korollar 8.19 kann noch mehr gezeigt werden.
Dazu benotigen wir folgendes Lemma:

Lemma 8.20 Sei A der infinitesimale Generator einer analytischen Halbgruppe
T(t) und sei f € C%([0,T); X) fiir ein 0 < § < 1. Definiere

ui(t) = /OtT(t—s)(f(s) —f)dt, 0<t<T.

Dann gilt v1(t) € D(A) fiir alle 0 <t < T und Av; € C?([0,T]; X).

Beweis: Aus dem Beweis von Satz 8.18 folgt, dal v1(t) € D(A) fiir 0 <t < T.
Sei ||T(t)|| < M, 0 <t <T. Nach Satz 6.12(4) gilt

|AT (@) < C/t Yo<t<T.
Daraus folgt fiir x € X:

AT ()]l = [|AT(t/2)AT(t/2)x]| < C(t/2) M| AT(t/2)z]|
< C(t/2)7"|lz]| = 4Ct x|l

Wir haben daher fir 0 < s <t <T

AT (t) — AT(s)| = ) dr

/ 1427 ()| dr

/ — dr =4C(t — s)/st. (8.11)

IN
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Seien nun t > 0 und A > 0. Dann ist
Avi(t+ h) — Avi (£) :_gAuw+h—@—T@—gxﬂ@—f@ym
—i—A/tT(t—l—h—s)(f(t) — f(t+h)) ds

t+h
—l—A/t T(t+h—s)(f(s)— f(t+h))ds
=. Il+12+[3-

Aus der Holder-Stetigkeit von f (siehe (8.7)) und (8.11) folgt

Ll < / JAT(t + h— 5) — AT(t — )| - [ £(s) — F(1)] ds

(t+h—s5)—(t—29))
40/ G h_ 909 L(t — 5)? ds

ds
N 40Lh/0 (t+h—s)(t—s)?

t dy
= 4CLh/ —_
o (y+h)yy?

Sei zuerst t > h. Dann ist

t dy h dy t dy
o U T
o (y+h)y? o hy'—? hyyt?

IN

1 h
— _h9 h9—1 tc9—1
i )
0
< lhe + ! hY h

Fiir t < h folgt

K dy by 1
h —— <h =_hY
/0 (y+h)y=? — /0 hyl=¢ 0

|| < CihY.

Dies impliziert
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Wir verwenden Satz 3.4(2) und noch einmal die Holder-Stetigkeit von f, um
I abzuschéatzen:

t+h
L] = HA T()(F() = f(t+ 1)) dr

h
H 5O = s +1) dr =4 [ 770 - fe+1) dr
|

ITt+h f@) = ft+h)) =Th)(f(t) = f(E+h))]
< (1T + I+ ITM)DISE) = fE+h)]
<

OMLRY.

Ferner ergibt sich

1Ll = / AT(t 4 h— s)(f(s) — F(t+ ) ds

t+h
/ _¢ LR ds
t

- t+h—s
t+h (4 9
< CL/ Mds
CL
= ——nf.
0

Insgesamt erhalten wir
[Avi(t + h) = Avi ()] < L]+ ([ Za]| + [[13]] < Coh?,
also die Behauptung. 0

Der folgende Satz ist unser Hauptresultat fiir analytische Halbgruppen. Er
gibt einige Regularititseigenschaften fiir die Losung von (8.3) unter den Voraus-
setzungen von Korollar 8.19 an.

Satz 8.21 Seien A der infinitesimale Generator einer analytischen Halbgruppe
T(t), f € C%0,T); X) fiir ein 0 < <1 und x € X. Dann besitzt das Problem
(8.3) genau eine (klassische) Losung w auf [0, T] mit den folgenden Regularitits-
eigenschaften:

(1) Ve > 0: Au, du/dt € C%([e,T]; X).
(2) x € D(A) = Au, du/dt € C°([0,T]; X).
(3) x =0, f(0)=0= Au, du/dt € C?([0,T]; X).
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Beweis: Nach Korollar 8.19 (und Satz 8.18) besitzt (8.3) eine eindeutige Losung
u mit

u(t) =Ttz + /0 T(t—s)f(s)ds=:T(t)x+v(t).

Nach (8.11) ist AT(t)x Lipschitz-stetig auf [, T] fiir alle € > 0, so daf§ wir fiir
den Beweis von (1) nur Av € C%([g, T]; X) zeigen miissen. Wir schreiben wie im
Beweis von Satz 8.18

u(t) = v (t) + va(t) ::/0 T(t— s)(f(s) — f(1) dt+/0 T(t — s)f(t) ds.

Lemma 8.20 impliziert Av; € C?([0,T]; X). Wie im Beweis von Satz 8.18 finden
wir
t
Avs(t) = A [ T(r)(0) dr = (T(0) = Df o).
0

Da f € C%([0,T]; X), geniigt es, T(t) f(t) € C%([e, T]; X) fiir alle € > 0 zu zeigen.
Seien t > ¢ und h > 0. Dann ist, weil T'(¢) eine analytische Halbgruppe ist,

IT(t + ) f(t+h) =T@) @)
1T+ ) - N+ h) = FOI+NTE+h) =T@] - F @]

t+h
M LK+ / |AT() - [ £(1)]| dr

IN

IN

IN

; t+h C
MLK + —dr- | £1l oo 0.7:)
t

C
MLhH —|— ||f||L°°(O,T;X);h

< Ch°.

IN

Dies beweist (1), da du/dt = Au+ f € C%([e,T]; X).

Fiir den Beweis von (2) bemerken wir, dal x € D(A) impliziert: AT (t)x €
C°([0,T7; X). Nach Lemma 8.20 ist Av; € 09([ ,T); X). Wegen Auvy(t) =T(t) f(t)
—f(t) und f € C%[0,T]; X) geniigt es also, T(t)f(t) € C°([0,T]; X) zu zeigen.
Der Beweis von (1) zeigt, daB T'(t)f(t) € C°((0,T]; X). Die Stetigkeit an ¢ = 0
folgt nun aus

1T@)f@) =TO)FO) < [T@)f(0)—fO)
+IT@)(f (@) = )]
< T f(0) = fO + M f(t) = FO)]
— 0 (t— 04).

Damit ist (2) bewiesen. )
Der Beweis von (3) ist eine Ubungsaufgabe. O
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Beispiel 8.22 Betrachte die inhomogene Warmeleitungsgleichung

%—Au = f(t), x e, t>0, (8.12)
w =0, z€d, t>0, (8.13)
u(-,0) = wuy, z € Q. (8.14)

Wir setzen voraus: Es gebe ein 6 € (0,1), so da§ f € C([0,T]; L*(2)), d.h.
/ 1f(t,z) — f(s,2)Pde < L|t —s[* V0O<s,t<T. (8.15)
Q

Wie im Intermezzo 2 ist hier Q@ C R? (d > 1) ein beschrinktes Gebiet mit
00 e C% X = [2(Q), A=A mit D(A) = H*(Q) N Hy (). Nach Beispiel 6.13
kann die durch A erzeugte Cy-Halbgruppe T'(t) zu einer analytischen Halbgruppe
fortgesetzt werden. Nach Satz 8.21 gilt nun fiir ug € L*(Q) :

Au, % c C%[e,T]; L*(2)) Ve > 0.

Ist zusitzlich ug € H*(Q) N Hy (), so folgt

8u 0 T2
Au, - € C°([0,T]; L*(2)

bzw. u € C([0,00); L2(©2)) N C°([0,00); D(A)). Dieses Resultat erweitert Satz
3.30 auf inhomogene Probleme.

9 Asymptotisches Verhalten von Lésungen

Wir betrachten in diesem Kapitel inhomogene Cauchyprobleme

C;_‘t‘ — Aut f(t), >0, u(0)=uz, (9.1)

und interessieren uns fiir den Grenzwert lim; . u(t). Wir beginnen mit dem
homogenen Fall f = 0.

Satz 9.1 Sei A der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe T (t). Es exi-
stiere ein p € [1,00), so dafs

/ IT(t)x||P dt < oo Vze X. (9.2)
0

Dann existieren Konstanten M > 1 und p > 0, so daf || T(t)|| < Me +.
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Beweis: Wir zeigen zuerst, dafl ¢t — ||T'(¢)| fir alle ¢ > 0 beschriankt ist. Sei
|1T(#)|| < Mye®t mit M; > 1 und w > 0 (bei w < 0 ist nichts mehr zu zeigen).
Diese Abschéitzung und (9.2) implizieren, da§ T'(t)r — 0 fiir ¢ — oo und fiir
jedes x € X. Wire dies némlich falsch, gébe es 7o € X, § > 0 und ¢; — oo, so
da ||T'(¢j)xo|| > 6. Wir wihlen ohne Einschrénkung ¢;,1 —t; > 1/w und setzen
Aj:=[t; —1/w,t;]. Dann gilt

measA; =1/w  und A;NA, =0 VjeN.
Fir t € A;, d.h. t; —t <1/w, erhalten wir

5 < |IT(t)moll < T — )| - ||T(#)zol| < Mye ST (#)o|
< M VT (),

also ||T'(t)xo|| > d/Mie und daher

o] o0 5 p
T(t)xollP dt > / Ttz pdtZ(—) meas(A;) = oo,
| i@l > [, 1l @ (g2 )3 mens(s)

Widerspruch zu (9.2). Wir haben bewiesen:

Vee X: sup |[|[T(t)z] < oo,

0<t<oo

denn es ist sogar T'(t)xr — 0 fiir ¢ — 0o. Nach dem Satz von Banach-Steinhaus
1.7 folgt
sup |[T(t)]] < oo

0<t<oo

bzw. die Existenz von M > 0 mit ||T'(¢)| < M fiir alle t > 0.
Wir betrachten nun die Abbildung

S X — LP(0,00; X), (Sx)(t) :=T(t)z.
Wegen (9.2) ist sie wohldefiniert. Auflerdem ist sie abgeschlossen: Sei (z,) C X
eine Folge mit z,, — z und T(")z, = Sz, — y in LP(0,00; X) fiir n — oc.
Dann folgt fiir fast alle ¢t € (0,00), dafi T'(t)x,, — y(t) in X. Die Stetigkeit von
T'(t) impliziert, da8 T'(t)x,, — T(t)xr = y(t) = (Sx)(t). Nach dem Satz vom

abgeschlossenen Graphen (siche den Beweis von Lemma 6.4) ist S beschrankt,
d.h.

0 1/p
(/ ||T<t>x||pdt) Sl o) < Malle]l
0

Sei 0 < p < 1/M. Definiere

ty(x) = supft > 05 Vs € [0,4] : |T(s)z] > plall}-
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Wegen T'(t)x — 0 filr ¢ — oo muf ¢,(x) < oo gelten. Genauer folgt

p(x) oo

17 (t)|” dté/ 1T (@)|[” dt < My||z]]”,
0

t
0

L@l < [
und deshalb t,(z) < (Ms/p)? =: to. Fiir t > ¢, erhalten wir
1T @)zl < T = ()] - T (x))]| < Mpllz|| =: Bll|.

Wegen der Wahl von p ist 3 = Mp < 1. Wihle nun ein festes ¢; > ¢, und sei
t > 0. Dann konnen wir ¢ in der Form ¢t = nt; + s mit 0 < s < ¢t; und n € Ny
schreiben. Ferner ist

1T < NT(s)I| - NT (ntr)[| < MT ()" < MB".
Wir setzen M’ := M/ und p:= —(log 5)/t1 > 0 (da 5 < 1). Dann folgt
Mle—ut — Mﬁ_lﬁt/tl _ Mﬁn—l—s/tl—l Z Mﬁn Z ||T(t)||,

denn 3 < 1 und s/t; — 1 < 0 implizieren 3%/~ < 8% = 1. Der Satz ist bewiesen.
O

Bemerkung 9.2 Die Aussage von Satz 9.1 ist bemerkenswert: Gilt fiir alle
Losungen u : [0,00) — X des homogenen Problems (9.1) mit f = 0 (herriithrend
aus einer Cy-Halbgruppe; siche auch Bemerkung 8.3) die Eigenschaft

| ol de < oc
0
fiir ein p € [1,00), so miissen die u(t) exponentiell schnell abklingen:

|lu®)]| < Me ™™ — 0 (t — o0).

In Satz 9.1 wird die Eigenschaft (9.2) fiir die Losungen des homogenen Pro-
blems benétigt. Es ist jedoch wiinschenswert, das Abklingverhalten der Losungen
iiber Eigenschaften des Operators A zu erhalten. In endlichdimensionalen Pro-
blemen (d.h., A ist eine Matrix) ist bekannt, daf§ die Eigenschaft

o:= sup ReA<0 (9.3)
A€o (A)

impliziert: ||T(¢)|| < Me ™ mit M > 1, p > 0. Fiir unendlichdimensionale
Probleme ist dies im allgemeinen nicht wahr, wie das folgende Beispiel zeigt. Wir
beweisen allerdings anschlieSend, dafi dieses Resultat fiir analytische Halbgruppen
doch giiltig ist.
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Beispiel 9.3 Wir definieren:
X={fe D000 fhi= [ elfs)lds <o), 1<p<on,
0

mit der Norm || f]| := |f|1 + || f]lz¢, f € X. Man kann zeigen, dafi X mit dieser
Norm ein Banachraum ist. Wir definieren weiter:

T(t)f(x):= f(x+1t), x€(0,00), t>0.

Dann ist T(t) eine Cyp-Halbgruppe mit || 7°(t)|| = 1 (Ubungsaufgabe). Definiere
den Operator A : D(A) — X durch

Au=1u" VYu € D(A) :={ue W"(0,00)NX: v € X}.
Man kann zeigen, dal (Ubungsaufgabe)
{AeC:ReX>—1} C p(A).

Die Bedingung (9.3) ist mit o < —1 erfiillt, aber wegen ||7°(¢)|| = 1 klingt T'(¢)
nicht exponentiell ab.

Satz 9.4 Sei A der infinitesimale Generator einer analytischen Halbgruppe T (t).
Es gelte (9.3). Dann existieren M > 1 und p > 0, so dafs

T ()| < Me ™™Vt >0.
Beweis: Sei | T'(t)]] < Me*' mit w > 0. Aus Satz 6.12(3) folgt, daB

E::{)\E(C:]arg()\—w)\<g+5}UUCp(A),

IR\, A)|| < VAEY, \#£uw, (9.4)

M
A=l

wobei U eine Umgebung von A = w > 0 ist. Beachte, dafl die Voraussetzung
(9.3) die Beziehung o(A) N {\ € C: ReX > o} = () und damit {Re\ > o} C
C\o(A) = p(A) impliziert. Aus dem 3. Schritt des Beweises von Satz 6.12 (siche
(6.4)) folgt, dal

T(t) = i / eMR(N, A) d),
2m Jr

wobei ' =T, UT_und 'y = {pe*® +w: p>0}, 7/2 <0 <7/2+ 5, und T

ist so orientiert, daff Im A entlang I" monoton wiéchst. Auflerdem ist A — R(\, A)

analytisch in A = {A € C: ReX > oy, |arg(A —w)| > 0}, wobei 0 < 07 < 0

(siche Abbildung 9.1). Aus dem Integralsatz von Cauchy (siche den 1. Schritt
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Im A

o | o1 w Re A

Abbildung 9.1: Die Menge A.

F/

o1 w Re A
/

Abbildung 9.2: Der Integrationsweg I".

des Beweises von Satz 6.12) folgt, daBl der Integrationsweg I' durch I gedndert
werden kann, wobei IV =Ty UT% U T und

Iy = {pe+w: p>(w—01)/|cosb|},
I, = {AeC:ReX=oy, |Im) < (w—o0y)|tanb|},
Ty = {pe+w: p>(w—01)/|cosdl},
wobel [ entlang wachsender Im A orientiert sel lldung 9.2). Daher tolgt
bei I 1 hsender Im A\ orienti i (Abbild 9.2). Daher fol

1
o

T(t) /F , eMR(N, A) d.

Wir wollen das Integral

1
= H—/ MR(A, A) d)\H
211 F’2
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abschétzen. Wir parametrisieren I', folgendermafien. Sei ~v(s) = o1 + i(w —
o1)|tanf|s, —1 < s < 1. Dann ist wegen (9.4)

I = ‘ L /_l "R ((s), A)Y (s) ds

21 )
< Lo [ Mo—apitnd-Id

- 27 4 |or —w4i(w—o01) - |tanf)] - s|
S Mle‘”t.

Die anderen Integrale konnen dhnlich abgeschitzt werden, da |eM| < e®t! fiir
A € I, Dies impliziert

IT@)|| < Me” vt >0,
und der Satz ist wegen o; < 0 bewiesen. U
Fiir inhomogene Probleme kénnen wir das folgende Resultat zeigen.

Satz 9.5 Sei A der infinitesimale Generator einer Co-Halbgruppe T (t) mit ||T'(t)||
< Me ™™ ynd M > 1, p > 0. Sei ferner f € L*(0,00; X) mit f(t) — foo fiir
t — oo und sei u(t) die milde Losung von (9.1). Dann gilt

u(t) — —Afo  (t — 00).
Formal folgt dieses Resultat aus u(t) — 1y und

du
0= E(t) —Au(t) — f(t) =5 —Aus — foo (t — 00),

also At = —foo und ue = —A7Lfo.
Beweis: Die Représentation
R\, A)x = / h e M (t)x dt (9.5)
0
und || T(t)|| < Me ** implizieren, dal R(\, A) fir ReA > —p existiert, also

(—p,00) € p(A) und insbesondere 0 € p(A), d.h., A~! existiert und ist ein be-
schrankter Operator. Wegen T'(t)x — 0 fiir t — oo gentiigt es,

v(t):/o Tt — 5)f(s)ds — —A~ oo (t — 00)

zu zeigen. Wir schreiben
v(t) = vi(t) + va(t) := / T(t—s)(f(s) — foo) ds —|—/ T(t—s)fods.
0 0
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Aus (9.5) folgt fur A = 0, wenn ¢ — oo,

vo(t) = /0 T(T) foodT — /000 T(7T)foo dT = R(0, A) foo = —A ' fo.

Es bleibt also vy (t) — 0 fir ¢ — oo zu zeigen.
Sei € > 0. Wihle ty > 0, so daf} fiir alle t > ¢,

1F8) = foll < 50

gilt. Dann folgt fiir geniigend grofles ¢t > t,, das 2MHfHLoo((LOO;X)e_“(t_tO) < ep/2
erfiillt:

la(ll < / TG = )] 1F(5) = fooll ds
n / 17— $)l| - 1£(5) — fooll ds

to ¢ E;Iu

< 2[[fllz=co oo-X)/ Me Ht=9) ds—|—/ Me—ntt—s) E1 40
T o oM

- 2||fHL°°(0,oo;X)M/J_1 (e_“(t_to) — 6_/“) + %(1 _ e—ﬂ(t—t0)>

_ S £
< 2| fll oo 0,00 M +
= E£.

AM| fllz=rx) 2

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. 0

Intermezzo 6: Inhomogene Wirmeleitungsglei-
chung

Betrachte wie in Beispiel 8.22 das Problem
ou

E—Auqtau = f(t), z€Q, t>0, (9.6)

u =0, zed t>0 (9.7)

u(-,0) = wuy, x€Q, (9.8)

wobei  C R? (d > 1) ein beschrinktes Gebiet mit 9Q € C%' o > 0, ug € L*(Q)

und f € C?([0,00); L3(Q)), 0 < 6 < 1, sei. Wir wissen bereits (Beispiel 8.22),
daB A : D(A) — X, definiert durch X = L?(Q), D(A) = H*(Q) N Hy () und
A = A — al der infinitesimale Generator einer analytischen Halbgruppe T'(t) ist
und dafl das Problem (9.6)-(9.8) eine eindeutige klassische Losung u : [0, 00) —
L?(Q) besitzt. Genauer gesagt haben wir dies fiir o = 0 gezeigt. Nun folgt aber
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aus (0,00) C p(A) sofort (—a, 00) C p(A), und die Folgerung aus Beispiel 6.13
kann auf den Operator A angewendet werden.
Wir setzen nun zusétzlich voraus:

f(t) — fo in L*(Q) (t — o0), (9.9)
d.h.
1F (1) = fosllzz = 0 (t — 00).
Wegen (—a, 00) C p(A) folgt ||T(t)]] < Me™*" und damit nach Satz 9.5
[u(t) = ooll2 = O (t — o0),
und u., € H}(Q) ist die Losung von
—AUy + QUse = foo  1n €, Uy = 0 auf 0f. (9.10)
Im Falle f(t) = 0 erhalten wir nach Satz 9.4
[u(t)|lz2 < Me™" ¥t >0,

d.h., u(t) klingt exponentiell ab, wenn « > 0. Wir kénnen dies auch fiir « = 0
zeigen. Dazu multiplizieren wir (9.6) mit @, multiplizieren die konjugiert komplexe
Gleichung (9.6) mit u, addieren und integrieren iiber 2 x (0,1) :

ou ¢
//(—u+—uu) d:L’dT-|—2/ /|Vu|2dxd7':0.
0 Jo

ou_  Ou 0 0
T ot

t
/ lu(t)|* do — / [u(0)|* dz + 2/ / |Vul* dz dr = 0.
Q Q 0o Ja

Mit der Poincaré-Ungleichung (siche Beispiel 6.7) [|ul|2 < C||Vul| 2 folgt

Nun ist
—Jul?,

also

t
[u(t)]175 +20_2/ Ju()]|72 dr < |luol|7-- (9.11)
0
Wir verwenden das Lemma von Gronwall:

Lemma von Gronwall: Sei ¢ : [0,T] — [0, 00) stetig und erfiille
t
(t) §¢0+7/ ¢(r)dr VO<t<T,
0
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wobei v € R. Dann gilt:

d(t) < gt VO<t<T.

Mithin folgt aus (9.11) mit ¢(¢) = [Ju(t)]|3, und v = —2C 2 :
lu(®) 172 < lluollF2e7°7" vt >0,

d.h. u(¢) klingt exponentiell ab fir o = 0. Mit Satz 9.5 kénnen wir nun das obige
Resultat verschérfen:

Satz 9.6 Sei u : [0,00) — L?(Q) die klassische Lisung von (9.6)-(9.8) mit a >
0, wobei f € L>=(0,00; L*(Q)), ug € L*(), und es gelte (9.9). Dann folgt

[u(t) = voollz = 0 (t — o0),

wobei us, € HY(Q) das Problem (9.10) lost.

10 Semilineare Cauchyprobleme

Wir haben bisher nur lineare Probleme untersucht, d.h., A und f(¢) sind lineare
Abbildungen. Viele interessante Differentialgleichungsprobleme sind jedoch nicht-
linear. In diesem Kapitel wollen wir semilineare Probleme betrachten, d.h., f ist
nichtlinear, aber A bleibt linear. Betrachte also

% = Au+ f(t,u), t>to,  u(to)=uo. (10.1)

Wir setzen voraus, dafl A der infinitesimale Generator einer Cp-Halbgruppe T'(t),
t > 0, in einem Banachraum X ist und da f € C%ty,T] x X;X) gilt. In
Analogie zum Kapitel 8 definieren wir:

Definition 10.1 Fine Funktion u : [to,T) — X heifft milde Losung von (10.1)
genau dann, wenn u € C°([tg,T); X) und

u(t) =T(t —to)up + /t T(t—s)f(s,u(s)) ds. (10.2)

Aus der Definition ist klar, dafl Problem (10.1) nicht immer eine milde Losung
besitzen muf (im Gegensatz zu linearen Problemen!). Ist f lipschitzstetig, gibt
es eine eindeutige Losung:
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Satz 10.2 Seien A der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe T(t), t >
to, uo € X und f : [to, T] x X — X stetig in t und gleichmdfig lipschitzstetig in
x, d.h.

AL >0: Vi>ty: Ve,ye X ||f(t,z) — f(t,9)|l < Ll|lz —y|-

Dann besitzt das Problem (10.1) genau eine milde Liosung u € C°([ty, T]; X), und
es gibt ein C(T) > 0, so daf

lu@)] < C(T)[[uoll ¥t € [to, T]. (10.3)

Beweis: Fiir die Existenz einer milden Lésung wenden wir den Fixpunktsatz von
Banach an. Definiere den Fixpunktoperator F' : Y — Y, wobei Y := C%([to, T]; X),
durch

(Fu)(t) == T(t—to)uo—l—/tT(t— s)f(s,u(s))ds, to<t<T.

to

Sei | T(¥)|| < Me*" fiir to <t < T. Es gilt fiir alle u,v € Y

[(Fu)(t) = (Fo)@) - < /tt IT( = )| - 1f(s,u(s)) = f(s,0(s))l ds

t
< / LMe=9|u(s) — u(v)|| ds

to

< LMw™ (e“’(t’t(’) —1) sup |lu(s) —v(s)|.

to<s<t

Wihle nun t; > ty so, da8 w™!(e*(t=%) — 1) < 1/2LM fiir alle ty < t < t;. Dann
folgt

1
|Fu— Fully, < 5”” — |y, Vu,v €Y,

wobei Yy := C%([to, t1]; X) und [Jwl|y; = sup,, <., ||w(s)]|. Wir kénnen also den
Fixpunktsatz von Banach auf F' : Y} — Y; anwenden und erhalten die Existenz
einer Losung u € Y; von Fu = w. Insbesondere 16st u (10.2) fiir to < t < 5.
Nun héngt ¢; nur von ¢y, w, M und L ab. Wir kénnen also das Problem (10.2)
mit ug := u(t;) € X 16sen und erhalten eine milde Losung v € CO([tg, t1]; X) von
(10.1) mit v(ty) = u(ty). Definieren wir u(t + t1) = v(t) fiir to < t < ¢y, so ist
damit u € C([to,2t; — to); X) eine milde Losung von (10.1) auf [to, 2¢,]. Nach
endlich vielen Schritten erhalten wir eine milde Losung von (10.1) auf [to, 7.

Es bleibt die Eindeutigkeit von milden Losungen und die Ungleichung (10.3)
zu zeigen. Sei v eine milde Losung von (10.1) auf [¢y, 7] mit Anfangsdatum wvy.
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Dann folgt
lu(t) — o] < T — to)(uo — o)
/nTt—s (s uls)) — F(s,0(s))] ds

gA@”mrwm+M@”/uw—m@ww
to

Mit dem Lemma von Gronwall (siehe Intermezzo 6) erhalten wir
lu(t) = v(@)I| < Me" exp(LMe*"T)||ug — voll,
also
1w =)@ < C(T)|luo —wol| ¥t <t <T.

Daraus folgt zum einen das Eindeutigkeitsresultat (fiir up = vy) und zum anderen
die Abschétzung (10.3) (fiir v(t) = vy = 0). O

Ist f nur lokal lipschitzstetig in z, so erhalten wir im allgemeinen nur zeitlich
lokale Losungen.

Satz 10.3 Sei A der infinitesimale Generator einer Co-Halbgruppe T'(t) und sei
ug € X. Sei ferner f :[0,00) x X — X stetig in t und lokal lipschitzstetig in x,
gleichmdf$ig in t in beschrankten Intervallen, d.h.
VT >0,c>0: AL(T,c): Vt€[0,T], x,y € X mit ||z|],|y]] <c:
1£(t2) = (9]l < LT )lw — gl (10.4)

Dann existiert ein T* > ty, so dafi das Problem (10.1) eine eindeutige mazimal
fortgesetzte milde Losung u auf [to, T*) besitzt. Gilt T* < oo, dann ist

i Ju(t)] = oc.

Beweis: Wir wenden wieder den Fixpunktsatz von Banach an, um das Problem
(10.1) in [t,t1] zu l6sen. Setze

M(to) = sup | T@)|, N(to):= sup [f(£,0)]

0<t<to+1 0<t<to+1

und K (tg) := 2||ug|| M (ty). Definiere weiter

- Ju !
(to) = min {1’ K (to)L(to + 1. K (to)) + N(to) " 2M (to) L(to + 1, K (to)) }
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und t; := tg+8(tp). Definiere schlieBlich Y := {u € C%([to, t1]; X) : ||u(t)]] < K(to)
Vip <t <t }und F:Y — Y durch

(Fu)(t) = T(t — to)uog + / T(t—s)f(s,u(s)) ds.

to

Wir miissen zeigen, dal F' wohldefiniert (d.h. Fu € Y') ist. Doch dies folgt aus
I(Fw)@)] < M(to)l[uoll

+ / IT(t = $)I{I1f (s, uls)) = f s, 0)[] + [1f (s, 0[]} ds

M (to)|uol| + (£ — to) M (to){L(to + 1, K(t0)) - K(to) + N(to)}
M (to)[Juol| + 0(to) M (to){L(to + 1, K (o)) - K(to) + N(to)}
M (to)|[uoll + [Juoll M (to)

K(to).

IA A IA

Eine dhnliche Abschéitzung zeigt fir u,v € Y

[(Fu)(t) = (Fo)(@)] < M(to)o(to) L(to + 1, K (to))[[u — vlly

< 21 H H
u V|ly
)

also
1
[Fu — Folly < §Ilu =y

Dies impliziert die Existenz einer milden Losung von (10.1) auf [to, t1].

Wir kénnen wie im Beweis von Satz 10.2 die Losung fortsetzen. Sei [0, T*) das
maximale Existenzintervall von u. Wenn T < oo, dann muf lim,_p«_ [|u(t)|| =
oo gelten. Anderenfalls

AC>0: VneN: 3, <T": t, =T — (n— o0) und ||u(t,)| < C.

Ist n € N grof} genug, so kénnen wir die Losung w : [0,t,] — X auf [0,t, + J] mit
0 > 0 unabhéngig von n fortsetzen und t, + o > T™; Widerspruch.
Die Eindeutigkeit von Losungen zeigt man wie im Beweis von Satz 10.2. [

Beispiel 10.4 Milde Losungen von (10.1) mit nur lokal lipschitzstetiger Nichtli-
nearitdt f konnen im allgemeinen nicht global fortgesetzt werden. Als Gegenbei-
spiel betrachte das Problem (10.1) mit A=0, f(u)=u? v X =R:

du
%:u{ t>0, u(0)=uy>0.

Die eindeutige, maximal fortgesetzte Losung lautet

ult) = (ug' — )7 0<t <yl
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Damit die milde Losung von (10.1) eine klassische Losung ist, bendtigen wir
zusétzliche Voraussetzungen an die Nichtlinearitdt f. Sei dazu A der infinitesimale
Generator einer Cy-Halbgruppe T'(t). Wir definieren die Norm |[z|4 := ||z| +
|Az|| und nennen den Raum D(A), versehen mit der Norm || - || 4, Y. Man kann
zeigen, daBB Y ein Banachraum ist, und T'(t) : Y — Y ist eine Cy-Halbgruppe
(Ubungsaufgabe).

Satz 10.5 Sei f : [to,T]| X Y — Y stetig in t und gleichmdfig lipschitzstetig in
x €Y und seiug € D(A). Dann besitzt das Problem (10.1) genau eine klassische
Lésung u : [to, T] — Y.

Beweis: Wir konnen Satz 10.2 in Y anwenden und erhalten eine Funktion u €
C%([to, T);Y), die die Beziehung

u(t) =Tt —to)up + / T(t—s)f(s,u(s)) ds

to

in X erfiillt. Sei g(s) := f(s,u(s)), to < s < T. Nach Voraussetzung an f gilt
g(s) € D(A) und nach Definition der Norm || - || 4 ist s — Ag(s) fiir s € [to, T
stetig in X, denn

[Ag(t) — Ag(s)| < lg(t) — g(s)][a
= [[f(tu(®)) = F(t,u(s))]la
+ [ f(tuls)) — f(s,u(s))]la
< Lffu(®) —u(s)[[a + [If(E, uls) = f(s,uls))]a
— 0 (t—s).

Betrachte nun das Problem

d
= Awtgt), t>to,  wlte) =, (10.5)

Wir behaupten, dafl dieses Problem eine eindeutige klassische Losung in [tg, T
besitzt. Nach Lemma 8.9 geniigt es zu zeigen, daf fiir die Funktion

v(t) := /t T(t—s)g(s) ds

gilt: v(t) € D(A) und Av(t) € C°[to, T]; X). Da g(s) € D(A), folgt nach Satz
3.4(3) T(t — s)g(s) € D(A) und deshalb v(t) € D(A). AuBerdem ist s — Ag(s)
stetig, also auch s — T'(t — s)Ag(s) und (wieder wegen Satz 3.4)

t— Av(t) = / T(t — s)Ag(s) ds.

to
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Die Funktion w ist auch eine milde Losung von (10.5), d.h.

w(t) = T(t—to)uo+ /t T(t—s)g(s) ds

to

= T(t—to)ug + / T(t—s)f(s,u(s)) ds

to

= u(t),
und u(t) ist eine klassische Losung in [to, 1. O

Bemerkung 10.6 Seien die Voraussetzungen von Satz 10.5 erfiillt mit der Aus-
nahme, dafl f : [to, 7] x Y — Y nur lokal lipschitzstetig in x € Y, gleichméfig in
t ist (siehe (10.4)). Ein dhnlicher Beweis wie oben, unter Verwendung von Satz
10.3, zeigt, daB dann das Problem (10.1) eine maximal fortgesetzte klassische
Losung u : [to, T*) — X besitzt und daB, sofern T < oo gilt,

i ([Ju(@®)]| + [[Au(®)]]) = oo.

Intermezzo 7: Eine nichtlineare Schrodingerglei-
chung

In einigen physikalischen Anwendungen (z.B. Laser) wird die zeitliche Entwick-
lung der Wellenfunktion durch die folgende nichtlineare Schrédingergleichung, die
wir aus Vereinfachung nur im R? betrachten, beschrieben:

% = iAu — ik|ulu, z€R? >0, (10.6)

u(-,0) = wuy, r € R? (10.7)

wobei k € R. Wir kénnen die Nichtlinearitéit auch so interpretieren, daf k|u|? ein
dichteabhingiges Potential beschreibt. (Wir erinnern, daf |u|? als Teilchendichte
gesehen werden kann.)

Sei H = L?*(R?). In Intermezzo 3 haben wir gezeigt, dal der Operator 14, =
—A selbstadjungiert und D(Ay) = H?(R?) ist. Nach dem Satz 5.17 von Stone
ist Ap der infinitesimale Generator einer Cy-Gruppe unitérer Operatoren S(t),
t € R, in H. Fiir die Existenz einer lokalen Losung von (10.6)-(10.7) werden wir
Bemerkung 10.6 in Y = D(Ay) anwenden. Die Norm von Y lautet

[ulla = llullz> + [[Aoull 2 = llullz2 + | Aullz2,  u € D(A).

Nun kann man zeigen, daB [|u|| gz < 2(||ul|z2 + ||Au||z2) fiir alle v € H?*(R?) gilt.

121



In der Tat: Nach Intermezzo 3 ist
e = (207 [ 1 PRI dg
2(2m) / (1+ ¢ a(e) de
RQ

2(20) [ (@) + a9 dg

2(|[ullZ + | AullZ2)
2(|full 2 + | Aul2)*.

IN

IN

Dies impliziert
lullz < V2llulla < V2llullg= Vu € H(R?).
Also sind die Normen || - || g2 und || - |4 in H?(R?) dquivalent und Y = (D(Ay),
- 1la) = (H2(R?), || - [|22).
Wir zeigen nun, daf die Funktion F' : H?(R?) — H?*(R?), F(u) = ik|u|*u,
wohldefiniert und lokal lipschitzstetig ist.

Lemma 10.7 Die oben definierte Funktion F ist wohldefiniert, und es gilt fiir
alle u,v € H*(R?) :

IF@)[m < Cllullfellull g,
1F(uw) = F)llm < Cllullze + [ollF)lle = vl
mit einer von u,v unabhdingigen Konstanten C > 0.

Beweis: Wir benutzen zwei Resultate aus der Theorie der Sobolev-Raume. Zum
einen gilt:

30, >0: Yue HA(R?) :  |ullp= < Cullull e (10.8)
zum anderen ist:
3C, > 0: Vue HAR?) :  ullwra < Collull Y2 |lull . (10.9)

Die Ungleichung (10.8) bedeutet, da H*(R?) C L*(R?) und daf die Einbettung
H?*(R?*) — L*(R?), u ~— wu, beschriinkt ist. Die Ungleichung (10.9) ist eine
Version der Gagliardo-Nirenberg-Ungleichung. Die Beweise von (10.8) und (10.9)
sind Ubungsaufgaben. Sei D = 0/dz;, i = 1 oder i = 2, und sei u € H*(R?).
Wegen
|D*(julfu)]” = |D*(@u?)|”

= |D(Duu? + 2auDu)|’

= |v’D*u + 4uDuDu + 2u(Du)* + 2uuDu ?

< O (Jul'|D*ul® + |ul*|Dul*)
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und (10.9) folgt

Hulullfe < C (lullzeollullze + llullze lullw)
C (fullzoe llellzzz + Co llulzoe lullZ2)

Cfullee [[ull2 -

IA N IA

Dies beweist die erste Ungleichung des Lemmas.
Der Beweis der zweiten Ungleichung ist dhnlich, denn

|[ul*u — [o[v| = [T — 7]

= |Ju(u—v) +uv(u —v) +ov(u —v)|
3
< S(luf + o)l —ol.
Dies beweist Lemma 10.7. O

Aus Bemerkung 10.6 folgt nun die Existenz einer lokalen Losung von (10.6)-
(10.7):

Satz 10.8 Sei ug € H?*(R?). Dann ezistiert ein T* > 0 und eine eindeutige
(klassische) Lisung u von (10.6)-(10.7) mit

u € CH([0,T7); L*(R?*)) N C°([0, T7); H*(RY)).
Es gilt entweder T* = oo oder T* < oo und ||u(t)| gz — oo (t — T*—).

Fiir die Existenz einer globalen Losung im Falle k& > 0 schiitzen wir die H?(IR?)-
Norm von u ab.

Lemma 10.9 Seien 2 < p < oo und 1/p+1/q=1. Sei S(t) die Gruppe unitdirer
Operatoren zum infinitesimalen Generator iA. Dann gilt

(o)) = — [ exp (ﬂ) wly) dy, 0,

T dmit Jgo At

und

||S<t)U0||Lp < (47Tt>1_2/q||u0||Lq Yug € Lq(R2), t > 0.
Beweis: Ubungsaufgabe.

Lemma 10.10 Sei ug € H?*(R) und sei u : [0,T] — H*(R?) die Lisung von
(10.6)-(10.7). Es gelte k > 0. Dann ezistiert ein C(T) > 0, so daf

lu(®)|lm < C(T) YO<t<T.
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Beweis: In diesem Beweis benotigen wir einen Sobolevschen Einbettungssatz, den
wir nicht beweisen:

FEinbettungssatz von Sobolev: Seien m € N, d > 1 und 1 < p,q < oo mit 1/p —
m/d < 1/qwenn q < oo, und 1/p—m/d < 0, wenn ¢ = oo. Dann gilt W™P(R?) C
LY(R?) und es existiert C' > 0, so daf fiir alle u € W™P(RY):

|ullpe < Cllullwme. (10.10)

Multipliziere die Gleichung (10.6) mit @ bzw. die konjugiert komplexe Glei-
chung (10.6) mit u; integriere iiber R? und addiere die Gleichungen:

0 9 ou au

— dr = —u+ —u | dr=0. 10.11

B Ja U /Rz(ﬁtu—i—ﬁtu) v (10.11)
Daraus folgt

lu@®)lz> = [w(O)l|7: = uollz. VO <t<T. (10.12)

Multipliziere nun die Gleichung (10.6) mit 0u/0t bzw. die konjugiert komplexe
Gleichung (10.6) mit du/dt, integriere iiber R? und subtrahiere die Gleichungen:

0 — / Qudu Oudu)
~ Ju\ator atar)
0 0 ou

ou
f— 1 —_— . — _— _- —_— —_— 2 —_—— 2__
= /R2z ( Vu 8tVu Vi (%Vu k| Uy Elul Bt) dx

B { 0 s kO, 99

= /R2Z( at|Vu] 28t|u’ ) dx
_ .9 2k

= i, /R2( |Vul 2\u] ) dx.

Daraus folgt

/ (|Vu(t)|2+§|u(t)|4) dx:/ <|w0|2+§|u0|4) dr VO<t<T
R2 R2

Wegen (10.12) und k£ > 0 erhalten wir
|lw(t)|[m <C YO<t>T.
Dann impliziert die Einbettung (10.10)

[u@)]lr < Cllu®)llm <C VO<t<T, r<oo. (10.13)
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Um u(t) in der H2-Norm abzuschiitzen, schreiben wir
u(t) = S(t)ug — /Ot S(t —s)F(u(s)) ds.
Sei D = 0/0xy oder D = 0/0xy. Dann ist
Du(t) = S(t)Duy — /Ot S(t — s)DF(u(s)) ds.

Sei nun p > 2 und setze r = 4p/(p — 2) und ¢ = p/(p — 1) € (1,2). Aus Lemma
10.9 folgt fiir 0 < ¢ < T ||S(t)uo||r2 < ||ug||z2 und mithin

IS (t)uollrm < lluollzm, — m > 0.

Mit der Holder-Ungleichung erhalten wir daher fiir 0 <t <1T"
t
| Du(t) s swwwamm+/usa—@me@wmds
0
t
< mwuﬂmerH;/@—wf*MMM$mDMQmmds
0

t
ISl +C [ (=" uls)lf |Du(s)]z» s
0

IN

Clluo|| g2 + C’/t(t — 5)' 71 ds
< (1), 0
denn 1 —2/q > —1. Wegen (10.13) und (10.10) erhalten wir
[u()l| < Cllu®)wi» <C VO <t <T.
Daher ergibt Lemma 10.7

a8l SHﬂWMm+AHﬂFﬂWW@Wm%
S|mmHAumwwmw
< Mﬂm+CAHM$MAM$MHw

t
< ol + € [ Nl ds.
0

Mit dem Lemma von Gronwall (siche Intermezzo 6) folgt
lw(t)|| g2 < e“uollgz YO <t <T.

Damit ist Lemma 10.10 bewiesen. O
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Satz 10.11 Seien uy € H*(R?) und k > 0. Dann besitzt das Problem (10.6)
-(10.7) genau eine globale Lisung

u € C°([0,00); H*(R?*)) N ([0, 00); L*(R?)).

Beweis: Die lokale Losung aus Satz 10.8 kann wegen Lemma 10.10 auf [0, 0o)
fortgesetzt werden, da ||u(t)|| g2 fiir jedes t > 0 beschrénkt ist. O
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Ubungsaufgaben

(1) Sei f(z) = >, a,z" eine Potenzreihe in C mit Konvergenzradius R > 0.
Seien ferner X ein Banachraum und A € L(X) = {T : X — X : T linear,
beschrankt} mit ||A|| < R. Zeige

(a) Der Operator

F(A) =) a,A"
n=0

existiert in L(X).
(b) Gilt a, € R fur alle n € N, so folgt || f(A)| < f(||Al]).
(c) e € L(X) und eAt—*) = eAteAs fiir alle t, s > 0.
(2) Seien X ein Banachraum und A € L(X) mit ||A|| < 1. Zeige: [ — A ist

invertierbar und

(I-A)"= im.

Diese Reihe heiit Neumann-Reihe.

(3) Sei A der infinitesimale Generator einer Cp-Halbgruppe 7'(t) mit ||7°(¢)|| <
M fiir alle t > 0. Sei weiter x € D(A?). Zeige:

(a) T()x —x = tAz + [, (t — s)T(s) A%z ds;
(b) [|Az]* < 4M?| A% - |||

(4) Sei 68 = {x = (x,) C R : > 7 |, < oo} und sei ||zl = D07, |2l
x € (', eine Norm. Sei weiter A : D(A) — (' definiert durch

D(A) = {z=(z,) €l (nz,) € X},
(Ax), = —-nz,, neN.

Zeige:

(a) (4, - |l1) ist ein Banachraum.
(b) Die Resolvente R(\, A) existiert fiir alle A > 0 und ||R(\, A)|| < 1/

(5) Seien X ein Banachraum und A : D(A) — X ein linearer, abgeschlossener,
dissipativer Operator mit D(A) = X. Zeige: R(I — A) ist abgeschlossen.

127



(6) Seien X ein reflexiver Banachraum und A : D(A) — X ein dissipativer,

linearer Operator mit R(I — A) = X. Zeige: D(A) = X.

Hinweis: Zeige, dafl fir 2/ € X' mit (2/,z) = 0 fir alle z € D(A) folgt:
x' = 0. Benutze, dal A abgeschlossen ist (Beweis?).

(7) Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit 9Q € C™ und sei X = H*(Q) N
H; (). Definiere den Operator

D(A) = {ue HYQ)NHQ): Aue Hy(Q)},
Au = Au, wue D(A).

Der Raum X wird mit dem Skalarprodukt
(u,v)x = /(uv + Aulv) dz, u,v € X,
Q

versehen. Zeige:

(a) X ist ein Hilbertraum.

(b) A ist der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe von Kontrak-
tionen.

Hinweis: Es darf das folgende Resultat verwendet werden. Sei f € H*(Q), k >
0. Dann existiert genau eine Losung u € H**2({2) von

—Au+u=f in €, u=0 auf 0N
und
[l e < e[l f |

mit einer von u und f unabhéngigen Konstanten ¢ > 0.

(8) Seien n € N, n > 0 und A € R. Zeige:

o0 |
n_MAt _ n:
/0 the dt = i

(9) Sei A : D(A) — X der infinitesimale Generator einer Cy—Halbgruppe
T'(t) von Kontraktionen und A, die Yosida-Approximation (A > 0). Zeige:
et <1 fiir alle A > 0 und ¢ > 0.

(10) Zeige fir alle0 <h<lundxz >0:

eth — 1

<e —1.
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(11) Seien f: R — R gleichméfBig stetig und beschriankt und

(AW )(w) = 3 (e + ) = (@)
Zeige:
(A f)(x) = %%(—nk-m ( k ) f+mh), keN
(12) Zeige:

—v\n o .
/0 (ve™) dv——nnﬂ, n e N.

(13) Seien X ein Banachraum und A : D(A) — X ein Operator mit D(A) = X.
Zeige: Die Adjungierte A’ von A ist abgeschlossen.

(14) Sei A der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe in X. Zeige: D(A?)
ist dicht in X.

(15) Sei X = {f € C°([0,1]) : f(1) = 0}, versehen mit der Supremumsnorm. Sei
ferner T'(¢) : X — X definiert durch

(T(t)f)(x)_{ Flet+t) : z+t<1

0 o x+t>1"7 -
Zeige:

(a) T'(t) ist eine Cp-Halbgruppe von Kontraktionen.
(b) T'(t) ist differenzierbar fiir ¢ > 1. Berechne 7"(t).

(16) Sei T'(t) eine differenzierbare Cp-Halbgruppe mit infinitesimalem Generator

A. Zeige:
v - (ar (1)) = (r (1)) e

(17) Die Fourier-Transformierte einer Funktion f € C§°(R?) lautet

A

7€) = (2m) 2 / e f(2) dr, € € RY
Rd

Zeige:
(@) £l = [If]l2 fiir alle f € C3o(RY).
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(18)

(19)

(20)

(21)

(b) Die Abbildung L2(R?) — L2(R¢), f — f, ist wohldefiniert, linear und

isometrisch.

(©) Ifllzz = I f]l 2 fiir alle f € L2(R%). (Parseval-Gleichung).

Hinweis: Es kann verwendet werden, daf fiir alle f € C5°(R?) gilt

f(x) = (2m)~ V2 / wEf(E) de, @ e R

R4

Zeige, dafl Korollar 7.8 fiir « = 1 im allgemeinen falsch ist.

Hinweis: Betrachte einen selbstadjungierten Operator iA in einem Hilbert-
Raum.

Sei H ein Hilbertraum und sei A : D(A) — H ein Operator mit D(A) = H.
Sei weiter 1A selbstadjungiert. Zeige:

(a) iA und A sind abgeschlossen.

(b) A ist m-dissipativ.

Betrachte das Anfangswertproblem

ou  u

a—f‘% =0, zeR, t>0, u(,O) = Ug. (1014)

Zeige:

(a) Der Operator 1A, wobei A : D(A) — H mit D(A) = H}R), H =
L*(R) und Au = 93u/dz3, ist selbstadjungiert.

(b) Es gibt eine Losung v € C°([0,00); H3(R)) N C*([0, 0); L*(R)) von
(10.14).

Seien A der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe T'(t), f € L'(0,T;
X),z€ X und u: [0,7] — X eine starke Losung von

d
d—l‘ —Au+ f(t), t>0, u(0)=az.

Zeige: Es gilt fiir alle ¢ € [0, 7]
t
u(t) =T(t)x + / T(t—s)f(s)ds.
0

Zeige: Klassische Losungen von

d
d_? =Au+f(t), t>0, wu(0)=u

sind nicht notwendigerweise auch starke Losungen.
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(23) Seien A der infinitesimale Generator einer analytischen Halbgruppe T'(t), f €
C%([0,T); X) fiir ein 0 < 6 < 1 und sei u die (klassische) Losung von

Z—l; =Au+ f(t), t>0, u(0)=uz.

Zeige: Wenn f(0) = 0, dann ist Au, du/dt € C([0,T]; X).
(24) Definiere den Raum

X

{fELp(O,oo): |f|1::/ooes\f(s)\<oo}, 1 <p<oo,
Il

0
|f|1+||f||LP7 fEXa

und die Operatoren T'(¢) : X — X, A: D(A) — X durch

(T(t)f)x:= f(x+1t), x>0,t>0,

Au=u, we DA ={ueW0,0)NX: v € X}

Zeige:

(a) (X, ]| -||) ist ein Banachraum.

(b) T(t) ist eine Cyp-Halbgruppe und ||7(t)|| = 1 fur ¢t > 0.
(c) {AeC:ReX>—1} C p(A).

(25) Sei A der infinitesimale Generator einer Cy-Halbgruppe T'(¢) in einem Ba-
nachraum X. Definiere ||z||4 = ||z|| + ||Az| fir 2 € D(A) und Y :=
(D(AY, | - 1.)- Zeige:

(a) || - [|4 ist eine Norm auf D(A).

(b) Y ist ein Banachraum.

(¢) T(t): Y — Y ist eine Cp-Halbgruppe.
(26) Sei k € Nmit k > d/2, d> 1. Zeige:

3C >0: Yu€ H*RY) :  |jullp~ < C|lul| g

(27) Zeige:

3C > 0: Yue HA(R?) : |ullyrs < Cllulli2[|ul/is.
Hinweis: (uul), = ul + 3uuuy,.

(28) Beweise Lemma 10.9.
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Lésungshinweise zu den Ubungsaufgaben
1) Siehe [3, Theorem 1.86].

2) Siehe [3, Example 1.88].

3) Siehe [10, Chapter 1, Lemma 2.8].

4) Siehe [3, Exercise 2.5, Seite 102].

7) Verwende den Satz von Lumer-Phillips.

8) Vollstédndige Induktion.

(
(
(
(
(5
(
(
(
(

)
)
)
)
) -
6) Trickreich, siehe [10, Chapter 1, Theorem 4.6].
)
)
9) Siehe [3, Exercise 2.9, Seite 103].
)

(10) Definiere f(z) = h™* (e®" —1) — e* + 1 und zeige f(0) = 0 und f'(z) <0

fir x > 0.

Vollstédndige Induktion.
Siehe [4, Proposition I1.16].
Siehe [10, Theorem 2.7, Chapter 1].

Siehe [10, Lemma 4.5, Chapter 2].
Siehe [11, Theorem 7.9].
Siehe [10, Seite 83].

(eigene Aufzeichnungen).

(eigene Aufzeichnungen).

Analog zur Herleitung von (8.4).

Seien X =R, A =0 und wihle f € L! mit f # C°.
Siehe [10, Chapter 4, Theorem 3.5(iii)].

Siehe [10, Example 4.2, Chapter 4].
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(25)
(26)
(27)
(28)

28

Verwende, dal A abgeschlossen ist.
Siehe [10, Theorem 4.7, Chapter 7].
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