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lonen Kanale der Zellmembran




1.Strom-Spannung Beziehung

» Trotz Nernst — Gleichung keinen universellen
Ausdruck far den lonen — Strom

: . +

o Zwel Modelle fir den Na' Strom
Funktion des Membranpotentials ( Na'-Nernst -Potential)
Interne und externe Konzentration

« Nernst-Potential von Na :

IN& = gNa( V — VN&) (12)

VN a



Strom-Spannung Beziehung

e Goldman-Hodkin-Katz (GHK):

| e
F? _|[INal; + [Nal,exp (S7)
Iyg = Pyy—V (1.3)
RT 1 — exp (20
exp RT

* Diese zwei Modelle sind die am haufigsten gebrauchten
in der Modelltheorie der elektrischen Zellaktivitat.

e Verschiedene Zellen haben verschiedene lonen-Kanale.



|-V Kurven fur Linear und GHK

/Na




|.I Momentane Strom-Spannung Beziehung und
im stationaren Zustand

e Messung von |-V Kurven schwierig, da lonen-Kanale
offen oder geschlossen je nach Veranderung des
Membranpotentials.

* | steigt an wennV ansteigt:

|.V steigt an, mehr Kanale offnen sich wobei der Strom durch
einen Kanal gleich bleibt

2. 'V steigt an, gleiche Anzahl an Kanalen wobei der lonen-Strom
ansteigt durch jeden Kanal

» |-V Kurven im stationaren Zustand: Kanile haben Zeit
ihren Zustand zu Andern nach einer Anderung vonV

> Momentane |-V Kurven: Kanile haben keine Zeit sich zu
offnen bzw. zu schlieBen nach einer Anderung vonV



2. Unabhangigkeit, Sattigung und
Ussing Fluss Rate

e Unabhangigkeitsprinzip:
° Fluss eines lons ist unabhangig von anderen lonen

° Fluss eines lons S ist proportional zu seiner lokalen
Konzentration unabhangig von der Konzentration auf der
anderen Membranseite

e Ussing Fluss Rate

> loneneinstrom/-ausstrom wird dann so beschrieben:
Jin = K.C, (Einstrom) 2.1)
FCE, + Kfi
Jout = K;C;  (Ausstrom) (2.2)



Ussing Fluss Rate

e Aus dem Nernst Potential von S und dem Potential langs der
MembranV ergeben sich folgende Gleichungen:

V.F

= exp (ﬁ) (2.3)

Ce

C;

Ce (VF 2.4
o = (ar) @

» Wenn die externe Konzentration C, ist und die interne C; ist, dann
betragt die SpannungV und es existiert kein Netto Fluss

K.C, = K;C;  (2.5)



Ussing Fluss Rate

]in _ KeCe KeCe Ce

KiC; K¢Co Cp

VsF
_ e [ﬁ] ~ e [(VS — V)F]
RT

VF
exp [ﬁ

]in Ce —VF
— _ 2.6
. Exp[ wr| (29

]out l



Anwendung der Ussing Fluss Rate

* Messung des lonenflusses einer Zelle liegend in einer Losung mit
hoher/niedriger lonenkonzentration:

! r !
%J_a _]Dut _]in

Ing _]ﬂut — Jin ]ir?‘l _ [Na-l_]rﬁ'
}in [Na-l_]e
: ([Na*]./[Na*t].)ex [(VN”’ — V)F] -1
IN_G, B e e p RT
fNa (VNa — V)F] .
exp[ RT 1
, —VF7
Iva Na™li—INa™leexp |7
Ivg —VF
N [Na'+]i - [Na'-l_]eexp ' RT |




Sattigung

* Ab einer bestimmten lonenkonzentration andert sich
die Flussrate nicht mehr — Kanal ist gesattigt.
» Fluss nicht proportional zur Konzentration
» Unabhangigkeitsprinzip nicht erftllt
» Ussing Fluss Rate ist erfullt

» Beispiel: Membran trennt zwei Losungen:
o Rechts: lon S mit Konzentration ¢, , lonen markiert B
o Links: lon S mit Konzentration€; , lonen markiert A
o Ein Kanal mit n bindenden Seiten

o lon durchquert Membran indem es sich bindet an die
aufeinander folgenden bindenden Seiten, ein lon hach dem
anderen. Es entstehen keine Licken.



Beispiel

Mogliche Anordnung dieses Ablaufs: A, By ]
a ist der totale lonen-Fluss von links nach rechts
B ist der totale lonen-Fluss von rechts nach links

[AT! Bn—r] ;" [Ar+1: Bn—r—l] fI[AT, Bn—r]
[Ar: Bn—r] ? [Ar+1: Bn—r—l] ﬁ [Ar+1: Bn—r—'l]

Wir nehmen eine Potentialdifferenz entlang der
Membran an.

Die totale Flussrate befolgt die Ussing Fluss Rate

———exp’



Beispiel
e Wir schauen uns die Flussrate der markierten lonen an.

Jin a [A-n,: Bo]

Jour B [Ag Byl

a _ [A:r'+1: Bn—r—l]

ﬁ - [A?'! Bn—r]

}ﬂut B ﬁ [A{]:Bn] B

n+1
Jin [ce —VF”
= |—exp |—

p

Jin  alA, By| (a)Z [,Elnllgi] _ (a)n+1
Ay, B,

]Dut Ci RT



3. Elektrodiffusions Modelle

* Bewegung von lonen durch Konzentrationsgradienten und
ein elektrisches Feld konnen mit der Nernst-Planck
Gleichung beschrieben werden.

— dc_l_zF dd 3]
/= (d:x: RTCd:x:) (3.1)
dd

 Vereinfachung: Feld — ist konstant langs der Membran
» Goldman-Hodkin-Katz Gleichung

* Keine logische Annahme, da lonenfluss und elektrisches
Feld sich gegenseitig beeinflussen.
» gekoppeltes Problem



Multi-ion Fluss:
Poisson-Nernst-Planck Gleichung

cell membrane
Inside " J Outside
[S111=1S27=¢ <Si;> [8171=1821=ce
¢ (0)=V ¢(L)=0

» Potential ®(x) muss die Poisson-Gleichung erfullen

d*®

dx2 = _E (Cl — 62) (3.2)



Poisson-Nernst-Planck Gleichung

e Die Flussdichten erfullen die Nernst-Planck Gleichung und
im stationaren Zustand sindd/; /dx und dJ,/dx beide
Null.

(e, F Ay
S = 1(dx RTCldx) |

de, F d(l)) 4

J1=-D; (EJ“RTCZ dx

* Notwendig sind noch Randbedingungen fir ¢;, c,und ©
Cl(o) = Cp Cl(L) = Ce
¢;,(0) =¢;, ¢ (L) =c, (35)
d(0)=V, &) =0



Poisson-Nernst-Planck Gleichung (PNP)

e Losung auf beiden Membranseiten elektrisch neutral

e Einfuhrung dimensionsloser Variablen:
x"=x/L,® = OF/RT, =VF/RT,c; =c¢,/¢,C =c, +
* Einsetzen in (3.2)-(3.4) und streichen der *

2
dx? —2%(c; —¢;) (3:8) c1(0) = ¢;, (1) =c,
- d dd _ _
-/, = ﬁ +0— (3.6) c2(0) = ¢;, (1) =c,
_7 —da a® (3.7) () =19, ®(1) =0
]1  dx t €2 dx

A? = 1?qF¢/(eRT), ], = J;L/(ED,)



PNP Gleichung

e Annahme: Kanal ist kurz oder lonenkonzentration auf

beiden Seiten niedrig. AL
d>P e
— =0 (9 —=-0 (39)
- dc. ]_ —
—J; =2 —9c, c1:5}+ffle 6x  (3.10)
}_ N cee“?
L7 1—e?
—VF
I, =F _D % Ci_ceexp[m 3.11)
1= PSS T RT Lo [—VF ‘
PI"RT



Konzentration und Potential fur den kurzen
Kanal




PNP Gleichung

* Annahme: Lange des Kanals lauft gegen unendlich. n=1/A

dc dd

> 1
] = Tx + ¢ — T (3.12)
_ dcz N dd 313
J2 = dx Cr—— dx (3.13)
dqu
—??2 dx? = (¢, — ¢3) (3.14)

d
_]1 ]2 = _(Cl —C3)

c; = ¢ =¢; +(c, —c)x



PNP Gleichung

d(D_ . R
‘g =4 2/ =], -1
J
¢ = In|c; + (¢, —¢;))x] + K
Ce — C;
ol (-2 wewd
= vlncE C, * ! Ci
_ ¢, —C;
J1 = - I(U_Ul)

Uy



Konzentration und Potential fur den langen
Kanal




Zusammenfassung
PNP Gleichung

» durch zwei verschiedene Beschrankungen der PNP
Gleichung erhielten wir die GHK |-V Kurve und die
lineare -V Kurve

- Kurzer Kanal: ® hat konstanten Gradienten und die

Konzentration nicht

- Langer Kanal: Konzentration hat konstanten
Gradienten und das Potential nicht.

- Es bleibt zu zeigen, dass obwohl die GHK
Gleichung das Unabhangigkeitsprinzip und die
Ussing Fluss Rate erfillt, die lineare 1-V Kurve dies
nicht tut.



4. Barriere Modelle

* lon ,hipft” uber eine diskrete Anzahl von Barrieren (ungebundene
Energie)

* Potentielle Energie eines lons das durch den Kanal wandert.

. /P\

e

/ o \\ / s /\

lns‘\Ze i \\Cj i \cj OutZide

e Sprung von einer bindenden Seite zur nachsten kann beschrieben
werden durch die Exponentialfunktion, die abhangig ist von der
Hohe der potentiellen Energie, die man braucht um die Barriere zu
uberwinden.

ko
—
-—

k4

—AG;
kj=fc'exp(RT ) (4.1) Kk =KkT/h



4.Barriere Modelle

- Membranpotential positiv

» Fur positive lonen sinkt die Hohe der Barrieren beim Fluss nach
auBen und steigt beim Fluss nach innen

- j-te Barriere besitzt ein Potentialdifferenz AV; :

1 _
o (—AG; + zFAV, /2)_

ki = K- exp

k_;

1 _
TR (—AG_; — zFAV, /2)_

=K - exp

- Kein elektronisches Feld:

n—1 n
j=0 j=1



4.1 Nichtgesattigtes Barriere Modell

Die Bewegung der lonen uber eine Barriere ist unabhangig von den
lonenkonzentrationen an den anderen Barrieren.

» lonenkonzentration an jeder bindenden Seite kann beliebig groB3 werden.

Gehen von n-1 bindenden Seiten aus und haben dann n Barrieren.
¢y = Konzentration innen

¢, = Konzentration aufden

¢; £ Konzentration an der j'ten bindenden Seite
gleichen Spannungsabfall an jeder Barriere

Elektrischer Abstand zwischen den bindenden Seiten ist immer
gleich groB3 und entspricht A.

haben ein konstantes elektronisches Feld

kein elektronisches Feld: Hohen der Barrieren fallen linear
ab.

AG; = AGy — j6G



4.1 Nichtgesattigtes Barriere Modell

No electric field

Inside AGy Outside

Der lonen Fluss nach auf3en ist proportional zu ¢j-1 und in
gleicher Weise gilt dies fur den Fluss nach innen.

J = Akj161 =~ k)
Im stationaren Zustand muss der Fluss uber jede Barriere gleich
sein. So erhalt man ein System linearer Gleichungen:

kDCD - k_lﬁ'l — klﬂl - k_zCz — = kn_lﬁ'n_l - k—ﬂcﬂ :]//‘{ (42)



4.1 Nichtgesattigtes Barriere Modell

koCo = (ky —k_1)ey —k_z¢;  (43)
kicy = (ky —k_3)c; —k 3¢5 (4.4)
ko, = (ks —k_3)c; —k_scs (4.5)

kg  kik k_,
= - 1) (46
koCo = G2k (1 + K + K.k, ) C3k_3 (1 + , ) (4.6)

koy | kqk_, kik o k_j

kgcﬂ:cgkg(u it )

ki |k gk,
csks (14 2+ )

klkz kl ...xl(fﬂ
kﬂcﬂ = kn—lcn—l(pn—l _ k—ncn(pn_g



4.1 Nichtgesattigtes Barriere Modell
Kn1Cn1 = /)L TRl koCo = @py (]/)L T k_ncn) — K s

k_,..k
Ak (c —c,7— _”)
. o\% =Ty ko,

Lk k ko,
L o - P

k—l Ten k—(ﬂ—lj

e Bei einem Membran Potential haben wir auch ein elektrisches Feld
und erhalten folgende Gleichungen:

FzV _ FzV

— — iS50 — —— AG_; = AGy — (j —1)0G +—

AG; = AGy — j66 ——— Al 0o~ (=186 +—

* Mit (4.1) erhalt man:
k_; —U oG
—J — — —
ks exp () 97RT
k



4.1 Nichtgesattigtes Barriere Modelle

Aky(cy —ce7?)

» Erfullt Unabhangigkeitsprinzip und Ussing Fluss Rate

e Der Fluss ist null sobald v Nernst Potential erfullt.



Vereinfachung des nichtgesattigten Barriere
Modells

e Annahme: Membran ist homogen.

_86 _ e

9=RT ™

J =
L 1—e7?

o A%k, ist die Diffusionskonstante eines lons Uber die |.Barriere in
Abwesenheit eines elektrischen Feldes.

u u

Ds Co — C €
]:T‘U. 1_3—1; :PS.U.

Cop — Cpe~
1—eV

e Dies ist die GHK Gleichung.



4.2 Gesattigtes Barriere Modell

Experimentelle Daten zeigen: Anstieg der lonenkonzentration fuhrt
nicht zum Anstieg des lonenstroms ( ab einem Schwellenwert)

» Kanal ist gesattigt!
Fluss nicht proportional zur Konzentration
Unabhangigkeitsprinzip nicht erfillt
Ussing-Fluss-Rate ist erfiillt

Jede bindende Seite kann nur ein lon binden.
Ein-lon Pore

= Einfache Bindung

Mehr-lonen Pore

= Mehrfache Bindung gleichzeitig



4.2.1 Gesattigtes Barriere Modell:
Ein-lon Pore

Nur eine bindende Seite (X)
ko Ky
X+S,2XS2X+S,
k_y k
Bindende Seite agiert, wie ein Enzym, dass ein lon von einer

Membranseite zur anderen transportiert.

stationarer Zustand: kycox — k_ic; = kye; —k_,cx  (4.7)

co = [S;]

€2 [Se]
c; = Wahrscheinlichkeit,dass die bindende Seite belegt ist

x = Wahrscheinlichkeit,dass die bindende Seite frei ist

(L1l

Erhaltungssatz fur

X + ¢ = 1 (48)
kﬂklcﬂ — k_lk_ECE

lonenstrom: | = kycox — k_1¢; = otk otk +k (4.9)
0*0 —2%2 -1 1




Channel flux

4.2.1 Gesattigtes Barriere Modell:
Ein-lon Pore

c, (arbitrary units)



4.2.1 Gesattigtes Barriere Modell:
Ein-lon Pore

e symmetrische Barrieren

1
ko =K+ exp BT (—AGy + 5FV/2)] (4.10)

(1
k, =K -exp ﬁ(—ﬂ.Gl + (1 —-9) FV/Z)] (4.11)

1
k_,=kK-exp BT (—AG_; — 6FV/2)} (4.12)

k_, =K-exp [;—T (—AG_, — (1 —9) FV/Z)] (4.13)
o 0 ist der elektrische Abstand von links aus gesehen.
e Nicht notwendig ein konstantes elektrisches Feld
o generell sind Energieprofile von Kanalen nicht bekannt

e Anzahl und Position der bindenden Seiten und die Werte der
lokalen Minima und Maxima aus experimentellen Daten



4.2.1 Gesattigtes Barriere Modell:
Ein-lon Pore

* Modell erfullt Ussing Fluss Rate
o Zwei lsotope: S und $* ( links nur S und rechts nur S$%)
Js = kocox —k_q¢c; = kic; —k_2c0x  (4.14)
Js+ = kocgx —k_q¢{ = kicf —k_oc;x  (4.15)
e Erhaltungssatz fur
x+ecte =1 (4.16)

k_.k_
koco — i,l 2*'32 Js _ koky _C_ﬂ
]S — X k—l ]S* k_lk_z CZ*
. k_ik_, .
St W e
Jo+ = x - Te- P\RT) ¢

1+k—1




4.2.1 Gesattigtes Barriere Modell:
Ein-lon Pore

Mehrere bindende Seiten

n Barrieren und n-1 bindende Seite

stationarer Zustand:

kocox —k_161 = kicy —k_gc0x = = ky_10p1 —k_ponx =]
o Erhaltungssatz: -
x=1-— Z C;
i=1

aus Einfachheit fuhrt man ein:

J
k—l k—j qb Z
T kg ok o T4 1
e Man erhalt: B S bn2— ;1
“= k
] _ kDCD o k—ncnn-n—l j=1 T
(pn—l + ngkﬂcﬂ + k—ncn(ﬂ(pn—l o ﬁ(pn—z) n—1
,B _ ¢'n—1 o 'fpj—l
;e



4.2.1 Gesattigtes Barriere Modell:
Ein-lon Pore

Beispiel: Natrium Kanal ( Modell von Hille)

A

I(nA

* Experimentell Werte eines depolarisierten Nervs

e Natrium erfullt Unabhangigkeitsprinzip, dann muss es diese
. .o . , _VF
Gleichung erfullen: Le [Na*]; — [N{I+]Eexp( o )
B —VF)

Iva [Na*]; — [Na*],exp (T



Natrium Kanal

* Bei hohen Konzentrationen: Unabhangigkeitsprinzip nicht erfullt

e Erklarung: 4-Barriere 3-bindende Seiten Modell

— ¢ & |AG AGa\
0 v _‘L_ Ca
G
|« =!< > =l< >{
84 33
AGy=7 AG_1= 65| 8§ =0.25
AG1=65| AG.;= 65| 8§, =0.25
AG, =85 | AG_3=10 63 = 0.23
AGy =17 AG_g= 06 oa=027

- exp

1 _
- exp ﬁ(—&GD + 6, FV/2)

1 :
- exp ﬁ(—ﬁGl + 8, FV/2)

- _
= (“AG_ — 8 FV/2)

1 _
- exp ﬁ(—ﬁ(}—z — 8, FV/2)




4.2.2 Gesattigtes Barriere Modell:
Mehr-lonen Pore

Mehr als ein lon ist zur gleichen Zeit im Kanal
Mehere Moglichkeiten von Kanalzustanden
Gleiche Annahmen wie beim Ein-lon Pore Modell

Jede bindende Seite kann sich in zwei Stadien befinden: lon bindend
oder frei

Kanal mit n bindenden Seiten hat 2™ mogliche Zustande
» riesiges lineares Gleichungssystem

Einfaches Modell: 3 Barrieren, 2 bindende Seiten
» 4 Zustande !

S

T
v

3



4.2.2 Gesattigtes Barriere Modell:
Mehr-lonen Pore

k;; £ Stadiumsanderungsrate von Stadiumi zu j
P; £ Wahrscheinlichkeit,

dass der Kanal sich im j'tenStadium befindet

Massenwirkungsgesetz:

P,
T —(k1z + k1a)Py + kp16. Py + ks Py

dp,

E = _(kglce + k23 + kgq.)Pg + klzpj_ + CikBEPS + k42P4
dP;

E = —(Cikgg + Ceka-'l-)PS + k23P2+k43 P4

dp,

i —(ka16; + kag + kyz) Py + kP + CokayPs + kou Py

4
Erhaltungssatz: Z P, =1

=1



4.2.2 Gesattigtes Barriere Modell:
Mehr-lonen Pore

—kyy — kq4 koq 0 k41 Py
ki2 —kyy — ko3 — ko4 Coksy Low) P,

0 ka3 —Coksy — Cikzs  Kas Ps

1 1 1 1 Py

Stadiumsanderungsrate als Funktion der Spannung
P als Funktion der Spannung und Konzentrationen
Fluss als Netto Rate eines lons uber eine Barriere
Uber mittlere Barriere:

| = Pykys — Piky,

o o O



4.3 Gating

e SchlieBen und offnen von Kanalen in Verbindung zum
Membranpotential

* Fluss durch eine Population von Kanalen

I =g, t)pV)

» Beispiel: Natrium- und Kaliumkanale

> Anteil an offenen Kalium-Kanalen S
. - - L - 9mV
steig an T |

o Anteil an offenen Natrium-Kanalen
radikal an, aber in einem
wurden sie nach
inaktiv.

|

(mS/cm

Conductance

Time after start of test pulse (ms)



4.3 Gating

Zwei-Stadium Kalium-Kanal a(V)
Zwei Stadien: offen — geschlossen C 20
Anderungsrate von g BV)
dg

“=aN(1-g)-BWV)g

Bei fixierter Spannung sind o und B Konstanten.
d
7N = guV) — g

Jo(V) = a/(a+ B) Wert von g im stationaren Zustand
1,(V) =1/(a +B) Zeit bis zum stationaren Zustand

Beide Werte erhalt man aus experimentellen Daten und kann dann
a und 3 eindeutig bestimmen.



