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Kapitel 1

Einleitung

Der vorliegende Text entstand als Begleitmaterial zur Vorlesung Numerische Analy-
sisim Sommersemester 2011. Die Vorlesung richtet sich an Studierende des Bache-
lorstudiengangs Mathematik im vierten Semester sowie Studierende in den Lehr-
amtsstudiengdangen Mathematik. Fiir die Korrektheit des Textes wird keinerlei Ga-
rantie ibernommen, vermutlich sind noch reichlich Schreibfehler enthalten. Fiir Be-
merkungen und Korrekturen bin ich dankbar.

Macht es Sinn, der grof3en, bereits existierenden Zahl von Skripten zu Einfiihrungs-
veranstaltungen der Numerischen Mathematik noch ein weiteres hinzuzufiigen? Die
Antwort ist wohl ja, denn zumindest die Auswahl der Themen und vor allem Schwer-
punkte im breiten Spektrum geschieht subjektiv durch den Dozenten.

Da der Grofteil der Studierenden heute kaum noch einen physikalischen Hinter-
grund hat, habe ich auf die Darstellung der Beziehungen zwischen Angewandter
Mathematik und Physik, wie sie in den klassischen Lehrbiichern und Vorlesungen
iiblich war, groBtenteils verzichtet. Ubungen zu den einzelnen Kapiteln finden sich
im Netz, ebenso eine ausfiihrliche (subjektive) Literaturliste.

Ich habe mich bemiiht, zu allen vorgestellten Algorithmen eine Beispiel-Implemen-
tation in Matlab zu liefern. Einige Programme nutzen dabei die Imaging—Toolbox
oder die SymbolicMath—Toolbox. Die zugehdrigen Dateien sind in der PDF-Datei
enthalten. Klick auf die jeweilige Textstelle 6ffnet die Beispielimplementation in
Matlab. Ebenso sind alle Bilder beigefiigt, Klick liefert jeweils das zugehorige Bild.
Dies funktioniert in Acrobat (Reader) und in einigen anderen PDF—-Readern, in vielen
PublicDomain—Readern aber nicht.

Billerbeck, im Friihjahr 2011
Frank Wiibbeling






Kapitel 2

Interpolation

Mit Interpolation bezeichnen wir die Aufgabe, vorgegebene Funktionswerte auf sinn-
volle Weise zu einer Funktion zu ergdanzen. Die Interpolation tritt in vielen prakti-
schen Varianten auf. Einige Beispiele:

1. Gegeben seien (IV + 1) Punkte z;, ¢« = 0... N, in der Ebene. Verbinde die
Punkte durch eine glatte Kurve, d.h. finde eine (differenzierbare) Funktion s :
[0, N] — R*:5(i) = 2,1 =0...n.

Abbildung 2.1: Interpolationsfunktionen

Klick fiir Bild interpol

2. Wir nehmen eine Holzlatte (Straklatte, engl. Spline) und biegen sie so, dass
sie durch einige vorgegebene Punkte geht. Welche Form nimmt die Holzlatte
an, bzw. welche Funktion stellt sie dar? Mathematisch: Die Energie, die in der
Biegung einer Funktion steckt, ist proportional zur zweiten Ableitung. Es sollte
also die Norm der zweiten Ableitung der Formfunktion minimiert werden.
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interpol.jpg: Interpolationsfunktionen


Sei z; € [a,b], i = 0...N. Finde s :

s(x;)) =v;,1=0...Nund

/a (6 (2)2dx < / ()

[a,b] — R, s € C*([a,b]), so dass

fir alle Funktionen g : [a,b] — R mit g(z;) = y;, 1 =0... N, g € C*([a,b]).

Abbildung 2.2: Straklatte im Schiffsbau

Klick fur Bild straklatte

Bemerkung: AuRerhalb des Intervalls, in dem die Stiitzwerte liegen, ist die

Funktion linear.

. Eine Funktion h sei vertafelt (z.B. in dem Buch von Abramowitz und Stegun),
und es seien die Werte h(z;) = y; bekannt. Finde eine mdglichst gute Nahe-
rung fiir h an einer Zwischenstelle £. Wie grof3 ist der maximale Fehler?

Table 4.10

@

Vg ininihins Lnieaniae
1RO L®mNOW RWNEG

ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS

CIRCULAR SINES AND COSINES TO TENTHS OF A DEGREE

sin ¢

0.08715 57427 47658
0.08889 42968 £6442
0,09063 25801 97780
0.09237 05874 46562
0.09410 83133 18514

0.09584 57525 20224
0.09758 28997 59149
0.09931 97497 43639
0.10105 62971 82946
0.1027% 25367 87247

0.10452 84632 67653
0.10626 40713 36233

cos 6

0.99619 46980 91746
0, 99604 10654 10770
0.99588 43986 15970
0.99572 46981 84582
0.99556 19646 03080

0.99539 61983 67179
0.99522 73999 81831
0.99505 55699 61226
0.99488 07088 28788
0.99470 28171 17174

0,99452 18953 68273
0.99433 79441 33205

Abbildung 2.3: Vertafelter sinus im Buch von Abramowitz und Stegun

Klick fiir Bild Abramo
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ELEMENTARY TRANSCENDENTAL FUNCTIONS

Table 410  CIRCULAR SINES AND COSINES TO TENTHS OF A DEGREE

o sin o cos o 90°—0

5.0° 0.08715 57427 47658 099619 46980 91746 85.0°
0.08839 42968 66442 099604 10654 10770 84.9

0.09063 25801 97780 99588 43986 15970 84.8

0.09237 05874 46562 199572 46981 84582 84,7

3 0.09410 83133 18514 099556 19646 03080 84.6

5.5 0.09584 57525 20224 0.99539 61983 67179 84.5
5.6 0.09758 28997 59149 099522 73999 81831 84.3
5.7 0.09931 97497 43639 099505 55699 61226 84.3
5.8 0.10105 62971 82926 0.99488 07088 28788 84.2
5.9 010279 25367 87247 0.99470 28171 17174 841
6.0 0,10452 84632 67653 0.99452 18953 68273 84.0
6.1 0.10626 40713 36233 0.99433 79441 33205 83,9
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4. Eine (transzendente) Funktion & soll auf einem Rechner ausgewertet werden,
dernurdie Grundrechenarten beherrscht. Gesuchtist eine berechenbare Funk-
tion g, so dass

|7(z) — g(z)|] < e
5. EinBild f : {1... N} x {1... M} — R soll méglichst platzsparend abgespei-
chert werden. Hierzu bestimmen wir zunachst Koeffizienten a;;, so dass

F5) =Y aufill, )
ik

ist (Interpolationsschritt). Hierbei sind die f;; z.B. trigonometrische Funktio-
nen. Beim Abspeichern des Bildes ersetzen wir a;;, durch o, falls sein Betrag
klein ist, hierdurch wird eine Komprimierung erreicht. Zum Anzeigen wird die
Ndherung

FU3) = anfull,j)
ik

berechnet, hierbei sind a die abgespeicherten Koeffizienten.

Abbildung 2.4: Original, zu stark komprimiertes Bild

Klick fiir Bild man
Klick fur Bild man2

function comprimg

%COMPRIMG take cameraman. tif and delete small
%coefficients in the cosine transform
A=imread (’cameraman. tif ’);

Listing 2.1: Bildkompression (comprimg.m)

Klicken fiir den Quellcode von comprimg.m
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function comprimg

%COMPRIMG take cameraman.tif and delete small

%coefficients in the cosine transform

A=imread('cameraman.tif');

A=double(A);

B=dct2(A);

close all;

limit=100;

format compact;

N=double(sum(sum(abs(B)<limit)))/numel(B);

B(abs(B)<limit)=0;

subplot(1,2,2);

imagesc(idct2(B));

axis off;

colormap('gray');

title(['Compressed image, ' num2str(N*100) ' % deleted']);

subplot(1,2,1);

imagesc(A);

axis off;

colormap('gray');

title('Uncompressed image');
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2.1 Polynominterpolation

Definition 2.1 (Allgemeine Interpolationsaufgabe) Sei N € N. Seien xy, ...,z y paar-
weise verschiedene Werte in C oder R. Seien weiter yq, . .. ,yn Elemente in C oder
R. Dann lautet die allgemeine Interpolationsaufgabe: Suche eine Funktion f mit der
Eigenschaft, dass f(z;) = y;Vi = 0..N. Die x; heif3en Stiitzpunkte, die y; heifsen
Stiitzwerte.

In dieser Allgemeinheit, also ohne Einschrankung des zuldssigen Funktionenraums,
besitzt die Aufgabe offensichtlich unendlich viele Losungen. Wir suchen f daher
immer in einem angegebenen Funktionenraum, z.B den Polynomen.

Definition 2.2 (Aufgabe der Polynominterpolation) Se/ N € N.

1. Mit Py bezeichnen wir den Raum der Polynome vom Grad kleiner oder gleich

N.

2. Seien xy,...,x N paarweise verschieden, i, ..., yx gegeben. Dann lautet die
Aufgabe der Polynominterpolation: Finde ein p € Py mit p(z;) = y; Vi =
0...N.

Damit gilt:

Satz 2.3 Die Aufgabe der Polynominterpolation ist eindeutig losbar.
Beweis:

1. Formel von Lagrange, Existenz einer Losung: Sei

N
T T
wj(x) = H I‘_xk,jzo..N.
k=0 "
k#j

Dannist w;(z) € Py, und wj(xy) = &, furk, j = 0..N. Hier ist
s [ 1 k=]
L0 k£
das Kronecker-Delta. Sei
N
plx) =) yw;(x).
=0
Dannistp € Py, und es gilt p(x;) = y; firallei =0... N.

8



2. Eindeutigkeit der Lésung: Seien p; und p, Losungen der Polynominterpolati-
onsaufgabe. Sei p = p; — ps. Dannist p € Py, und es gilt p(z;) = p1(x;) —
pa(z;) =y —y; = 0fiirallei =0... N.Also ist p ein Polynom vom Grad klei-
ner oder gleich NV mit N + 1 Nullstellen, also ist nach dem Fundamentalsatz
der Algebra p = 0, und damit p; = ps.

4

Die Formel von Lagrange sichert die Existenz einer Losung und gibt sie konstruk-
tiv an, zur Auswertung eignet sie sich aber nicht, denn zur (naiven) Auswertung
von p(x) nach dieser Formel werden N x (N + 1) Divisionen und Multiplikationen
bendotigt. Alternativ kann man die Koeffizienten des Interpolationspolynoms mit Hil-
fe der Vandermondematrizen bestimmen.

Definition 2.4 (Vandermondematrizen) Die Matrix V € C™*" heifit Vandermonde-

matrix zu x, . . ., x, falls Vi, = (x;)* mit paarweise verschiedenen Zahlen x;, i =
0..N, k=0..N.
Also:
V($0> ceey xN) = : . :
x?\] ... l‘%

Satz 2.5 (Invertierbarkeit der Vandermondematrizen)

1. Seip(z) = S n_yara®. Seiy = (yo, ..., yn)sa = (ag,...,an), V =V(zo,...,zx)
Vandermonde—Matrix. p ist genau dann Lésung des Polynominterpolations-
problems, falls Va = y.

2. Vandermondematrizen sind invertierbatr.

Beweis:
1. Klarwegen (Va); = p(z;).

2. Jede Aufgabe besitzt eine eindeutige Losung nach also ist V injektiv und
surjektiv, also invertierbar.

U

Bemerkung: Da VV quadratisch ist, reicht schon injektiv oder surjektiv allein zum
Beweis der Invertierbarkeit. Dies ist einer der einfachsten Beweise der Abschatzung



der Zahl der Nullstellen nach oben im Fundamentalsatz der Algebra: Mit Lagrange
folgt, dass V surjektiv ist, also injektiv, also gibt es nur ein Polynom in Py mit
(N + 1) Nullstellen, das Nullpolynom.

Damit lassen sich die Koeffizienten eines Interpolationspolynoms durch Losung ei-
nes linearen Gleichungssystems der Ordnung (N + 1) bestimmen, der Aufwand da-
zu betragt N3 /2 Rechenoperationen (siehe Numerische LA), wobei wir eine Addition
und eine Multiplikation zu einer Rechenoperation zusammenfassen. Das Polynom
kann dann mit IV Additionen und N Multiplikationen ausgewertet werden mit Hilfe
des Horner-Schemas

p(x) =ag+ z(ay + z(as + (... + apx))).

p lasst sich auch rekursiv aufbauen. Dies ist von Vorteil, wenn nachtraglich eine
Stiitzstelle hinzugefiigt werden soll, bei Berechnung mit der Vandermonde—Matrix
misste in diesem Fall komplett neu gerechnet werden.

Satz 2.6 (Formel von Neville) Gegeben sei die Polynominterpolationsaufgabe mit

Stiitzstellen xq, . .., x N und Stiitzwerten vy, . .., yn. Sei p;. . € Pr_; die L6sung der
Aufgabe fiir die Stiitzstellen x;, . . ., x), und Stiitzwerte v;, . .., y,. Dann istp = po._ N
die Losung der vollen Aufgabe, und es gilt
1
Diokr1 = ——— (@ = Tpg1) Pick + (T — T)Pig1.kg1) -
Ti — Tl

Beweis: Sei ¢ das Polynom auf der rechten Seite. Dann ist ¢ € P,.1_;, und offen-
sichtlich ist ¢(z;) = y; firj = i...k + 1. Also ist ¢ die eindeutige Losung der
Polynominterpolationsaufgabe und damit ¢ = p; 541- O

Die Formel von Neville erlaubt die rekursive Berechnung von p; ;.1 aus p;_ und
Pit1..k+1 Mit Hilfe des folgenden Schemas (N=2):

o Yo = Do
Po1

1 Y1 = D1 Poi2
P12

T2 Y2 = P2

function out = neville ( x,y )

%NEVILLE

%Compute interpolating polynomial through x,y
%Using cell arrays

Listing 2.2: Polynomberechnung mit dem Neville—Schema (neville.m)

10



Klicken fiir den Quellcode von neville.m

Die Formel von Neville kann auch eingesetzt werden, um den Wert des Interpolati-
onspolynoms an einer Stelle z = z direkt auszurechnen (ohne explizite Berechnung
der Koeffizienten des Polynoms). Hierzu wird im Neville—-Schema jeweils direkt =
eingesetzt (s. Beispiele).

function [out,out1] = nevilleeval( x,y,z )
%NEVILLEEVAL

%Evaluate interpolating polynomial through x,y at z
if (nargin<1)

Listing 2.3: Auswertung mit dem Neville-Schema (nevilleeval.m)

Klicken fiir den Quellcode von nevilleeval.m

Eine zweite Moglichkeit zur rekursiven Berechnung des Interpolationspolynoms gibt
die Form von Newton. Mit den Bezeichnungen aus der Formel von Neville gilt die

Satz 2.7 (Formel von Newton)

(Y — Pi.k1(2))
Ty — ;) - (T — Tp-1)

Pi. k(%) = pik—1(x) + ( (x — ;) (x — xp_1).

Beweis: Die rechte Seite hat die richtige Ordnung. Da der zweite Summand ver-
schwindet fiir x; ... z,_; und p;_ r_1 das Interpolationspolynom fiir z; ... z,_; ist,
liefert die rechte Seite fiir diese Stiitzstellen den korrekten Wert. Der zweite Sum-
mand ist dann gerade so gebaut, dass er auch fiir x;, den richtigen Wert liefert, also
ist die rechte Seite das gesuchte Interpolationspolynom p; ;. O

Definition 2.8
Der Koeffizient [y;, . .., yx] = ( (Y —pi....=1 (2) ; in der Formel von Newton heiBt divi-

Tp—x;) (T —Tp—1

dierte Differenz von y;, . . ., yx.

Satz 2.9 (Interpolation nach Newton, Rekursion der dividierten Differenzen)

1. [yi,...,ys] ist der Hochstkoeffizient (Koeffizient von x*=%) in p; 4.
2. Esgilt|y;]) = y; und

1

[y’i7 s 7yk+1] = xz_—xk—l-l([y“ o 7yk] - [y’i+17 v 7yk+1]'

11



function out = neville( x,y )
%NEVILLE 
%Compute interpolating polynomial through x,y
%Using cell arrays

if (nargin<1)
    x=[-1 0 2];
    y=[1 2 3];
end
N=numel(x);
p=cell(N,N);
for i=1:N
    p(i,1)={y(i)};
end
for i=2:N
    for k=1:N-i+1
        p{k,i}=1/(x(k)-x(k+i-1))*(conv([1 -x(k+i-1)],p{k,i-1})...
            +conv([-1 x(k)],p{k+1,i-1}));
        p{k,i}(:)
    end
end
out=p{1,N};

Frank Wuebbeling
Polynomberechnung mit dem Neville–Schema


function [out,out1] = nevilleeval( x,y,z )
%NEVILLEEVAL 
%Evaluate interpolating polynomial through x,y at z
if (nargin<1)
    x=[-1 0 2];
    y=[1 2 3];
    z=1;
end
N=numel(x);
p=zeros(numel(x));
p(:,1)=y;
for i=2:N
    for k=1:N-i+1
        p(k,i)=1/(x(k)-x(k+i-1))*((z-x(k+i-1))*p(k,i-1)+...
            (x(k)-z)*p(k+1,i-1));
    end
end
Nevilleschema=p
out=p(1,N);
out1=p;

Frank Wuebbeling
Auswertung mit dem Neville–Schema


3. Esgilt

Beweis:

1. Folgerung aus der Formel von Newton.
2. Folgerung aus 1. und der Formel von Neville.

3. Folgerung aus der Formel von Newton.

t

Ahnlich wie beim Neville—Schema wird auch die Newton—Form rekursiv berechnet:

To Yo = [?Jo]
[?/anﬂ
Ty = [y (Yo, Y1, Y]
[yl,yz]
Ty Y2 = [y
function out = divdiff( x,vy)

%divdiff
%compute divided differences of x and y
if (nargin<1)

Listing 2.4: Berechung der Dividierten Differenzen (divdiff.m)

Klicken fiir den Quellcode von divdiff.m

Die Newton—Form lasst sich ahnlich wie das Horner—Schema auswerten:

p(x) = [yo] + (x — z0)([yo, 1] + (= — 21)([yo, y1, y2] + .. .))-
Beispiel 2.10 Sei N =2, 20 = -1, 2, =0, 20 =2, yo = 1, y1 = 2, yo = 3.

Lagrange
() = E=0E@=2)
(-1 -0)(-1-2)
() = E-EDE=(-2)
(0= (=1)(0-2)
()~ @ EDE=0)
2-(-1)(2-0)

p(z) = lwo(x) + 2w () + 3wy (x) = —2°?/6 + 5/62 + 2

12



function out = divdiff( x,y)
%divdiff 
%compute divided differences of x and y
if (nargin<1)
    x=[-1 0 2];
    y=[1 2 3];
end
N=numel(x);
p=zeros(numel(x));
p(:,1)=y;
for i=2:N
    for k=1:N-i+1
        p(k,i)=1/(x(k)-x(k+i-1))*(p(k,i-1)-p(k+1,i-1));
    end
end
DivDiff=p
out=p(1,N);

Frank Wuebbeling
Berechung der Dividierten Differenzen


Neuville

-1 1 1
L@+2(-1-z)=2+z
0 92 9 }3((1'—2)(:1:—1—2)—%(—1—x)(2+x/2)) =
—2%/6 +5/6x + 2
L2z —2)+3(—x) =2+ /2
2 3 3

Neville, ausgewertet fiir x = 1:
-1 11

2 3 3
Newton
-1 11
L(1-2)-
0 2 2 +(3)=-1/6
%(2—3):1/2
2 3 3
und damit

p(z) = pora(z) =1+ (x +1) = 1/62(x + 1) = —2?/6 + 5/6x + 2.

Natiirlich erzeugen alle Rechenvorschriften dasselbe Interpolationspolynom. Gra-
phisch:

> I I ' T T T T
"test.txt"  +
—1/6. X x+5/6.7x+2 -+
i PR e =
25 .
2 . .
15 |
L e |
05 |
0 | I ; ' L I I
-1.5 -1 0.5 0 05 1 15 2 25

13



Matlab-Code zur Berechnung der Koeffizienten des Interpolationspolynoms:

function p=interpolate (x,y)

%Find coefficients of interpolating polynomial
%by solving the linear equation with the Vandermonde matrix.

Listing 2.5: Polynominterpolation (interpolate.m)

Klicken fiir den Quellcode von interpolate.m

2.2 Interpolationsfehler bei Polynomen

Wir konnen die Polynominterpolation nutzen, um Funktionen zu approximieren. Sei
in diesem Abschnitt f eine Funktion auf dem Intervall [a,b] C R nach R. Wir wer-
ten f an den paarweise verschiedenen Stellen z;, i = 0... N, aus und betrach-
ten das Interpolationspolynom py mit den Stiitzstellen z; und Stiitzwerten f(x;),
1=0...N.py — f heifdit Interpolationsfehler.

Ist py eine gute Approximation an f, also der Interpolationsfehler klein? Konvergiert
pn fur wachsendes N und im Intervall [a, b] gleichverteilte Stiitzstellen zg, ..., zy
punktweise gegen f? Leider ist die Antwort hadufig negativ (abhangig von f), die
Polynominterpolation eignet sich nur begrenzt zur Approximation von Funktionen.
Zwei typische Beispiele fiir dquidistante Stitzstellen x, = a + k% (b —a)/N, k =
0...N, folgen.

Beispiel 2.11 (Interpolation des Cosinus)

1.2 T T T T T T T
cos(x
1F "sininter.txt” t+ o
1139%x*x*x-0.6021*x*x+0.0282%x+1 - -~~~
0.8
0.6
04 /7

0.2

-0.2
-0.4
-0.6
-0.8

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5



function p=interpolate(x,y)

%Find coefficients of interpolating polynomial
%by solving the linear equation with the Vandermonde matrix.
%Plot the result.
n=numel(x);
V=zeros(n,n);
for i=1:n
 V(:,i)=x.^(n-i);
end
p=V\y';
N=200;
x1=(0:N)/N*(max(x)-min(x))+min(x);
plot(real(x),real(y),'.',real(x1),real(polyval(p,x1)));
title(['Polynomial interpolation of degree ' num2str(n-1)]);
legend('sample points','interpolation');
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Interpolation des Cosinus auf [0, /2] mit vier Stiitzpunkten. Die Approximation ist
bereits so exakt, dass innerhalb des von den Stiitzstellen abgedeckten Intervalls
kaum ein Unterschied zwischen dem Cosinus und dem Interpolationspolynom vom
Grade 3 sichtbar ist. AufBerhalb steigt dagegen der Fehler schnell dramatisch an.

Beispiel 2.12 (Runge-Beispiel) Leider sind die Verhdltnisse nichtimmer so gut. Von
Runge stammt das Beispiel der Funktion f(z) = 1/(1 + 2522) auf dem Intervall
[—1, 1], fiir steigende Zahl der Stiitzstellen nimmt der maximale Fehler schnell zu.

2 T

\ ‘
1./(1.425.%x*x)

1.5

1

0.5

\
-1 -0.5 0 0.5 1

Interpolation von f(x) = 1/(1 + 25z%) auf dem Einheitsintervall mit 30
dquidistanten Stiitzstellen. Die Approximation in der Néihe der o ist gut, am Rand
beliebig schlecht.

function p = polapprox( f,a,b,n,x )
%POLAPPROX Approximate a function f by polynomial
%interpolation in (n+1) equidistant sample points

if (nargin<gs)

Listing 2.6: Polynomapproximation (polapprox.m)

Klicken fiir den Quellcode von polapprox.m

function rungebeispiel (N)
%RUNGEBEISPIEL

if (nargin<1)

N=10;

Listing 2.7: Cosinus und Runge—Beispiel (rungebeispiel.m)
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function p = polapprox( f,a,b,n,x )
%POLAPPROX Approximate a function f by polynomial
%interpolation in (n+1) equidistant sample points
if (nargin<5)
x=(0:n)/n*(b-a)+a;
end
y=zeros(1,n+1);
for i=1:n+1
    y(i)=f(x(i));
end
%close all;
figure;
p=interpolate(x,y);
figure;
N=200;

x1=(0:N)/N*(b-a)+a;
y1=zeros(1,N+1);
for i=1:N+1
    y1(i)=f(x1(i));
end
y2=polyval(p,x1);

plot(x1,y2,x,y,'.',x1,y1);
title(['interpolation of function ' func2str(f) ' using '...
    num2str(n+1) ' sample points.']);
legend('Interpolating polynom','Sample points','Function');

figure;
plot(x1,y1-y2);
title('Difference of interpolation and function');
legend('Error');

Frank Wuebbeling
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Klicken fiir den Quellcode von rungebeispiel.m
Der folgende Satz schatzt den maximal zu erwartenden Interpolationsfehler ab.

Satz 2.13 Sei f € CN*Y([a,b]), f : [a,b] — R. Seien x; paarweise verschieden
inla,bl, i = 1...N, und sei p € Py das zugehdrige Interpolationspolynom mit
p(z;) = f(z;). Dann gilt:

B N o o f(NH)(f) - N
VT € [a,b]3T € [a,b] mit f(T) — p(T) = w(x)m, w(z) = ]Ho(x — xj).
Insbesondere gilt
1£(0) - pla)| < o) Bl
PN = (N+1)!
" 1]
I1f = pllee < HmeW

mit der Maximumnorm || f||sc = maxgepay | f()].
Beweis:
1. Sei T = z; fureini. Dannist f(Z) = p(T) = w(T) = Behauptung.

2. Seiz # z; furallei =0... N, alsow(z) # 0. Sei
F(z) = f(x) = p(z) — Kw(z), K =

F hat mindestens die (N +2) verschiedenen Nullstellen 7 und x;,i = 0... N.
Nach dem Satz von Rolle hat F” mindestens (/N + 1) verschiedene Nullstellen,
F” mindestens N Nullstellen und F(¥+1) hat mindestens eine Nullstelle 7 im

Intervall [a, b].
(N+L) (7
0=FND(@) = fV(E) - K(N+ 1) = K = —JEN - 5)')
und damit
B e . f(N—s—l)(g) _
0=F()=f(z)—pE) - mw(x)
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function rungebeispiel(N)
%RUNGEBEISPIEL 
if (nargin<1)
N=10;
end
close all;
for i=1:2:N
    polapprox(@cos,0,pi/2,i);
    waitforbuttonpress;
end
for i=1:2:2*N
    polapprox(@runge,-1,1,i);
    waitforbuttonpress;
end
end
function y=runge(x)
y=1/(1+25*x*x);
end

Frank Wuebbeling
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O

Bemerkung: Der Interpolationsfehler kann also durch eine Schranke abgeschatzt
werden, die von der (N + 1). Ableitung von f und der Verteilung der Stiitzstellen
(durch die Funktion w(z) abhangt. Da wir f nicht beeinflussen kénnen, sollten wir
die z; so wahlen, dass ||w||. moglichst klein wird.

Bemerkung: Die Voraussetzung, dass f glatt ist (also die (N + 1). Ableitung exi-
stiert), ist notwendig. Falls f nur k—mal differenzierbar ist, bringt eine Erh6hung
des Polynomgrads jenseits von k — 1 nichts mehr (siehe Ubungen).

Beispiel 2.14 1. Aquidistante Stiitzstellenwahl im Beispiel von Runge lieferte kei-
ne Konvergenz an den Rdindern des Intervalls. Dies ist mit Hilfe des Satzes
leicht verstdindlich: Die Maximumnorm von f) konvergiert fiir das Runge-
beispiel schnell gegen oc.

Ohne Einschrdnkung sei [a,b] = [0,1] und h = 1/N der Abstand zwischen
zwei Punkten. Dann ist

w(x) _ pN+L Hijio(x/h_i) << BN+

(N +1)! (N +1)!

und diese Funktion hat ihr Maximum bzw. Minimum zwischen xy und x, bzw.
zwischen xz_, und xy.

w10 Funktion wix) im Intervall [0,1] mit 7 Stitzstellen ohne KM

260

Abbildung 2.5: w(x) ohne den Faktor AN ! fiir N = 7

Klick fiir Bild approtest
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approtest.jpg: w(x) ohne den Faktor hN+1 für N=7


Die inhaltliche Erkldrung dafiir, dass an den Réndern die Approximation schlecht
ist: Bei dquidistanter Verteilung sind in der Nidhe der Mitte des Intervalls dop-
pelt so viele Stiitzpunkte wie am Rand. Fiir eine gleichmdfige Approximati-
on sollten wir also die Stiitzstellen in der Ndhe des Randes verdichten. Diese
Betrachtung gilt nicht bei der Interpolation periodischer Funktionen (iber die
gesamte Periode: Hier sind alle Punkte des Intervalls gleichberechtigt, und
tatsdchlich zeigt eine einfache Symmetriebetrachtung, dass in diesem Fall die
daquidistante Verteilung optimal ist.

Unabhdngig davon bedeutet ein hoher Polynomgrad einen hohen Aufwand
bei der Auswertung des Polynoms. Grundsatzlich gilt die Regel: Ein hoher Po-
lynomgrad bei der Interpolation (jenseits von ca. 8) ist im allgemeinen nicht
zu empfehlen.

function out = approtest( N )
Y%APPROTEST
if (nargin<i)

N=7;

Listing 2.8: Approximationsfehler (approtest.m)

Klicken fiir den Quellcode von approtest.m

. Wir betrachten wieder das Intervall [a, b], teilen es aber in M Teile auf. In jedem
Teilintervall fiihren wir eine Polynominterpolation an N dquidistanten Stiitz-
stellen durch, N fest. Um den Wert der Approximation an einer Stelle z zu be-
rechnen, stellen wir zundchst fest, in welchem Teilintervall z liegt, und werten
dort das Interpolationspolynom in diesem Intervall aus. In diesem Fall konver-
giert fiir M — oo die Approximation gegen die Originalfunktion punktweise,
und es gilt

1P oo
MN

Fiir N = 1 wird in jedem Intervall durch eine Zahl approximiert, fiir N = 2
erhdlt man den Polygonzug.

If =plle <C

Vorteil: Wir erhalten garantierte Konvergenz, der Aufwand zur Auswertung bleibt
konstant.

Nachteil: Die entstehende Interpolationsfunktion ist zwar stetig (fir N > 1),
aber nicht mehr differenzierbar.

Diese Idee (Aufteilung der Approximationsaufgabe auf kleine Intervalle) wird
die zentrale Idee fiir die Spline-Interpolation sein.
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function out = approtest( N )
%APPROTEST
if (nargin<1)
    N=7;
end
close all;
M=30*N;
x=(0:N)/N;
t=(0:M)/M;
h=1/N;
y=zeros(size(t));
for i=1:numel(t)
    y(i)=h^(N+1)*prod(x-t(i));
    y(i)=prod(N*x-N*t(i))/factorial(N+1);
end
plot(y);
title(['Funktion w(x) im Intervall [0,1] mit '...
    num2str(N) ' Stuetzstellen ohne h^{(N+1)}.']);
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Interpolation in 3 Teilintervallen mit jeweils 3 Interpolationspunkten

1 T T T t T T T T
Interpolation
Rungebeispiel H

+  Interpolationspunkte

Abbildung 2.6: Interpolation in Teilintervallen

Klick fiir Bild partinter

Interpolation in 6 Teintervallen it jeweils 1 Interpolationspuniden. Interpolation in 5 Teilintervallen mit jeweils 2 Interpolationspurkten.

09+ “" “\‘ 09
08 j" “\ 08
o [ 0
[ / \ [
s / 4 s / A
04 : : 04
02 ‘ 02
, B -
o1 |- ! 1 o1 3 T
s w6 04 02 0 0z 04 08 08 1 s w6 04 02 0 0z 04 08 08 1

Abbildung 2.7: Auswertung und Polygonzug—Approximation

Klick fiir Bild partintero
Klick fiir Bild partinter1

function partinter (M,N)
%PARTINTER
function y=interpval (x)
k=floor ((x—a)/(b—a)*M)+1;

Listing 2.9: Interpolation in Teilintervallen (partinter.m)
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Interpolation in 3 Telintervallen mit jeweils 3 Interpolationspurkten.
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Interpolation in 6 Teilintervallen mit jeweils 1 Interpolationspunkten.
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Interpolation in 5 Teilintervallen mit jeweils 2 Interpolationspunkten.
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Klicken fiir den Quellcode von partinter.m

Korollar 2.15 /m allgemeinen konvergiert die Polynominterpolation bei steigendem
Polynomgrad und dquidistanter Stiitzstellenwahl nicht gegen die zu interpolierende
Funktion.

2.3  Optimale Wahl der Stiitzstellen, Tschebyscheff-Interpolation

Im Licht von Satz[2.13| stellt sich die Frage: Falls wir frei sind in der Wahl der Stiitz-
stellen, welche Wahl liefert die beste Fehlerabschatzung, also den kleinsten Wert
flr ||w||? Hierzu bestimmen wir das in der Maximumnorm kleinste Polynom p in
P.+1 mit Hochstkoeffizient 1.

Definition 2.16 T, : [—1,1] — R, T,,(z) = cos(narccosz), n € N, heif3t Tschebyscheff-
Polynom der Ordnung n.

Satz 2.17 Fiir die Tschebyscheff-Polynome T, gilt:
1. T, € P

2. Die T, bilden ein Orthogonalsystem beziiglich des Skalarprodukts

(p,q) = /_1 \/%ﬂp(x)q(a:)dx.

3. Die Nullstellen x} von T, sind cos(m(2k +1)/(2(n + 1)), k=0...n.

4. T,(x)/2"1 hat den Hochstkoeffizient 1. Es gilt

1

I Ta@)loe = 5 < 9l

fiir alle p € P,, mit Hochstkoeffizient 1.

5. Wéhlt man fiir eine Polynominterpolation vom Grad n die Stiitzstellen x}, k =
0...n,soist

1

g
=

!
—=

(2 —a7) = )
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function  partinter (M,N)
%PARTINTER
    function y=interpval(x)
        k=floor((x-a)/(b-a)*M)+1;
        y=polyval(Q(k,:),x);
    end
if (nargin<1)
    M=3;
end
if (nargin<2)
    N=3;
end
f=@runge;
a=-1;
b=1;
Nmax=200;

if (N==1)
    x=((0:M-1)+0.5)/(M)*(b-a)+a;
    y=f(x);
    Q=y';
else
    P=(N-1)*M;
    x=(0:P)/P*(b-a)+a;
    y=f(x);
    Q=zeros(M,N);
    for i=1:M
        x0=x(1+(i-1)*(N-1):1+i*(N-1));
        y0=y(1+(i-1)*(N-1):1+i*(N-1));
        Q(i,:)=interpolate(x0,y0);
    end
end
close all;
x1=(1:Nmax-1)/Nmax*(b-a)+a;
for i=1:Nmax-1
    y1(i)=interpval(x1(i));
end
plot(x1,y1,x1,runge(x1),x,y,'.');
legend('Interpolation','Rungebeispiel',...
    'Interpolationspunkte');
title(['Interpolation in ' num2str(M) ...
    ' Teilintervallen mit jeweils ' num2str(N) ...
    ' Interpolationspunkten.']);
end

function y=runge(x)
y=1./(1+25*x.*x);
end

Frank Wuebbeling
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Beweis: Siehe Ubungen. Beweisidee zu 4.: Sei g(x) = T,,(z)/(2"'). Angenommen,
p sei ein Polynom in P, mit Hochstkoeffizient 1 und |[p||o < 1/2"7! = ||¢||ocs 7 =
p—q € P,_1. ¢ nimmt sein Betragsmaximum mit wechselnden Vorzeichen an den
Stellen z, = cos(kn/n) an, k = 0...n. Wegen [p(z1)| < [|Plloo < |l@lloe = |q(z1)|
gilt sgn(r(zx)) = sgn(q(zx)). r wechselt also n 4+ 1-Mal sein Vorzeichen, hat also n
Nullstellen, also gilt » = 0 und damit p = ¢ im Widerspruch zur Annahme. O

Fiir die Polynominterpolation an den Nullstellen der Tschebyscheff-Polynome er-
halten wir daher die Abschdtzung

1™ oo
— Pl < 12

Bemerkung: Durch die Abbildung z — —1+2(z —a)/(b— a) wird das Intervall [a, b]
auf [—1, 1] abgebildet, fiir ein allgemeines Intervall [a, b] lauten die Tschebyscheff-
Stutzstellen also

zp=a+ (xp +1)*(b—a)/2.

Bemerkung: Fiir die Tschebyscheff-Interpolation konvergiert fiir N +— oo das In-
terpolationspolynom fiir das Rungebeispiel gegen die zu interpolierende Funktion
(siehe unten). Es lassen sich aber unendlich oft differenzierbare Funktionen f kon-
struieren, so dass auch die Tschebyscheff-Interpolation nicht punktweise konver-
giert.

Tschebyscheff interpalation of function runge using 30 sarmple points
4 T T T T 1 T T

I
Interpolating polynom

+  Bample points H
Function

Abbildung 2.8: Tschebyscheff-Interpolation
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Klick fiir Bild tschebyscheff

function tscheb( N )
%TSCHEB

a=-1;

b=1;

Listing 2.10: Tschebyscheff-Interpolation (tscheb.m)

Klicken fiir den Quellcode von tscheb.m

2.4 Hermite—Interpolation

Ein weiterer Spezialfall der Polynominterpolation ist die Hermite—Interpolation. Hier
werden nicht nur die Werte der Funktion, sondern auch ihre Ableitungen spezifiziert.
Es gilt der Satz:

Satz 2.18 Gegeben seien die Stiitzstellen x;, k = 0... N, und die Stiitzwerte v,
k=0...N,i=0...N, Weitersei M = fozo(]\f,C + 1) — 1. Dann gibt es genau ein
Polynom p € Py, mit

pO(z) =4i, k=0...N,i=0... Ny
Beweis: Ubungen. 0

Bemerkung: Fiir die Hermite—Interpolation gilt die Fehlerabschatzung[2.13|mit w(z) =
[1,(z — )™, der Beweis verlduft wortlich wie der Beweis zu[2.13]

Beispiel2.19 Sei N =2, 20 = —1, 2, =0, 2o = L, 90 =1, 4t =0, y) = 0, 99 = 0,
ya = 0. Wir suchen also ein Interpolationspolynom durch (—1,1), (0,0) und (1,1),
dessen Ableitung an den Rédndern verschwindet. Die Koeffizienten lassen sich durch
eine entsprechend angepasste Vandermonde—Matrix berechnen.
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function tscheb( N )
%TSCHEB
a=-1;
b=1;
f=@runge;
if (nargin<1)
    N=30;
end
x0=(0:N)/N*(b-a)+a;
x1=tschebzeros(a,b,N);
close all;
polapprox(f,a,b,N,x0);
polapprox(f,a,b,N,x1);
end
function x=tschebzeros(a,b,N)
x=cos(pi*((0:N)*2+1)/(2*(N+1)));
x=(x+1)/2*(b-a)+a;
end
function y=runge(x)
y=1/(1+25*x*x);
end

Frank Wuebbeling
Tschebyscheff–Interpolation


Hermite-Interpolation
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Abbildung 2.9: Beispiel zur Hermite—Interpolation

Klick fiir Bild hermite

function hermitebeispiel (x,N,y)
%HERMITEBEISPIEL
if (nargin<1)

x=[—-1 o 1];

Listing 2.11: Programm zur Hermite—Interpolation (hermitebeispiel.m)

Klicken fiir den Quellcode von hermitebeispiel.m

2.5 Richardson-Extrapolation

Es sei der Grenzwert aq einer Funktion f fiir h — 0 zu bestimmen. Zur Verfiigung
stehen Auswertungen der Funktion f(hy,), hi, = 1/(2),k = 0. .. cc. Es sei bekannt,
dass f eine Taylorreihe bis zum Grad n in h? besitzt, also

f(h) =ao+ Y _ a;h? + C(h)hPHY)

k=1

mit (unbekannten) Koeffizienten a; und einer (unbekannten) beschrankten Funkti-
on C(h). Dies ist zum Beispiel richtig, falls f (n + 1)-mal stetig differenzierbar ist
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function hermitebeispiel(x,N,y)
%HERMITEBEISPIEL
if (nargin<1)
    x=[-1 0 1];
    N=[2 1 2];
    y={[1 0] [0] [1 0]};
end
M=sum(N);
A=zeros(M);
curr=1;
yc=zeros(M,1);
yr=zeros(numel(x),1);
for k=1:numel(x)
    for i=1:N(k)
        for j=i-1:M-1
            A(curr,(M-1)-(j-1)+1)=x(k)^(j-(i-1))*...
                factorial(j)/factorial(j-(i-1));
        end
        yc(curr)=y{k}(i);
        curr=curr+1;
    end
    yr(k)=y{k}(1);
end
p=A\yc;
R=200;
x0=(0:R)/R*(x(numel(x))-x(1))+x(1);
y0=polyval(p,x0);
plot(x0,y0,x,yr,'o');
title('Hermite-Interpolation');
legend('Interpolation','Datenpunkte');
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auf einem Intervall um die 0. Wie erreicht man eine moglichst gute Approximation
an den Grenzwert?

Die einfache Idee ist, das Interpolationspolynom in f(h'/?) vom Grad n durch (n+1)
Stiitzstellen zu legen und es mit der Form von Neville fiir h = 0 auszuwerten.

Beispiel 2.20 Gesucht sei der Grenzwert der Funktion sinc(z) = sinz/z fiir x — 0.
Der sinc ist gerade, hat also eine Taylorreihenentwicklung in x?. Dann hat g(z) =
sinc(M) eine Taylorentwicklung in x. Zur Verfligung stehen Auswertungen von
sinc(27%), k = 0... N. Wir werten aus fiir v = 0 mit dem Schema von Neville. Ange-
geben ist jeweils der Fehler, also die Differenz des berechneten Werts zum korrekten

Ergebnis 1:
—1.5853e — 001 —2.0222e — 003 —3.0442e — 006 —6.6472e — 010 —2.3759¢ — 014 —1.1102e — 016
—4.1149e — 002 —1.2924e — 004 —4.8220e — 008 —2.6202e — 012 —1.1102e — 016
—1.0384e — 002 —8.1229e — 006 —7.5602e — 010 —1.0325e — 014
—2.6021e — 003 —5.0839e¢ — 007 —1.1823e — 011

—6.5091e — 004 —3.1785e — 008
—1.6275e — 004

function [ output_args ] = richardson1( input_args )
%RICHARDSON1

f=@sinc;

N=5;

Listing 2.12: Richardson—Extrapolation der Sinc—Funktion (richardson1.m)

Klicken fiir den Quellcode von richardson1.m

Aus Folgegliedern mit der Genauigkeit 10~* wird hier also durch die Richardson-
Extrapolation ein Grenzwert mit der Genauigkeit 10~1¢ berechnet. Andere Beispiele
sind etwa Differenzenquotienten (Grenzwert von (f(z + k) — f(x))/h fir h +— 0)
oder die ndherungsweise Berechnung von Integralen (siehe ??). Zum Verstdandnis
dieses Verhaltens fiihren wir zundchst die O()—Notation ein.

Definition 2.21 Seien f,g : X — R, X = R oder C. f heif3t von der Ordnung g,
falls:

1. f(N) = O(g(N)) fiir groBe N, falls es Konstanten N, und C' gibt mit
[f(N)| < Clg(N)|VN > Nj.

2. f(h) = O(g(h)) fiir kleine h, falls es Konstanten hy und C' gibt mit
[f(R)] < Clg(h)[Vh < ho.

Beispiel 2.22
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function [ output_args ] = richardson1( input_args )
%RICHARDSON1
f=@sinc;
N=5;

format short e;
h=2.^(-(0:N));
y=f(h);
h=h.*h;
[out,p]=nevilleeval(h,y,0);
p-1
end

function y=sinc(x)
y=sin(x)./x;
end

Frank Wuebbeling
Richardson–Extrapolation der Sinc–Funktion


1. N? = O(N3), allgemein N* = O(N?) fiira < b.
2. h3 = O(h?), allgemein h* = O(h®) fiir a > b.
3. sin(xz) = O(1) fiir alle x € R.

Die Ordnung schatzt ab, wie sich ein Term fiir sehr grof’e NV oder sehr kleine h
verhdlt. Fiir 2 gilt insbesondere: f(h) = ag + O(h™) konvergiert umso schneller
gegen ay, je grofder n ist.

Fiir die Richardson—Extrapolation, also die erste Zeile im Neville-Tableau, gilt: Die
erste Spalte hat eine Genauigkeit von O(h), die zweite von O(h?) usw. Einfaches
Beispiel:

Seien f(h)und f(h/2) bekannt, und f habe eine Taylorentwicklung bis zur Ordnung
1in h, also f(h) = ag + a;h + O(h?). Tableau:

hap+ath+O(h) 75=((h/2=0)f(h)+ (0= h)(f(h/2) = ao + O(h?)
h/2 a0+a1h/2+0(h2)

Die Richardson—-Interpolation berechnet also eine Linearkombination der bekann-
ten Werte, so dass sich die Ordnung der Konvergenz erhéht. Wichtig: Die Koeffi-
zienten der Taylorentwicklung a, missen nicht bekannt sein (ansonsten kdnnte
man den Fehler auch gleich direkt abziehen), geschickte Linearkombination ldsst
die Fehler herausfallen. Genauer gilt:

Satz 2.23 f(h) besitze eine Taylorreihe bis zum Grad N in h?. Sei g(h) = f(h1/P).
Sei N das Neville-Tableau fiir die Stiitzstellen x;, = a*h, |a| < 1, und Stiitzwerte
yr = g(xx). Dann gilt fiir die Eintrdge p; ;+x—1(0) in der k. Spalte des Tableaus

N
pi...z‘+k—1(0) = ag + Z ak,j((aih)p)j + O((aih)p(N—&-l))'
j=k

mit Zahlen ay, ;.

Beweis: Sei zundchstp = 1, also f = g. In der ersten Spalte des Tableaus stehen
die Stiitzwerte p;(0) = y; = f(a’h) = ag + Zj.vzo aj(a’h)? + O(hNT1), das ist die
Aussage fiir k = 1. Sei der Satz nun richtig fiir die Spalte k. Wir zeigen, dass in der
ersten Zeile in Spalte & + 1 die Exponenten bis h* herausfallen. Der Eintrag wird
berechnet durch

Po..x(0)
- o i r ((0 = zx)po..k—1(0) + (o — 0)p1..£(0))
= ﬁ((—hak)(ao + apxh® + O(KFHY) + (h) (ao + arp(ah)® + O(K*1))))

= Qq + O(hk+1)
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Die Rechnung kann exakt gleich fiir alle Zeilen durchgefiihrt werden, das gibt die
Aussage des Satzes fiirp = 1.

Sei nun p beliebig. Dann besitzt nach Voraussetzung g(h) = f(h/1/p) eine Taylor-
entwicklung in & bis zur Ordnung N, also gilt fiir f(h) = g(h?) die Aussage fiir h? an
Stelle von A, und der Satz ist bewiesen. O

Bemerkung: Die Rechnung ldsst sich genau so auch fiir beliebige Auswertepunkte
h;, durchfiihren.

Bemerkung: Ein Spezialfall der Richardson—Interpolation ist die Romberg—Integration
2.

2.6 Interpolation mit allgemeinen Ansatzfunktionen

Bei der Polynominterpolation versucht man, eine Funktion f durch eine Linearkom-
bination der Monome 2%, k = 0..N, zu approximieren. Diese Wahl ist nicht immer
optimal. Falls etwa bekannt ist, dass die Funktion f stark (exponentiell) wachst,
sollte man f durch eine Linearkombination von stark wachsenden Funktionen ap-
proximieren. Entsprechend: Falls f periodisch ist, etwa mit der Periode 27, sollte es
durch eine Linearkombination von periodischen Funktionen approximiert werden,
also am einfachsten durch e*** in C oder sin(kz), cos(kx) in R. Das Interpolations-
problem mit allgemeinen Ansatzfunktionen lautet

Definition 2.24 Seien f; : I — C, j = 0... N, Ansatzfunktionen. Gegeben seien
die paarweise verschiedenen Stiitzstellen x; und Stiitzwerte y, k = 0... N. Finde
Koeffizienten a; so dass

N
Yk = Zajfj(ifk), k=0...N.
=0

Die Wahl der Ansatzfunktionen bietet also eine Moglichkeit, zusatzliches Wissen
(a priori-Wissen) liber die zu approximierende Funktion mit einzubringen: Der von
den Ansatzfunktionen aufgespannte Raum sollte dieselben Eigenschaften haben
wie die Funktion f. Wei3 man etwa, dass f unstetig ist im Punkt z, so sollte zumin-
dest eine der Ansatzfunktionen ebenfalls unstetig sein in .

Das zugehdrige Gleichungssystem fiir die a; ergibt sich mit der Vandermonde-&hn-
lichen Matrix

fo(l‘o) fN(l’o)
folew) o oy
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und das allgemeine Interpolationsproblem ist eindeutig l6sbar, falls V" invertierbar
ist. Fir fy(2) = 2* erhalten wir die Polynominterpolation zuriick.
Wir betrachten als Spezialfall die Interpolation mit trigonometrischen Funktionen.

2.7 Trigonometrische Interpolation: Diskrete Fouriertransfor-
mation

Als einen Spezialfall der Polynominterpolation und der Interpolation mit allgemei-

nen Ansatzfunktionen betrachten wir die trigonometrische Interpolation. Bei der De-

finition der Polynominterpolation hatten wir ausdriicklich Stiitzstellen und —werte

in C zugelassen. Fiir die trigonometrische Interpolation wahlen wir als Stiitzstellen
1, die n. Einheitswurzeln, also

2mik/n k 2mi/n

T =€ =w,, Wy =€

Die x;, liegen dquidistant auf dem Rand des Einheitskreises in der komplexen Ebene
(deshalb auch “Interpolation am Kreis”).

Satz 2.25 Seien z;, die n. Einheitswurzeln, k=0.n—-1W = Vi(xo,...,x,_1) die
zugehdrige Vandermonde—Matrix. Dann gilt W = V(Zy, ..., T,—1) und

WW = nlund damitiw ="' = lW

n

Beweis: Durch Ausrechnen:

n—1
WW)p = ZleWm
1=0

n—1
_ E gl —lk
- wn wn
=0
n—1

= >y

=0

B . n j==k
(W'r(bdnz”;—l — 0 j # k

= n5jk
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Bemerkung:
1 1 1 1
1wl w? wrt
W= (@), =| 1 e e it
| wnl Q2D (n=1)(n—1)

Bemerkung: 1/ ist symmetrisch, aber nicht selbstadjungiert.
Mit Hilfe dieser Formel lassen sich die Koeffizienten des Interpolationspolynoms
der trigonometrischen Interpolation sofort angeben.

Korollar 2.26 Seien x;, die n. Einheitswurzeln, y,, € C, k = 0...n — 1. Dann ist das
Interpolationspolynom p € P,_, gegeben durch

1 PPN : o
p(x) = — W =) g @t =Y ye R =00~ 1. (2.1)
"o Jj=0 j=0
Umgekehrt gilt
n—1 n—1 n—1
1 7 1 P> j 1 -~ 2mikj/n
yj =plx;) = — kxf = - pwkd = =N etk g — 0. n—1. (2.2)
n n n
k=0 k=0 k=0

Definition 2.27 [2.1]heifit diskrete Fouriertransformation von (yq, . . ., yn—1).[2.2|heiBt
inverse diskrete Fouriertransformation von (Yo, ..., Yn—1). Ublicherweise wird die
Fouriertransformation eines Vektors mit iy bezeichnet, die inverse Fouriertransfor-

mation mity.

Bemerkung: In der Literatur finden sich einige Varianten: In der Ingenieurliteratur
sind haufig die Definition von 7 und y vertauscht. Den Faktor N kann man natiirlich
auch der jeweils anderen Transformation zuschlagen, oder als 1/v/N auf beide
Transformationen aufteilen. Im letzteren Fall wird V' unitar. Wir werden im folgen-
den bei der Berechnung der Fouriertransformierte den Faktor haufig weglassen.

Die diskrete Fouriertransformation wird genutzt zur Interpolation von periodischen
Funktionen auf dem gesamten Intervall. Sei f : R — R, f € C™(R), periodisch
mit der Periode 27. Seien 2, = w/n, k = 0...n — 1, gleichverteilte Stutzstellen im
Intervall [0, 27] (Achtung: Wegen f(zo) = f(0) = f(27) = f(x,) bringt die n. Stiitz-
stelle keine zusatzliche Information, und wir lassen sie weg). Als Ansatzfunktionen
fiir die allgemeine Interpolationsaufgabe wahlen wir die periodischen Funktionen
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fr(x) = €=, Dann liefert die Fouriertransformation die zugeho6rigen Entwicklungs-
koeffizienten der Interpolationsfunktion.
Sei nun y reell und N ungerade, dann gilt

N-1
-~ _ 2migk /N
Y = E y;e /

= Z (yj cos(2mkj/N) + iy; sin(2nkj/N))
7=0

(N=1)/2
= + Z (yr + yn—r) cos(2mkj/N)/2 +i(yr — yn—i) sin(27kj/N)/2

(denn cos(zy) = cos(zy_) und sin(zy) = —sin(zy_y)). Ist y gerade, also y, =
YN _k, ist Yy reell, ist y ungerade, also y, = —yn_4, SO ist Y, rein imaginar.

In diesen Féllen heif3t die Fouriertransformierte die Cosinustransformation bzw. Si-
nustransformation von yo, . .., y(v—1)/2 (Inversionsformeln in den Ubungen).

2.7.1 n-dimensionale Fouriertransformation

Haufig wird die diskrete Fouriertransformation auf Bilder angewandt, d.h. y ist eine
(n1, n2)—Matrix. Hierzu wird die Multiplikation im Exponenten von[2.1]als Skalarpro-
dukt interpretiert, d.h.

ni—1lngs—1

Ui = Zykw’” =373 gy, e T ki) o =0y~ ky = 0. np—1

Jj1=0 j2=0

flr k = (k1, ko) und j = (41, j2). Das entspricht einer Fouriertransformation auf den
Zeilen von y, gefolgt von einer Fouriertransformation auf den Spalten.

Die Formeln fiir die inverse Fouriertransformation, cos— und sin—Transformation gel-
ten entsprechend.

2.7.2 Faltungssatz

Einer der wichtigsten Satze liber die Fouriertransformation ist der Faltungssatz.
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Definition 2.28 Seien y € CV, » € CM. Dann ist die diskrete Faltung (y * z) €
CN+M=1von y und z definiert durch

N-1

(y*z)k:Zyjzk,j,kzo...N+M—2

Jj=0

wobei z,_; =0 fiirk —j <Ooderk —j > M — 1.
Seieny, z € CN. Dann ist die symmetrische diskrete Faltung (y x z) € C~ von y und
z definiert durch

N-1
(y*Z)k:Zijk_j, k=0...N—-1
j=0

wobei fiir z der Index modulo N genommen wird, also zy = zy Usw.

Wieder ist die hoherdimensionale Faltung entsprechend definiert, indem man die
Indizes als Tupel wahlt. Die normale Faltung kann mit Hilfe der symmetrischen Fal-
tung berechnet werden.

Faltungen spielen eine grof3e Rolle in der Signal- und Bildanalyse. Meist wahlt man
~ fest aus einem kleinen Raum (Filter) und faltet dann ein Eingangssignal y mit z.
Einige Beispiele:

1. 2

(—1,0,1): Approximation der Ableitung, verstdrkt Kanten im Signal.
2. z = (1,—2,1): Approximation der 2. Ableitung, verstarkt Krimmung.
3. z = (1,2, 1): Glattung, Kanten werden geschwacht.

0 -1 0
4. z= 1| —1 0 1 |:Kantenscharferin 2D
0 1 0

function faltungiD
Y%FALTUNG1D

N=128;
x=(0:N)/N*2xpi;

Listing 2.13: Eindimensionale Faltung (faltung1D.m)

Klicken fiir den Quellcode von faltungiD.m
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function faltung1D
%FALTUNG1D 
N=128;
x=(0:N)/N*2*pi;
y=cos(x)+0.2*randn(size(x));
z=[1 2 3 2 1];
f=conv(y,z);
p=round(numel(z)/2);
f=f(p:p+N)/sum(z);
plot(x,f,x,y);
title('Glaettung einer Messung');
legend('Messung','Glaettung');
vorlsavepic('glatt1D');
waitforbuttonpress;
x=(0:N)/N-0.5;
y=sign(x);
z=[-1 0 1];
f=conv(y,z);
p=round(numel(z)/2);
f=f(p:p+N);
plot(x,f,x,y);
title('Kantendetektor');
legend('Messung','Kante');
vorlsavepic('kant1D');
waitforbuttonpress;
y=abs(x);
z=[-1 2 -1];
f=conv(y,z);
p=round(numel(z)/2);
f=f(p:p+N);
plot(x,f,x,y);
title('Kruemmungsdetektor');
legend('Messung','Kruemmung');
vorlsavepic('kruem1d');
waitforbuttonpress;

Frank Wuebbeling
Eindimensionale Faltung
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Abbildung 2.10: 1D-Faltung mit glattem Vektor, Glattung

Klick fiir Bild glattaD

Abbildung 2.11: 1D—Faltung mit einem Kanten— bzw. Krimmungsdetektor

Klick fiir Bild kant1D
Klick fiir Bild kruem1d

function faltung2D
Y%FALTUNG2D

Y=imread (’cameraman. tif’);
Y=double (Y);

Listing 2.14: Zweidimensionale Faltung (faltung2D.m)

Klicken fiir den Quellcode von faltung2D.m

Alle diese Filter sind aus Bildbearbeitugsprogrammen wie Photoshop bekannt. Dort
gibt es auch die Option, Filter riickgangig zu machen. Dahinter steckt die Idee, ein
unscharfes Foto nachtraglich zu scharfen. Die mathematische Grundlage dafiir gibt
der Faltungssatz:

Satz 2.29 Seien y, = € CV. Dann gilt fiir die symmetrische diskrete Faltung von y
und z

—
o~ o~

Uz = (Y% 2),,
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Frank Wuebbeling
glatt1D.jpg: 1D–Faltung mit glattem Vektor, Glättung
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Frank Wuebbeling
kant1D.jpg: 1D–Faltung mit einem Kanten– bzw. Krümmungsdetektor
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Frank Wuebbeling
kruem1d.jpg: 1D–Faltung mit einem Kanten– bzw. Krümmungsdetektor


function faltung2D
%FALTUNG2D 
Y=imread('cameraman.tif');
Y=double(Y);
Z=[0 -1 0;-1 0 1; 0 1 0];
F=conv2(Y,Z);
imagesc(F);
colormap('gray');
axis off;
title('Kantendetektor');
vorlsavepic('kante2d');
waitforbuttonpress;
Z=[1 2 1;2 4 2; 1 2 1];
F=conv2(Y,Z);
imagesc(F);
colormap('gray');
axis off;
title('Geglaettetes Bild');
vorlsavepic('glatt2d');

Frank Wuebbeling
Zweidimensionale Faltung


Abbildung 2.12: 2D Kantendetektor, Glattung

Klick fiir Bild kante2d
Klick fiir Bild glatt2d

Beweis:

g

Also: Falls nur (y * z) und z bekannt sind, so gilt y = ((y/*\z)/z) und hieraus lasst
sich y durch inverse Fouriertransformation berechnen. Dies ist giiltig, solange die
Fourierkoeffizienten von z nicht verschwinden. Theoretisch lassen sich mit dieser
Formel unscharfe Bilder scharfrechnen, praktisch funktioniert das nur sehr einge-
schrankt, da die Fourierkoeffizienten tatsachlich sehr schnell gegen o gehen (un-
scharf maskieren, s. Ubungen).
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Frank Wuebbeling
kante2d.jpg: 2D Kantendetektor, Glättung
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Frank Wuebbeling
glatt2d.jpg: 2D Kantendetektor, Glättung


2.7.3 Bedeutung der trigonometrischen Interpolation

Aus der Analysis 1 ist bekannt, dass sich eine stetige 2w-periodische Funktion f auf
R als Linearkombination der trigonometrischen Funktionen schreiben lasst, also

00 4 a ) .
f(z) = Z cpett = 50 + ; ay, cos(kx) + by sin(kx)

k=—o0
mit den Fourierkoeffizienten

1 2w 1 2 2

k= — f(x)e ™*dx, a, = — (x) cos(kz)dx, by = — (x)sin(kz), k=0...

21 Jo T Jo T Jo

(analytische Fouriertransformation). Offensichtlich sind die trigonometrischen Trans-
formationen Approximationen an diese Integrale, siehe Kapitel Il.

Bei natiirlichen Ténen (etwa von Musikinstrumenten) verschwindet typischerweise
der Grofiteil der Koeffizienten, nur ein kleiner Teil der ¢;, ist wesentlich ungleich o.
Zur Beschreibung des Tons reicht es daher haufig, relativ wenige der Fourierkoeffizi-
enten anzugeben, dies ist eine der Ideen der MP3-Kompression. Natiirlich ist in die-
sem Fall nicht die Funktion selbst bekannt, es stehen nur aquidistante Messwerte
zu Zeitpunkten x;, zur Verfligung. Approximieren wir das Integral in der Formel etwa
fiir die ¢; durch & Zj.v:_ol f(z;)e*=i, erhalten wir die Formel fiir die diskrete Fou-
riertransformation. Da alle Werte reell sind, kann man alternativ auch die diskrete
Cosinustransformation nutzen.

Beispiel 2.30 Sei f(z) = |z| im Intervall [—r, ], periodisch fortgesetzt auf R. Die
Abbildung zeigt die Approximation an f fiir verschiedene Interpolationsgrade.
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Trigonometrische Interpolation von abs(x) auf [-n.5]

35 T T T T T T T
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Abbildung 2.13: Trigonometrische Interpolation

Klick fiir Bild simplefour

function simplefour
%SIMPLEFOUR

function yi=compute(N)

Listing 2.15: Trigonometrische Interpolation (simplefour.m)

Klicken fiir den Quellcode von simplefour.m

Beispiel 2.31 Das gleiche Beispiel mit der Cosinus—Transformation. Das Ergebnis
ist natiirlich dasselbe, nur die Programme unterscheiden sich.
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Frank Wuebbeling
simplefour.jpg: Trigonometrische Interpolation


function simplefour
%SIMPLEFOUR

    function y1=compute(N)
        x=(0:N-1)/N*2*pi;
        y=f(x-pi);
        x=exp(i*x);
        p=interpolate(x,y);
        p1=(flipud(p)')*N;
        max(abs(fft(y)-p1))
        x1=exp(i*x0);
        lim=N/2;
        p1=p(N-lim+1:N);
        p2=[p(lim-1:-1:1);0];
        y1=polyval(p1,x1)+polyval(p2,1./x1);
        y1=real(y1);
    end

close all;
f=@abs;
M=2000;
x0=(0:M)/M*2*pi;
z0=compute(4);
z1=compute(8);
z2=compute(16);
z3=compute(32);
plot(x0-pi,z0,x0-pi,z1,x0-pi,z2,x0-pi,z3,x0-pi,f(x0-pi));
title('Trigonometrische Interpolation von abs(x) auf [-\pi,\pi]');
legend('N=4','N=8','N=16','N=32','abs');
end

Frank Wuebbeling
Trigonometrische Interpolation


Cosinus-Interpolation von abs(x) auf [-xa]
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Abbildung 2.14: Interpolation mit der Cosinus-Transformation

Klick fiir Bild simplecos

function simplecostrans
%SIMPLECOSTRANS

function yi=compute(N)

Listing 2.16: Cosinus-Transformation (simplecostrans.m)

Klicken fiir den Quellcode von simplecostrans.m
Technisch passiert also ungefdahr das folgende:

1. Ein Signal wird aufgenommen.
2. Das Signal wird transformiert mit der Cosinus—Transformation.

. Einige Koeffizienten der Cosinus-Transformation werden libermittelt.

w

. Das Signal wird mit der inversen Cosinus—Transformation wieder zusammen-
gesetzt.

)
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Frank Wuebbeling
simplecos.jpg: Interpolation mit der Cosinus-Transformation


function simplecostrans
%SIMPLECOSTRANS

    function y1=compute(N)
        x=(0:N-1)/N*pi;
        y=f(x-pi);
        A=zeros(N);
        for i=0:N-1
            for k=0:N-1
            A(i+1,k+1)=cos(k*x(i+1));
            end
        end
        p=A\y';
        y1=zeros(numel(x0),1);
        for i=1:numel(x0)
            sum=0;
            for k=1:numel(p)
                sum=sum+p(k)*cos((k-1)*x0(i));
            end
            y1(i)=sum;
        end
    end

close all;
f=@abs;
M=2000;
x0=(0:M)/M*2*pi;
z0=compute(4);
z1=compute(8);
z2=compute(16);
z3=compute(32);
plot(x0-pi,z0,x0-pi,z1,x0-pi,z2,x0-pi,z3,x0-pi,f(x0-pi));
title('Cosinus-Interpolation von abs(x) auf [-\pi,\pi]');
legend('N=4','N=8','N=16','N=32','abs');
    end

Frank Wuebbeling
Cosinus-Transformation


Der letzte Schritt passiert dabei im MP3—Player auf sehr bescheidener Hardware,
das muss also sehr einfach durchzufiihren sein. Die Formeln in ?2? und ?? sind da-
zu nicht geeignet, der Aufwand zur Transformation von N Werten ist N? Additio-
nen und Multiplikationen. Wir werden deutlich einfachere Formeln herleiten, die
mit O(N log N) Rechenoperationen auskommen.

Dieselbe Idee lasst sich auch fiir Bilder durchfiihren (s. Einleitung): Wir definie-
ren die Fouriertransformation eines (zweidimensionalen) diskreten Bildes, indem
wir die Fouriertransformation erst auf jeder Zeile, dann auf jeder Spalte der Ma-
trix ausfiihren. Wieder wird unsere Funktion als Linearkombination von trigonome-
trischen Funktionen geschrieben, wieder ist die Idee, dass der Eindruck des Bil-
des durch relativ wenige Entwicklungskoeffizienten beschrieben wird. Dies ist die
Grundlage der JPEG-Kompression (wieder mit der Cosinustransformation an Stelle
der Fouriertransformation).

Abbildung 2.15: DCT des Kameramann-Bildes (abs val of log)

Klick fiir Bild cameramandct

Im Beispielbild wurde die zweidimensionale Cosinus—Transformation (DCT entlang
Zeilen, dann Spalten) auf dem Kameramann-Bild ausgefiihrt. Der Betrag des log
des Betrags der DCT wurde geplottet. Deutlich sichtbar ist, dass die relevanten Ko-
effizienten in der linken oberen Ecke stehen (niederfrequente Anteile).

2.7.4 FFT: Schnelle Fourier—Transformation

Wir beginnen mit zwei kurzen Beispielen. Sei in 2?2 N = 2, also wy = —1. Damit
ergibt sich fiir die y;:
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Frank Wuebbeling
cameramandct.jpg: DCT des Kameramann-Bildes (abs val of log)


Yo = Y + N

Fir N = 4 istwy = 1, also

Yo = Yo + o+ Y2 + ys = (Yo+uy2) + (y1 +ys3)
o= Yo + iy + (1) e+ () ys = (Wo—w2) + i (v —ys)
Yo = yo + (1) v + v + (=1) y3 = (Wo+w) + (=1) (n+ y3)
ys = Yo + (=) n + (=1) y» + () y3 = (Wo—v2) + (=i) (y1—y3)

Offensichtlich lasst sich die Anzahl der Rechenoperationen fiir N = 4 verringern,
indem man zundchst jeweils eine Fouriertransformation halber Lange auf den Fou-
rierkoeffizienten mit geradem und ungeradem Index durchfiihrt, und auf den Ergeb-
nissen wieder zwei Fouriertransformationen der Lange zwei ausfiihrt.

Dies ist die Grundidee der schnellen Fouriertransformation (FFT) von Cooley und
Tukey (1965), einer der Top 10-Algorithms of the century
(http://www.siam.org/news/news.php?id=637).

Satz 2.32 (FFT nach Cooley und Tukey) Sei N = pq. Dann kann die Fouriertransfor-
mation eines Vektors (yo, . . .,yn—_1) durch p Fouriertransformationen der Lidnge q, q
Fouriertransformationen der Ldnge p und N Multiplikationen berechnet werden.

Beweis: Wir bemerken zunachst, dass fiir jede Zahln € 0..N — 1 gilt

n = |n/p|p+ (nmodp) = |n/q] ¢+ (nmodq)

sowie
Why = wy, W = wp.
Esgiltfirk=0...N —1:

N-1
Y = ZwNyJ,j—ps—l—r s=0...q—1,r=0...p—1
7=0

= Zw%wasypsH, k=kq+ke, ks =0...p—1,ky=0...q—1

Diese Summe berechnen wir nach der folgenden Vorschrift:
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1. Firjedesrvon0O...p—1undkyvonO...q— 1berechne

q—1
Ay = s

s=0
Fiir festes r ist das jeweils eine FT der Lange ¢. Insgesamt sind das p Fourier-
transformationen der Lange ¢, ausgefiihrt auf den Vektoren y,, .

2. Firjedesrvon0O...p—1undjedes ky;vonO...q— 1 berechne
By, = WAL

Das sind N Multiplikationen.

3. FlirjedeskyvonO...p—1und kyvon0...q — 1 berechne

p—1
~ _ ker'r
Ykig+ke = Wy ko
r=0

Fiir jedes feste k, ist das eine FT der Lange p. Insgesamt sind das ¢ Fourier-
transformationen der Lange p, ausgefiihrt auf den Vektoren B, .

g

Damit konnen Fouriertransformationen schnell berechnet werden, falls NV ein Pro-
dukt kleiner Primzahlen ist, weil dann dieser Satz moglichst oft rekursiv genutzt
werden kann. Beispielsweise gilt flir N = 2P:

Satz 2.33 Sei M, die Anzahl der Multiplikationen, A, die Anzahl der Additionen
fiir eine Fouriertransformation der Ldnge N = 2P. Dann gilt M, = N % p/2 =
N/2logy, N, A, = Np = Nlog, N.

Beweis: Nur fiir M,,. Zur Berechnung einer Fouriertransformation der Lange 2¢*!
werden nach Satz ?? 2 Fouriertransformationen der Lange 27, 2P Fouriertransforma-
tionen der Lange 2 und 27! Multiplikatioen benétigt.

Es gilt M; = 1.

Mp+1 = 2Mp+N
Np+ N
= (2N)/2(p+1).
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Damit ist die Theorie der schnellen FT aber noch nicht beendet. Tatsachlich gibt
es fiir alle Langen spezielle Algorithmen, die eine schnelle Ausfiihrung ermdogli-
chen (siehe etwa Beth, Verfahren der schnellen FT, Mehlhorn, Effiziente Algorith-
men, oder diverse Artikel von S. Winograd). Die Schnelle Fouriertransformation ist
beispielsweise in der FFTW (www.fftw.org) implementiert, sie gilt allgemein als die
schnellste Implementation.

function yhat = myfft( y )

%MYFFT

%This is not really fast — it shows how the FFT
%computes its way. Do not use for real computations!

Listing 2.17: Einfache Implementierung der FFT (myfft.m)

Klicken fiir den Quellcode von myfft.m

2.8 Spline—Interpolation

Die kurze Behandlung innerhalb dieses Abschnitts wird der tatsachlichen Bedeu-
tung der Spline—Interpolation nicht gerecht, tatsachlich ist sie das Standardwerk-
zeug zur Interpolation und in jedem Werkzeugkasten zur Numerik implementiert.
Fiir eine umfassende Behandlung verweisen wir auf das Buch von de Boor.

2.8.1 Splines

Im Kapitel tiber Interpolationsfehler haben wir gesehen, dass es von Vorteil ist, die
Interpolation auf kleinen Intervallen durchzufiihren. Leider geht dabei die Differen-
zierbarkeit verloren. Splines beheben diesen Mangel: Sie sind Polynome vom Grad
k—1aufden einzelnen Intervallen [z;, x;, ;] mit der zusatzlichen Forderung, dass an
den Schnittstellen der Intervalle die Polynome von links und rechts bis zur (k — 2)-
ten Ableitung iibereinstimmen. Dies ermoglichen wir, indem wir den Polynomgrad
auf den Intervallen erhéhen.

Beispiel 2.34 Gegeben seien die Stiitzstellen —1,0, 1 und die Stiitzwerte 0,0, 1. Das
interpolierende Polynom ist x(x + 1)/2. Der Polygonzug ist nicht differenzierbar.
Lassen wir auf den einzelnen Intervallen quadratische Polynome zu, so interpoliert
die Funktion (max(x,0)? und ist stetig differenzierbar in o.
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function yhat = myfft( y )
%MYFFT
%This is not really fast - it shows how the FFT
%computes its way. Do not use for real computations!
%This is he Cooley-Tukey algorithm.
format compact;
if (nargin<1)
    y=ones(1025,1);
end
if (size(y,1)>1)&&(size(y,2)>1)
    for i=1:size(y,1)
        y(i,:)=fastft(y(i,:));
    end
    yhat=y;
    for i=1:size(y,2)
        y(:,i)=fastft(y(:,i));
    end
    yhat=y;
    return
end
global Nops;
Nops=0;
tic;
yhat1=simpleft(y);
[num2str(Nops) ' Operationen in ' num2str(toc) ' Sekunden.']
Nops=0;
tic;
yhat2=fastft(y);
[num2str(Nops) ' Operationen in ' num2str(toc) ' Sekunden.']
maximalerFehler=max(abs(yhat1-yhat2))
tic
yhat3=fft(y);
'Vergleich zur FFTW:'
maximalerFehler=max(abs(yhat3-yhat2))
toc
if (nargout>0)
    yhat=yhat2;
end
end

function yhat = simpleft(y)
global Nops;
n=numel(y);
yhat=zeros(n,1);
omega=exp(i*2*pi/n);
for j=0:n-1
    sum=0;
    for k=0:n-1
        sum=sum+omega^(k*j)*y(k+1);
        Nops=Nops+1;
    end
    yhat(j+1)=sum;
end
end

function yhat = fastft(y)
global Nops;
n=numel(y);
f=factor(n);
yhat=zeros(n,1);
if (n<33)
    yhat=simpleft(y);
    return;
end
if (numel(f)==1)
    %prime number - should use prime FFT algorithm
    yhat=simpleft(y);
else
    p=f(2);
    q=n/p;
    omega=exp(2*pi*i/n);
    A=zeros(q,p);
    B=A;
    for r=0:p-1
        v=zeros(q,1);
        for s=0:q-1
            v(s+1)=y(q*r+s+1);
        end
        v=fastft(v);
        for k2=0:q-1
            A(k2+1,r+1)=v(k2+1);
        end
    end
    for r=0:p-1
        for k2=0:q-1
            B(k2+1,r+1)=omega^(k2*r)*A(k2+1,r+1);
            Nops=Nops+1;
        end
    end
    for k2=0:q-1
        v=zeros(p,1);
        for r=0:p-1
            v(r+1)=B(k2+1,r+1);
        end
        v=fastft(v);
        for k1=0:p-1
            yhat(k1*q+k2+1)=v(k1+1);
        end
    end
end
end
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Vergleich: Polynom/Polygonzug/Spline
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Abbildung 2.16: Vergleich Polynom/Polygon/Spline

Klick fiir Bild splinetest

Definition 2.35 Seien zy < xy < ... < z,, reelle Zahlen. Eine Funktion s : [x¢, z,]
R heift Spline der Ordnung k (zu den Knoten x . . . x,,), falls

1. s € C%([wg, x,]) fiir k > 1.

2. S8

(2,2 +1] € P._1,2=0...n—1.

Ublicherweise wird der Spline iiber sein eigentliches Definitionsgebiet hinaus fort-
gesetzt, z.B. linear oder periodisch.

Beispiel 2.36 1. Fiir f : R — R sei

TN 0 <0
f (x)_{f(a?) >0 "

Dann ist (z*=1)* in C**=2 (aber nicht C*~Y) und damit Spline der Ordnung
k.

2. Splines der Ordnung 1 sind genau die Funktionen, die konstant sind in jedem
Intervall (siehe 22).
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Vergleich: Polynom/Polygonzug/Spline
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splinetest.jpg: Vergleich Polynom/Polygon/Spline


3. Sei s stetig und linear in jedem Intervall, also ein Polygonzug. Genau dann ist
s Spline der Ordnung 2.

Wir werden nun eine Basis des Raums der Splines der Ordnung k& angeben und die-
se als Ansatzfunktionen zur Interpolation nutzen. Hierzu bestimmen wir zunachst
die Dimension des Raums: Sei s ein Spline der Ordnung k. Wir haben n Interval-
le. Auf jedem Intervall ist s € P,_1, also gibt es insgesamt nk Polynomkoeffizi-
enten. An den Schnittstellen x; bis x,,_; miissen die Ableitungen links und rechts
bis zum Grad (k — 2) iibereinstimmen, macht insgesamt (kK — 1)(n — 1) lineare
Bedingungen, von denen man mit dem Satz iiber die Eindeutigkeit der Hermite—
Interpolation sieht, dass sie unabhdngig sind. Der Ansatzraum hat damit die Di-
mensionnk — (n —1)(k—1)=n+k — 1.

Definition 2.37 Seien xy < x1 < ... < x,, reelle Zahlen. Dann heifSen

1 o, <2<z
Bia(z) :{ 0 S(Z)nst v
T —Z Titk — T
Blyk(x) = —zBi,kfl(x) + H_—Bi+17k,1($)
Litk—1 — Ly Tivk — Tit1

B-Splines der Ordnung k.

Beispiel 2.38 (rekursive Definition von B—Splines)

1. B-Splines der Ordnung 1 sind stiickweise konstant, also Splines der Ordnung
1.

2. Sei nun k = 2. Fiir x < x; verschwinden B;, und B, daher ist auch
B, 5(z) = 0. Gleiches gilt fiir v > x;+1. Sei x € [x;,x;41). Dann ist B; 1(z) = 1
und B; 5 istlinear, B; 5(x;) = 0, B;2(xi41) = 1. Ebenso B; s(x;42) = 0. Also ist
B, 5 ein Polygonzug, der auf allen x;, verschwindet aufSer fiir k =i + 1.

Bemerkung: Diese Definition kann auch fiir mehrfache Knoten (z; = x;,1) erweitert
werden, in diesem Fall ist B definiert als der Grenzwert fiir z; 1 — z;.
Das Beispiel lasst sich fortsetzen, es gilt der Satz:

Satz 2.39 (Eigenschaften der B-Splines)

1. B, ist Spline der Ordnung k.

2. Der Trdger von B,y ist (z;, i) (@i, Tiyx) flir k = 1).
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3. Falls links von xy und rechts von z,, noch jeweils (k — 1) zusdtzliche Punkte
T_py1 bis x_y bzw. x,,1 ... 2,1 eingefiigt werden, so sind die B-Splines

Bk j=—k—1...n—1, Basis des Spline-Ansatzraums.

Beweis: Durch einfaches Nachrechnen. Zum letzten Punkt: Zusammen mit den ein-
gefligten Punkten gibt es gerade (n + k — 1) B-Splines B, i = =k +1...n — 1,
mit Trager in (zo, z,,). Wegen der Trager—Bedingung sind sie linear unabhdngig. O
Bemerkung: Eine alternative Wabhl fiir eine Basis des Spline—Ansatzraums der Ord-
nung k sind die bereits eingefiihrten Funktionen (0° = 0)

yj(z) = (max(0,2 — z;)* "), j=—(k—1)...n— 1.

function y = bspline( i,k,xo0,x )
%BSPLINE
function y=Bint (i,k,xo0)
if (k==1)

Listing 2.18: Berechnung von B-Splines (bspline.m)

Klicken fiir den Quellcode von bspline.m

function y = dbspline( i,k,xo0o,x,j )
%DBSPLINE

% j is order of differentiation

if (j==0)

Listing 2.19: Berechnung der Ableitung (dbspline.m)

Klicken fiir den Quellcode von dbspline.m

function bsplinedemo2

%BSPLINEDEMO2

X=0:10;

x=[0 0.5 1 2.5 3.5 4 4.5 7 8 8.2 10];

Listing 2.20: B-Splines (bsplinedemo2.m)

Klicken fiir den Quellcode von bsplinedemo2.m
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function y = bspline( i,k,x0,x )
%BSPLINE
    function y=Bint(i,k,x0)
        if (k==1)
            y=zeros(size(x0));
            y((x0>x(i))&(x0<=x(i+1)))=1;
        else
            y=Bint(i,k-1,x0).*(x0-x(i))/(x(i+k-1)-x(i))+...
                Bint(i+1,k-1,x0).*(x(i+k)-x0)/(x(i+k)-x(i+1));
        end
    end
y=Bint(i+1,k,x0);
end

Frank Wuebbeling
Berechnung von B–Splines


function y = dbspline( i,k,x0,x,j )
%DBSPLINE 
% j is order of differentiation
if (j==0)
    y=bspline(i,k,x0,x);
    return
end
% If j>=order of spline, spline is not (rhs-) differentiable
if (j>=k)
    y=0;
    return;
end
y=(k-1)*(dbspline(i,k-1,x0,x,j-1)/(x(i+k)-x(i+1))...
    -dbspline(i+1,k-1,x0,x,j-1)/(x(i+k+1)-x(i+2)));
end

Frank Wuebbeling
Berechnung der Ableitung


function bsplinedemo2
%BSPLINEDEMO2 
x=0:10;
x=[0 0.5 1 2.5 3.5 4 4.5 7 8 8.2 10];
P=100;
x0=(0:P*10)/P;
for i=1:7
    y0=zeros(i,numel(x0));
    num=max(i,1);
    leg=cell(num,1);
    for j=1:num
    y=dbspline(1,i,x0,x,j-1);
    y0(j,:)=y;
    leg{j}=[num2str(j-1) '. Ableitung'];
    end
    plot(x0,y0);
    legend(leg);
    title(['B-Spline der Ordnung ' num2str(i)]);
    waitforbuttonpress;
end

Frank Wuebbeling
B–Splines


function y = splinecoeff( x,i,k,j )
%SPLINECOEFF Coefficients of spline B(i,k)
%in interval starting at x_j

if (k==1)

Listing 2.21: Berechnung der Koeffizienten von B—Splines (splinecoeff.m)

Klicken fiir den Quellcode von splinecoeff.m

function [ output_args ] = testsplinecoeff( input_args )
%TESTSPLINECOEFF

N=50;

i=1;

Listing 2.22: Auswertung von B-Splines anhand der Koeffizienten (testsplineco-
eff.m)

Klicken fiir den Quellcode von testsplinecoeff.m

Abbildung 2.17: Splines der Ordnung 3 und 4

Klick fuir Bild splines
Klick fiir Bild splineg

Damit haben wir eine Basis des Spline—Ansatzraums gefunden, und wir kénnen
eine Interpolation mit allgemeinen Ansatzfunktionen durchfiihren. Bleibt noch die
Frage offen, ob das Interpolationsproblem eindeutig l6sbar ist, d.h. ob die zugehori-
ge Vandermonde—artige Matrix invertierbar ist. Es gilt der Satz:
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function y = splinecoeff( x,i,k,j )
%SPLINECOEFF Coefficients of spline B(i,k) 
%in interval starting at x_j
if (k==1)
    if (i==j)
        y=1;
    else
        y=0;
    end
    return
end
y=1/(x(i+k)-x(i+1))*conv([1 -x(i+1)],splinecoeff(x,i,k-1,j))+...
    1/(x(i+k+1)-x(i+2))*...
    conv([-1 x(i+k+1)],splinecoeff(x,i+1,k-1,j));

Frank Wuebbeling
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function [ output_args ] = testsplinecoeff( input_args )
%TESTSPLINECOEFF 
N=50;
i=1;
k=4;
p=k+1;
x=0:i+p;
x=sort(rand(i+p+1,1));
y1=[];
x1=[];
for j=0:p
    Q=splinecoeff(x,i,k,j);
    x0=(0:N-1)/N*(x(j+2)-x(j+1))+x(j+1);
    y0=polyval(Q,x0);
    y1=[y1 y0];
    x1=[x1 x0];
end
plot(x1,y1);
title(['Spline der Ordnung ' num2str(k) ...
    ' ausgewertet durch Koeffizienten.']);

Frank Wuebbeling
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spline4.jpg: Splines der Ordnung 3 und 4


Satz 2.40 Seien zy < x; < ... < =z, reelle Zahlen. Gegeben seien Stiitzstellen t;
mit Stiitzwerten y;, j =0...n —k, t; € (z;, z;+%). Dann gibt es genau einen Spline
s der Ordnung k, s(x) = Zz:ok a;Bi(z), sodass s(t;) =y;, 7 =0...n— k.

Beweis: Schoenberg and Whitney 1953 mit der Definition der B-Splines iber divi-
dierte Differenzen, de Boor 1976 mit linearer Algebra, einfachster Beweis in de Boor
2001. U

Meist wahlt man als Stiitzstellen gleich einige der Knoten, dies ist nach dem Satz
jedoch nicht notwendig. Zur Bestimmung der Koeffizienten der B-Splines muss ein
lineares Gleichungssystem gelost werden. Da die Ansatzfunktionen einen kleinen
Trager haben, hat die Matrix héchstens die Bandbreite &, das Gleichungssystem
kann also sehr einfach gelést werden. Zusatzlich fallen natiirlich auch bei der Aus-
wertung der Spline—Funktion in der Summe fast alle Summanden weg, d.h. auch
hier ist der Aufwand zur Auswertung gering.

de Boor berechnet auch die Kondition der Matrizen, sie ist klein, falls die Interpola-
tionspunkte einigermaBen gleichmafig verteilt sind.

Die am hdufigsten benutzten Splines sind die kubischen Splines der Ordnung 4. Sie
sind zweimal stetig diffbar, also hinreichend glatt, und l6sen unser Straklattenpro-
blem aus der Einleitung.

Lemma 2.41 Es gilt

G (2) = { exp(1/((z — z0)? — 522) |Sxon_stxo| <€ € C(R)

und ge ., > 0 auf (zo — €, xg + €).

Beweis: Durch Nachrechnen, an den Enden des Intervalls geht die Funktion mit allen
ihren Ableitungen exponentiell gegen o. g..¢ ist also eine C°°~Funktion mit kom-
paktem Trager. O
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Abbildung 2.18: C*°—Funktion mit kompaktem Trager

Klick fiir Bild expfrac

Satz 2.42 (Minimaleigenschaft der kubischen B—Splines) Seien x . . . x,, der Grofie
nach geordnete, paarweise verschiedene Stiitzstellen und vy . . . y,, Stiitzwerte. Sei

V ={ veC*R):veC®(zj,xj11), v(z;) =y;, j=0...n,
v linear fortgesetzt auerhalb [xq,x,]}.

Auf C%*(R) (linear auferhalb [z, x,)) seien das (positiv semidefinite) Skalarprodukt

(u,v) = Au”(x)v”(:c)dx

und die Halbnorm
1/2

o] = (v,0)
definiert. Dann gilt:

u = arg mi‘r/l |v| = wist Spline der Ordnung 4 zu xy . . . x,,.
ve
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expfrac.jpg: C–Funktion mit kompaktem Träger


Im Sinne unseres Straklattenproblem ist damit der natiirliche kubische Spline die
Losung der Aufgabe, eine Kurve mit minimaler Krimmung zu finden, die durch vor-
gegebene Punkte geht. Achtung: Die Bedingung, dass v linear fortgesetzt werden
kann, bedeutet v”(xy) = v"(x,) = 0, dadurch haben wir zusammen mit der Inter-
polationsbedingung geraden +1+2 =n + 3 = n + k — 1 Bedingungen, d.h. die
Funktion ist auch eindeutig definiert.
Beweis: Zu zeigen ist: u ist auf jedem Intervall ein Polynom vom Grad 3.
Sei o € R, dann gilt
veV=u+alv—u) eV

gla) = |u+alv—u)

= (u+alv—u),u+alv—u))

= |ul® + 2a(u, v —u) + a?|lv — ul?

Da |v| sein Minimum in w annimmt, muss g(«) ein Minimum bei 0 haben, also
¢'(0) = 0 und damit (u,v — u) = 0.

Sei nun i fest. Sei v € V, v = w auBerhalb von [z;, z;,;] und beliebig auf diesem
Intervall. Da u,v € C?, gilt u(z;) = v(z;), v'(z;) = v'(x;) und v”(z;) = v"(x;) und
ebenso fiir z; 1. Weiter gilt mit partieller Integration

0 = (u,v—u)

Tit1
= / u”’ (v —u)"dx
x

i

= [u"(v—u)]zi" /wi+1 u" (v —u) dx
x;
Z;

Ti41
— —[UNI<U _ u)]§z+1 + / u////(v _ u)dx

2

Tit1
= / u" (v — u)dx
x;

Angenommen, 3z € (2, 7,41) mitu®(z) > 0. Dau® stetigistin z, ist u® positivin
einem e-Intervall um z. Wdhle e so klein, dass e < min;(|z—x;|). Setze v = u+g. ..
Dann ist v € V, denn es ist C* und erfiillt die Inerpolationsbedingung, da g .
verschwindet auf allen Stiitzstellen und u die Interpolationsbedingung erfiillt. Auf
(z — 6,2 +¢€)istv —u = g positiv, u¥ auch, auBerhalb ist es o, also kann das
Integral nicht O sein, im Widerspruch zur Annahme. Ebenso fiir negative Werte, also
istu® = 0im Inneren jedes Intervalls. O

\(function b = splineinterpols W
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%SPLINEINTERPOL natural cubic splines
K=4; %Splinegrad
N=8; %Stuetzstellen

Listing 2.23: Interpolation mit B-Splines (splineinterpols.m)

Klicken fiir den Quellcode von splineinterpolg.m

spline interpolation of order 4 and 8 intervals of Runge function
1 T T T T T T T T

spline
L runge ||
02 > sample

Abbildung 2.19: Spline—Interpolation der Runge—Funktion

Klick fiir Bild splineinterpol

2.8.2 Spline—Interpolation in héheren Dimensionen

Falls die Auswertepunkte in héheren Dimensionen auf einem rechteckigen Gitter
liegen, kann man in hoheren Dimensionen so vorgehen wie bei der Fouriertransfor-
mation: Fiir ein Bild etwa, das auf eine hohere Auflésung hochinterpoliert werden
soll, wird erst entlang der Zeilen, dann entlang der Spalten mit Splines interpoliert.
Dieses Vorgehen fiihrt nicht zum Erfolg, falls die Auswertepunkte unregelmafig ver-
teilt sind. In diesem Fall bendtigt man echte Splines in hheren Dimensionen. In der
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function b = splineinterpol4
%SPLINEINTERPOL natural cubic splines
K=4;  %Splinegrad
N=8; %Stuetzstellen
M=N+K-1;
P=100;

x=(0:N)/N;
x0=[(-(K-1):-1)/N (0:N)/N (1:(K-1))/N+1];
x1=(0:P)/P;
x=2*x-1;
x0=2*x0-1;
x1=2*x1-1;
y=runge(x);

A=zeros(M);
for j=0:M-1
    A(1,j+1)=dbspline(j,K,x(1),x0,2);
    A(M,j+1)=dbspline(j,K,x(N+1),x0,2);
end
for i=1:N+1
    for j=0:M-1
        A(i+1,j+1)=bspline(j,K,x(i),x0);
    end
end
y2=y;
y=[0 y 0];
size(A)
size(y)
b=A\y';

y1=0;
for j=0:M-1
    y1=y1+b(j+1)*bspline(j,K,x1,x0);
end
close all;
plot(x1,y1,x1,runge(x1),x,runge(x),'x','MarkerSize',12);
title (['spline interpolation of order ' num2str(K)...
    ' and ' num2str(N)...
    ' intervals of Runge function']);
legend('spline','runge','sample');
end

function y=runge(x)
y=1./(1+25*x.*x);
end
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Numerik der partiellen Differentialgleichungen wird genau dies benutzt, wir geben
nur einen ganz kurzen, informellen Ausblick.

Eine natiirliche Erweiterung von Splines in hohere Dimensionen sind Finite Elemen-
te. Wir betrachten ein Beispiel im R2. Es sei eine Funktion auf einem Gebiet G C R?
zu approximieren. Hierzu teilen wir G zundchst in endlich viele Teilgebiete G}, auf.
Fiir jedes Teilgebiet wahlen wir einen linearen Raum von Ansatzfunktionen V;, etwa
lineare Funktionen in den Raumkoordinaten zy, z5. Wir definieren Funktionen f auf
G mit f|G, € Vj Vk. Damit ware allerdings nicht einmal die Stetigkeit gesichert.
Hierzu fordern wir noch zusatzliche lineare Bedingungen, die die Glattheit sicher-
stellen.

Beispiel 2.43 Lineare Dreiecke. Sei G = |J, G\, G\ jeweils das Innere eines Drei-
ecks, und keine Ecke falle auf eine Seite. Als Ansatzraum auf jedem G, wdhlen wir
die linearen Funktionen. Sei f nun eine Funktion auf G, die linear ist auf jedem G;..
Sei P eine beliebige Ecke. Falls fiir jedes Dreieck, das P als Ecke hat, der Wert der
Fortsetzung von f|g, gleich ist, hat f insgesamt eine stetige Fortsetzung. Unter die-
ser Bedingung heif3t f Finite—Elemente—Funktion fiir lineare Dreiecke.

Beweis: Zu zeigen ist: Die Fortsetzung von f ist entlang aller Kanten stetig. Sei K
eine Kante, die durch P und () begrenzt ist und die Dreiecke G\, und G, trennt. f|Gj,
ist linear, also durch die Werte f(P) und f(Q) bereits eindeutig bestimmt. Gleiches
gilt aber auf fiir f|G;, also sind die Fortsetzungen von beiden Seiten gleich. O

Die Finite—Elemente—Funktionen kénnen wir nun zur Approximation einer Funktion
g auf G nutzen. Seien Py alle Ecken. Dann gibt es genau eine Finite—Elemente—
Funktion f mit f(Py) = g(Px).

2.9 Alternative Interpolationsmethoden

Aus Zeitgriinden gehen wir auf einige Interpolationsmethoden hier nur am Rande
ein.

2.9.1 Rationale Interpolation

Seien xq,...,xN, Yo, ...,yn Stiitzstellen und —werte. Wir interpolieren mit einer
Funktion w(x) der Form
P k
apXl
w(r) = —Ekgo -
2o bja?
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Rationale Interpolation liefert hdufig bessere Interpolationseigenschaften als die
normale Polyominterpolation (das Runge—Beispiel etwa kann sie natiirlich exakt ap-
proximieren!).

Die Koeffizienten a;, und b, lassen sich (nach Multiplikation mit dem Nenner) als
Losung eines linearen Gleichungssystems berechnen.

function [a,b] = ratinterp( x,y,n,m )
%RATINTERP rational interpolation
%assumes that po\not=o.

M=n+m+1;

Listing 2.24: Rationale Interpolation (ratinterp.m)

Klicken fiir den Quellcode von ratinterp.m

function y = rateval( a,b,x )

Y%RATEVAL
y=polyval(a,x)./ polyval(b,x);
end
Listing 2.25: Rationale Auswertung (rateval.m)
Klicken fiir den Quellcode von rateval.m

function [ output_args ] = ratdemo( n,m )
Y9%RATDEMO
if (nargin<1)

n=2;

Listing 2.26: Beispiel zur rationalen Interpolation (ratdemo.m)

Klicken fiir den Quellcode von ratdemo.m

2.9.2 Approximation und Ausgleichspolynome

In vielen Situationen ist es giinstiger, statt einer Interpolation eine Approximation
zu wahlen, bei der wir die Bedingung fallen lassen, dass die resultierende Funk-
tion exakt durch die vorgegebenen Punkte gehen muss. Dies ist die Methode der
Ausgleichspolynome: Wir suchen ein Polynom in Py, mit p(zx) = yx, K = 0... N,
mit M < N. Diese Aufgabe ist so offensichtlich im allgemeinen nicht l6sbar, mit
der Methode der kleinsten Quadrate lassen sich aber optimale Naherungen finden
(siehe Numerische Lineare Algebra), siehe Beispiel fiir N = 2M und das Rungebei-
spiel.
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function [a,b] = ratinterp( x,y,n,m )
%RATINTERP rational interpolation
%assumes that p0\not=0.
M=n+m+1;
if M~=numel(x)
    'Incorrect Size.'
    error('12','Incorrect Size.');
end
A=zeros(M);
c=zeros(M,1);
for j=1:numel(x)
    for k=1:n
        A(j,k)=x(j)^(k);
    end
    for k=0:m
        A(j,n+1+k)=-y(j)*(x(j)^k);
    end
    c(j)=-1;
end
d=A\c;
a=[1;d(1:n)];
b=d(n+1:M);
a=a(end:-1:1);
b=b(end:-1:1);

Frank Wuebbeling
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function y = rateval( a,b,x )
%RATEVAL 
y=polyval(a,x)./polyval(b,x);
end

Frank Wuebbeling
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function [ output_args ] = ratdemo( n,m )
%RATDEMO 
if (nargin<1)
    n=2;
end
if (nargin<2)
    m=2;
end
f=@cos;
N=1000;
P=n+m+1;
x=rand(P,1);
y=rand(P,1);
x=(0:P-1)/(P-1)*pi;
y=f(x);
x0=(0:N)/N*pi;
plot(x,y,'X',x0,f(x0));
Y=zeros(n+m+1,numel(x0));
hold on;
for i=0:n+m
[a,b]=ratinterp(x,y,i,n+m-i);
y0=rateval(a,b,x0);
Y(i+1,:)=y0;
end
plot(x0,Y');
title(['Rational interpolation of ' func2str(f)]);
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function ausgleichspol( N,M )
%AUSGLEICHSPOL
if (nargin<1)

N=100;

Listing 2.27: Approximation durch Ausgleichspolynome (ausgleichspol.m)

Klicken fiir den Quellcode von ausgleichspol.m

Abbildung 2.20: Approximation durch Ausgleichspolynome

Klick fiir Bild ausgleichspol

Alternativ konnen Methoden der Funktionsapproximation gewahlt werden. Falls die
komplette Funktion f bekannt ist, definieren wir als die Bestapproximation von f
beziiglich der co-Norm in Py das Polynom px in Py, fiir das ||f — p||o minimal
ist. Der Satz von Weierstrass garantiert die punktweise Konvergenz von py gegen

7.

> with (numapprox);

[chebdeg, chebmult, chebpade, chebsort, chebyshev, confracform|,

Listing 2.28: Bestapproximation in Maple (minimax.m)

Klicken fiir den Quellcode von minimax.m
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function ausgleichspol( N,M )
%AUSGLEICHSPOL
if (nargin<1)
    N=100;
end
close all;
P=200;
f=@runge;
if (nargin<2)
M=round(N/5);
end

x=(0:N)/N*2-1;
y=f(x);
p=polyfit(x,y,M);
x1=(0:P)/P*2-1;
y1=f(x1);
y2=polyval(p,x1);
plot(x,y,'x',x1,y1,x1,y2);
legend('Interpolating points','function','approximation');
title(['Approximation using ' num2str(N+1) ...
    ' interpolating points and polynomial of degree '...
    num2str(M) '.']);
end

function y=runge(x)
y=1./(1+25*x.*x);
end
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> with(numapprox);



  [chebdeg, chebmult, chebpade, chebsort, chebyshev, confracform,



        hermite_pade, hornerform, infnorm, laurent, minimax, pade,



        remez, taylor]



> g:=minimax(x->1/(1+25*x*x),-1..1,[20,1],x->1,'maxerror');



                                         -8

  g := x -> .9909606714 + (-.306046292 10   + (-20.87842021 + (



                      -6                                 -5

        .1051795768 10   + (289.9627166 + (-.127434849 10   + (



                                      -5

        -2416.636576 + (.6803333953 10   + (12249.66957 + (



        -.0000138981154 + (-38953.17409 + (-.0000127115484 + (



        79183.48192 + (.0001119165786 + (-102618.9367 + (



        -.0002074260612 + (81930.12928 + (.0001683900070



         + (-36696.14010 + (-.00005199827726 + 7051.578961 x) x) x) x



        ) x) x) x) x) x) x) x) x) x) x) x) x) x) x) x) x



> plot(f(x)-g(x),x=-1..1);



> 
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Abbildung 2.21: Fehler der Bestapproximation des Rungebeispiels, berechnet mit
Maple

Klick fiir Bild minimax

function yi=matlabminmax(n)

WMATLABMINMAX

%Achtung: Ab Matlab R2009 benoetigt dieses
%Programm die maple—Toolbox

Listing 2.29: Bestapproximation in Matlab (matlabminmax.m)

Klicken fiir den Quellcode von matlabminmax.m
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function y1=matlabminmax(n)
%MATLABMINMAX
%Achtung: Ab Matlab R2009 benoetigt dieses
%Programm die maple-Toolbox
%(wird beim Installieren von Maple nach Matlab
% gleich mitinstalliert)
if (nargin<1)
    n=20;
end
maple('with(numapprox)')
maple(['p:=minimax(x->1/(1+25*x*x),-1..1,[' num2str(n) ...
    ',1],x->1,''maxerror'')'])
P=200;
x=(0:P)/P*2-1;
y2=runge(x);
y1=zeros(size(x));
for i=1:numel(x)
    y=maple(['p(' num2str(x(i)) ')']);
    %Strange. Depends on maple toolbox version.
    if (isstr(y))
        y=str2num(y);
    end
    y1(i)=y;
end
plot(x,y1,x,y2);
legend('Interpolation','Function');
title(['Bestapproximation des Runge-Beispiels fuer N='...
    num2str(n)]);
if (nargout==0)
    y1=max(abs(y2-y1));
end
end
function y=runge(x)
y=1./(1+25*x.*x);
end
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Kapitel 3

Numerische Integration und Differentiation

In diesem Kapitel wollen wir fiir f € C*(a,b) und eine feste Gewichtsfunktion w €
L'(a,b), w(z) > 0, bestimmte Integrale der Form

sowie die Ableitungen von f numerisch approximieren. Fiir die normale Integration
gilt einfach w = 1.

Die einfache zentrale Idee fiir beide Aufgaben ist: Werte f an einigen Stiitzstellen
aus und integriere bzw. differenziere statt f das zugehdorige Interpolationspolynom.

3.1 Kilassische Quadraturformeln durch Interpolation

Definition 3.1 Sei f € C([a,b]), xr € [a,b] paarweise verschiedene Stiitzstellen,
k =0...n. Dann heifit das Funktional

L(f) = ZAjf(l’j)

Quadraturformel mit Gewichten A;.
|I.(f) — I(f)| hei3t Quadraturfehler.
I,,(f) heifit exakt von der Ordnung m, falls I,,(p) = 1(p) Vp € Pp,.

Mit Hilfe der Lagrange—Interpolation kdnnen wir leicht Quadraturformeln I,, herlei-
ten, die exakt sind von der Ordnung n. Wir ersetzen einfach die Integration iiber f
durch die Interpolation liber das Interpolationspolynom p € P, mit p(z;) = f(x;),
j =0...nund berechnen p mit der Lagrange—Formel.
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Satz 3.2 Seien xq, ..., x, paarweise verschiedene Stiitztstellen in |a, b], und
b
A =1(wy) = / w(z)w;(z)dx
mit den Lagrange—Polynomen w; . Dann ist die zugehdrige Quadraturformel
L(f)=>_ Ajf(z))
=0

exakt von der Ordnung n. Die Gewichte sind eindeutig bestimmt.

Beweis: Seip € P,.Dannist p sein eigenes Interpolationspolynom der Ordnung n,
d.h. mit der Formel von Lagrange

p(z) = Zp(l’j)wj(l’)‘

Also gilt
b
1) = [ wple)dx
n b
= > bl [ wlopuy(oix
j=0 a
= > Apl))
§=0
= I.(p).
Zur Eindeutigkeit setze p = wy, damit gilt Ay = I,,(wy) = I(wy). O

Definition 3.3 (Newton—Cotes—Formeln)

1. Seien xy,...,x, gleichverteilt im abgeschlossenen Intervall [a,b], also x} =
a+kh, h = (b—a)/n. Dann heif3en die zugehérigen exakten Quadraturformeln
der Ordnung n geschlossene Newton—Cotes—Formeln.

2. Seienxy, ..., x, gleichverteiltim offenen Intervall (a,b), also ), = a+(k+1)h,
h = (b—a)/(n+ 2). Dann heifsen die zugehérigen exakten Quadraturformeln
der Ordnung n offene Newton—Cotes—Formeln.
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Bemerkung: Ublicherweise gibt man die Formeln auf einem Standardintervall an
und transformiert linear auf [a, b]. Sei also etwa eine Formel auf [0, 1] gegeben, dann
erhdlt man durchx = a + t(b — a)

b 1 n
[ 1@ix=0=a) [ flasto-apdt~ -0 3 Afw)

eine Quadraturformel fiir [a, b].

Beispiel 3.4 Berechnung der Gewichte fiir geschlossene Newton—Cotes—Formeln und
w = 1 durch Transformation auf (0,n):
Es gilt mit der Substitution x = ht + a:

a = ol )

Fiir die offenen Formeln geht das Integral bis (n+2), und das Produkt von 1 bis n+1.
Die a; sind vom Integrationsintervall unabhdngige feste Zahlen, insbesondere gilt

L(f)=h Z a; f(z;).

Beispiel 3.5 (Newton—-Cotes fiirw = 1)

1. Offene Newton—Cotes—Formel,n =0, h = (b — a)/2:

7o = (a+b)/2, aoz/021d)<:2, Io(f):f<a;b> (b—a).

Dies ist die Mittelpunktsregel.

2. Geschlossene Newton—Cotes—Formel, n = 1:

h=({0-a), xo=a, 11 =0
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Dies ist die Trapezregel.

Die folgende Tabelle gibt die Gewichte a; fiir die geschlossenen Newton—Cotes—
Formeln und ihre iblichen Namen an:

nila a; ay as ay Name

11 1 -5 Trapezregel

211 4 1 % Simpson—Regel, Keplersche Fassregel
3/1 3 3 1 -3 Newtonsche 3-Regel

417 32 12 32 7 £ Milne-Regel

Fiir n > 8 werden die Gewichte teils negativ, was zu Ausloschung und Instabilitat
fuhrt (s. Numerische LA).

function A = quadratur( a,b,x,w )
%QUADRATUR
if (nargin<y)

w=@one;

Listing 3.1: Gewichte fiir Quadraturformeln (quadratur.m)

Klicken fiir den Quellcode von quadratur.m

function [A,x] = newtoncotesclosed( n,a,b,w )
9%NEWTONCOTESCLOSED
if (nargin<3)

a=o;

Listing 3.2: Geschlossene Newton—Cotes—Formeln (newtoncotesclosed.m)

Klicken fuir den Quellcode von newtoncotesclosed.m
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function A = quadratur( a,b,x,w )
%QUADRATUR
if (nargin<4)
    w=@one;
end
n=numel(x);
A=zeros(size(x));
syms t;
for j=1:n
    %Make sure that P is a symbol!
    P=w(t)*t/t;
    for l=1:n
        if (l~=j)
            P=P*(t-x(l))/(x(j)-x(l));
        end
    end
    A(j)=int(P,a,b);
end
end
function y=one(x)
y=1;
end
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function [A,x] = newtoncotesclosed( n,a,b,w )
%NEWTONCOTESCLOSED 
if (nargin<3)
    a=0;
    b=n;
end
x=(0:n)/n*(b-a)+a;
if (nargin<4)
    A=quadratur(a,b,x);
else
    A=quadratur(a,b,x,w);
end
end
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function [A,x] = newtoncotesopen( n,a,b,w )
INEWTONCOTESCLOSED
if (nargin<3)

a=o;

Listing 3.3: Offene Newton—Cotes—Formeln (newtoncotesopen.m)

Klicken fiir den Quellcode von newtoncotesopen.m

Wir vermuten, dass Formeln hoherer Ordnung zu besserer Approximation fiihren.
Wir testen dies anhand der Exponentialfunktion:

Beispiel 3.6 (Geschlossene Newton—Cotes fiir die Exponentialfunktion)

I = folexp(x)dx = e—1 ~ 1.7183
I = 1(1+e) ~ 1.8591
I = f(1+4et?+e) ~ 1.7189
I = f(1+3e34+3e?3+¢) ~ 1.7185

Offensichtlich bringt die Erhohung der Stiitzstellen von 1 nach 2 sehr viel, die von 2
nach 3 fast iberhaupt nichts. Die Erklarung liefert der folgende Satz.

Satz 3.7 (Fehlerabschdtzung fiir Quadraturformeln)
Sei I,, eine Quadraturformel, die exakt ist von der Ordnung n.

1. Sei f € C"*Y([a,b]), W(z) = [[(z — x;). Dann gilt

|I —I,| < C, max |f("+1)(a:)|
z€[a,b]

mit
1 b
Cn = (1)l / w(x)|W(x)|dx
n—l—l

<

(b—a)"+2
< -
< el
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function [A,x] = newtoncotesopen( n,a,b,w )
%NEWTONCOTESCLOSED 
if (nargin<3)
    a=0;
    b=n+2;
end
x=(1:n+1)/(n+2)*(b-a)+a;
if (nargin<4)
    A=quadratur(a,b,x);
else
    A=quadratur(a,b,x,w);
end
end
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2. Sein gerade, n = 2m, f € C""*([a,b]). Seien die Gewichtsfunktion w und
die Stiitzpunkte x,, . .., z, gerade bzgl. des Mittelpunkts ¢ = (a + b)/2, also
T =Tp_pVk =0...nundw(a+z) = w(b —x), z € [0,b — al]. Es gilt

|1 = I,| < C;; max | f"2)(x)]
z€[a,b]

mit

b—a
Cr =
" 2
Insbesondere ist I,, von der Ordnung n + 1.

Ch.

Der Satz sagt also; Fiir gerade n ist die Interpolationsformel bei symmetrisch ver-
teilten Stiitzstellen sogar noch fiir eine Ordnung mehr exakt, als wir eigentlich ge-
fordert haben. Deshalb bekommen wir hier bereits fast dieselbe Abschatzung wie
bei Formeln der Ordnung (n + 1).

Beweis: Sei p das Interpolationspolynom in P,, mit Stiitzstellen z; und Stiitzwerten

f(x;). Nach gilt
I-1] < / w(@)|(f — p)(x)|dx

= [l e o
W)W @) g o
< [ e

Da |z — z;| < (b—a), gilt W(z) < (b — a)"*, daraus folgt Teil 1.

Seien nun die Voraussetzungen aus Teil b erfiillt. Dann gilt a + z,, = b — x,,,, also
xm = c. Dadie z;, symmetrisch zu c liegen, gilt W (c+2) = —W (c—x). Begriindung:
(c+z)—zp=(ct+z)—c=x=—((c—2x) —xp)

und

(c+z—pmip)(ctr—Tpmp)=—(c—2 —Tpp—g) - —(C— T — Tpy).

Da w gerade ist bzgl. ¢, gilt insbesondere f(fw(a:)W(x)dx = 0.
Da f € C™*2, kdnnen wir f**! in die Taylorreihe der Ordnung 1 um c entwickeln, es
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gilt also
I1—1,

- / w(x)(f — p)(a)dx

o @ )
= o W@+ (€)= ) )
T=1] £ ooy -a)/2 [ w@W @)l

und dies ist Aussage 2. Bemerkung: Fiir p € P, ist p»*? = 0, also ist I(p) —
I,(p) = 0. 0

Die Abschatzung fiir W geht vom schlimmsten Fall aus, dass alle Auswertepunkte
am linken oder rechten Rand verteilt sind. Natiirlich bekommen wir fiir gleichmafig
verteilte Punkte (oder die Tschebyscheff-Interpolationspunkte) eine viel bessere
Abschatzung. Hier fiir die geschlossenen Newton—Cotes—Formeln.

Satz 3.8 (Fehlerabschdtzung fiir die geschlossenen Newton—Cotes—Formeln) Sei f €
C*V([a, b]). Fiir die geschlossenen Newton—Cotes—Formeln gilt mit h = (b — a)/n

I —1I,] < hn+26n||f(n+1)||oo

mit ¢, = ﬁ fon HZ:O |t — kldt]|w]] -

Falls n gerade ist, w gerade beziiglich (a + b)/2 und f € C"™*?([a,b]), so gilt
|1 = L] < B2 |1 £ o

mit ¢, = Scp.

Beweis: Es gilt mit der Substitution z = a + th

/ab\W(x)]dx _ /aH\x—mdx
= /an\x— (a+ 7h)|dx

= /H|t—j|hdth
= h”“/ Hyt—j|dt.
0 jZo
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Einsetzen in die obige Formel liefert das Gewiinschte. Fiir den zweiten Teil beachte
(b —a) = nh. O

Bemerkung: Die Konstanten hangen nicht mehrvom Intervall, sondern nur noch von
n ab.

Bemerkung: Die Simpson—Regel liefert einen asymptotisch deutlich besseren Wert
als die Trapezregel, aber die Newton—Regel ist nur unwesentlich besser als die
Simpson—Regel.

3.2 Zusammengesetzte Formeln

Bei der Konstruktion der Newton—Cotes—Formeln haben wir bereits bemerkt, dass
fiir groes n Schwierigkeiten auftreten. Dieses Verhalten ist uns bereits aus der
Polynominterpolation bekannt, und dhnlich wie dort bekommt man tatsachlich fiir
n +— oo im allgemeinen keine Konvergenz von I,, gegen I, denn der Fehler hangt
vom Verhalten der Ableitungen von f ab. Wir sollten daher denselben Weg wie bei
der Polynominterpolation gehen und die Integration auf Teilintervalle aufteilen. Wir
betrachten wieder die geschlossenen Newton—Cotes—Formeln.

Definition 3.9 (Zusammengesetzte Formeln)

Sei I,, eine Quadraturformel auf einem Referenzintervall (etwa [0, 1]). Dann erhdlt
man die zusammengesetzte Formel I,,(f) zur Integration auf dem Intervall [a, b], in-
dem man [a, b] in Teilintervalle aufteilt, jedes auf das Referenzintervall transformiert
und dann dort das Integral mit I,, approximiert. Dies geht im allgemeinen nur fiir
die Gewichtsfunktion w = 1.

Beispiel 3.10 (Zusammengesetzte geschlossene Newton—Cotes—Formeln)

Sei N = np, h = (b—a)/N, I, die geschlossene Newton—Cotes—Formel der Ord-
nung n. Wir teilen [a, b] in p gleichgrofe Intervalle [x,;, x, ;41| auf. Dann gilt fiir die
zusammengesetzten Formeln I,, und die Gewichtsfunktion w = 1:

1. (Zusammengesetzte Trapezregel)

L(f) = h(((f(xo) + f(z1)) + (f(z1) + f(22)) + ... + (f(@n1) + f(70))))
= h(f(zo) +2f(z1) +2f(z2) + ... + 2f(2p1) + f(20))

= h (f o +22f(xk)+f($n)>

59



2. (Zusammengesetzte Simpson—Regel)

L(f) = ﬁ((f(:lﬂo) +4f (@) + f22)) + (f(w2) + 4f (25) + f(24)) )

3
= g <f(9€0) + 42 J(zop—1) +2 Z fzar) + f(:v%))

Satz 3.11 Sei f € C""!([a,b]), w = 1. Dann gilt fiir die zusammengesetzten Newton—
Cotes—Formeln der Ordnung n in p Intervallen, h = 1/(np)

L) = 1] < (b= @) 0] £ |

mit den Konstanten c,, aus Satz[3.8| Ist n gerade, so gilt sogar

1(7) — I < (b= ) 202 072

Beweis: Folgt direkt aus[3.8] Etwa fiir den ersten Teil:

LN =10 = Dl emwwnn) = T i)
k=0

penh™ 2| £
< (b—a) =R fO) |,
n

IN

Korollar 3.12 (Fehler von Trapez— und Simpsonregel)

Fiir die zusammengesetzte Trapezregel gilt fiirw = 1 und f € C?

b —

a
h2 " -
=121

11(f) = L(f)] <

Fiir die zusammengesetzte Simpson—Regel gilt fiir w = 1 und f € C*

b—a

h4 (4) -
— 10

[1(f) = L()| <
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3.3 Romberg—Verfahren

Zu berechnen sei ein Integral im Intervall [a, b]. Wir approximieren es mit einer Fol-
ge von zusammengesetzten Newton—Cotes—Formel auf p,, = 2™ Intervallen. Dann
konnen wir fiir jedes p,, die Funktionsauswertungen aus p,,_, wiederverwerten. Wir
erhalten dadurch Naherungen I,,(h), I,(h/2) usw. Zur Verbesserung der Konver-
genzordnung bietet sich natiirlich die Richardson—Extrapolation an — dies ist das
Romberg—Verfahren. Es ist umso effizienter, je grofer der Exponent in der Taylor-
entwicklung des Fehlers ist. Fiir die zusammengesetzte Trapezregel fl(h) besitzt der
Quadraturfehler eine Entwicklung in h%2. Zum Beweis bendtigen wir das Hilfsmittel
der Bernoulli-Polynome.

Definition 3.13 Seien By (z) fiir x € [0, 1] die Bernoulli-Polynome, d.h.

1
Bo(z) =1, Bi(x) = Bi_1(x), / Br(z)dx=0, k=1,...,.
0

Dann sind die Bernoulll-Zahlen By, definiert durch
By, = k1B, (0).

Bemerkung: By(z) = x — 1/2, Bo(z) = 1/2(2®> — 2 + 1/3), Bs(z) = 1/3z(x —
1/2)(z —1).

Satz 3.14 Sei f € C®™*+2)([a,b)). Dann gilt

L(f) = I(f) + cah® + cah® + ...+ conh®™ + O(h*™H2)

mit B
k _
Cp = g(f(k Dby

und den Bernoulli-Zahlen B;..

Zum Beweis zeigen wir zundchst eine vereinfachte Form der Euler—MacLaurinschen
Summenformel:

Satz 3.15 Sei By, periodisch fortgesetzt auf ganz R mit der Periode 1 (also By(x +
1) = By(z), periodische Bernoulli-Polynome). Sei g € C*™*2.Dann gilt

[ o = S0)+90) o+ gln = 1)+ o) +
| Bansalw)g 2w - > GG )
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Bemerkung: Hieraus folgt[3.14] sofort durch die Substitution g(z) = f(a + zh). Be-
achte das h, das durch die innere Ableitung an den Integﬂralen entsteht.
Beweis: B, ist stetig fiir k > 2 und By = 0 fiir k > 1 (Ubungen). Dann gilt

/On By(z)g'(r)dx = jz_é/:ﬂ Bi(z)g (z)dx

Andererseits ist
| @@ = [ B @
_ /0 " Ba(2)g" (2)dx + (Ba(x)g/(2))|1, denn By ist stetig
_ / " By(a)g" (@)dx + (Bola)g' ()2
= [ Bl @b - (Bala)g @)l +G2 @)

usw. Insgesamt erhalt man also

n B ’ d _ n By 2m+2 d 2k+2 2k+1) n
| B@g@ax = = [ Buat x+z ()
und daraus folgt die Behauptung. O
9.Mai 2011

Bemerkung: In den ersten drei Spalten des Romberg—Schemas erhdlt man bekann-
te Newton—Cotes—Formeln zuriick (s. Ubungen).

function [ y,schema | = symbolicromberg( level )
%SYMBOLICROMBERG
if (nargin<1)

level=3;

Listing 3.4: Symbolisches Romberg—Verfahren (symbolicromberg.m)
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Klicken fiir den Quellcode von symbolicromberg.m

3.4 Harmonische Analyse und Fouriertransformation

Sei f € C(R) eine 2r—periodische Funktion. Dann gilt

f0) = 3 cpet

k

mit ¢ = o= fOQ“ f(x) exp(—ikxz)dx. Wir werten die Integrale durch die zusammen-
gesetzte Trapezregel aus, dann gilt offensichtlich ¢, = h/(27)y, mity; = f(jh),
j=0...n—1,und h = 27/n, k € Z. Fir die Genauigkeit:

Satz 3.16 (Harmonische Analyse)

1. Sei f € C*™(R) periodisch, I(f) das Integral (iber die ganze Periode. Dann
gilt ~
I(f) = L(f) = O(h*™).

2. Falls sogar f € C* und f periodisch, so geht I(f) — I,(f) schneller gegen 0
als jede Potenz von h.

Beweis: Satz O

Periodische Funktionen kdnnen also extrem gut mit der Trapezregel liber das ge-
samte Intervall integriert werden. Dies ist leicht verstandlich: Die ungleichmafige
Verteilung der Stiitzstellen wird gerechtfertigt durch den Einfluss der Intervallenden
(siehe die Diskussion bei der Polynominterpolation). Bei periodischen Funktionen
gibt es keine Intervallenden, also ist eine gleichmadfiige Verteilung der Auswerte-
punkte optimal.

3.5 Gauss—Formeln

Wir haben gesehen, dass man fiir gerades n und gerades w die Ordnung, und damit
die Konvergenzordnung, durch die Wahl symmetrischer Stiitzstellen erh6hen kann.
Es stellt sich die Frage, welche Ordnung man durch geschickte Wahl der Stiitzstellen
maximal erreichen kann. Hierzu erinnern wir zundchst an die Definition der ortho-
gonalen Polynome.
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function [ y,schema ] = symbolicromberg( level )
%SYMBOLICROMBERG 
if (nargin<1)
    level=3;
end
syms h;
syms a;
syms b;
%h=(b-a);
N=2^(level-1);
x=sym(zeros(1,level));
y=sym(zeros(1,N+1));
I=sym(zeros(1,level));
for i=1:N+1
    cmd=['syms y' num2str(i-1) '; y(i)= y' num2str(i-1) ';'];
    eval(cmd);
end
for i=1:level
    I(i)=(y(1)+y(N+1))/2;
    sk=2^(level-i);
    for k=1:2^(i-1)-1
        I(i)=I(i)+y(sk+(k-1)*sk+1);
    end
    I(i)=I(i)*h/2^(i-1);
    x(i)=(h/2^(i-1))^2;
end
[y,schema]=nevilleeval(x,I,0);
y=simplify(y);
schema=simplify(schema);

Frank Wuebbeling
Symbolisches Romberg–Verfahren


Definition 3.17 Sei (,) ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum der Polynome. Dann
liefert das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren, angewandt auf die
Folge der Monome z*, eine Folge von Polynomen v, € P, die orthonormal sind
beziiglich dieses Skalarprodukts. Sie hei3en orthogonale Poynome.

Sei ab jetzt immer (p,q) = [ w(x)p(z)q(z)dx.
Beispiel 3.18 (orthogonale Polynome)

1. w(x) = 1: Legendre—Polynome

2. w(z) = ﬁ: Tschebyscheff-Polynome
Bemerkung: grad v, = k. v, LP,_1, denn vy, ..., v,_; sind eine ONB von P,_; und

stehen senkecht auf vy.
Wir betrachten nun Skalarprodukte der Form (p, q) = fabw(x)p(x)q(x)dx mit positi-
ver Gewichtsfunktion w und zugehdorigen orthogonalen Polynomen vy.

Lemma 3.19 v, hatin (a,b) genau k einfache Nullstellen.

Beweis: Seien x4, . .., z,,, die Argumente, an denen vy in (a, b) sein Vorzeichen dndert.
Angenommen, m < k. Seiq(z) := [[}2, (v — 2;) € Pp.Dam < kist

(q,v8) = / w(x)q(x)v,(z)dx = 0.

Da g(x)vi(x) sein Vorzeichen nicht andert, folgt ¢(x)vi(x) = OVx € (a, b), aber quy
ist Polynom vom Grad gréfBer als 0. Dies ist ein Widerspruch, also ist m = k. O

Satz 3.20 (Formel von Gauss, Gauss—Quadraturformel)

Seien xy, ..., x, die (paarweise verschiedenen) Nullstellen von v, .. Dann ist die
Quadraturformel I,, mit den Stiitzstellen xy, . . ., x,, die exakt ist von der Ordnung n,
sogar exakt von der Ordnung 2n + 1.

Beweis: Sei p € P,,.1. Dann ist mit Polynomdivision

P=QqUuy1+71, q7 €P,

und

b b b
/ wpdx = / WqU,41dX + / wrdx =04 1,(r) = L,(r + quay1) = L(p).

=0, gLony1 =I,(r), I, exakt
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Korollar 3.21 (Gewichte der Gaussformeln)
Die Gewichte A, der Gaussformeln sind positiv, insbesondere gilt

b r — T 2
Aj:/ w(x)H(x-_x) dx.
@ i#j !

Beweis: Ubungen.

Satz 3.22 Keine Quadraturformel mit (n + 1) Auswertungen an den Stiitzstellen
Zo, . . ., Ty ISt exakt von der Ordnung 2n + 2.

Beweis: Setze p(z) = [],(z — xx)* € Panta.p > 0, also I(p) > 0 = L,(p). O

Beispiel 3.23 Gauss—Quadratur

Wir betrachten w = 1 auf dem Intervall [—1, 1]. Die zugehérigen orthogonalen Po-
lynome sind die Legendre—Polynome. Wir erhalten (fiir nicht normierte Polynome
P(n,z)):

n P(n, ) Nullstellen

0 1

1 x 0

2 @2-1) s -

3 sx(5a? — 3) —+/15 0 £V15
4 gt 12224 3/8 £1/351/525+ 7030

8

3.6 Vergleich der Quadraturformeln und Stabilitat

In den folgenden Abbildungen bis [3.3 werden die behandelten Quadraturfor-
meln anhand typischer Beispiele verglichen. Wir halten jeweils die Anzahl der Aus-
wertungen fest und vergleichen die Genauigkeit, die die Formeln mit diesen Aus-
wertungen liefern. Dargestellt ist jeweils der Fehler der jeweiligen Formel. Auf der
y—Achse ist der Fehler logarithmisch dargestellt, auf der x—Achse der log, der An-
zahl der Auswertungen. Benutzt wurden die Formeln der Lange 2", n =0...7.

Die Exponentialfunktion ist ihre eigene Ableitung, wir erwarten also keinen Anstieg
des Fehlers bei der Polynominterpolation. Alle Formeln, die auf Polynominterpolati-
on mit hohem Grad basieren, sollten hier sehr gut funktionieren. Das Beispiel von
Runge hat stark wachsende Ableitungen. Wir vermuten, dass alle Quadraturformeln
hohen Grades problematisch sind. Fiir periodische Funktionen ist die Trapezregel
bereits optimal.
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Dies wird in den Beispielen deutlich.

Zur Exponentialfunktion: Zusammengesetzte Trapez— und Simpsonregel liefern ge-
nau einen Fehler der Ordnung 2 bzw. 4, erkennbar an der Geraden im logarithmi-
schen Plot. Die Gauss—Regel liefert das beste Ergebnis. Das Romberg—Verfahren
liegt dazwischen. Die Newton—Cotes—Formeln sind bis n = 16 konkurrenzfahig,
aber dann bricht ihre Genauigkeit plotzlich stark ein, der Fehler bei n = 128 betradgt
10%°. Die Erkldrung dafiir werden wir anschlieRend sehen, ab hier sind die Gewichte
der NC—Formeln negativ.

Zum Beispiel von Runge: Alle Formeln haben grofie Probleme, Gauss schldgt sich
noch am Besten. Die auf einer Unterteilung des Intervalls basierenden zusammen-
gesetzten Formeln sind nicht viel schlechter als im Exponentialfall. Auch das Rom-
berg—Verfahren liefert hier schlechte Ergebnisse.

Zur periodischen Funktion: Wie erwartet, sind die zusammengesetzten Formeln op-
timal. Gauss schladgt sich hier erstaunlich schlecht.

Vergleich Integration am Beispiel exp
T T

Abbildung 3.1: Vergleich von Quadraturformeln Exponentialfunktion

Klick fiir Bild integexp
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integexp.jpg:  Vergleich von Quadraturformeln Exponentialfunktion


Vergleich Integration am Beispiel runge
T T T

T
Closed
Open
Gauss

ZusTrap

ZusSimp

Romberg

Abbildung 3.2: Vergleich von Quadraturformeln Rungebeispiel

105

1001

15

107

Klick fiir Bild integrunge

Vergleich Integration am Beispiel periodic
- T T

;i
Closed
Open
Gauss ]
ZusTrap
ZusSimp
Romberg[|

Abbildung 3.3: Vergleich von Quadraturformeln Periodische Funktion

Klick fiir Bild integperiodic

function plotcompare

doit (@exp,0,1,exp(1) —1,’exp’);

%waitforbuttonpress;

doit (@runge, —1,1,2/5«xatan(s5), 'runge’);

Listing 3.5: Vergleich von Quadraturformeln (plotcompare.m)
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Klicken fiir den Quellcode von plotcompare.m

Wir miissen noch erklaren, warum die NC-Algorithmen fiir groRe Polynomgrade sa-
genhafte Fehler liefern, obwohl die Polynominterpolation verniinftig ist (etwa fiir die
exp-Funktion). Hierzu bendtigen wir den Begriff der Stabilitat.

Definition 3.24 (Stabilitidt von numerischen Algorithmen)

Ein Algorithmus heifit stabil, wenn bei fehlerhaften Eingangsdaten der Fehler des
Algorithmus in der GréfSenordnung des Fehlers bei analytischer Auswertung (un-
vermeidlicher Fehler) liegt. Hierbei betrachten wir alle Fehler immer relativ zum kor-
rekten Ergebnis.

Satz 3.25 Quadraturformeln mit positiven Gewichten sind stabil.

Beweis: Falls statt f nur eine Niherung f bekannt ist mit | f(z) — f(z)| < €|f()],
so gilt fiir das Integral

If(f)—f(f)\S/ [(f = D()ldx < el (If])

und die Fehlerschranke ist optimal in dem Sinne, dass es zu jedem f ein f gibt mit
relativem Fehler ¢, das diese Fehlerschranke annimmt.
Sei nun I,, eine Quadraturformel. Es gilt

L) = L) < €3 Al f ().
k
Fiir positive Gewichte ist die rechte Seite €,,(|f|), also eine Ndherung fiir eZ(| f|),
also in der GroRenordnung der analytischen Fehlerschranke. Fiir negative Gewich-
te kann die rechte Seite sehr viel grof3er sein. Dies erklart die Probleme der NC-
Formeln fiir grof’es n in ?2. O
Bemerkung: Die Stabilitat eines Algorithmus hat nichts damit zu tun, ob der Fehler
im Resultat klein ist, er sagt nur aus, in welcher Relation er zum unvermeidlichen
Fehler steht. Fiir die Integration etwa gilt, falls f sein Vorzeichen im Intervall [a, 0]
andert: ) )
[LCf) = LN/ =>> 1) = ICHI/ LD,

d.h., fiir den Fehler im Ergebnis kdnnen wir in diesem Fall keine Abschatzung an-
geben. Bemerkung: Stabilitat ist einer der wichtigsten Begriffe der Numerik (und
insbesondere dieser Vorlesung). Sie sagt aus, dass ein Algorithmus, von dem wir
analytisch gezeigt haben, dass er sinnvoll ist, tatsachlich auch in der Anwendung
einsetzbar ist. Dass dies keineswegs so sein muss, haben wir bei den NC-Formeln
gesehen. Instabile Algorithmen produzieren typischerweise exorbitante Fehler, so
dass sich die Frage nach der genauen Definition der Gro3enordnung in der Definiti-
on der Stabilitat gar nicht stellt. Fiir die Differentiation sehen die Dinge leider sehr
viel schlechter aus.
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function plotcompare
doit(@exp,0,1,exp(1)-1,'exp');
%waitforbuttonpress;
doit(@runge,-1,1,2/5*atan(5),'runge');
%waitforbuttonpress;
doit(@periodic,0,2*pi,2*pi,'periodic');
end

function doit (f,a,b,trueval,titl)
N=8;
y=zeros(N,6);
x=0:N-1;
for i=1:N
    y(i,:)=compare_integration(f,2^(i-1),a,b);
end
semilogy(x,abs(y-trueval));
legend('Closed','Open','Gauss','ZusTrap','ZusSimp','Romberg');
title(['Vergleich Integration am Beispiel ' titl ]);
hgsave([titl '.fig']);
end

function y=runge(x)
y=1./(1+25*x.*x);
end

function y=periodic(x)
y=1+cos(31*x);
end

Frank Wuebbeling
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3.7 Numerische Differentiation

Sei f € C™.Wirsuchen eine Linearkombination von Auswertungen f(hxy), ..., f(hx,),
die die Ableitung f()(0), I < m, moglichst gut approximieren. Es gilt der Satz:

Satz 3.26 Sei f € C""Y(R), wy, ..., x, paarweise verschieden, | < n Dann gibt es
Zahlen oy, k = 0...n, so dass

n Le()
> apf(hay) = h f“ © O(R™).
k=0 ’

Beweis: Entwickle die linke Seite in ihre Taylorentwicklung um 0. Dann gilt

kzzoakf(hxk) = Z / j!< )hJ kzzoakxi + O(h™*h).

J=0

Wiéhle die oy, so, dass ), ak:ci = 0,;. Dies geht, denn die Koeffizienten bilden eine
Vandermonde—Matrix. O

Beispiel 3.27 (Differentiationsformeln)
Vorwdrts—-Differenzenquotient (f € C?):

flx+h) - f(x)

D () = LRI ey 4 ogn)
Riickwdrts—Differenzenquotient (f € C?):
D; () = TOZTEZD iy 4 ogny

Zentraler Differenzenquotient (f € C®):

Du(f)fa) = P TCZY iy 4 oy

Zentraler Differenzenquotient fiir die zweite Ableitung (f € C*):

D}(f)(a) = EF MBI ICZD) ) oney

9.5.2011
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3.8 Stabilitdt der numerischen Differentiation

Sei nun wieder statt der Funktion f nureine Naherung f bekannt mit | f(z)— f(z)| <
¢|f(z)]. Eine Stabilitatsbetrachtung wie bei der Integration ist hier gar nicht moglich:
Egal, wie klein e ist, f wird im allgemeinen nicht einmal stetig, und erst recht nicht
differenzierbar sein.

Wir betrachten die numerische Berechnung der ersten Ableitung an der Stelle 0, sei
also

An(f) =" arf(haw)/h = f(0) + O(h™)

eine Differentiationsformel der Ordnung m. Fir A, (f) gilt

IALH) = F O] < AL = Au(f)] + |A(f) — f/(0)]
< €k |ak;’l|f(h$k)’ +Oh™

Wir erhalten damit: Ist A zu klein, so ist der erste Summand grof3. Ist ~ zu grof3, so ist
der zweite Summand grof3. Wir suchen also ein optimales Ay, so dass die Summe
moglichst klein wird. Ein Ansatz konnte sein, die beiden Summanden gleich grof3
zu wihlen. In diesem Fall wére b ~ ¢/(™+1) und der Gesamtfehler in der Ordnung
O(e'=Y/(m+1)_ Der Fehler ist dann zwar groRer as e, aber fiir hohe Ordnungen nicht
viel groBBer. Insbesondere geht fiir ¢ — 0 der Fehler tatsachlich gegen 0. Ein Algo-
rithmus, der genau dies garantiert (falls die Datenfehler gegen 0 gehen, geht auch
der Fehler im Ergebnis gegen 0), heif3t Regularisierung des Problems.

Wir haben damit die paradoxe Situation, dass ein eigentlich analytisch gar nicht
|6sbares Problem (die Ableitungen von f und f kénnen sich beliebig voneinander
unterscheiden, egal wie klein € ist, im allgemeinen existiert f’ nicht einmal) eine
verniinftige numerische Losung besitzt. Dies fiihrt in die Theorie der inversen und
schlecht gestellten Probleme (im WS 2011).
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Fehler der Differenzenformeln

Aff

Abbildung 3.4: Fehler der Differenzenformeln gegen die Schrittweite, halblogarith-
misch

Klick fiir Bild difffehler

function [ output_args ] = diffdemo( f,x,trueval )
%DIFFDEMO

close all;

if (nargin==0)

Listing 3.6: Fehler der Differenzenformeln (diffdemo.m)

Klicken fuir den Quellcode von diffdemo.m
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difffehler.jpg: Fehler der Differenzenformeln gegen die Schrittweite, halblogarithmisch


function [ output_args ] = diffdemo( f,x,trueval )
%DIFFDEMO 
close all;
if (nargin==0)
    f=@exp;
    x=1;
    trueval=exp(1);
end
for i=0:20
    h=10^(-i);
    h0(i+1)=h;
    y(i+1)=(f(x+h)-f(x))/h-trueval;
    y1(i+1)=(f(x+h/2)-f(x-h/2))/h-trueval;
end
loglog(h0,abs(y),h0,abs(y1));
legend('D_h^+', 'D_h');
title('Fehler der Differenzenformeln');
xlabel('h');
ylabel('\Delta_h f-f''');

Frank Wuebbeling
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Kapitel 4

Numerische Behandlung gewoéhnlicher
Differentialgleichungen

4.1 Einleitung und Beispiele

Viele Anwendungsprobleme in der Mathematik lassen sich durch Differentialglei-
chungen modellieren. Im einfachsten Fall wird dabei das Verhalten einer physikali-
schen GroRe oder etwa der Wert eines Wertpapiers in der Zeit beschrieben (Dyna-
mik), insbesondere in einer Variablen. Einige genauere Beispiele finden sich z.B.
im Buch von Martin Hanke (Kapitel 11) oder Walter. Gewdhnliche Differentialglei-
chungen sind auch ein wichtiges Werkzeug zur Losung von Differentialgleichungen
in mehreren Variablen (partielle Differentialgleichungen), siehe die Beispiele in den
Ubungen zur Trennung der Variablen und zu Charakteristiken. Referenz fiir die theo-
retischen Grundlagen ist das klassische Buch von Wolfgang Walter, Gewdhnliche
Differentialgleichungen — eine Einfiihrung.

Beispiel 4.1 (Nuklearer Zerfall — Anfangswertaufgaben)

Sei N(t) die Anzahl der Teilchen eines radioaktiven Stoffes, die zum Zeitpunkt t exi-
stieren. Es sei bekannt, dass zum Zeitpunktt = 0 N(0) = Ny. Zu bestimmen ist N.
Die Anzahl der Teilchen, die in einem kleinen Zeitintervall zerfallen, ist proportional
zu N(t) und zur Ldnge des Intervalls, es gilt also

N(t+ At) = N(t) — q At N(t).
Genauer gilt eigentlich:

t+At
N(t+ At) = N(t) q/ N(s)ds,

wir benutzen zur Vereinfachung die obere approximative Gleichung fiir kleine Zeit-
intervalle.
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Unter der Annahme, dass N (t) differenzierbar ist, gilt damit

N(t+ At) — N(1)
At

Wir erhalten also fiir t > 0 das (lineare) Anfangswertproblem

—qN(t) = — a0 N'(¢).

N'(t) = —qN(t), N(0) = No

mit der LOsung
N(t) = Ngexp(—qt).

Bemerkung: Physikalisch darf man hier natiirlich nicht zu genau hinschauen - in der
einfachen Modellierung war N ganzzahlig und damit sicherlich nicht differenzier-
bar, hier hilft aber der Ubergang zu Dichten oder Aufenthaltswahrscheinlichkeiten.

Beispiel 4.2 (Einfachstes Riduber-Beute—Modell — Systeme)

Seien F(t) und H(t) die Anzahl der Fiichse bzw. Hasen in einer Population. Ohne
Fiichse entwickeln sich die Hasen ungestért, die Anzahl der Nachkommen ist pro-
portional zur Zahl der Hasen. Ohne Hasen ist die Anzahl der sterbenden Fiichse pro-
portional zur Anzahl der Fiichse.

Insgesamt ergibt sich eine Dynamik—Gleichung der Form

H(t+ At) = H(t) +aAtH(t) — bALF(t)H(t)
F(t+At) = F(t) — cAtF(t) + dAtF(t)H(t)

oder

H'(t) = aH(t)—bF(t)H(t)
F'(t) = —cF(t)+dF(t)H(t)

mit Anfangswerten Hy und Fy fiir die Populationszahlen zum Zeitpunkt t = 0.

Nach wie vor ist der einzige Parameter t, wir erhalten also mity = (F, H) wieder ei-
ne gewéhnliche Differentialgleichung der Form y'(t) = f(t,y(t)), diesmal mit einer
Funktion im R2. Dies ist ein (gekoppeltes) System von gewdhnlichen Differential-
gleichungen. Die Lésungen sind i.a. nicht explizit angebbar. Sie sind in der Regel
periodisch.

Beispiel 4.3 (Beschleunigung — Differentialgleichungen héherer Ordnung)
Ein Fahrzeug wird (ohne Reibung) mit der Kraft K (t) beschleunigt. Sei x(t) die zuriick-
gelegte Strecke. Dann gilt mit der Geschwindigkeit v(t) und der Masse M

x(t+At) = z(t) + Atv(t)
K(1)

v(t+ At) = v(t)+At7
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und damit das System

() = v(t)
V() = %

Die Losung ist gegeben durch

v(t):/ %ds—i—vo, x(t):/ v(r)dr + .

Vereinfacht kénnen wir das auch schreiben als 2" (t) = K(t)/M, also als Differen-
tialgleichung héherer Ordnung. Die Einfiihrung der Geschwindigkeit als zusdtzliche
Funktion verwandelt also diese Gleichung hoherer Ordnung (mit héheren Ableitun-
gen) in ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung. Dies ldsst sich im-
mer durchfiihren, wir kbnnen uns also bei der Betrachtung von gewéhnlichen Diffe-
rentialgleichungen auf Systeme mit ersten Ableitungen beschrdnken.

Definition 4.4 (Anfangswertprobleme fiir Systeme von gewdhnlichen Differential-
gleichungen)

1. Sei I = [a,b] mita < b. Sei G C R™ offen und zusammenhdngend, f : (I x
G) — R™ stetig. Eine Gleichung der Form

y'(t) = f(t,y(t)) (4.1)

heiBt gewdhnliche Differentialgleichung. Falls fiiry : I — G,y € C%, fiir
alle z € I die Gleichung l4.1| erfiillt ist, so heifit y Losung der gewdhnlichen
Differentialgleichung.

2. Sei zusdtzlich y, € G gegeben. Dann heifsty : I — G Losung der Anfangs-
wertaufgabe

y'(t) = f(t.y(t)), y(a) =yo
falls y die Differentialgleichung erfiillt und es gilt y(a) = yo.

Bemerkung: Falls y Losung des Anfangswertproblems ist, so gilt
t
vt =+ [ fay()ix 42)
Falls y stetig ist und [4.2] erfiillt, so ist sogar y € C' und y erfiillt die Anfangswert-

aufgabe. Fiir stetige Funktionen ist die Losung der Integralgleichung also dquivalent
zur Losung der Anfangswertaufgabe.
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Beispiel 4.5 (Beispiele fiir Anfangswertaufgaben, Existenz und Eindeutigkeit)

1. y'(t) = 1+ y(t)% y(0) = 0. Losung ist y(t) = tant. Obwohl f harmlos (ein
Polynom) ist, ist y nicht auf ganz R definiert. Die Anfangswertaufgabe hat also
nur eine Lésung in einem Intervall um den Anfangspunkt.

2. y'(t) = y'/3, y(0) = 0. Lésungen sind y(t) = (2/3t)*? und y = 0, die Lésung
ist also nicht eindeutig. Bemerkung: y'/* ist nicht differenzierbar bei 0.
4.2 Klassische Typen von Differentialgleichungen

Beispiel 4.6 (Elementare Differentialgleichung)
Differentialgleichungen der Form

heifien Elementare Differentialgleichungen. Die Lésung der zugehdrigen AWA ist

y(t) :?Jo/ y'(z)dx.

Beispiel 4.7 (autonome Differentialgleichung)
Differentialgleichungen der Form

y'(t) = fy(®))

heifien autonome Differentialgleichungen. Der folgende Ansatz fiihrt hdufig zum
Ziel: Sei z die Umkehrfunktion von y, also z(y(t)) = t. Dann ist

Es gilt also

also eine elementare Differentialgleichung fiir =, die durch Integration gelost wer-
den kann. y ist dann die Umkehrfunktion von z. Beispiel fiiry' = (1 + y*):

o — - ij =t =2(y(t)) = arctan(y(t)) + C = y(t) = tan(t — C).
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Beispiel 4.8 (lineare Differentialgleichung in einer Variablen)

Sei
y'(t) = alt)y(t)
Dann ist
a(t) =y'(t)/y(t) = log(y(t))',
also

Die affin—lineare Gleichung

y'(t) = a(t)y(t) + b(t)

l6st man durch Variation der Konstanten (Ubungen).

4.3 Grafische Losung

Viele klassische Differentialgleichungen haben keine elementare Lésung, z.b. die
Besselsche Differentialgleichung

2y +ty + (2 —nPy =0
oder die Riccati-Differentialgleichung
Y=y +1-1¢

Es kommen daher hdufig nur ndherungsweise Losungsmethoden in Frage. Eine ein-
fache Moglichkeit ist die grafische Losung fiir eindimensionale Gleichungen.

Durch die Differentialgleichung ist in jedem Punkt (¢,y) des R? die Steigung der
Tangente einer Losung der Differentialgleichung durch (¢, y) festgelegt. Die Steigung
wird fiir ausgewahlte Punkte als Vektorfeld in ein Koordinatensystem eingetragen.
Anhand der Vektoren wird die Losung der Differentialgleichung, ausgehend von der
Anfangsbedingung, in das Koordinatensystem eingetragen. Dies ist bereits auch die
Grundidee der einfachen numerischen Verfahren.
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Vektorfeld der Riccati-Gleichung
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Abbildung 4.1: Vektorfeld der Riccati-Gleichung ¢/ = 1 + y? — 2

Klick fiir Bild vectorfieldriccatti
Klick fiir Matlab Figure vectorfieldriccatti
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Frank Wuebbeling
Matlab Figure vectorfieldriccatti.fig: Vektorfeld der Riccati–Gleichung y'=1+y2-t2
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Abbildung 4.2: Vektorfeld der autonomen Gleichung iy = 1 + 32

Klick fiir Bild vectorfieldtan
Klick fiir Matlab Figure vectorfieldtan

function [ output_args ] = vectorfield( input_args )
%BVECTORFIELD

[x,y]=meshgrid (0:0.1:1,0:0.1:1);
Z=Y . xY+1—X. % X;

Listing 4.1: Vektorfelder von GDGL (vectorfield.m)

Klicken fiir den Quellcode von vectorfield.m

4.4  Wiederholung: Analysis gewohnlicher Differentialgleichun-
gen

Wir erinnern kurz an einige Grundergebnisse aus der Analysis .
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Frank Wuebbeling
Matlab Figure vectorfieldtan.fig: Vektorfeld der autonomen Gleichung y'=1+y2


function [ output_args ] = vectorfield( input_args )
%VECTORFIELD 
[x,y]=meshgrid(0:0.1:1,0:0.1:1);
z=y.*y+1-x.*x;
l=sqrt(1+z.*z);
B=ones(size(z))./l;
z=z./l;
quiver(x,y,B,z);
title('Vektorfeld der Riccati-Gleichung');
vorlsavepic('vectorfieldriccatti');
%waitforbuttonpress;
[x,y]=meshgrid(-4:0.5:4,-4:0.5:4);
z=y.*y+1;
l=sqrt(1+z.*z);
B=ones(size(z))./l;
z=z./l;
quiver(x,y,B,z);
title('Vektorfeld der Gleichung y''=1+y^2');
vorlsavepic('vectorfieldtan');

Frank Wuebbeling
Vektorfelder von GDGL


Satz 4.9 (Fixpunktsatz von Banach)
Sei X ein vollstidndiger normierter Vektorraum, Y C X abgeschlossen, g : Y — Y.
g sei kontrahierend, d.h.

g < 1:||g(x) —g9(y)|| < qllr —y[|Va,y € Y.

Dann hat g einen eindeutigen Fixpunkt z, und die Fixpunktiteration x;.1 = g(xy)
konvergiert fiir alle xy € Y gegen T.

Beweis: Nur die Idee: Es gilt flirm < n

n—1 n—1 qm
e = 2mll <D wes —2ull < ¢Fller — wol| < Tz = 2ol
k=m k=m q

also ist x,, eine Cauchy—Folge, die gegen ein T konvergiert. g ist stetig, also gilt
9(7) = 7. O

Satz 4.10 (Satz von Picard-Lindeldf, lokaler Existenzsatz)
Sei alles wie inl4.4} insb. f stetig. Sei zusdtzlich f Lipschitz-stetig im zweiten Argu-
ment, d.h.

AL || f(t,y) — f(t,2)|| < L|ly — 2||Vt € I,y,2z € G.

Dann gibt es ein € > 0 und eine Funktion
Ye: I.:=[a,a+ € — G

mit
Ye(a) = yo, yo(t) = f(t,ye(t))Vt € L.
Bei festem e ist y. eindeutig bestimmt. Fiir ¢ < € gilt y. = ye,

I+

Der Satz sagt also: Es gibt ein Intervall [a, a + €], auf dem die Anfangswertaufgabe
eine eindeutige Losung hat, falls f Lipschitz—stetig ist im zweiten Argument. f ist
insbesondere Lipschitz—stetig, wenn es differenzierbar ist.
Beweis: Wir zeigen mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes, dass die zugehdorige
Integralgleichung eine eindeutige Losung besitzt. Sei zundchst 0 < € < (b — a)0.
Dannist £ := (C°([a, a + €], R™), || - ||~ ) vollstandig, denn

gn € C°, Hgn—gHool—>O:>g€C’o.

Wir kdnnen den Fixpunktsatz also in diesem Vektorraum anwenden.
G ist offen.
Yo € G = dB = K(;(yo) C G,

79



wobei immer
Ks(y) ={z: |ly —z|[ < 6}.
I x B ist kompakt, f stetig, also existiert

M = max |f(x,y)|.

zel,yeB

Seinun
0<e<min(b—a,0/M), I. :==[a,a+¢€ C 1.
Sei
D = C°1,,B).

D ist abgeschlossene Teilmenge von E. Die Funktion

T:Dw— D, (Ty)(t) :=yo+ /tf(x,y(az))dx

ist wohldefiniert: Sei y € D. y ist stetig, also ist T'y stetig (und sogar differenzier-
bar), und

J

10O - wll < [ 1fte(@)ldx < edr < 2207 =

alsoist (T'y)(t) € B und damit
Ty € C°(1.,B) = D.
Weiter gilt fliru,v € D
t
[Tu —Tv|loe = ||/ [z, u()) — fz,v(z))dX||w
aa‘li‘E
< [ 1) - fo o)l
L/W lu(z) — v(z)|dx

Le||u — v||so-

IN

IN

Wahle nun
<min(+.b—a.2)
€ < min A a, ik
Dann ist 7" kontrahierend. Also hat 7" einen eindeutigen Fixpunkt 7 mit
Ty =7.
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7 ist stetig nach Voraussetzung, lost die Integralgleichung, also ist y. := 7 eindeuti-
ge Losung der Anfangswertaufgabe.

Beweis des Zusatzes: y,, ist Losung der AWA auch im Intervall I, und die Losung ist
eindeutig. O
Bemerkung: Wegen Ty = 7 gilt insbesondere |5(t) — yo| < M (t — a).

Satz 4.11 Seien alle Bezeichnungen wie oben, und es gelte § > M (b— a). Dann gibt
es eine eindeutige Ldsung im Intervall |a, b).

Beweis: Betrachte auf E die zu ||-||» dquivalente Norm ||| f]|| := || exp(—2Lt) f (t)|| o
(Ubungen).
IiTu=Toll] = s exp(~2La) | ftu) - ste.oena
xE|a, a
< sup exp(—2Lx)/ Lexp(2Lt) exp(—2Lt)|u(t) — v(t)|dt
z€[a,b] a
< L sup exp(—?Lx)/ exp(2Lt)|||u — vl||dt
x€la,b] a
1
< Ll||lu—v||| sup exp(—2Lx)——(exp(2Lx) — exp(2La))
z€la,b] 2L
1
< Skl

[
Eine wichtige Abschatzung fiir die Gro3enordnung von Losungen gewdhnlicher Dif-
ferentialgleichungen und insbesondere eine Aussage iiber den unvermeidlichen
Fehler beim Losen von Gleichungen (s.o. Stabilitat) liefert das Lemma von Gron-
wall. Die Idee dabei ist leicht zu verstehen: Die Differentialgleichung «/(t) = pu(?)
hat die Losung u(t) = u(a) exp(5(t — a)). Vertauscht man = durch <, so bleibt die
Aussage richtig.

Satz 4.12 (Lemma von Gronwall) (originale Form, s. Walter)

Sei
o' (t) < Bu(t)Vt € [a,b].
Dann gilt
u(t) < u(a)exp(B(t —a)).
Beweis: Sei
v(t) := exp(B(t — a)),
also

V'(t) = pu(t), v(t) > 0, v(a) = 1.
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Dann gilt

dtolt) () = (07 =0
und damit 0 (@
U_t) = v(a) = u(a)

Satz 4.13 (Lemma von Gronwall, zweite Form)
Sei 3 > 0 fest, u,a € C°([a, b]). Falls

) <)+ u(s)ds,

so gilt

Falls 8 = B(s) € C%([a, b] > 0, so gilt fiir

u(t) < aft) +/ B(s)u(s)ds :

/5 ) exp (/5 dr) ds.

Fiir a(t) = u(a) erhalten wir die erste Form zuriick. )
Beweis: Wir zeigen nur die erste Form (3 konstant), die andere geht analog (Ubun-
gen). Sei

oft) = exp(3(a 1) | Fuls)ds

Dann gilt
J(t) = —Bexp(Bla—t)) / Bu(s)ds + exp((a — 1)) Fult)

— Bexp(Bla—1)) B/

<a ()

< Pa(t)exp(Bla—1t))), f>0
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und damit

Mﬂ=()+/‘ (B<B/ s)exp(B(a — s))ds

und
5/ ds = exp(B(t — a))v <ﬂ/ s)exp(B(t — s))ds.

O
Bemerkung: Die Vorzeichen von u und « sind beliebig. Die Stetigkeit wird benutzt
bei der Ableitung des Integrals.

Satz 4.14 (Stetigkeit des Anfangswertproblems fiir GDGL)

Seien die Voraussetzungen von gegeben, insbesondere sei f Lipschitz—stetig
im zweiten Argument mit der Lipschitz—Konstanten L. Statt f und y, seien nur Ndhe-
rungen f und y, bekannt mit

1f = fllos < € [lyo — w0l < €

Sei bekannt, dass beide Probleme Ldosungen y bzw. iy in einem Intervall |a, b] besit-
zen. Dann gilt

7(0) = @) < €+ elt — @) exp(Lit = a))¥e € [a. ]
Beweis: Mitu(t) := [[7(t) — y(t)| gilt
ut) = o=+ [ Fs.5) - fs.u(s)ds]
< 4 [ (et IF(s.06) - Flsp(s)ds

¢
< €+e(t—a)+ é/ /au(s)ds.
a(t)

Anwendung von liefert das Gewiinschte:

u(t) < (e+e(t—a))+ L/ (€+¢e(s—a))exp(L(t — s))ds
<Ere(t—a)
< (€4 e(t —a))(1+ [exp(L(t - s))]z)
< (€4 €(t—a))exp(L(t —a)).
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O

Der Satz zeigt: Die Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung hangt stetig
von den Parametern ab. Der unvermeidbare Fehler hangt linear von den Fehlern der
Parameter und exponentiell von der Ldange des Intervalls ab.

Abschlielend machen wir noch zwei Bemerkungen zur Lage der Losungen.

Lemma 4.15 Seiwieder |f|durch M nach oben beschrdnkt (nicht notwendig Lipschitz—
stetig), y eine Losung des Anfangswertproblems, und sei G ein Intervall. Weiter sei

Ky(a, y0) = {(ty) € [a,b] x R™ : [ly = yolloe < M|t —al}.
Dann ist der Graph von y ganz in Ky (a, yo) enthalten.

Beweis: Mit dem Mittelwertsatz gilt

ly(t) = vol = 1y'(E)(t = a)| < M|t —al.

d

Die Losung kann also insbesondere auf dem Intervall [a, b] nicht gegen co gehen,
die Situation aus Abbildung[4.2]ist damit ausgeschlossen. Man kann also vermu-
ten, dass die AWA auf dem ganzen Intervall [a, b] eine Losung besitzt, wenn K, im
Definitionsgebiet von f enthalten ist. Tatsachlich gilt

Satz 4.16 (Satz von Peano)
Ky liege in G. Dann hat die AWA eine Lésung auf [a, b].

Beweis: Neu ist hier, dass man in diesem Fall die Lipschitzstetigkeit nicht bendtigt.
Hinter dem Beweis steht der Satz von Arzela—Ascoli (Walter).
Fiir lipschitzstetiges f ist das einfach nur der globale Picard—Lindelof. O

4.5 Numerische Losungen: Einschrittverfahren

Sei nach diesen Vorbemerkungen nun immer

y'(t) = f(ty(1), y(a) = yo

eine Anfangswertaufgabe. f sei immer lipschitzstetig im zweiten Argument mit Lip-
schitzkonstante L, |f| sei durch M nach oben beschrankt. K/ (a,y) sei immer
ganz im Definitionsgebiet von f enthalten.
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Im Abschnitt iber grafische Losungen haben wir bereits ein einfaches Losungs-
verfahren kennengelernt: Starte am Punkt (o = a,yo). Verfolge die Losungskurve
(t,y(t)) in Richtung der Tangente mit dem Richtungsvektor (1, v/(t)) = (1, f(to, %0))-
Wir landen an einem Punkt

(t1,y1) = (to,%0) + ho(1, f(to,v0)) = (to + hyyo + Rf (zo, 0)) = (t1,41)-

Dies lasst sich iterieren, wir bekommen das Eulersche Polygonzugverfahren

Y1 = Yk + P f (s Ui), hie = thogr — T

fiir eine Unterteilung (¢x) des Intervalls [a, b]. yy ist eine diskrete Approximation an
y(ty). Hierbei kdnnte (¢;) fest sein (z.B. dquidistant) oder im Verlauf des Verfahrens
gewdhlt werden (Schrittweitensteuerung).

Bemerkung: Hier sieht man auch, wofiir wir die Kegelbedingung benétigen: Sie
stellt gerade sicher, dass f auf allen Iterierten definiert ist.

Definition 4.17 Sei I}, = {to,...,tn} C I, txr1 > ty, to = a, ty = b, hy, = tpq — g
k = 0...N — 1. Dann heifit I;, ein (zuldssiges) Gitter zur Losung der AWA. h =
maxy, hy heif3t Feinheit des Gitters. Numerische Verfahren bestimmen geeignete Git-
ter und eine diskrete Ndherung yy, : I, — R. Statt y;(tx) benutzen wir hdufig, wenn
sie eindeutig ist, die verkiirzte Schreibweise y;, = yp,(xy).

Definition 4.18 Seiy, diskrete Niherung fiir eine AWA auf dem Gitter I, y die LOsung.
Dann heift

en g = R en(t) = y(t) — yn(t)
die Fehlerfunktion der Ndherung.

llenlloo = max|lea(t)]]
heift globaler Diskretisierungsfehler.
Definition 4.19 Sei I, eine Folge von Gittern mit Feinheit h, denen ein numerisches
Verfahren die Ndherungen w,, zuordnet. Das Verfahren heif3t konvergent, falls der
globale Diskretisierungsfehler mit h gegen 0 geht. Also:
llen]|oo —ns0 0.

Das Verfahren heifit konvergent von der Ordnung p, falls

[lenlloo = O(R?).
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Wir wollen numerische Verfahren entwickeln. Wegen

tea
) =t + [ eyl
123
wahlen wir Verfahren der Form

Yk+1 = Yk + hio(t, y, h)

wobei t = (t;), y = (y;), h = (h;). ¢ heifit Verfahrensfunktion. i,y sollte das Inte-
gral aus der analytischen Lésung approximieren (es gibt also einen engen Zusam-
menhang zwischen numerischer Integration und numerischer Losung von gewdhn-
lichen Differentialgleichungen).

Wir unterscheiden vier Typen von Verfahrensfunktionen:

Definition 4.20 (Typen von numerischen Verfahren)

1. Ein Verfahren heifdt explizites Einschrittverfahren, falls
Yir1 = y; + hie(ts, . hy).

2. Ein Verfahren heifst implizites Einschrittverfahren, falls

Yir1 = Y + bty v, visn, hy).-
3. Ein Verfahren heif3t explizites Mehrschrittverfahren, falls

Yi1 =y; +hip(to. . tj,vo. ..y, ho. .. hy).
4. Ein Verfahren heift implizites Mehrschrittverfahren, falls
Yir1 =Y T hio(to- - tir1,Y0 - - Yjr1, ho - - hjp).

Bemerkung: Die expliziten Verfahren sind direkte Zuweisungen. Bei den impliziten
Verfahren steht das y,., auf der linken und rechten Seite einer Gleichung, mit ei-
nem geeigneten numerischen Verfahren muss y,, hier also noch approximiert wer-
den. Die Einschrittverfahren greifen nur auf die aktuelle Naherung zuriick, die Mehr-
schrittverfahren auf alle bisher berechneten Werte.

In diesem Abschnitt werden wir zundchst auf die expliziten Einschrittverfahren ein-
gehen. Bevor wir uns Beispiele anschauen, bemerken wir, dass die Konvergenz der
Definition nach schlecht zu priifen ist, weil man fiir den globalen Diskretisierungs-
fehler die exakte Losung kennen muss. Einfach ist es dagegen hdufig, den Fehler
von y; abzuschatzen.
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Definition 4.21 (lokaler Diskretisierungsfehler und Konsistenz)
Sei y eine Verfahrensfunktion, t € |a,b], y eine L6sung der Differentialgleichung.
Dann heifit

h(t,y(1)) = %(y(t +h) = (y(t) + he(t, y(1), ), (¢ y(1) € Ku

lokaler Diskretisierungsfehler. Der Wert in der Klammer ist dabei die Nédherung fiir
y(t + h), die das Verfahren fiir die Anfangswerte (t,y(t)) liefert, wenn man also in
das numerische Verfahren die exakte L6sung einsetzt.

Das durch ¢ definierte numerische Verfahren heifit konsistent, falls ||| || o +>hso O.
Das Verfahren heifdt konsistent von der Ordnung p, falls

[17h]loc = O(RP).
Beispiel 4.22

Euler:

Das Eulersche Polygonzugverfahren ist ein explizites Einschrittverfahren mit
der Verfahrensfunktion ¢(t,y,h) = f(t,y). Sei f stetig differenzierbar, dann
ist, wegen y' = f, y zweimal stetig differenzierbar. Es gilt mit Taylorentwick-
lung

i) = DRI )

oy + @) + h2h/2y”(§(h)) —y(t) y (1)
h

= 5?/’(5) = 0.

Das Eulerverfahren ist konsistent von der Ordnung 1. Das Eulerverfahren bendtigt
eine Auswertung von f in jedem Schritt.

2. Verbessertes Eulerverfahren: Ein verbessertes Verfahren ergibt sich, wenn wir
die Mittelpunktsregel anwenden:

/ T yO)dt ~ h(ft+ b2yt + h2)

k Pt + b2, y(t) + h/2y' ()
~ h(f(te +h/2,yx + h/2f(tk, ys)))-

Falls f zweimal stetig differenzierbar ist, so ist das Verfahren konsistent von
der Ordnung 2. Das Verfahren bendétigt zwei Auswertungen von f in jedem
Schritt.
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. Verfahren von Heun:
Wir kénnen auch mit der Trapezregel integrieren, hierdurch ergibt sich das
Verfahren von Heun. Wir approximieren fiir f zweimal stetig differenzierbar:

[ sptenat ~ B+ s n g n)

tg

~ g(f(tk, i) + f(tk + Iy + 1f (te, yi))

Wir bemerken zundchst, dass
y'(t) = f(t,y@) = fult,y@O))+y () f, (£, y(2) = filt,y()+f(t, y(0)) £, (£ y (D).

Der Einfachheit halber lassen wir im folgenden die Argumente weg. Wieder
gilt mit Taylorentwicklung (fiir f in zwei Dimensionen)

nito) = IO L) + 1+ b +f(L0))

N J/

y'+h/2y"+0(h?)

-~

Y+ +h(fe+f fy)+O(h?)) =2y +hy"

Das Verfahren ist also ebenfalls konsistent von der Ordnung 2 und bendétigt
zwei Auswertungen von f pro Schritt.

Abbildung 4.3: Einschrittverfahren. Der Kegel K, ist in rot eingezeichnet.

Klick fiir Bild einschrittvef
Klick fiir Matlab Figure einschrittvef
Klick fiir Bild einschrittfehler
Klick fiir Matlab Figure einschrittfehler
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Frank Wuebbeling
einschrittvef.jpg: Einschrittverfahren. Der Kegel KM ist in rot eingezeichnet.


Frank Wuebbeling
Matlab Figure einschrittvef.fig: Einschrittverfahren. Der Kegel KM ist in rot eingezeichnet.
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Frank Wuebbeling
einschrittfehler.jpg: Einschrittverfahren. Der Kegel KM ist in rot eingezeichnet.


Frank Wuebbeling
Matlab Figure einschrittfehler.fig: Einschrittverfahren. Der Kegel KM ist in rot eingezeichnet.


Asymptotischer Fehler der numerischen Verfahren
T T T T T

Abbildung 4.4: Asymptotische Entwicklung des Fehlers bei Einschrittverfahren

Klick fiir Bild gdgleinschrittasymp
Klick fiir Matlab Figure gdgleinschrittasymp

function out = euler( f,x,y,h,p )
%EULER

out=f(x,y);

end

Listing 4.2: Eulerverfahren (euler.m)

Klicken fiir den Quellcode von euler.m

function out = verbeuler( f,x,y,h,p )
%Verbesserter EULER

out=f (x+h/2,y+h/2xf(x,y));

end

Listing 4.3: Verb. Eulerverfahre (verbeuler.m)

Klicken fiir den Quellcode von verbeuler.m

function out = euler( f,x,y,h,p )
%Heun

y1=f(x,y);
out=1/2*(y1+f(x,y+hxy1));

Listing 4.4: Verfahren von Heun (heun.m)
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Frank Wuebbeling
gdgleinschrittasymp.jpg: Asymptotische Entwicklung des Fehlers bei Einschrittverfahren


Frank Wuebbeling
Matlab Figure gdgleinschrittasymp.fig: Asymptotische Entwicklung des Fehlers bei Einschrittverfahren


function out = euler( f,x,y,h,p )
%EULER
out=f(x,y);
end
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Eulerverfahren


function out = verbeuler( f,x,y,h,p )
%Verbesserter EULER
out=f(x+h/2,y+h/2*f(x,y));
end


Frank Wuebbeling
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Klicken fiir den Quellcode von heun.m

function [y,x,z] = einschritt( verf,f,a,b,yo,N,M,truesol,p )
%Einschrittverfahren

h=(b—a)/N;

y=zeros (1,N+1);

Listing 4.5: Einschrittverfahren (einschritt.m)

Klicken fuir den Quellcode von einschritt.m

function einschrittdemo
N=10;

a=o;

b=1;

Listing 4.6: Demo Einschrittverf. (einschrittdemo.m)

Klicken fiir den Quellcode von einschrittdemo.m

Fiir Einschrittverfahren gilt der Satz: Aus Konsistenz folgt Konvergenz. Es ist zu zei-
gen, dass die in jedem Einzelschritt gemachten Fehler sich zu einem kleinen Ge-
samtfehler addieren. Hierzu bendétigen wir eine diskrete Version des Lemmas von
Gronwall:

Satz 4.23 (Diskretes Lemma von Gronwall)
Seien (ay), (Bk), (ex) > 0 reelle Folgen und ey 1 < oy + (1 + Bi)ex, k > 0. Dann
gilt
k—1 k—1
er < (eg + Z ;) exp(z B;).
=0 =0

Beweis: Durch vollstandige Induktion:

k—1 k—1

err1 < ap+ (14 Br)(eo + Zozj)exp(z B;), B >0

j=0 j=0
k—1
< ag+(eo+ Z%‘) eXP(Z Bi), (G’Bk > 1+ B)
=0 =0
k ! k !
< (eo+ Y ) exp(YB), B >0
j=0

j=0

N
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function out = euler( f,x,y,h,p )
%Heun
y1=f(x,y);
out=1/2*(y1+f(x,y+h*y1));
end


Frank Wuebbeling
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function [y,x,z] = einschritt( verf,f,a,b,y0,N,M,truesol,p )
%Einschrittverfahren
h=(b-a)/N;
y=zeros(1,N+1);
y(1)=y0;
x=a+(0:N)*h;
if (nargin<9)
    p=1;
end
for i=1:N
    y(i+1)=y(i)+h*verf(f,x(i),y(i),h,p);
end
z=truesol(x);

if (nargout<3)
    x1=(0:200)*(b-a)/200;
    z1=truesol(x1);
    close all;
    figure(1);
    plot(x,y,x1,z1);
    line([a b],[y0 y0+M*(b-a)],'color','red');
    line([a b],[y0 y0-M*(b-a)],'color','red');
    legend('Numerisch','Analytisch');
    figure(2);
    plot(x,abs(y-z));
    title('Fehler der Numerischen Approximation');
end
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function einschrittdemo
N=10;
a=0;
b=1;
M=2;
analfunc=@tan;
demofunc=@tandemo;
y0=0;
%EINSCHRITTDEMO
y1=einschritt(@euler,demofunc,a,b,y0,N,M,analfunc);
xlabel('t'); ylabel('diff');
vorlsavepic('eulerdiff');
figure(1);
title(['y''=1+y*y mit dem Eulerverfahren, N=' num2str(N)]);
xlabel('t'); ylabel('y');
vorlsavepic('eulerplot');
%waitforbuttonpress;
y2=einschritt(@verbeuler,demofunc,a,b,y0,N,M,analfunc);
xlabel('t'); ylabel('diff');
vorlsavepic('verbeulerdiff');
figure(1);
title(['y''=1+y*y mit dem verbesserten Eulerverfahren, N=' num2str(N)]);
xlabel('t'); ylabel('y');
vorlsavepic('verbeulerplot');
%waitforbuttonpress;
y3=einschritt(@heun,demofunc,a,b,y0,N,M,analfunc);
xlabel('t'); ylabel('diff');
vorlsavepic('verbheundiff');
figure(1);
title(['y''=1+y*y mit dem Verfahren von Heun, N=' num2str(N)]);
xlabel('t'); ylabel('y');
vorlsavepic('verbheunplot');
%waitforbuttonpress;
y4=einschritt(@impliciteuler,demofunc,a,b,y0,N,M,analfunc,1);
xlabel('t'); ylabel('diff');
vorlsavepic('impliciteuler1diff');
figure(1);
title(['y''=1+y*y mit dem impliziten Euler (p=1), N=' num2str(N)]);
xlabel('t'); ylabel('y');
vorlsavepic('impliciteuler1plot');
%waitforbuttonpress;
y5=einschritt(@impliciteuler,demofunc,a,b,y0,N,M,analfunc,2);
xlabel('t'); ylabel('diff');
vorlsavepic('impliciteuler2diff');
figure(1);
title(['y''=1+y*y mit dem impliziten Euler (p=2), N=' num2str(N)]);
xlabel('t'); ylabel('y');
vorlsavepic('impliciteuler2plot');
%waitforbuttonpress;

close all;
x=(0:N)*(b-a)/N;
z=analfunc(x);
x0=(0:200)*(b-a)/200;
z0=analfunc(x0);
plot(x,y1,x,y2,x,y3,x0,z0);
legend('Euler','verb. Euler','Heun','analytisch');
title('y''=1+y^2: Numerische Verfahren, N=10');
vorlsavepic('einschrittvef');
figure(2);
semilogy(x,abs(y1-z),x,abs(y2-z),x,abs(y3-z));
legend('Euler','verb. Euler','Heun');
title('y''=1+y^2: Fehler der Numerischen Verfahren, N=10');
vorlsavepic('einschrittfehler');
close all;

plot(x,y1,x,y4,x,y5,x0,z0);
legend('Euler', 'Impl. Euler (1)', 'Impl. Euler (2)','analytisch');
title('y''=1+y^2: Numerische Verfahren, N=10');
vorlsavepic('einschrittvef');
figure(2);
semilogy(x,abs(y1-z),x,abs(y4-z),x,abs(y5-z));
legend('Euler', 'Impl. Euler (1)', 'Impl. Euler (2)');
title('y''=1+y^2: Fehler der Numerischen Verfahren, N=10');
vorlsavepic('einschrittfehler');
close all;

Nmax=10;
N=zeros(Nmax,1);
y1=zeros(Nmax,1);
y2=y1;
y3=y1;
y4=y1;
y5=y1;
y6=y1;
y7=y1;
y8=y1;
for i=1:Nmax
    N(i)=5*i+2;
    [y,x,z]=einschritt(@euler,demofunc,a,b,y0,N(i),M,analfunc);
    y1(i)=max(abs(y-z));
    [y,x,z]=einschritt(@verbeuler,demofunc,a,b,y0,N(i),M,analfunc);
    y2(i)=max(abs(y-z));
    [y,x,z]=einschritt(@heun,demofunc,a,b,y0,N(i),M,analfunc);
    y3(i)=max(abs(y-z));
    [y,x,z]=einschritt(@impliciteuler,demofunc,a,b,y0,N(i),M,analfunc,1);
    y4(i)=max(abs(y-z));
    [y,x,z]=einschritt(@impliciteuler,demofunc,a,b,y0,N(i),M,analfunc,2);
    y5(i)=max(abs(y-z));
    [y,x,z]=einschritt(@trapez,demofunc,a,b,y0,N(i),M,analfunc,1);
    y6(i)=max(abs(y-z));
    [y,x,z]=einschritt(@trapez,demofunc,a,b,y0,N(i),M,analfunc,2);
    y7(i)=max(abs(y-z));
    [y,x,z]=einschritt(@trapez,demofunc,a,b,y0,N(i),M,analfunc,3);
    y8(i)=max(abs(y-z));
end
semilogy(N,y1,N,y2,N,y3);
legend('Euler','verb. Euler','Heun');
title('Asymptotischer Fehler der numerischen Verfahren');
xlabel('N');
ylabel('Fehler');
vorlsavepic('gdgleinschrittasymp');
semilogy(N,y1,N,y4,N,y5);
legend('Euler','impl. Euler (1)','impl. Euler (2)');
title('Asymptotischer Fehler der numerischen Verfahren');
xlabel('N');
ylabel('Fehler');
vorlsavepic('gdgleinschrittasympimpl');
semilogy(N,y3,N,y6,N,y7,N,y8);
legend('Heun','Trapez (1)','Trapez (2)','Trapez (3)');
title('Asymptotischer Fehler der numerischen Verfahren');
xlabel('N');
ylabel('Fehler');
vorlsavepic('gdgltrapezasymp');
end
function z=tandemo(x,y)
z=1+y*y;
end
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Dies ist nicht die scharfste Form, aber die, die wir nutzen werden. Genauer gilt:
Approximiert man im zweiten Lemma von Gronwall die Integrale durch Summen,
kommt gerade die diskrete Form heraus (Ubungen).

Satz 4.24 (Konvergenz von expliziten Einschrittverfahren)

Ein explizites numerisches Einschrittverfahren mit Verfahrensfunktion ¢ sei lipschitz-
stetig in der zweiten Variable y mit Lipschitzkonstante L und konsistent (von der
Ordnung p). Dann ist das Verfahren auch konvergent (von der Ordnung p).

Beweis: Sei y Losung der AWA. Sei I, = (t;) ein zuldssiges Gitter mit zugehdriger
numerischer Approximation y;. Dann gilt:

ekl = |y(ter1) — Yrral

[y (thi1) — (y(tr) + heo(te, y(te), he)) +y(te) — yi
+hi(p(te, y(te), he) — ©(tr, Yi, hr))|

< hi|7hy (e, ()| + lex| + hiLlex|

= Dl (b, y(t0)) | 4 (1 4 Ay L) [ex].

/

Vv vV
ag Bk

Mit dem diskreten Lemma von Gronwall gilt also

<|€0| =3 i, <tj,y<tj>>|> xp(L Y )

= (leof + (tx — a) max|m, (t;, y(t;))| exp (Lt — a)).-

IA

lex]

Also: Falls ein Verfahren konsistent ist (von der Ordnung p), so ist es konvergent
(von der Ordnung p). Wir diirfen sogar noch zulassen, dass die Anfangswerte falsch
sind (bis auf einen Fehler O(h?)). a
Bemerkung: Die letzte Ungleichung zeigt, dass der Algorithmusfehler fiir Einschritt-
verfahren in der GroBenordnung des unvermeidlichen Fehlers liegt, sie ist gerade
eine Diskretisierung der Abschdtzung[4.14] Einschrittverfahren sind also numerisch
stabil.

Korollar 4.25 Das Eulersche Polygonzugverfahren ist konvergent von der Ordnung
1. Das Verfahren von Heun und das verbesserte Eulerverfahren sind konvergent von
der Ordnung 2.

Wirwerden sehen, dass implizite Verfahren sehr niitzlich sind. Es stellt sich aber die
Frage, ob implizite Verfahren tiberhaupt wohldefiniert sind (d.h. ob die Gleichun-
gen, die sie definieren, eindeutige Losungen haben), und ob die so entstehenden
Verfahren konvergent sind.
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Satz 4.26 (Implizite Einschrittverfahren)

Sei p(tx, Yr, Yr+1, hi) die Schrittfunktion eines impliziten Einschrittverfahrens. Sei ¢
lipschitzstetig bzgl. vy, und y,1 mit der gemeinsamen Lipschitzkonstante L. Weiter
sei o stetig. Dann gibt es ein hy, so dass die Gleichung

fiir h < hq eindeutig auflosbar ist. Es gibt also eine Funktion v(t, yx, hi), SO dass

Yer1 = Yk + ho(ty, Y, v(te, yr, h), h).
v ist lipschitzstetig in der zweiten Variablen.

Beweis: Wir zeigen, dass die rechte Seite eine Selbstabbildung und kontrahierend
ist, dann folgt die Wohldefiniertheit aus dem Banachschen Fixpunktsatz.
Der Kegel K, liegt ganz in GG, K, ist kompakt, GG ist offen, also ex. e > 0, so dass
die e-Umgebung von K, bzgl. y ganz in [a,b] x G liegt. ¢ ist stetig, hat also auf
dieser abgeschlossenen Umgebung fiir h <= (b — y;) ein Maximum P.
Sei hg so klein, dass

Lhy < 1und Phgy < €

und h < hg. Wir setzen

9k — €y + €] = [y — €, ur + €], g(y) = yr + ho(te, yr, Y, hue).-

Zu zeigen ist: g ist wohldefiniert und kontrahierend. Seiy € [yx — €,y + €.

l9(y) —wl = hlo(te, yr, y, h)|
< Ph<e.

Weiter gilt fiir z, y € [yx, — €, yx + €]

l9(2) — g(y)| < Lhlz —y|.

Wegen Lh < listalso g kontrahierend, die Fixpunktiteration fiir g konvergiert gegen
den eindeutig bestimmten Fixpunkt.

Zu zeigen ist noch: v ist lipschitzstetig in y.

Seiuy = v(tg, Yk, h), ug = v(ty, 21, h). Dann gilt

|U1 —U2’ - |yk+hgp(tk7yk7ulah) - (Zk—l—h@(x,zk,UQ?h)N
S ‘yk - Zk‘ + h‘gp(tlmyk?ulv h) - (tp(tlm 2k, U1, h) + (tp(tlm Rk, U1, h) - Qp(tka 2k, U2, h)’
< |yr — 2| + Lhlyr — 2| + Lhlug — us|.
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alsowegen Lh < 1

14 Lh
1—Lh
Also ist v lipschitzstetig in der zweiten Variablen mit Lipschitzkonstante

L' = (1+ Lh)/(1 — Lh).

[V(tks Y, ) — V(tk, 26, h)| = Jur — ug| < Yk — 21

L]
Implizite Einschrittverfahren sind also explizite Verfahren, nur etwas anders aufge-
schrieben. Insbesondere gilt der Konvergenzsatz auch fiir implizite Verfahren:

Korollar 4.27 Implizite konsistente Einschrittverfahren (von der Ordnung p) sind kon-
vergent (von der Ordnung p).

Beweis: Implizite sind spezielle explizite Verfahren, also gilt[4.24} O
Beispiel 4.28

1. Implizites Eulerverfahren (konvergent von der Ordnung 1):
Yer1 = Yr + P f (trrt, Yrr1)

2. Trapezregel (konvergent von der Ordnung 2):
1
Yk+1 = Yk + hké(f(tka Yi) + f(thr1, Yns1))-

Insbesondere folgt aus dem Satz, dass die Fixpunktiteration gegen vy konvergiert.
Typischerweise berechnet man also bei impliziten Verfahren einfach mehrere Folge-
glieder der Fixpunktiteration mit Startwert y;.

Beispiel 4.29 Fixpunktiteration fiir das implizite Eulerverfahren
Wir wenden das implizite Eulerverfahren an und ldsen die Definitionsgleichung durch
Fixpunktiterationen. Fiihren wir nur einen Iterationsschritt durch, so erhalten wir

Ykt1 = Yk + P f (tes1, Un) s

also (fast) das Euler—Verfahren. Fiihren wir zwei Iterationsschritte durch, so erhalten
wir

Yk+1 = Yk + P f (b1, Y + i f (e, Ui)).

Hier machen wir ein schlechtes Geschdft: Wir bendtigen dann zwei Auswertungen
von f pro Schritt, aber das Verfahren ist nur von der Ordnung 1.
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Die Kontraktionskonstante im Fixpunktsatz von Banach war Lh. Wir gewinnen also
in jedem Schritt der Fixpunktiteration einen Faktor Lh, nach dem p. Schritt ist unse-
re Approximation von der Ordnung O(h?). Der lokale Diskretisierungsfehler erhoht
sich also, wenn man die implizite Gleichung durch p Schritte der Fixpunktiteration
ersetzt, um O(h?). Daher:

Satz 4.30 (Durchfiihrung der impliziten Verfahren)

Gegeben sei ein implizites numerisches Einschrittverfahren der Konsistenzordnung
p und seien alle Voraussetzungen des Konvergenzsatzes gegeben. Falls die Losung
der impliziten Gleichung ersetzt wird durch das p. Folgeglied der Fixpunktiteration
mit Anfangspunkt y,. in jedem Schritt, so ist das entstehende Verfahren immer noch
konvergent von der Ordnung p.

Beweis: Der lokale Diskretisierungsfehler des impliziten Verfahrens ist O(R?), er
erhéht sich noch einmal um O(h?), also ergibt sich keine Anderung in der Konver-
genz. ]

Bemerkung: Hierdurch wird natiirlich das implizite zu einem expliziten Verfahren
(wie im Beweis zum Konvergenzsatz). Macht man weniger als p Schritte der Fix-
punktiteration, so dominiert der Fehler bei der Lésung der Gleichung den lokalen
Diskretisierungsfehler, macht man mehr als p Schritte, so arbeitet man zu viel, oh-
ne dass das Ergebnis substantiell besser wird. In Abbildung|4.5|wird dies deutlich:
Zusatzliche Iterationen verkleinern den Fehler, aber nicht asymptotisch.

Asymptatischer Felier der numerischen Veralven Asymptatischer Feier der numerischen Veralven

TR
i

Abbildung 4.5: Fehler der impliziten Verfahren, p Schritte der Fixpunktiteration

Klick fiir Bild gdgleinschrittasympimpl
Klick fiir Matlab Figure gdgleinschrittasympimpl
Klick fiir Bild gdgltrapezasymp
Klick fiir Matlab Figure gdgltrapezasymp
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Frank Wuebbeling
gdgleinschrittasympimpl.jpg: Fehler der impliziten Verfahren, p Schritte der Fixpunktiteration


Frank Wuebbeling
Matlab Figure gdgleinschrittasympimpl.fig: Fehler der impliziten Verfahren, p Schritte der Fixpunktiteration
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Frank Wuebbeling
gdgltrapezasymp.jpg: Fehler der impliziten Verfahren, p Schritte der Fixpunktiteration


Frank Wuebbeling
Matlab Figure gdgltrapezasymp.fig: Fehler der impliziten Verfahren, p Schritte der Fixpunktiteration


function out = impliciteuler( f,x,y,h,p )

%IMPLICITEULER
yi=y;
for i=1:p
Listing 4.7: Implizite Trapezregel (trapez.m)
Klicken fiir den Quellcode von trapez.m
function out = impliciteuler( f,x,y,h,p )
%IMPLICITEULER
yi=y;
for i=1:p

Listing 4.8: Implizites Eulerverfahren (impliciteuler.m)

Klicken fiir den Quellcode von impliciteuler.m

Bemerkung: In diesem Kapitel haben wir der Einfachheit halber haufig Bezeichnun-
gen und Implementationen fiir n = 1 gewahlt. Alle Beweise und Sdtze gelten ohne
Anderung auch fiir Systeme von GDGL.

4.6 Konstruktion von Einschrittverfahren

Wir konstruieren nun Schrittfunktionen . Schon bei der Definition der Schrittfunk-
tion hatten wir gesehen, dass moglichst

mpttsptis) i) = [ s.u(s))ds

ti

gelten sollte. Wir suchen also numerische Naherungsformeln fiir dieses Integral.
Zundchst zeigen wir mit Hilfe der einfachen Taylorverfahren, dass es Einschrittver-
fahren beliebig hoher Ordnung gibt.

4.6.1 Taylor—Verfahren

Satz 4.31 (Taylor-Verfahren)
Sei y(x) die Losung der AWA ' (t) = f(t,y(t)), y(tx) = yx. Sei f € CP, und alle
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function out = impliciteuler( f,x,y,h,p )
%IMPLICITEULER
y1=y;
for i=1:p
 y1=y+h*impgl(f,x,y,y1,h);
end
%compute phi from the approximation
out=(y1-y)/h;
end
function out=impgl(f,x,y,y1,h)
 out=1/2*(f(x,y)+f(x+h,y1));
end

Frank Wuebbeling
Implizite Trapezregel


function out = impliciteuler( f,x,y,h,p )
%IMPLICITEULER
y1=y;
for i=1:p
 y1=y+h*impgl(f,x,y,y1,h);
end
%compute phi from the approximation
out=(y1-y)/h;
end
function out=impgl(f,x,y,y1,h)
 out=f(x+h,y1);
end

Frank Wuebbeling
Implizites Eulerverfahren


Ableitungen seien lipschitzstetig im zweiten Argument mit der gemeinsamen Lip-
schitzkonstante L. Wir definieren die Schrittfunktion

P hk_1~k P k-1 /d k-1 B
et ) = 3 i) = N () ST

k=1 ’ k=1

Dann ist das zugehdérige numerische Verfahren konvergent von der Ordnung p.
Beweis: Fiir y, = y(t;) ist y = y. Mit Taylorentwicklung gilt

=0 o, y(00), 1) = O0)

und ¢, ist lipschitzstetig nach Voraussetzung an die Ableitungen. O

Es sieht zundchst so aus, als sei das nicht sehr niitzlich: Das in ¢, auftretende y
kennt man natiirlich nicht. Tatsachlich braucht man es aber auch gar nicht. Der Wert
von y wird nicht benutzt, die Ableitungen, die auftreten, lassen sich wegen 3/ = f
alle mit Hilfe von f direkt berechnen.

Beispiel 4.32 (Taylor-Verfahren, p = 2)

Sei
flty) = (1 +y%).
Wegen J
Ef(t,g(t)) =fh+yfy=fi+f 1y
qgilt

h
O(tk Yp, h) = f(tk,yk)+§(ft(tk,yk)+f(tk,yk>fy(tk,yk))

= (1+yp)+ g(l + i) (2yr)
= (14 y2) (1 + hy).

Das Problem der Taylor-Verfahren ist, dass hohe Ableitungen von f moglichst expli-
zit ausgerechnet werden miissen. Dies ist hdufig nicht moglich, etwa wenn f nicht
exakt bekanntist. Zusatzlich gibt es keine feste, implementierbare Formel, fiir jedes
f muss noch einmal gerechnet werden.

Andererseits liefert z.B. das Verfahren von Heun ebenfalls ein explizites Verfah-
ren mit der gleichen Konvergenzordnung, aber es benutzt nur Auswertungen von
f, nicht seiner Ableitungen. Es stellt sich die Frage: Kann man numerische Ver-
fahren (beliebig hoher Ordnung) konstruieren, die nur Auswertungen von f benut-
zen? Dies liefert die Standard—Verfahren der Numerischen Mathematik, die Runge—
Kutta—Verfahren, die in allen Bibliotheken zur numerischen Losung gewdhnlicher
Differentialgleichungen zumindest optional implementiert sind.
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4.6.2 Runge—Kutta—Verfahren

Der Runge—Kutta—Ansatz liefert Verfahren beliebig hoher Ordnung, die nur Auswer-
tungen von f benutzen. Wir betrachten zundchst noch einmal das Verfahren von
Heun. Die Schrittfunktion ¢ war hier definiert durch

Otk Y, hi) = %(f(tk,yk> + f (1, v + i f (e, i)

Dies schreiben wir in der Form:

fi = f(te,ur)
fo = f(tx + hgyye + R f1)
o(te, Yk, i) = %fl + %f2

Diese Schreibweise legt die folgende Definition nahe.
Definition 4.33 Runge—Kutta—Verfahren

1. Seien oy, i, P fest gewdhlt, k = 1...m, 1 = 1...k — 1. Die Schrittfunktion
o sei definiert durch

w(tkvykv h’k) - ’Ylfl + 72,](.2 + e ’mem
mit
fi = flte+arhg, yr)

fo = f(te + ashi, yr + hie(B21f1))

m—1

[tk + b, yi + hi Z Bt f1)-

=1

fm

Dann heift das zugehérige numerische Verfahren explizites Runge—Kutta—
Verfahren.

2. Seien oy, i, Pr fest gewdhlt, k = 1...m, [ = 1...m. Die Schrittfunktion o
sei definiert durch

Otk Yk, hi) = 1 fr +2fa + oo Y fm
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mit

f(te + amhi, yp + hi Z Brif1)

fi =
=1

fo = f(tr + amhi, yi + hy Zﬁzlfl)
=1

fm = f(tk-i‘oémhk,yk—i-thﬁm,zfz)-

=1

Dann heifst das zugehdrige numerische Verfahren implizites Runge—Kutta—
Verfahren.

Satz 4.34 (Ordnung der Runge—Kutta—Verfahren)

1. Sej .
> =t
k=1

Genau dann ist das zugehdrige Runge—Kutta—Verfahren mindestens konver-
gent von der Ordnung 1 fiir alle f € C*.

2. Sei f € C*und
- 1
Qp = Zﬁkl und Z@k% = 5
l k=1

Dann ist das zugehérige Runge—Kutta—Verfahren mindestens konvergent von
der Ordnung 2.

Beweis: Taylorentwicklung. O

Ublicherweise werden Runge—Kutta—Verfahren durch die Butcher Diagramme re-
prasentiert in der Form (hier fiir explizite Verfahren)

aq
(8% 52,1
a3 53,1 53,2
Qm 5m,1 ﬁm,Z Bm,mfl
T Y2 - UYm—1 Tm

Fiir implizite Verfahren ist das Diagramm natiirlich komplett ausgefiillt.
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Beispiel 4.35 (Butcher—Diagramme)

1. Euler
0
1
2. Implizites Eulerverfahren
1]1
1
3. Verbessertes Eulerverfahren
0
171
0 1

4. Verfahren von Heun

5. Standard—-Runge—Kutta—Verfahren

0

11

112 4

310 3

110 0 1
T 1T 1 1
6§ 3 3 &

Das Standard—Runge—Kutta—Verfahren hat die Ordnung 4.

Die Koeffizienten sollten natiirlich so gewahlt werden, dass die entstehende Ord-
nung moglichst hoch ist. Ein Trick dazu ist, sich zundchst auf autonome Gleichun-
gen zu beschrdanken und nur dort die Verfahren zu entwickeln. Man kann zeigen,
dass diese Verfahren mit derselben Konsistenzordnung auf alle Gleichungssysteme
anwendbar sind (siehe unten). Leider entstehen schon dabei nichtlineare (bilinea-
re) Gleichungssysteme. Wir untersuchen dies am Beispiel m = 2.

Wir wollen ein Verfahren mdéglichst hoher Ordnung konstruieren und wahlen des-

halb die a4 gleich wie in Sei f autonom, d.h. ¢/(t) = f(y(t)). Zundchst gilt

y(t—i_h})L_y(t) :y’(t)+gy”(t)+%Qy’"(t)—i—O(hB)
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mit
y' () = fly@))
y'(t) = fly®)f (y@))
y"(t) = @) fy) + fly()2 " (y(1).

Dann gilt (ohne die bekannten Argumente)

O(ths yu, he) = nfi + 2/
= vf(yr) +v2f (Y + Bohf (yr))

52 h2f2
= nf+%(f+ Bl ff + %
Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir: Konsistente Verfahren der Ordnung 2 miissen
die Gleichungen

f"+0(h%)

1
M+ =1, 70 = 5

erfiillen. Dies ist zum Beispiel durch die Wahly; = 0,72 =1, f31 = % (verbessertes
Eulerverfahren) und v, = %, Yo = %, P21 = 1 (Verfahren von Heun) der Fall.
Die Gleichung
2 2
1
ﬁQ,;f " _ 6(f/2f + f//f2)
ist nicht mehrallgemein zu erfiillen, d.h. es gibt kein explizites Runge—Kutta—Verfahren
der Ordnung 3 fiir alle f € C3. 2ist also die maximale Konvergenzordnung eines ex-
pliziten 2—Schritt Runge—Kutta—Verfahrens.
Die maximale Konvergenzordnung eines expliziten p—Schritt—Verfahrens ist p. Lei-

der wird diese Schranke nicht erreicht. Die folgende Tabelle gibt die hochste Konsi-
stenzordnung eines Runge—Kutta—Verfahrens an:

V2

Stufenzahl |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
max.Ordnung [1 2 3 4 4 5 6 6 7 7 8

Fiir implizite Verfahren ist die Schranke 2p, und sie wird auch angenommen. Ohne
Beweis gilt der Satz:

Satz 4.36 (Konstruktion von impliziten Verfahren)

Gegeben sei ein numerisches Integrationsverfahren, das Polynome vom Grad p kor-
rekt integriert. Dann gibt es ein Runge—Kutta—Verfahren, das dieselben Auswer-
tungspunkte («y) und Gewichte (vy) benutzt und die Ordnung (2p) hat.

Bemerkung: Die Konstruktion ist leider nicht immer so einfach wie bei der Trapez-
regel.
Wahlen wir als Integrationsregel die Gauss—Integration, so gilt sofort:
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Korollar 4.37 (maximale Konsistenzordnung impliziter Verfahren)
Die maximale Konsistenzordnung eines impliziten Verfahren ist (2p). Diese Grenze
wird durch die Gauss—Verfahren erreicht.

Um spater Extrapolationsverfahren anwenden zu kénnen, bemerken wir:

Satz 4.38 (Taylorentwicklung des Fehlers der Runge—Kutta—Verfahren)

Ein Runge—Kutta—Verfahren sei konsistent von der Ordnung p, und es sei f € C9,
q > p. Dann ldsst sich der lokale Diskretisierungsfehler in eine Taylorreihe ent-
wickeln, d.h. es gibt Funktionen F), mit

m(t,y) = WP E(z,y) + ...+ hT ' F,_1(z,y) + O(h?).

Beweis: Taylorentwicklung von 7, wie im Beispiel. Die £}, sind einfach Summen von
Produkten von Ableitungen von f. O

Satz 4.39 (Konvergenz der Runge—Kutta—Verfahren)
Runge—Kutta—Verfahren der Konsistenzordnung p sind konvergent von der Ordnung

p.

Beweis: Die Schrittfunktion bendtigt nur Auswertungen von f, und f ist lipschitz-
stetigin y. O

Bemerkung: Falls die Voraussetzungen von Satz erfiillt sind, so sind die ska-
laren Runge—Kutta—Verfahren der Ordnung p auch konsistent von der Ordnung p fiir
Systeme von Differentialgleichungen.

Diese Bemerkung ermdglicht uns den Beweis der vorher gemachten Bemerkung
Uber autonome Systeme.

Satz 4.40 (Umwandlung von Gleichungen in Systeme von autonomen Gleichungen)

Jede skalare Differentialgleichung der Form y'(t) = f(t,y(t)) ldsst sich schreiben als
System von autonomen Differentialgleichungen

(W5(8), 9a(1)) = F(ya(2), (1))

Beweis: Wihle fi(y1(t),12(t) = 1, fo(yi(t),52(t) = F(y1(t),12(t)), yi(a) = a,
y2(a) = yo. Dann folgt yo(t) = y(t) aus y1 () = t. O
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4.7 Extrapolation und Schrittweitensteuerung fiir Einschritt-
verfahren

Abschlieend wollen wir, wie schon bei der Integration, mit Neville/Richardson/Rom-
berg die Konsistenzordnung von Verfahren erhhen und Naherungen den globalen

Diskretisierungsfehler bestimmen. Wieder benétigen wir dazu zundchst einen Satz

tiber die Taylorentwicklung des globalen Diskretisierungsfehlers. Fiir den lokalen

Fehler haben wir das bereits gezeigt, die Vermutung ist, dass sich wieder mit Hilfe

von Gronwall der entsprechende Satz fiir den globalen Diskretisierungsfehler zei-

gen lasst. Das ist auch tatsdchlich so, allerdings nutzen wir zum Beweis den Kon-

vergenzsatz fiir das Eulerverfahren.

Satz 4.41 Gegeben sei ein Einschrittverfahren mit Verfahrensfunktion o und der
Konsistenzordnung p, und f,p € CP*%, also

(t,y(8) = (A" + O(h"*1).

Seiy(t) die Lésung von

mit
p(t) = fy(t,y(1)).
Dann gilt
en(tr) = yn(ty) — y(tx) = Ytr)h? + O(RP*).

Der globale Diskretisierungsfehler besitzt also eine Taylorentwicklung (und die Ver-
fahren von Neville/Richardson/Romberg sind anwendbar).

Beweis: Sei ein Gitter I;, fest gewahlt, y;, die numerische Naherung.

en(tis1) = yn(trr) — y(trr1)
= yn(te) + hwo(te, yn(te), hi)
—(y(tr) + hap(ti, y(te), hae) + T(t) AT+ O(RE2)
k)

= en(tr) + hwen(tr) oy (te, y(tr), hie) — T(t) R + O(len (te) |2y, + R2T2).

Mit Konsistenz und ¢ € C? gilt

y(tr + hi) — y(tr)
Dy,

— (e, y(te), i) = f(tr y(tr)) — o(te, y(te), 0) + O(hy) = 0
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und damit

Oy (te, y(tr), he) = wy(tr, y(te), 0) + O(hy)
= fyltr,y(tr)) + O(hy)
= p(tr) + O(hy)

und
en(tesr) = en(ty) + huen(te)p(ty) — hiHT(tk) + O(hilen(te)” + hilen(t)| + hi”)

Seinun ey, (tx) = €n(tx)hy. Eingesetzt in die Gleichung und mit ~, ” multipliziert

en(tre1) = en(te) + hilp(tr)en(te) — 7(t)) + O(hi + by en (t)|” + [en(te) | h7).-

Dies ist (fast) das Eulerverfahren fiir die oben angegebene Differentialgleichung!
Bis auf einen Fehler O(h?), der bei der Berechnung des lokalen Diskretisierungs-
fehlers aber keine Rolle spielt. Also ist das Verfahren konvergent gegen die Lésung
der Gleichung, und es gilt

ente) = J(te) + O(hi) = y(tr) — yn(te) = en(tr) = hYen(te) = hEy(ty) + O(hL™).

]
Dieses Argument lasst sich iterieren, auch die hoheren Terme sind in ihre Taylorrei-
he entwickelbar.

Korollar 4.42 (Extrapolation und Fehlerabschdtzung)

1. Seien yy(b), yn/2(b) die mit der Schrittweite h bzw. h/2 gewonnenen Naherun-
gen an y(b) fiir ein Verfahren der Ordnung p, und seien f, ¢ € C?. Dann gilt

2P9n/2(b) — yn(D)

I y(b) + O,

2. Eine Abschdtzung fiir den Fehler von y; ,(b) erhalten wir durch
y(0) = yns2(b) = (ynj2(b) — yu(0))/ (2" — 1) + O(A*1).
Beweis: Durch Einsetzen. O
Da wir jetzt den globalen Diskretisierungsfehler abschdtzen konnen, wahlen wir die
Schrittweite in jedem Schritt angepasst so, dass eine vorgegebene Fehlerschranke

nicht unterschritten wird. Die muss natiirlich am Anfang strenger sein als am Ende
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(wenn man eine konstante Fehlerbeschrankung einhalten will), denn die Verfah-
rensfehler am Anfang werden exponentiell verstarkt.

Leider ist dieser Algorithmus nicht so wertvoll wie der von Romberg fiir die Integral-
berechnung: Die Entwicklung des Fehlers geht in h, nicht in 22, und die Ndherung
fiir h/2 liefert, ebenfalls anders als bei Romberg, nicht automatisch die Naherung
fiir h ohne weitere Auswertungen von f. Die folgende, heuristische Betrachtung ist
daher haufig sehr erfolgreich:

Gegeben seien zwei explizite Runge—Kutta—Verfahren, die dieselben Funktionsaus-
wertungen benutzen (d.h. dieselben «;, und £;), mit den Ordnungen p; > p», die
Naherungen y; und y, fiir y(b) liefern. Dann ist |yo — y1| eine Schdtzung fiir den
Fehler von y,. Entsprechend ist h?2~P1 eine Schadtzung fiir den Fehler von y;.

Ein Beispiel fiir ein Paar von Runge—Kutta—Verfahren mit gleichen Auswertungen
und unterschiedlichen Konvergenzordnungen ist das Verfahren von Dormand-Prince.
Dies ist das Standardverfahren zur Losung gewdhnlicher Differentialgleichungen in
Matlab unter dem Namen odeys.

0
1/5 1/5

3/10 |  3/40 9/40

4/5|  44/45 —56/15 32/9

8/9 | 19372/6561 —25360/2187 64448/6561 —212/729
1| 9017/3168  —355/33  46732/5247  49/176  —5103/18656
1| 35/384 0 500/1113  125/192  —2187/6784  11/84

5179/57600 0 7571/16695 393/640 —92097/339200 187/2100 1/40
35/384 0 500/1113  125/192  —2187/6784  11/84 0

Die obere Zeile der v, liefert ein Verfahren fiinfter Ordnung, die untere ein Verfahren
vierter Ordnung.
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Kapitel 5

Lineare Mehrschrittverfahren

Bevor wir uns nun den Mehrschrittverfahren zuwenden, wiederholen wir noch ein-
mal die zentralen Begriffe der Einschrittverfahren:

e Konsistenz: Das Verfahren ist Diskretisierung der Differentialgleichung.

e Konvergenz: Das Verfahren liefert fiir Gittergiite gegen o die exakte Losung
(dies ist das eigentliche Ziel).

e Stabilitat: Kleine Fehler im einzelnen Schritt fiihren zu kleinen Gesamtfehlern,
begriindet den Satz: Aus Konsistenz folgt Konvergenz (fiir Einschrittverfah-
ren), und ist eine Folgerung der Gronwallschen Ungleichung.

5.1 Definition

Die Idee bei den Mehrschrittverfahren ist, die vergangenen Funktionsauswertungen
bei der Berechnung der nachsten Approximation mitzunehmen. Wir erhoffen uns
dadurch eine deutliche Verringerung des notwendigen Aufwands oder eine deutli-
che Erhohung der moglichen Konsistenzordnung. In der Vorgehensweise dhneln die
Einschrittverfahren den vielleicht aus der Stochastik bekannten gedachtnislosen
Markovprozessen: Der ndchste Wert hangt ausdriicklich nur vom aktuellen Zustand
ab, nicht von einer Historie. Im Gegensatz dazu stehen die Mehrschrittverfahren.
Mehrschrittverfahren haben hohe Konsistenzordnungen bei wenigen Evaluationen
(i.A. einer) von f, auf der einen Seite gelten sie als problematisch (warum, wer-
den wir sehen), zusatzlich ist eine Schrittweitensteuerung schwierig. Daher sind sie
haufig nicht die Standardsolver. In Matlab steht der Adams—Bashforth—Solver unter
dem Namen ode113 zur Verfiigung.
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Wir werden in diesem Kapitel zundchst einige Verfahren herleiten, die Bezeichnun-
gen auf Mehrschrittverfahren (MSV) iibertragen und iberpriifen, welche Séatze er-
halten bleiben. Zundchst schranken wir die Betrachtung auf lineare Verfahren auf
dquidistanten Gittern ein. Wir reduzieren die Definition aus|[4.20]auf

Definition 5.1 Ein numerisches Verfahren, dass auf einem dquidistanten Gitter I,
mit Schrittweite h die Ndherung y,(t;) = y. der Differentialgleichung berechnet mit

> iy =0 Bif(tesjiynes), k=0...N —m
=0 =0

(e # 0) heifdt dquidistantes lineares m—Schritt-Mehrschrittverfahren. Das Verfah-
ren heift explizit, falls (5,, = 0, ansonsten implizit.

Beispiel 5.2 (Mittelpunktsregel)

Yk+2 — Ye = P (Thg1, Yrg1)

Die Definition der Konsistenz kdnnen wir von den Einschrittverfahren sinngemaf
tibernehmen.

Definition 5.3 Gegeben sei ein durch die Konstanten o; und (; beschriebenes li-
neares MSV. Dann heif3t

Bif (t+ jh, y(t + jh))

=
=
I
SRS
[
Q
<.
<
=~
+
<
=
|
<
NG

lokaler Diskretisierungsfehler.

Zur Herleitung der Standard—Formeln benutzen wir eine Kurzschreibweise, die eng
mit den dividierten Differenzen zusammenhangt, und die uns erlaubt, Interpolati-
onspolynome auf dquidistanten Gittern besonders einfach anzugeben. Unsere Idee
wird (natdirlich) sein, ein Interpolationspolynom durch die bereits berechneten Wer-
te zu legen, und dadurch den nachsten Wert einfach angeben zu kénnen.

Definition 5.4 Sei (y;) eine Folge reeller Zahlen. Dann heit (Ty) = (0,yo,y1,- - -)
die Vorgdngerfunktion und

(Vy) = (I - T)y = (y07y1 —Yo,Y2 — Y1, .- )

die Riickwdrts—Differenz.
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Beispiel 5.5
(Ve =V(¥Yo,y1 — Yo, Y2 — Y1, ---) = (Yo, ¥1 — 2¥0, Y2 — 2y1 + Yo, - - -)

also
(Ve = Yk — 2Uk_1 + Yh_o, k > 2.

Lemma 5.6 (Rechenregeln fiir die Riickwdrtsdifferenz)
=317 (Y
Yk—m = Z(—l)j ( T ) (V7y)i

(jeweils fiir k > m).

Beweis: V"' = (I —T)™ bzw. T™ = (I — V)™.

Satz 5.7 Seit, = a + kh, y. gegeben fiir k € N. Fiir k > m definieren wir

m@=iFW(f)wmﬁ=j%

J=0

Dann ist p,, das eindeutig bestimmte Interpolationspolynom in P,, mit

pr(tr—j) =Ye—j; 7 =0...m
mit der (iblichen Definition

(t) tt—1)---(t—3j+1)

J J!

Beweis:

1. py ist Polynom vom Grad < m, denn die Binomialkoeffizienten sind in P;.

()
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gilt

nn = S0 () @
! v . . .
= ) (-1) < j > (V7y)), denn der BKist o fiir j > 1

Jj=0
= Yk-1-

5.2 Konstruktion von MSV durch Integration

Fiir die Losung unserer GDGL gilt

U4m

Y(tkrm) = Y(hsm—r) = / f(t, y(t))dt.

tp+m—r

Fiir die Approximation ersetzen wir die Funktion unter dem Integralzeichen durch
sein Interpolationspolynom p; mit den Stiitzwerten f, = f(tx, yx). Wir erhalten da-
mit

tkt+m
Yetm — Yhtm—r = / pr(t)dt

tk+7n—r

- hz (—1) /Or ( _js ) ds V7 fiym1

]:0 A\

%
Die festen Koeffizienten v, sind vertafelt.
Fiir das Interpolationspolynom haben wir dann noch die Wahl zwischen den Inter-
polationsstellen ¢, bis t;_.,, (implizit) und ¢; bis ¢, (explizit). Fiir r = 1 erhalten
wir die Verfahren von Adams—Bashforth und Adams—Moulton, fiir » = 2 die Verfah-
ren von Nystrom und Milne—Simpson. Wir fassen das Ergebnis in folgender Tabelle
zusammen:

r=1 r=2
Adams—Bashforth Nystrom explizit
Adams—Moulton Milne-Simpson implizit

Interpolation auf/r
Tk - Thtm—1
Tk Thtm
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Als Beispiel betrachten wir die Koeffizienten von Adams—Bashforth:

= (—1) 5 ) d
by o= yé(j )s
1
Yo = /1d$21
0

Satz 5.8 (Konsistenzordnung der durch Integration hergeleiteten MSV)
Ein numerisches Verfahren mit m Schritten sei durch Integration des Interpolati-
onspolynoms an m (explizit) bzw. (m + 1) (implizit) Stiitzstellen hergeleitet worden.
Dann hat es die Konsistenzordnung m (explizit) bzw. (m + 1) (implizit).

Beweis: .
mlteen) =5 [ 10 - plod

thtm—r

und dann mit[3.2] O
Bemerkung: Dies ist ein phantastisches Ergebnis: Mit nur einer zusatzlichen Aus-
wertung von f kénnen beliebig hohe Konsistenzordnungen erreicht werden! Be-
merkung: Alternativ konnen MSV auch durch Differentiation des Interpolationspo-
lynoms hergeleitet werden (s. Ubungen).

Bemerkung: Offensichtlich konnen die MSV nur zur Berechnung der y, mit & > m
eingesetzt werden. Die Berechnung ist daher immer zweistufig: Zunachst werden
mit einem Einschrittverfahren die ersten m — 1 Werte berechnet, ab dort setzt das
Mehrschrittverfahren ein.

5.3 Stabilitat von Mehrschrittverfahren

Beispiel 5.9 Es werde ein Verfahren mdglichst hoher Ordnung der Form

33—« 14+«
yk+2_<1+a)yk+1+ayk:h( 5 Jrg1 — 5 fk)

gesucht. Sei f € C3. Wir bestimmen o durch Taylorentwicklung:
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1 33—« 1+«
n(t) = (o2 - @ al(e ) +a) - (5 - S50 o)
3—a 1+«
! 2—(1 —
v (2- e - 2504 10
0
4h h 33—«
!
-~ _ (1 =
+y(t)<2 (+a)2 5 h)
0
8 h? 3 —ah?
" t _h2 —(1 - -
v (5 - v 0 - 250
R
+O(h*)
Also insgesamt eine Konsistenzordnung 3 fiir « = —5 und 2 sonst. Nach unseren

Erfahrungen mit den Einschrittverfahren erwarten wir eine entsprechende Konver-
genzordnung. Dies wollen wir noch kurz mit Matlab erproben.

28

26f

24

22t

Lésung von y'=y, y(0)=1, MSV it alpha=1 %107 Lésung von y'=y, y(0)=1, MSV mit alpha=-1.5

Abbildung 5.1: (In)stabilitdat von Mehrschrittverfahren

Klick fiir Bild msvalpha1
Klick fiir Matlab Figure msvalpha1
Klick fir Bild msvalpha-1-5
Klick fiir Matlab Figure msvalpha-1-5
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Frank Wuebbeling
msvalpha1.jpg: (In)stabilität von Mehrschrittverfahren


Frank Wuebbeling
Matlab Figure msvalpha1.fig: (In)stabilität von Mehrschrittverfahren
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Matlab Figure msvalpha-1-5.fig: (In)stabilität von Mehrschrittverfahren


function [ output_args ] = msvdemo( input_args )
9%4VISVDEMO
function compute (alpha)
for k=1:N-—1

Listing 5.1: Instabilitat von MSV (msvdemo.m)

Klicken fiir den Quellcode von msvdemo.m

Wir sehen: Das geht gewaltig schief. Fiir & > 1 und o < —1.5 ist der Algorithmus
nicht einmal konvergent. Wir miissen vermuten: Der Algorithmus ist dort zwar konsi-
stent, aber wegen mangelnder Stabilitat ist er nicht mehr konvergent. Dies versteht
man leicht durch einen kleinen Ausflug in die Theorie der linearen Differenzenglei-
chungen.

5.3.1 Lineare Differenzengleichungen

Definition 5.10 Sei y = (yo,v1,...), yx € C. y heifit L6sung der linearen Differen-
zengleichung zu ay, . . . , a,, und (by), falls

AoYi+0 + G1Yk+1 + -+ G Yigm = b, K >0

mitag, ..., a, € C, ap, # 0, b = (b, b1,...), b € C. Falls b, = 0 fiir alle k, so heifst
die Gleichung homogen, ansonsten inhomogen.

m

p(x) =Y a;x’

=0
heift charakteristisches Polynom der Gleichung.

Beispiel 5.11 (Fibonaccifolge)

~Yk = Ykl T Yrr2 = 0, p(v) = a? —x—1.

Bemerkung: Seien v, ..., vy, gegeben. Dann ist die Folge bei gegebenen a;, by,
eindeutig bestimmt.

Bemerkung: Die Menge aller Folgen, die eine homogene vorgegebene Differenzen-
gleichung erfiillen, ist ein m—dimensionaler Teilraum der Menge aller Folgen. Be-
griindung: Alle Linearkombinationen von Losungen sind Losungen, die Losungen
bilden also einen linearen Teilraum. Sei y*) die Folge im Lésungsraum mit y](.k) =

dkj» 7 = 0...m — 1. Diese Folgen bilden die kanonische Basis zu ay, ..., a,, des
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function [ output_args ] = msvdemo( input_args )
%MSVDEMO
    function compute(alpha)
        for k=1:N-1
            y(k+2)=(1+alpha)*y(k+1)-alpha*y(k)+h*((3-alpha)/2 *ef(k+1)-(1+alpha)/2*ef(k));
            ef(k+2)=f(x(k+2),y(k+2));
        end
        plot(x,y,x,exp(x));
        legend('numerisch','analytisch');
        w=num2str(alpha);
        w(find(w == '.'))='-';
        title(['Lösung von y''=y, y(0)=1, MSV mit alpha=' num2str(alpha)]);
        drawnow;
        vorlsavepic(['MSValpha' w]);
    end

a=0;
b=1;
N=1000;
h=1/N;
x=(0:N)/N*(b-a)+a;
y(1)=exp(x(1));
y(2)=exp(x(2));
ef(1)=f(x(1),y(1));
ef(2)=f(x(2),y(2));
compute(0.5);
compute(1);
compute(1.01);
compute(-1.5);
end



function z=f(x,y)
z=y;
end

Frank Wuebbeling
Instabilität von MSV


Losungsraums nach der ersten Bemerkung.

Bemerkung: Die Differenzengleichung kann wegen a,, # 0 immer durch a,, geteilt
werden, dadurch dndert sich der Losungsraum nicht. Wir nehmen also ohne Ein-
schrankung immer an a,,, = 1.

Lemma 5.12 (Basislosungen fiir inhomogene Differenzengleichungen)
Sei

20 = 7=ty (m=1) "glso z,gl) = y,(ﬁl_l).
Dabei ist y'™V) Element der kanonischen Basis zu ay, . . ., a,,. Dann ist
!
Z ajzl(w)rj = Ok
=0

Beweis: Fiir k¥ < [ stehen in in der Summe nur Nullen. Fiir & > [ erfiillt die Folge die
Differenzengleichung. Fiir £ = [ ist die Summe a,,1 = 1 wegen a,, = 1. O

Satz 5.13 Die folge (z) sei definiert durch

z= Z f129.
1=0

Dann ist z Losung der inhomogenen Differenzengleichung

m

Z AjZk+j = Jr

J=0

Alle Losungen z' der inhomogenen Differenzengleichung sind von der Form

m—1
Z=z+ Z 2y,
1=0

Beweis: Die Summe konvergiert, denn fiir das k. Element der Folge bricht sie nach
k — m Summanden ab. Nach dem Lemma ist

m m

_ (k) _
Y a4z = > aifizy; = i
J=0 J=0

Die Bemerkung zu 2’ folgt, weil z — 2’ die homogene Differenzengleichung erfiillt
UndZO...Zm_lzo. ]

Wir sehen also, dass die Losungen der inhomogenen Differenzengleichung bereits
durch die Losungen der homogenen Gleichung bestimmt sind. Wir betrachten daher
zunachst nur die homogenen Gleichungen.
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Satz 5.14 (Darstellung der Lésung von homogenen Differenzengleichungen)

Seien X, ..., \, die Nullstellen des charakteristischen Polynoms p einer linearen,
homogenen Differenzengleichung. Eine Folge (yy) erfiillt genau dann die Differen-
zengleichung, falls es Polynome q;(k) € P,,,—1 gibt mit

ye =Y qi(k)AL.
=0

Beispiel 5.15 (Fibonacci—-Zahlen)

7)\2:

1++5 1-v5
5 .

pla) =a* =z =1, \ =

Beide Nullstellen haben die Vielfachheit 1. Alle Fibonacci—Folgen sind also von der
Form . .
1++/5 1-+/5
Uk =« 5 + B 5
Fiir die Standardfolge mit y, = 0 und y; = 1 erhalten wir

1+v5  1-+/5
2\/—+*B 2\/_:1’

k k
2 [ [(1+vB) [1-45

Beweis: Wir zeigen: Alle Losung der Differenzengleichung haben die angegebene

Form. Dann sind der Losungsraum und der angegebene Raum aber gleich, denn sie

haben dieselbe Dimension.
Sei zundchst i, = \F. Wegen

a+ =0, «a

also

D auk =D a N = Ap(\) =0
=0

J=0

ist damit y; eine Losung der Differenzengleichung. Im einfachen Fall, dass p nur
unterschiedliche Nullstellen hat, sind wir damit bereits fertig. Andernfalls miissen
wir etwas mehr arbeiten.

Sei wieder a,,, = 1. Sei

Yk
Yk—1
Y. € Cm, Y. = .

Yk+m—1
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und damit

0 1
Yk+1 0 1 Yk
Yk Yk—1
Yk+1 = . = e el .
0 1
Yk+m —ag o 1 Yktm—1
A Y

A heiBt Begleitmatrix des Polynoms p, sein charakteristisches Polynom ist wieder
p. Sei

Jl )\l 1
JQ :
A=XJX' J= ) L J =
‘. .. 1
J N
die Jordan—Normalform von A mit den Jordan—Kastchen J;. Dann ist
Y, = AFY, = X JF XY,
Nachrechnen zeigt
/\f Qi v Q1m
Jlk: - : 7&’”:()\{1( k )))\éC
Om—1,m \ J ! <4
)\é€ €Pj_i

J* enthélt also nur Matrixeintrdge der Form ¢;(k)\%. Damit enthdlt Y, = X J* X 'Y
also nur Linearkombinationen dieser Eintrdge, also ist (yx) von der angegebenen
Form. Der von den Folgen dieser Form aufgespannte Teilraum hat die Dimension
>.;my = m. O
Bemerkung: Alle Eigenrdume der Begleitmatrix haben die Dimension 1 (Ubungen).

5.3.2 Stabilitatssatze von Dahlquist

Satz 5.16 (Wurzelbedingung von Dahlquist)
Alle Lésungen einer homogenen linearen Differenzengleichung mit charakteristi-
schem Polynom p sind beschrdnkt genau dann, wenn fiir die Nullstellen \; von p
gilt

IAi| <1, |[\| =1 = A\ isteinfache Nullstelle.
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Beweis: Satz O

Definition 5.17 Ein Mehrschrittverfahren sei durch die Konstanten a; und b; defi-
niert. Dann ist

plx) = Z a;z! bzwo(z) = Z bz’
=0 =0

das (erste) bzw. zweite charakteristische Polynom des Verfahrens.

Bemerkung: Das Verfahren ist fiir f € C! konsistent genau dann, falls p(1) = 0 und
¢/ (1) = o(1) (Ubungen).

Wir wollen nun den Begriff der Stabilitat fiir Mehrschrittverfahren erweitern. Hier-
bei tritt ein Problem auf, dass wir bei den Einschrittverfahren nicht hatten: Zusatz-
lich zu den Fehlern, die in jedem Schritt entstehen, haben auch die Anfangswerte
Fehler (denn nur der Anfangswert y(a) ist gegeben, die anderen Anfangswerte im
Mehrschrittverfahren werden mit einem Einschrittverfahren approximiert). Wir nen-
nen ein Verfahren (asymptotisch) stabil, wenn sich der Fehler durch das Maximum
der Fehler in Anfangswerten und Rechenfehler in jedem Schritt abschdtzen lasst.
Also:

Definition 5.18 Ein Mehrschrittverfahren sei von der allgemeinen Form

> ki = ho(te, Yis - Yspms h) = h Y 0if (b Yrt ).
j=0 J=0
Seien uy. ..., u,_1 berechnete Anfangswerte. Sei v eine Funktion auf I,. Dann ist die

Folge der Rechenfehler I}, definiert durch
Fh(v)k = Vg — Uk, k=0...m—1.

1 m
Fh(v)k+m - Ezajvk—&-j _Sp(tk7vk7"'7yv+m7h)7 k Z 0
j=0

(wie iiblich mit v, = v(ty) usw.).
Das Verfahren heifit (asymptotisch) stabil genau dann, wenn es ein K > 0 gibt, so
dass fiir alle v, w : I, — C, h < hy, gilt

lv = wlee < K|[Fh(v) = Fh(w)]]

fiir alle Anfangswerte u,, k =0...m — 1.
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Bemerkung: Bei exakter Rechnung ist natiirlich F,(u) = 0. Dann gilt fiir stabile
Verfahren
[lu = v]loe < KI[[F(0)]]oc,

der maximale Fehler im Ergebnis ldasst sich also gegen den maximalen Fehler in
der Rechnung abschatzen, was unserer alten Definition von numerischer Stabilitat
entspricht.

Der Satz von Dahlquist begriindet wieder den Satz: Konsistenz plus Stabilitat gleich
Konvergenz.

Satz 5.19 (Satz von Dahlquist)
Die Anfangswerte (up)x, k = 0...m — 1, heifSen konsistent von der Ordnung p, falls
(up)k — y(a + kh) = O(hP).

1. Ein Mehrschrittverfahren sei konvergent fiir die Anfangswertaufgabe /' (t) =
0, y(a) = 0 und alle konsistenten Anfangswerte. Dann ist die Dahlquist-Bedingung
erfiillt (und es ist stabil nachls.21).

2. Ein Mehrschrittverfahren sei stabil und konsistent von der Ordnung p. Dann
ist es konvergent von der Ordnung p fiir alle konsistenten Anfangswerte von
der Ordnung p.

Beweis: Zu 1. Sei \ Nullstelle von p mit Vielfachheit r. Sei 3, = k" 'A\*h. y, ist

die vom Mehrschrittverfahren gelieferte Naherung fiir die Anfangswerte yo, . . ., yp—1,

denn die Folge ist Losung der homogenen Differenzengleichung. Sei h = (b—a)/N,

also yy Naherung fiir y(b). Aus der Konvergenz von y, gegen die Losung y = 0 folgt
(b—a)

n I 0
n

und das geht nur, wenn die Dahlquist—-Bedingung erfiillt ist.
Zu 2. Sei u die Mehrschrittlosung, yx = y(tx). Dann ist F},(y) der Konsistenzfehler,
Fy(u) = 0 und damit

|y — ulloe < K|[Fi(y) — Fa(w)lloo = [[Fn(y)lloc = O(R").
O

Lemma 5.20 Sei ¢, eine Folge nichtnegativer Zahlen, ¢, = 0, und seien a, b positiv.

Sei
k—1
€k S a + b Z €.
=0

Dann gilt

€ < aet®.
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Beweis: Mit Gronwall oder direkt per Induktion:

k
€1 < a+ bz €1
1=0

e(k—f—l)b -1
et —1

B wegen e > 1 + b.

IA

a + ab

CL€(

IA

Satz 5.21 (Stabilitit von Mehrschrittverfahren)
Sei f lipschitzstetig in der zweiten Variablen. Gegeben sei ein lineares Mehrschritt-
verfahren mit charakteristischem Polynom p. Dann gilt:

1. Falls das Verfahren stabil ist fiir f = 0, so erfiillt p die Wurzelbedingung.

2. Falls p die Wurzelbedingunag erfiillt, so ist das Verfahren stabil.

Beweis: Zu 1. Sei f = 0, also ¢ = 0. Sei u eine beliebige Losung der homogenen
Differenzengleichung

m

E QjUk4; = 0

J=0

Dann gilt wegen der Stabilitat fiir f = O fiir die konstante Folge 0, = 0

[u=0loe < K]|[Fa(w) = Fu(0)loo = K _max |ui
mit einer von h unabhdngigen Konstanten K. Also sind alle Lésungen der homoge-
nen Differenzengleichung beschrankt, und p erfiillt die Wurzelbedingung.
Zu 2. Erfiille nun p die Wurzelbedingung.
Beweisidee: Wir zeigen, dass (v—w) einerinhomogenen Differenzengleichung geniigt.
Dann kdnnen wir (v — w) explizit angeben mit Hilfe der Losungen der homogenen
Gleichung, und diese sind genau dann beschrankt, wenn p die Wurzelbedingung
erfiillt.
Sei

d=v—w,d= F(v) — Fy(w).
Nach Definition gilt

5/€:dk, k=0...m-—1.
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Wir versuchen, ¢ durch d abzuschatzen. Es gilt
depm = (Fn(v) — Fy(w))y

1 m
= E Zaj5k+j - (Sp(tk-i-j?,l}ka <oy Uktm, h) - (ip(tkvwkv cooy Wetm, h’))

und damit erfiillt § die inhomogene Differenzengleichung

Z aj5k+j = hfik_‘_m + (Sﬁ(tk—i-j, Uiy oo oy Uktm,s h) — gO(tk, Wiy« -+« y Wit-m, h)l
7=0 ™

=Mk

Nach hat ¢ die Form

m—1 00
djyk + thlz
=0 1=0

mit den kanonischen Basen ) und 2 aus|s.13 Da p die Wurzelbedingung erfiillt,
gibt es ein M mit

1y lso, 1270 < M

Sei L die Lipschitzkonstante von f. Dann ist ¢ lipschitzstetig in den y;, also

7] < [t +\L77,jfz%§?§1 |Gkt
]\ — e’

=€k

Sei nun
d = [|dg|lsc = || Fn(v) = Fiu(w)] |-
Dann gilt
k—m N
6] < Mmd+Mh» (d+ Le)
1=0
k—m
= Md(m+ (k—m+1)h) + MhL €j
1=0

und damit nach Definition der ¢,

k
e < Md(m+ (k+1)h) + MALY ¢

j=0
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oder

k—1
ex(l— MhL) < Md(m + (k+1)h) + MhL> ;.
j=0
Sei nun . .
h<hy=—==1—MhL> .
2M L 2
Dann gilt
_ k—1
e < 2M(m + (b—a)ld—i—?MLhZej
-~ =:D 7=0

=:C

und mit dem Lemma
|0k| < e < cdePFh = [|v — wl|oo < ceD(b_a)HFh(v) — F(w)]|so

fur h < ho. O

Bemerkung: Der Satz ist fiir allgemeine Mehrschrittverfahren giiltig, wir haben die
Linearitat hier nur zur Vereinfachung der Schreibweise benutzt.
Bemerkung:

1. Der Fehler beim Mehrschrittverfahren wird abgeschadtzt durch das Maximum
der Fehlerin den Anfangswerten und den lokalen Diskretisierungsfehler. Man
sollte zur Bestimmung der Losung also immer passende Verfahren wahlen,
d.h. das Einschrittverfahren zur Bestimmung der Anfangswerte sollte dieselbe
Konsistenzordnung haben, wie das Mehrschrittverfahren.

2. Einschrittverfahren sind stabil (denn das charakteristische Polynom ist p(x) =
x —1).

3. Aus Integration gewonnene Mehrschrittverfahren sind stabil (denn das cha-
rakteristische Polynom ist p(z) = 2™ — 1).

4. Esgibt konsistente Verfahren, die nicht von der Differentialgleichung abhangen
(Ubungen). Die sind natiirlich nicht konvergent! Also miissen sie instabil sein.

5.3.3 Stabilitat und Konsistenz

Wir betrachten nun noch kurz den Zusammenhang von Stabilitat und Konsistenz-
ordnung. Zundchst geben wir eine einfache Vorschrift zur Berechnung der Konsi-
stenzordnung eines Verfahrens an:
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Satz 5.22 Seien p und o die charakteristischen Polynome eines m—Schritt—-Mehrschrittverfahrens.

Sej \
o(\) = % o).

Das Mehrschrittverfahren ist genau dann konsistent von der Ordnung p (fiir ausrei-
chend glattes f), wenn ¢ bei A = 1 eine Nullstelle der Ordnung p hat. Das Verfahren
ist konsistent, falls (1) = 0.

Beweis: Sei f € C?, also y € CP*! und ¢ fest. Dann gilt

e+ 0 = (o) + @)+ L) 4 O

p!
ih)(P—1)
Vrin) = o0+ 0+ B0 o)

Dies ergibt fiir den lokalen Diskretisierungsfehler

(t) = %Zajy(t+jh)—26jy’(t+jh)

=0 =0
1 m
= 2% y(t)
=0
——
Co
+ (Z lay; — Z@j) y(1)
7=0 7=0
Ch
_ - I =
+h 1(7 2 "oy = oy 2 16;) y (1) + O(h").
=0 =0
Co
Sei
z 1 — |z — z
W(=) = p(e) = 2 D azel =3 e
=0 =0
Dann ist die Potenzreihe von y um z = 0
IS &g N, )
X(z) = — ) q F_Zﬁj - TOE)
j=0 k=0 j=0 k=0



Also ist dquivalent:
1. ¢ hat p—fache Nullstelle bei A = 1.
2. x hat p—fache Nullstelle bei z = 0.
3. Go=C1=...=C, =0
4 (t) = O(W?)
U

Da Mehrschrittverfahren der Lange m insgesamt 2m + 1 Variable haben (beachte
a,, = 1), kann man erwarten, damit 2m + 1 Bedingungen zu erfiillen, also den Kon-
sistenzgrad 2m zu erreichen. Leider sind die so erzeugten Verfahren alle instabil, es
gilt der Satz von Henrici:

Satz 5.23 (Maximale Konvergenzordnung stabiler Verfahren)
Stabile m—Schritt-Verfahren haben die maximale Konsistenzordnung m + 1 fiir m
ungerade und m + 2 fiir m gerade. Die maximale Konvergenzordnung wird erreicht.

Bemerkung: Adams—Moulton und Milne—Simpson sind optimal fiir m ungerade.
Beweis: Henrici, Elements of Numerical Analysis 1964, mit[5.22] und ein bisschen
Funktionentheorie. O

5.4 Spezialitdten

Abschlief’end wollen wir noch kurz zwei Themen anschneiden, die eine viel einge-
hendere Behandlung verdient hatten.

5.4.1 Extrapolation

Nach den Erfahrungen der anderen Kapitel erwarten wir, dass sich die Methode der
Extrapolation, die wir zur Konvergenzverbesserung oder zur Abschdtzung des globa-
len Diskretisierungsfehlers nutzen kdnnen, auch auf die Behandlung gewdéhnlicher
Differentialgleichungen anwenden lasst. Dies ist fiir Einschrittverfahren richtig, fiir
Mehrschrittverfahren aber im Allgemeinen nicht.

Satz 5.24 (Extrapolation)

121



1. Seiy(ty, h) die Ndherung, die ein Verfahren der Ordnung p fiir die Losung y(t,)
fiir y'(t) = f(t,y(t)) liefert. Dann ist bei Einschrittverfahren der globale Dis-
kretisierungsfehler in eine Potenzreihe entwickelbar, bei Mehrschrittverfahren
im allgemeinen nicht.

2. Bei Einschrittverfahren ldsst sich der globale Diskretisierungsfehler durch In-
terpolation abschditzen, es gilt also

1
2r —1

y(to, h/2) —y(t) ~ (y(to, h) — y(to, h/2))

fiir hinreichend kleine h.

3. Bei Mehrschrittverfahren besitzt der globale Diskretisierungsfehler im allge-
meinen keine Potenzreichenentwicklung.

Beweis: (1), (2) in Stoer-Bulirsch Il, 7.2.3. Beispiel fiir (3) in den Ubungen.

In den Ubungen zeigen wir, dass schon fiir ein einfaches Beispiel der Fehler der
Mittelpunktsregel nicht entwickelbar ist. Es taucht an der Stelle ¢, ein oszillierender
Term auf, der die Konvergenz der Potenzreihe verhindert. Dies kann man einfach
durch eine nachgeschaltete Glattung korrigieren. Wir erhalten das Verfahren von
Gragg:

Satz 5.25 (Verfahren von Gragg)

Sei
2 = yla)
21 = 2o+ hf(a,z)
Zkro = 2k +2hf(Trat, 2E11)
1 n 1 n 1
Yn = 4yn+1 2yn 4ynfl
Y = 2o
Yn = 2N

das Verfahren von Gragg. Dann ist der globale Diskretisierungsfehler in eine Po-
tenzreihen in h* entwickelbar.

Zum Beweis siehe wieder Stoer—Bulirsch und die Bemerkungen in den Ubungen.

5.4.2 Steifigkeit

Zu guten Differentialgleichungen gehdort noch etwas mehr als nur Stabilitat und Kon-
vergenz. Bisher sind wir immer davon ausgegangen, dass h beliebig klein ist, und
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haben uns etwa fiir die Stabilitat damit zufriedengegeben, dass fiir ausreichend
kleine h die Stabilitatsbedingung erfiillt ist. Ist ein Verfahren nicht fiir alle Schritt-
weiten stabil, so miissen wir aber folgendes erwarten: Bis zu einer gewissen Gren-
ze liefert das Verfahren instabile Ergebnisse (mit exponentiellem Fehler), ab dieser
Schranke liefert es sehr gute Ergebnisse (die unter Umstdnden viel besser sind, als
wir sie bendétigen). Die Schrittweite wird bei diesen Verfahren also unter Umstdanden
nicht Giber die Genauigkeit, sondern {iber die Stabilitdat vorgegeben. Das gilt auch
und insbesondere fiir Einschrittverfahren!

Ist eine Differentialgleichung so beschaffen, dass dieses Verhalten auftritt, so heifdt
die Differentialgleichung steif. Beispiele dafiir werden wir gleich kennenlernen. Zundchst
schauen wir uns aber ein Beispiel an, in dem zwei Einschrittverfahren mit derselben
Konsistenzordnung unterschiedliche physikalische Deutungen liefern.

Beispiel 5.26 (Dispersion)

Wir betrachten einen senkrechten Steinwurf mit Masse 1. Seien v(t), h(t) Geschwin-
digkeit und Hohe des Steins, g die Erdbeschleunigung. v und h erfiillen die Trans-
portgleichung

V() = —g, h'(t) = v(t).

Dahinter steht der Satz iiber die Energieerhaltung, die Summe aus potentieller und
kinetischer Energie ist konstant. Sei

E(t) = gh(t) + v(t)?/2.
Dann ist
E'(t) = gv —vg = 0.
Die Gesamtenergie ist also konstant. Ein gutes numerisches Verfahren sollte diese

Grofie auch erhalten. Fiir das Eulerverfahren gilt

Vg1 = vp — Atg

hk+1 = hk + Atvk

Eyvr = ghpy + Ul?;+1/2
= g(h, + Atvy) + (vp — Atg)?/2
= (AP¢H)/2+ Ey

Die Energie bleibt also nicht konstant, es tritt ein kleiner Fehlerterm auf, die “Disper-
sion”, eine Art kiinstliche Reibung. Sie geht zwar fiir At gegen 0 auch gegen 0, aber
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sie macht physikalisch hier keinen Sinn. Fiir das verbesserte Eulerverfahren gilt

Yerr = Y+ hf (e +1/2, 0 + h/2f (tk, yx))

Upp1 = v — Atyg

hit1 = hg + At(vp + At/2g)

By = g(hi — At(v, + At/2g)) + (v, + Atg)?*/2
= E,

Das Verfahren ist also energieerhaltend, unabhdngig von der Schrittweite! Wir wer-
den fiir diese konkrete Differentialgleichung also mit dem verbesserten Eulerverfah-
ren bessere Ergebnisse erwarten.

Wir betrachten nun das Modellproblem von Dahlquist

y'(t) = Ay(t), y(0) =t, A € C, ReX < 0.

Die analytische Losung in einer Dimension ist exp(At). Offensichtlich geht die Losung
gegen 0, und das erwarten wirauch von der numerischen Approximation, unabhdngig
von h.

Definition 5.27 (A-stabil)
Ein Verfahren heif3t A-stabil, wenn fiir das Dahlquist—Problem die numerische Ap-
proximation monoton fallend ist fiir alle h und alle \ mit Realteil kleiner o.

Fiir Ein— und Mehrschrittverfahren lasst sich die A-Stabilitat einfach tiberpriifen.

Satz 5.28 Fiir die durch Ein— und Mehrschrittverfahren gelieferten Ndherungen fiir
die Losung des Dahlquist—Problems gilt

Yk+1 = R<>‘h)yk-

Fiir Einschrittverfahren ist R ein Polynom, fiir Mehrschrittverfahren eine rationale
Funktion. Ein Verfahren ist A-stabil, falls |R(z)| < 1 fiir alle z mit Realteil kleiner 0.
Der Bereich von C mit |R(z)| < 1 heif3t Stabilitdtsbereich.

Beweis: Ubungen.
Beispiel 5.29 (Stabilitdtsfunktion)
1. Euler explizit:
Y1 = Yk + hf (te, k) = yr + RAYs = (1 + hA)ys.

Esistalso R(z) = 1+ z. Das Verfahren ist nicht A—stabil. Das Stabilitdtsgebiet
ist ein Kreis um —1 mit Radius 1.
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2. Euler implizit:

1
Y1 = Yr + A (ks Yki1) = Y + hAYR41 = -

Die Stabilitatsfunktion ist R(z) = -, das Verfahren ist A-stabil.

Satz 5.30 Kein explizites Verfahren ist A-stabil. (Und da wir implizite Verfahren im-
mer nur ndherungsweise als explizite Verfahren l6sen durch die Fixpunktiterationen,
ist kein bisher betrachtetes Verfahren A-stabil.)

Beweis: Fiir explizite Verfahren ist R ein Polynom. O

Die Bedingung der A-Stabilitat ist besonders fiir grof3e z, also grofie A, schwer zu
erfiillen. Fiir skalare Differentialgleichungen erster Ordnung ist das aber kein Pro-
blem: Wenn X\ grof3er wird, so muss auch die Diskretisierung um den Faktor A ver-
feinert werden, um die Genauigkeitsanforderungen erfiillen zu konnen. Wir miissen
also ohnehin ein kleines h wahlen, die zusatzliche Stabilitdtsanforderung fallt nicht
ins Gewicht. Anders sieht es bei Systemen aus.

Wir betrachten nun ein Anfangswertproblem der Dimension 2 der Form

y'(t) = Dy(t)

mit einer Diagonalmatrix D und den Eintragen \;, \, auf der Hauptdiagonalen. Wir
nehmen an, dass die Realteile der A\, negativ sind, und dass |[Re\;| >> |Re),|. Das
System besitzt die Losungen aexp(A\it) + bexp(Ay)t. Der erste Term fallt schnell,
spieltalso fiir die Losung praktisch keine Rolle. Der zweite Term dominiert die Losung,
daher sollte die Genauigkeit an ihm ausgerichtet werden (und damit die Wahl der
Schrittweite).

Aber: Da der Betrag des Realteils von \; sehr grof3 ist, muss bei nicht A-stabilen
Verfahren die Schrittweite so gewahlt werden, dass iliberhaupt erst einmal das Ge-
samtverfahren stabil ist. Wir stehen also vor dem Dilemma: Wir kdnnten die Schritt-
weite eigentlich gro3 wahlen fiir die Genauigkeit, miissen sie aber klein wahlen fiir
die Stabilitat. Das war gerade unsere Definition fiir steife Differentialgleichungen.
Dies ist die Motivation fiir den Satz:

Satz 5.31 Sei y/(t) = f(t,y(t)) ein System von gewdhnlichen Differentialgleichun-
gen. Sei J die Jakobimatrix von f in einem Punkt. Falls J diagonalisierbar ist und
nur Eigenwerte mit negativem Realteil besitzt, bei denen sich der Betrag des Real-
teils stark unterscheidet, so ist die Differentialgleichung steif.

Beweis: Linearisierung der Differentialgleichung. O
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Kapitel 6

Randwertprobleme

Abschlielend wollen wir uns noch der Behandlung linearer Randwertaufgaben zu-
wenden. Bisher haben wir ausschlieflich Anfangswertaufgaben behandelt, d.h. wir
suchten Funktionen y(t) mit

y'(t) = t(t,y(t)), y(a) = yo, auf[a, b].

Gleichungen hoherer Ordnung haben wir in Systeme umgewandelt, fiir eine lineare
Differentialgleichung zweiter Ordnung lautet das Anfangswertproblem dann also

y'(t) +p(t)y () + q(t)y(t) = f(t), y(a) = o, ¥'(a) = yp.

Wir miissen also im Punkt a Werte fiir y und seine Ableitung vorgeben. Diesen Fall
haben wir sehr gut untersucht, die Lésbarkeitsbedingungen sind einfach analytisch
angebbar, und wir haben konvergente numerische Methoden fiir diesen Fall ange-
geben.

Will man aber etwa die Auslenkung eines an zwei Seiten festgebundenen Seils
beschreiben, so kann man das zwar durch eine lineare Differentialgleichung tun,
Randbedingung ist aber offensichtlich, dass die Auslenkung am linken und rechten
Rand verschwindet, d.h. y(a) = y(b) = 0. Wir landen also bei einem Randwertpro-
blem, bei dem die festen Bedingungen nicht nuram Randpunkt a, sondern auch am
Randpunkt b vorgegeben sind.

Definition 6.1 Ein Randwertproblem sucht Funktionen y(x) € C*([a, b] — R™) mit

y'(t) = f(ty(1)), 9(y(a),y(b)) =0

fiir eine Funktion g : R*" — R. Typischerweise haben wir Dirichlet—-Randbedingungen
(bei denen der Wert der Funktion vorgeschrieben ist), Neumann—Randbedingungen
(bei denen der Wert der Ableitung vorgeschrieben ist) oder gemischte Bedingungen
(bei denen eine Kombination aus Ableitung und Wert der Funktion vorgeschrieben
ist, jeweils in einem Randpunkt). Fiir n = 2:
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1. y(a) = yo, y(b) = y1: Dirichlet—-Randbedingungen. Falls y, = y; = 0: Homo-
gene Dirichlet-Randbedingungen.

2. y'(a) = yo, ¥'(b) = y2: Neumann—Randbedingungen. Falls yo, = y; = 0:
Homogene Neumann—Randbedingungen.

3. g1(y(a),y'(a)) =0, g2(y(b),y' (b)) = 0: Gemischte Randbedingungen.

Die Losbarkeit dieses Systems ist leider erheblich komplizierter als bei Anfangs-
wertaufgaben. Wir betrachten die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten und Dirichlet-Randbedingungen:

y'(t) — ?y(t) =0, a € R, y(a) = y1, y(b) = 1o, b > a.
Alle Losungen der Differentialgleichung sind von der Form

y(t) = iy (t) + coa(t) = 0, y1(t) = exp(at), y2(t) = exp(—at)
und zur Erfiillung der Randwerte erhalten wir die Gleichungen

cyi(a) + caya(a) = 0, cry1(b) + c2ya(b) = 0.
Das System ist also l6sbar, wenn die Matrix

- (0 0

invertierbar ist bzw. wenn ihre Determinante nicht verschwindet. Setzen wir die
Losungen ein, so gilt tatsachlich

1 exp(a(b—a))
W = eXp(a) ( 1 exp?—@é(b - a)) )

und da die Exponentialfunktion monoton ist, sind die Zeilen voneinander unabhangig,
damitist die Matrix invertierbar und die Dirichlet—Aufgabe eindeutig l6sbar. Tatsadchlich
sind lineare Dirichlet—Randwertaufgaben zweiter Ordnung der Form

y'(8) +p)y' () — a(t)y(t) = 0,y(a) = yo, y(b) = v
mit ¢(¢t) > 0 immer eindeutig l6sbar (Walter).
Anders ist es im Fall ¢(¢) < 0. Wir betrachten nun das fast gleiche Randwertproblem

y'(t) + a’y(t) =0, y(0) = 0, y(r) = 0, « € R.
Wir konnen die Analyse iibertragen mit den Grundlésungen

y1(t) = cos(at), yo(t) = sin(at).
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Die trigonometrischen Funktionen haben natiirlich ein fundamental anderes Verhal-
ten. Insbesondere ist die Matrix

_ ( sin(0)  sin(ar) )

cos(0)) cos(am)

genau flir « € Z nicht invertierbar. Wir erhalten also: Die Randwertaufgabe ist ein-
deutig losbar, falls a ¢ Z.

An dem einfachen Beispiel der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung
mit homogenen Randbedingungen lasen sich bereits alle Schwierigkeiten studie-
ren. Wir betrachten also im Folgenden das Problem (LRWP)

y' () + )y (t) — a®)y(t) = f(t), y(a) = y(b) =0, q(t) > 0.
Durch die Transformation Y (z) = y(p(z)) kdnnen wir sogar noch p = 0 erreichen,
d.h. es reicht die vereinfachte Form

y'(t) —a)y(t) = f(t), y(a) = y(b) = 0

zu betrachten.Wir werden nun vier verschiedene Ansdtze zur Losung dieses Pro-
blems untersuchen.

Bemerkung: Wir betrachten in diesem Abschnitt nur gewdhnliche Differentialglei-
chungen. Tatsdchlich lassen sich, im Gegensatz zu Anfangswertaufgaben, alle vor-
gestellten Methoden und Satze in hohere Dimensionen, also fiir partielle Differenti-
algleichungen, libertragen. In einer Dimension sind sie aber viel anschaulicher, oft
trivial. Zum Verstandnis der Verhaltnisse bei partiellen DGL ist es also sehr niitzlich,
die Interpretation als gewdhnliche DGL im Kopf zu behalten. Wir werden daher hier
immer einige Beziehungen zu den PDGL angeben, auch wenn Sie diese bisher nicht
gehort haben sollten.

6.1 Analytische Losung

Ein Verfahren zur Losung der homogenen Differentialgleichung mit f = 0 haben wir
oben bereits angegeben: Wir bestimmen die Grundlésungen, die Losung von LRWP
bekommen wir dann durch Losung eines Gleichungssystems. Diese Idee ldsst sich
fiir jede rechte Seite erweitern.

Satz 6.2 (Greensche Funktion)
Sei y, Losung der Anfangswertaufgabe

yi (t) — q(t)y(t) = 0, yi(a) = 0, yi(a) = 1

und y, LOsung der entsprechenden Anfangswertaufgabe bei b.
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Die Funktion (0 () /
1 y1(t)y2(t’), t <1
Gt t) = —— ’
(t.7) W(t) { vy (t'), t>t
m ®) )
yi(t) yalt
W(t) =
<>‘mwywﬁ
heit Greensche Funktion von (LRWP), W (x) heit Wronski—Determinante und ist
konstant.
Falls y = 0 einzige Losung von (LRWP) mit f = 0 ist, so ist (LRWP) fiir alle stetigen f
eindeutig losbar. Die LGsung ist gegeben durch

b
ywzfawwmwﬂ

Beweis:

also

W' (t) = yi (€)ys(8)+y1 (D) ys () —vh () ya (£) =y (8)yy (1) = q()ya () y2(t)—q(t)y1 (E)y2(t) = 0

und damit W (z) = c konstant. Wdre y;(b) = 0, so wdre y; nichttriviale Lésung des
homogenen Problems. Nach Voraussetzung gilt also

¢=W(b) = y:(b) # 0.

Zur Interpretation von GG im Sinne von partiellen Differentialgleichungen betrachten
wir es bei festem ¢’. Dann ist es fiir ¢ < ¢’ ein Vielfaches von v, (t), fiirt > ¢’ ein Viel-
faches von y»(¢) und erfiillt damit die Differentialgleichung. Am Punkt ¢ = ¢’ ist G gar
nicht differenzierbar, der Differenzenquotient wachst tiber alle Maf3en. Tatsachlich
[6st G in einem erweiterten (distributionellem) Sinne die Differentialgleichung

G"(t, ') — q()G'(t,t') = 6(t = t')

wobei 4 eine Funktion (Distribution) ist mit der Eigenschaft

/R(S(x):l

und ¢ verschwindet aufRerhalb des Nullpunkts — dies kann offensichtlich von keiner
normalen Funktion erfiillt werden. Unter der Annahme, dass es eine solche Funktion
gibt, so gilt aber natiirlich sofort

V') = a(t) = g | SO = 10
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und y ist Losung von (LRWP).

Wir zeigen den Satz aber natiirlich direkt. Nachrechnen liefert sofort, dass iiberra-
schenderweise fiir stetiges f y differenzierbar ist, obwohl G nicht differenzierbar
ist, und

/(1) = y()a(t) + S (O (1)

und damit ist y Losung der Differentialgleichung, hat homogene Randwerte, ist also
Lésung von (LRWP). d

Damit haben wir die erste (analytische) Methode zur Losung von (LRWP) gefunden:

1. Bestimme die Losungen o, y; der Anfangswertprobleme.
2. Berechne die Greensche Funktion.

3. Berechne y(t) = fabf(t’)G(t,t’)dt’.

6.2 SchieBverfahren

Der Hintergrund dieser Verfahren ist einfach zu erraten. Eine Kanone, deren Ab-
schusswinkel « variabel ist, stehe in einer Ebene am Punkt a. Das Zielobjekt ste-
he am Punkt b. Sei y,(t) die Hohe der Kugel auf dem Weg von a nach b an einem
Punkt ¢. Dann ist unser Ziel, durch Versuch und Irrtum o« = & so zu wahlen, dass
ya(b) = 0. y, genligt einer gewdhnlichen Differentialgleichung, das gesuchte y5
geniigt den homogenen Dirichlet-Randbedingungen yz(a) = y5(b) = 0.

Dies interpretieren wir noch etwas um. Gesucht sei die Losung y von (LRWP). Fiir
jedes « besitzt die Anfangswertaufgabe mit der vorgegebenen DGL und y(a) = 0,
y'(a) = « eine Losung und ist leicht numerisch berechenbar mit den Algorithmen
des letzten Kapitels. Wir suchen nun ein a mit F'(«) := y,(b) = 0. F ist eine nicht-
lineare, eindimensionale, berechenbare Funktion. Wir suchen eine Nullstelle von
F. Verfahren dazu lernen Sie in der Vorlesung Numerische Analysis kennen, etwa
das Newton-Verfahren. Voraussetzung zur Anwendung dieser Verfahren ist, dass
die Funktion mindestens einmal stetig differenzierbar ist. Tatsachlich gilt der Satz:

Satz 6.3 Sei (LRWP) gegeben. Sei y,(t) die Losung der Anfangswertaufgabe der
DGL fiiry..(a) = a, yo(a) = 0. Sei F(«) = yo(b). Dann ist F differenzierbar.

Dies liefert uns das zweite (numerische) Verfahren zur Losung von (LRWP):

1. Implementiere die Funktion F'(«), die numerisch eine Approximation fiir y,,(b)
berechnet mit den numerischen Verfahren des letzten Kapitels.

2. Nutze ein numerisches Verfahren zur Bestimmung der Nullstelle von F, zum
Beispiel das Newton—Verfahren.

130



6.3 Diskretisierungsverfahren

Wir kénnen auch die Diskretisierungsidee aus dem letzten Kapitel zur Losung ein-
setzen. Sei t, ..., ty wie Ublich ein zuldssiges Gitter auf [a, b]. Wir suchen Approxi-
mationen yo, ..., yy Mity(tx) ~ yx.

In den inneren Punkten des Gitters diskretisieren wir die Differentialgleichung kon-
sistent, gibt N — 1 Gleichungen, plus zwei Randbedingungen, macht insgesamt
N + 1 Gleichungen fiir N + 1 Unbekannte.

Wir betrachten als Modellproblem die eindimensionale Poisson—-Gleichung

flrt in [0, 1] auf einem dquidistanten Gitter. Zur Diskretisierung nutzen wir die For-
meln aus[3.27} Wir erhalten das lineare Gleichungssystem

Yo— 21ty
_% = fi=f(t)
o —2yn_1 +
_Yn—2 }?j;v 1TYn Faot = f(tno1)
Setzen wir die Randbedingung yo = yy = 0 in das Gleichungssystem ein, so erhal-
ten wir fiir die Unbekannten v, ..., yy_1 das lineare Gleichungssystem
2 -1 Y1 f1
-1 2 -1 Y2 Ja
U : = h? :
-1 2 -1 YN—2 In—2
—1 2 Yn-—1 Iy
L, Yn In

Die Diskretisierung ist offensichtlich konsistent. Ist das Gesamtverfahren auch kon-
vergent, d.h. gilt ||y|;, — yx|| — 0? Wir untersuchen das zunachst fiir die 2-Norm.
Die Eigenvektoren von L, lassen sich leicht angeben: Es sind die Vektoren (y(t;),
k=1,...,N —1,zuden Eigenwerten

und damit




mit der Abschatzung
2
sinz > —x, z € [0,7/2].
T

Insbesondere ist L, also invertierbar und ||L, || < 1/4. Das lineare Gleichungs-
system ist also losbar, und sogar sehr effizient [6sbar, denn es ist eine Tridiagonal-
matrix.

Fiir die Konvergenz gilt:

Wyr, —wnlla = |ILy (Layls, — fu)ll2
< 1L, ] N La(yln,) — full2
SN——" ~ ~~
Stabilitatsfaktor Konsistenzfehler
oo 0

Mit dieser Definition des Stabilitdtsfaktors und der offensichtlichen Definition der
Stabilitat (der Stabilitatsfaktorist unabhangig von i nach oben beschrankt) gilt wie-
der der Satz:

Satz 6.4 Aus Stabilitit und Konsistenz folgt Konvergenz (bzgl. der euklidischen Norm).

Leider steht hier nur die euklidische Norm. Bisher haben wir Konvergenz immer
beziiglich der Maximumnorm betrachtet. Das wollen wir auch beibehalten. Zur Un-
tersuchung dieser Konvergenz benotigen wir einige spezielle Eigenschaften der oben
angegebenen Matrix L.

Definition 6.5 Sei A eine reelle, invertierbare N x N-Matrix. A heifst M—-Matrix
genau dann, wenn A; > 0V, Ay < 0V, und Al > 0V, 4.

Definition 6.6 Eine Matrix A heit schwach diagonaldominant, falls in jeder Zeile
die Summe der Betrdge der AufSerdiagonalelemente nicht grofSer ist als der Betrag
des Hauptdiagonalelements.

Satz 6.7 Sei Aeinereelle, invertierbare, schwach diagonaldominante N x N —-Matrix
mit positiven Hauptdiagonaleelementen und nicht—positiven AufSerdiagonalelemen-
ten. Dann ist A eine M —Matrix.

Beweis: Sei b < 0, Ax = b. Angenommen, z; = maz{xy,...,zy} > 0. Dann gilt

Ajjr; = bj—ZAij
Py

< — Z Ajkacj
ki

132



Dies ist ein Widerspruch, also gilt
b<0= A"'b<0.
Sei b < 0. Dann gilt
F=b—e<0=0>A=A1=p-Ate= A <0.
Mit der Wahl b = —¢;, folgt A=! > 0, also ist A eine M —Matrix. ]

Satz 6.8 Das Standard-Differenzenschema zur Berechnung der Ldosung der eindi-
mensionalen Poisson—Gleichung ist stabil beziiglich der Maximumnorm.

Beweis: Todo: Zu zeigen ist: Die Norm von L,, ist unabhangig von h beschrankt. [

Korollar 6.9 Das Standardverfahren zur Berechnung der L6sung der eindimensio-
nalen Poisson—Gleichung ist konvergent von der Ordnung 2 (beziiglich der Maxi-
mumnorm).

Beweis: Klar nach den Vorbemerkungen. O
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Kapitel 7

Differenzenverfahren fiir partielle
Differentialgleichugen

134



Inhaltsverzeichnis

135



Abbildungsverzeichnis

[2.1 Interpolationsfunktionen| . . . . . ... ... .. o Lo, 5
2.2 Straklatte im Schiffsbaul . . . . . .. ... ... oo oL 6
[2.3 Vertafelter sinus im Buch von Abramowitz und Stegun|. . . . . .. .. 6
2.4 Original, zu stark komprimiertesBild| . . . . ... ... ... ..... 7
2.5 w(x)ohnedenFaktor bW L fUrN =7 ... ... ... .. ...... 17
2.6 Interpolationin Teilintervallen| . . . . .. ... ... ......... 19
[2.7 Auswertung und Polygonzug—Approximation/. . . . . . ... ... .. 19
[2.8 Tschebyscheff-Interpolation| . . ... ... ... ........... 21
[2.0 Beispiel zur Hermite—Interpolation| . . . . . ... ... ... ... .. 23
[2.10 1D—Faltung mit glattem Vektor, Glattung . . . . . . ... ... .. .. 31
[2.11 1D—Faltung mit einem Kanten— bzw. Krimmungsdetektor] . . . . . . . 31
[2.12 2D Kantendetektor, Glattung| . . . . ... ... ... ... ...... 32
[2.13 Trigonometrische Interpolation| . . . . . . .. ... ... .. ..... 34
2.14 Interpolation mit der Cosinus-Transformation| . . . .. ... ... .. 35
2.15 DCT des Kameramann-Bildes (absvaloflog)[. . . ... ... .. ... 36
[2.16 Vergleich Polynom/Polygon/Spline| . . . . . .. .. ... ... .... 40
[2.17 Splines derOrdnung3und4| . . . .. .. ... ... ... ...... 43
[2.18 C*°—Funktion mit kompaktem Trager| . . . . . . . ... .. ... ... 45
[2.19 Spline—Interpolation der Runge—Funktion| . . . . .. ... ... ... 47
[2.20 Approximation durch Ausgleichspolynome|. . . . . . . .. ... ... 50
[2.21 Fehler der Bestapproximation des Rungebeispiels, berechnet mit Maple| 51
[3.1 Vergleich von Quadraturformeln Exponentialfunktion| . . . . . .. .. 66
[3.2 Vergleich von Quadraturformeln Rungebeispiel| . . . ... ... ... 67
[3.3 Vergleich von Quadraturformeln Periodische Funktion/. . . . . . . .. 67
[3.4 Fehler der Differenzenformeln gegen die Schrittweite, halblogarith- |

MISCh| . . . e e e e e e e e e e e e e e e 71
4.1 Vektorfeld der Riccati-Gleichungy' =1+¢*—¢9 . . ... ... ... 77
4.2 Vektorfeld der autonomen Gleichungy' =1+944 ... ... ... .. 78
[4.3 Einschrittverfahren. Der Kegel K, ist in rot eingezeichnet.| . . . . .. 88

136



4.4 Asymptotische Entwicklung des Fehlers bei Einschrittverfahren|. . . . 89
l4.5 Fehler derimpliziten Verfahren, p Schritte der Fixpunktiteration|. . . . 94

[5.1 (In)stabilitat von Mehrschrittverfahren| . . . . . . . . ... ... ... 110

137



Listings

2.1 Bildkompression (comprimg.m)| . . ... ... ... .........
2.2 Polynomberechnung mit dem Neville-Schema (neville.m)| . . .. ..
2.3 Auswertung mit dem Neville—Schema (nevilleeval.m)| . . . . . .. ..
[2.4 Berechung der Dividierten Differenzen (divdiffm)] . . . . .. ... ..
2.5 Polynominterpolation (interpolate.m)] . . . .. ... .........
2.6 Polynomapproximation (polapprox.m)| . . . . . ... ... ... ...
2.7 Cosinus und Runge—Beispiel (rungebeispiel.m)| . . . . ... ... ..
2.8 Approximationsfehler (approtest.m)| . . . . ... .. ... ... ...
2.9 Interpolation in Teilintervallen (partinterm)| . . . .. ... ... ...
[2.10 Tschebyscheff-Interpolation (tscheb.m)| . . . . ... ... ... ...
2.11 Programm zur Hermite—Interpolation (hermitebeispiel.m){. . . . . . .
2.12 Richardson—Extrapolation der Sinc—Funktion (richardson1t.m)| . . . .
2.13 Eindimensionale Faltung (faltungiD.m)[. . . . . . ... .. ... ...
2.14 Zweidimensionale Faltung (faltung2D.m)|. . . . . .. ... ... ...
2.15 Trigonometrische Interpolation (simplefour.m). . . . ... ... ...
2.16 Cosinus-Transformation (simplecostrans.m){ . . . . .. ... ... ..
2.17 Einfache Implementierung der FFT (myfft.m)[ . . . . . . . .. ... ..
2.18 Berechnungvon B=Splines (bspline.m)] . .. .............
2.19 Berechnung der Ableitung (dbspline.m)| . . ... .. ... .. ....
2.20 B-Splines (bsplinedemo2.m)|. . . . . . ... ... ... .......
[2.21 Berechnung der Koeffizienten von B=Splines (splinecoeffm)| . . . . .

[2.22 Auswertung von B=Splines anhand der Koeffizienten (testsplineco-

2.27 Approximation durch Ausgleichspolynome (ausgleichspol.m))

138

eff.mil ..................................

2.23 Interpolation mit B-Splines (splineinterpolg.m)[. . . . . .. ... ..

2.24 Rationale Interpolation (ratinterp.m)| . . . . . . ... ... ... ...
2.25 Rationale Auswertung (ratevalm)| . . ... ... .. ... ......

2.26 Beispiel zur rationalen Interpolation (ratdemo.m)( . . . . .. ... ..

2.28 Bestapproximation in Maple (minimax.m)| . . . ... ... ... ...
2.29 Bestapproximation in Matlab (matlabminmax.m) . ... .. ... ..

3.1 Gewichte fir Quadraturformeln (quadratur.m)| . . . ... ... .. ..



[3.2 Geschlossene Newton—Cotes—Formeln (newtoncotesclosed.m)|. . . . 55

[3.3 Offene Newton—Cotes—Formeln (newtoncotesopen.m)| . . . ... .. 56
[3.4 Symbolisches Romberg—Verfahren (symbolicromberg.m)| . . . . . . . 62
[3.5 Vergleich von Quadraturformeln (plotcompare.m)| . . . . .. ... .. 67
[3.6 Fehler der Differenzenformeln (diffdemo.m)] . . . ... ........ 71
[4.1 Vektorfelder von GDGL (vectorfield.m)] . . . ... ... ........ 78
4.2 Eulerverfahren (eulerm) . . ... ... .. ... . ... . .. ..., 89
4.3 Verb. Eulerverfahre (verbeuler.m)[. . . . ... ... ... .. ... .. 89
4.4 Verfahrenvon Heun (heun.m)(. . . . ... ... ... ... ...... 89
4.5 Einschrittverfahren (einschritt.m)[. . . . . . .. .. ... .. ... .. 90
4.6 Demo Einschrittverf. (einschrittdemo.m)| . . . . . ... ... .. ... 90
4.7 Implizite Trapezregel (trapez.m)| . . . . . ... ... ... ... ... 95
4.8 Implizites Eulerverfahren (impliciteulerm)| . . . . . .. .. ... ... 95

5.1 Instabilitat von MSV (msvdemo.m)|

139



	Einleitung
	Interpolation
	Polynominterpolation
	Interpolationsfehler bei Polynomen
	Optimale Wahl der Stützstellen, Tschebyscheff–Interpolation
	Hermite–Interpolation
	Richardson-Extrapolation
	Interpolation mit allgemeinen Ansatzfunktionen
	Trigonometrische Interpolation: Diskrete Fouriertransformation
	n-dimensionale Fouriertransformation
	Faltungssatz
	Bedeutung der trigonometrischen Interpolation
	FFT: Schnelle Fourier–Transformation

	Spline–Interpolation
	Splines
	Spline–Interpolation in höheren Dimensionen

	Alternative Interpolationsmethoden
	Rationale Interpolation
	Approximation und Ausgleichspolynome


	Numerische Integration und Differentiation
	Klassische Quadraturformeln durch Interpolation
	Zusammengesetzte Formeln
	Romberg–Verfahren
	Harmonische Analyse und Fouriertransformation
	Gauss–Formeln
	Vergleich der Quadraturformeln und Stabilität
	Numerische Differentiation
	Stabilität der numerischen Differentiation

	Numerische Behandlung gewöhnlicher Differentialgleichungen
	Einleitung und Beispiele
	Klassische Typen von Differentialgleichungen
	Grafische Lösung
	Wiederholung: Analysis gewöhnlicher Differentialgleichungen
	Numerische Lösungen: Einschrittverfahren
	Konstruktion von Einschrittverfahren
	Taylor–Verfahren
	Runge–Kutta–Verfahren

	Extrapolation und Schrittweitensteuerung für Einschrittverfahren

	Lineare Mehrschrittverfahren
	Definition
	Konstruktion von MSV durch Integration
	Stabilität von Mehrschrittverfahren
	Lineare Differenzengleichungen
	Stabilitätssätze von Dahlquist
	Stabilität und Konsistenz

	Spezialitäten
	Extrapolation
	Steifigkeit


	Randwertprobleme
	Analytische Lösung
	Schießverfahren
	Diskretisierungsverfahren

	Differenzenverfahren für partielle Differentialgleichugen

