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Kapitel 8

Numerische Berechnung von Eigenwerten

Die Berechnung der Eigenwerte einer Matrix spielt in der Numerik eine grof3e Rolle,

z.B.

1. Bestimmung optimaler Iterationsparameter (max. Eigenwert einer hermite-

schen Matrix).

. Bestimmung der Kondition einer Matrix (wie oben, zusatzlich Bestimmung

des kleinsten Eigenwerts).

. Bestimmung von Eigenschwingungen einer Briicke. Dies ldsst sich (stark ver-

einfacht) so erklaren: Eine Briicke reagiere auf eine Belastung L von auf3en
mit einer Stressverteilung p = AL. Falls L ein Eigenvektor zu einem Eigen-
wert von A grofier als 1 ist, so wird die wirkende Belastung durch die Briicke
nicht verteilt (als Gegendruck), sondern sogar noch verstarkt. Die Belastung
kann sich also immer weiter aufbauen.

In der Matlab—Demo truss ldsst sich das an einem sehr einfachen zweidimen-
sionalen Beispiel beobachten. Inshesondere sieht man, dass fiir hohere Mo-
den (kleinere Eigenwerte) die Eigenschwingungen eine komplexe Struktur zei-
gen. Eine genauere Analyse dieses Beispiels finden Sie in |[Hanke-Bourgeois
[2006], Kapitel V.22.

Diese Untersuchung ist keineswegs akademisch. Immer wieder gern zitiertes
Standardbeispiel ist die Tacoma Narrows Bridge, bei der eine (gar nicht so
grof3e) kontinuierliche Windanregung in der falschen Frequenz zu groen Aus-
lenkungen und letztlich zur Zerstérung der Briicke fiihrte. Der Film zeigt, dass
die Briicke keineswegs nur einfach schwingt, sondern zusatzlich eine Torsi-
onsstruktur hat (wie wir sie nach der Matlab—Analyse erwarten wiirden). Eine
mehrmals liberarbeitete mathematische Untersuchung dieser Zerstorung fin-
den Sie unter anderem in McKenna| [1999].


http://www.youtube.com/watch?v=j-zczJXSxnw

Aus diesem Grund sind Eigenwertanalysen in der Statik unerldsslich. Die Tat-
sache, dass es nur wenige Beispiele fiir solche Komplettzerstorungen gibt,
zeigt, dass dieses Problem geldst ist (und andererseits dieses Phanomen nur
recht selten auftritt).

. Google—PageRank—Matrix. Hier wird gegeben eine grofle Zahl von Webseiten
(mind. N = 10'9), die aufeinander verweisen. Es sei I(i) die Menge der In-
dizes aller Webseiten, die auf die Webseite i verweisen. Weiter sei O(i) die
Menge der Indizes aller Webseiten, auf die die Webseite ¢ verweist (Selbst-
beziige sind nicht zugelassen).

Wirwollen diese Webseiten ihrer Relevanz nach ordnen. Dazu wollen wir jeder
Webseite i eine Wichtigkeit (PageRank) P(i) zuordnen. Wir schauen auf einen
allgemeinen Fall, der Sonderfdlle (z.B. nicht verlinkte Seiten) nicht bertick-
sichtigt.

Eine Webseite ist besonders relevant, wenn viele Webseiten auf sie verwei-
sen. Die erste Idee ware also, zu definieren:

P(i) = [1(7)].

Problem dabei: Wenn viele Webseiten auf i verweisen, diese aber alle selbst
vollig unwichtig sind, sollte das weniger beriicksichtigt werden, als wenn eine
sehrwichtige Seite auf i verweist. Es scheint daher eine gute Idee zu sein, zu
fordern, dass der PageRank einer Seite die Summe der PageRanks der Seiten
ist, die auf sie verweisen, also

kEI(i)

Problem dabei: Jetzt konnen wir den PageRank natiirlich nicht mehr einfach
ausrechnen, sondern miissen ein Gleichungssystem losen (das offensicht-
lich nicht mal eine eindeutige Losung hat, denn wir suchen eine nichttriviale
Losung, aber die Losung P = 0 ware sicherlich auch eine).

Zweites Problem: Wenn eine Seite nur auf eine weitere Seite verweist, dann
sollte dies ein groBReres Gewicht haben, als wenn eine Seite auf sehrviele Sei-
ten verweist. Wir teilen daher nochmal das Seitengewicht durch die Anzahl
der Seiten, auf die verlinkt wird.

) 1
P(i) = k;@ O] k)’P(k:).

In Matrixschreibweise:
P=1-P=GP

wobei G = (a; ;) € RV*V, Also: Unser gesuchter Vektor P ist Eigenvektor der
Matrix G zum Eigenwert 1. Nach Konstruktion gilt:
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(@) a;y ist Null, falls die Seite k nicht auf die Seite i verlinkt. Es sind also
sehrviele (eigentlich fast alle) Eintrage der Matrix Null, denn: Insgesamt
hat die Matrix 10'° - 10'° Eintrdge. Jede Seite verlinkt im Durchschnitt auf
10 weitere Seiten. Es sind also nur 10 - 10'° Eintrdge der Matrix von Null
verschieden.

Matrizen mit sehr wenigen von Null verschiedenen Eintragen nennen wir
sparse oder diinn besetzt. Wir miissen diese Eigenschaft nutzen, wenn
wir Eigenwerte grofRer Matrizen berechnen wollen.

(b) a;y ist 5, falls die Seite & auf die Seite i verlinkt.

|O(k)]?
(c) Esgilt
1
Qi = — =1,
; * Z) O(k)|

i€O(k
d.h. die Summe aller Elemente in jeder Spalte ist 1.

(d)

ai,i:O,izl,...,n.

(e) G bezeichnet man auch als stochastische Matrix (alle Eintrage sind
nichtnegativ, die Zeilensumme ist 1). Diese Matrizen sind in der Stati-
stik von grofier Bedeutung, die Eigenschaften ihrer Eigenwerte sind gut
untersucht.

Diese Definition ist noch nicht vollstandig. Wir werden noch eine kleine Mo-
difikation spater anbringen, damit die Eigenwerte gut ausgerechnet werden
kénnen.

Wir bemerken, dass insbesondere ein Interesse daran besteht, gro3e oder kleine
Eigenwerte von (hermiteschen) Matrizen zu berechnen.

Zur Untersuchung der Konvergenzeigenschaften miissen wir die Eigenwerte einer
Matrix abschatzen. Dabei ist haufig der Satz von Gerschgorin niitzlich.

Satz 8.1 (Satz von Gerschgorin)

Sei A = (a;;) € C**". Sei K; € C (also in der komplexen Ebene) der Kreis um das
Diagonalelement a;; mit dem Radius der Summe der Betrdge der AufSerdiagonal-
elemente in Zeile i, also

r, = Z |am~], I(z = {Z . |Z — ai,i| S Ti} .
J#

Dann liegen alle Eigenwerte von A in der Vereinigung der Kreise K.
Falls die Vereinigung V' von m Kreisen disjunkt ist zum Rest der Kreise, so liegen in
V' genau m Eigenwerte von A.


http://de.wikipedia.org/wiki/Gerschgorin

Also: Sei M C {1...n}, m = |M|. Weiter sei
ieM igM

dann ist
{ A\ € U K; : \; Eigenwertvon A}| = m,
€M
wobei die Eigenwerte mit ihrer Vielfachheit im charakteristischen Polynom gezdahlt
werden.

Zundchst ein kurzes Beispiel. Wir betrachten

A:

o~ o
[ )

1
0
1/2

Die Gerschgorinkreise sind der Kreis K; um 4 mit Radius 1, der Kreis K5 um 1 mit
Radius 1 und der Kreis K3 um 1/2 mit Radius 1 (alles in der komplexen Ebene,
natiirlich). Dann garantiert der Satz von Gerschgorin, dass in K, genau ein Eigen-
wert von A liegt, in Ky U K3 liegen zwei.

Ausdriicklich: Der Satz von Gerschgorin garantiert in diesem Fall nicht, dass in K,
bzw. K3 ein Eigenwert liegt (nur in der Vereinigung liegen zwei).

Gerschgorin-Kreise

Abbildung 8.1: Gerschgorin—Kreise von A

Klick fiir Bild gerschgorin
Klick fiir Matlab Figure gerschgorin

function gerschgorin

%GERSCHGORIN Demo Gerschgorin—Kreise
WA=[1 3 3 ;4 5 3;7 8 2;

%A=diag ([1 2 3 4])+rand (4);



Gerschgorin-Kreise

051

A5

1
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gerschgorin.jpg: Gerschgorin–Kreise von A


hgS_070000:[1x1  struct array]


		[1x6  char array]

		[1x1  double array]

		[1x1  struct array]		@ = 
	PaperUnits : [1x11  char array]
	Color : [1x3  double array]
	Colormap : [64x3  double array]
	InvertHardcopy : [1x2  char array]
	PaperPosition : [1x4  double array]
	PaperSize : [1x2  double array]
	PaperType : [1x2  char array]
	Position : [1x4  double array]
	ApplicationData : [1x1  struct array]






		[1x1  struct array]		@ = 
	type : [1x4  char array]
	handle : [1x1  double array]
	properties : [1x1  struct array]
	children : [8x1  struct array]
	special : [4x1  double array]






		[0x0  double array]
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Matlab Figure gerschgorin.fig: Gerschgorin–Kreise von A


A=[4 0 1; 1 1 0; 0 1 0.5];

M%é\=[5101;2410;o141;2216];

Listing 8.1: Stetige Abhangigkeit der Nullstellen und Gerschgorinkreise (Gerschgo-
rin/gerschgorin.m)
Klicken fiir den Quellcode von Gerschgorin/gerschgorin.m

Beweis:
Wir beweisen nur den ersten Teil dieses Satzes.

1. Sei )\ ein Eigenwert von A. Sei x Eigenvektor von A zum Eigenwert A mit
||z]|cc = 1. Es gibt also ein m mit |z,,| = 1.

A=Az =0 = (amm — N)Tm = — Z Am,jTj

jm

= |amm — Al < Z |G g - |51
Jj#Em

- ‘am,m - )\‘ < Z |am,j| =Tm
Jj#Em

U
Bemerkung: Da die Eigenwerte von A und A? dieselben sind, kann man den Satz
statt auf die Zeilensumme auch auf die Spaltensumme anwenden.
Haufig kann man die Abschatzung verscharfen, indem man das Kriterium statt auf
A auf DAD~! mit einer Diagonalmatrix D anwendet.

Wir wollen iterativ vorgehen, d.h. wir wollen eine Folge von Vektoren angeben, die
gegen einen Eigenvektor konvergiert.

Sei A eine reelle, symmetrische n x n—Matrix.

Wirwihlen zunéchst irgendeinen von Null verschiedenen Vektor () € R” und wen-
den Potenzen der n x n—Matrix A auf () an. Wir setzen

Aist symmetrisch, also besitzt der R" eine Basis aus Eigenvektoren y;, zu Eigenwer-
ten A\, k = 1...nvon A.In allen Betrachtungen seien unsere Eigenwerte immer der
Grofde des Betrages nach geordnet, d.h.

Ml > ol > > .



function  gerschgorin

%GERSCHGORIN Demo Gerschgorin-Kreise

%A=[1 3 3 ;4 5 3;7 8 2];

%A=diag([1 2 3 4])+rand(4);

%A=[5 1 0 1; 2 4 1 0; 0 1 4 1; 2 2 1 6];

A=[4 0 1; 1 1 0; 0 1 0.5];

%A=[1 0 0; 0 i 0; 0 0 -i];

%X=rand(3)*10;

%A=inv(X)*B*X;

%eig(A);

A=A;

close all;

D=diag(diag(A));

L=A-D;

for epsilon=0:0.02:1

    draweigengersch(D+epsilon*L);

    %waitforbuttonpress;

    drawnow;

end

title('Gerschgorin-Kreise');

vorlsavepic('gerschgorin');



function draweigengersch(A)

E=eig(A);

if (isreal(E))

    E=complex(E);

end

plot(E,'*');

drawgerschgorin(A);

axis([-1 5 -2 2]);



function drawgerschgorin(A)

n=size(A,1);

D=diag(A);

R=sum(abs(A))'-diag(A);

for i=1:n

    circle(real(D(i)),imag(D(i)),R(i));

end







function circle(x,y,r)

if (r==0)

    r=1e-8;

end

rectangle('Position',[x-r,y-r,2*r,2*r],'Curvature',[1 1]);
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Stetige Abhängigkeit der Nullstellen und Gerschgorinkreise


Da (y) eine Basis ist, konnen wir z(*) darin entwickeln, also

n
I(O): E ALV
k=1

Dann ist

L S . S Y
IL'(J) = AJ Zozk’l}k = Z&k)\ivk = )\]1 (Oél’l)l + ZO&k ()\—’f) ’Uk) (81)
k=1 k=1 k=2

J/

=ww(@)

Es sei nun \; der betragsmaRig echt grofite Eigenwert, d.h. |\;| > |Ay]. Dann ist
klar, dass in der Darstellung die Summe fiir j — oo verschwindet, also w®)
gegen a;v; konvergiert. Fiir groRe j wird also 2\ zu einem Vielfachen des ersten
Eigenvektors y;. Um zu einer Konvergenz zu kommen, miisste man nun nur noch
die z\9) normieren, was den Faktor vor w®) eliminiert. Hierzu kann man z.B. einen
Vektor b fest wahlen und die Vektoren

1

o _ L o 1
(Oél?}l,b)

Y (2, b) :A{(w(ﬁ,b)

/\{w(ﬂ —7 j300 a1
betrachten. Fiir die Bestimmung des Eigenwerts betrachtet man entsprechend den

Quotienten ‘

(200, 5) M (wl D, b)
(z0),b) M (wW),b)

Damit dies alles funktioniert, diirfen die Nenner nicht Null werden, d.h. es muss

gelten oy # 0 und (v, b) # 0.
Dies ist die Potenzmethode (Vektoriteration).

A0 —

—7 j300 )\1.

Satz 8.2 (Potenzmethode, Vektoriteration nach von Mises)

Es sei A € R™" symmetrisch. Es seien v, Eigenvektoren von A mit zugehdrigen
Eigenwerten Ay, k= 1...n, |A| > [Xa] > ... > |\,

Es sei

A= R"™, 20 = Zakvk, ay # 0.
k=1

Weiter sei
beR" (vy,b) #0.

Die Folgeglieder der Potenzmethode sind definiert durch

x®) = Aky0


http://de.wikipedia.org/wiki/Richard_von_Mises

und werden rekursiv berechnet durch

g* ) — Agk),

Weiter sei -
AR — (:EJF—’17)
(a*,0)

Die Folge \Y) heifit Potenzmethode zur Bestimmung des betragsmaximalen Eigen-
werts von A. Es gilt: Falls |\i| > |\2|, S0 konvergiert die Potenzmethode gegen ;.

Dieser Satz wirft mehrere Fragen auf:

1. Die Bedingungen an z° bzw. b lassen sich natiirlich erst nachpriifen, wenn wir
v bereits bestimmt haben. Dies ist aber gerade unser Ziel. Gliicklicherweise
spielen diese Bedingungen in der Praxis keine Rolle. Ublicherweise wéhlt man
flir beide Vektoren einen Vektor, der ausschlief3lich aus Einsen besteht oder
einen zufalligen Vektor.

2. Falls es zwei verschiedene betragsmaximale Eigenwerte gibt, also etwa |\;| =
|A2| mit Ay # Ao, so konvergiert die Potenzmethode im Allgemeinen nicht. In
der Summe bei der Definition der Vektoren w®) tritt dann ein oszillierender
Term (Ay/A1)? auf, der nicht konvergiert, so dass w®) nicht konvergiert und
damit auch nicht A0,

3. Falls der betragsmaximale Eigenwert mehrfach auftritt, also etwa A\; = \,, so
ist dies kein Problem. In der Definition der w®) tritt dann ein Term (A\y/\;)
auf, dieser ist aber konstant 1, so dass die w?) trotzdem konvergieren (gegen
Q101 + Qo).

4. Natiirlich kénnen wir nun zur Berechnung von A; nicht alle Folgeglieder aus-
rechnen. Wir gehen so vor, dass wir einige Glieder ausrechnen und dann das
aktuelle \U) als Approximation fiir \; akzeptieren. Wir brauchen also ein Krite-
rium, das sagt: Das aktuelle Folgeglied ist fiir unsere Zwecke genau genug, wir
rechnen nicht mehr weiter. Der ndchste Satz liefert etwas in dieser Richtung
zumindest mal fiir symmetrische Matrizen.

Satz 8.3 £ssei A € R™*" symmetrisch. Weiter seien X und x Nédherungen fiir einen
Eigenwert von A mit zugehdrigem Eigenvektor, und es sei d := Ax — \x das Resi-
duum. Dann gibt es einen Eigenwert von A mit

=l



Beweis: A ist symmetrisch, also hat der R” eine Orthonormalbasis vy, ..., v, mit
zugehorigen Eigenwerten Aq, ..., \,. Mit dem Satz des Pythagoras gilt

n n
v = cwn e = (o), flal3 = 3 leal
k=1 k=1

und

d=Ax — \x = E k(A — A)vg.
k=1
Sei \; der zu A\ ndchste Eigenwert, also

M= A< A=A, k=1...n

Damit ist

1113 =3 TerlIhe = AR > 3 JerlPIh = AP = [[2][3x — A%
k=1 k=1
O

Dies l6st natiirlich alles nur das Problem, den betragsmaximalen Eigenwert einer
Matrix zu bestimmen. Wie gehen wir vor, wenn alle Matrizen zu bestimmen sind?
Hierzu eine kurze Motivation ohne jeden Beweis.

Zu bestimmen seien die n Eigenwerte einer symmetrischen Matrix. Man kénnte nun
auf die Idee kommen, einfach n—mal die Potenzmethode mit unterschiedlichen
Anfangsvektoren durchzufiihren. Dies ware aber Unfug, denn die Potenzmethode
liefert immer Eigenwerte bzw. Eigenvektoren zum betragsgrofiten Eigenwert, man
wiirde also einfach nurimmer \; bzw. v, berechnen.

Wirwissen aber, dass die echten Eigenvektoren senkrecht aufeinander stehen. Also
scheint es eine gute Idee zu sein, dies auch von den Iterierten der Potenzmethode
zu fordern. Wir starten also mit n Startvektoren und schreiben diese in eine Matrix
X© ¢ R™*"_ Wir fiihren fiir alle einen Schritt der Potenzmethode durch (berechnen
AX ), und orthogonalisieren diese Vektoren dann mit Hilfe des Schmidschen Or-
thogonalisierungsverfahrens (das, wie wir wissen, dquivalent zur Durchfiihrung der
QR-Zerlegung ist). Der Algorithmus lautet also:

1. Wahle X°.

2. Fiirk = 0..N:
X (k+1) .— A x (k)
Berechne die QR-Zerlegung X *+1) = QR.
Setze X .= ().
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Die Hoffnung wire, dass X (*) gegen eine Matrix konvergiert, in der spaltenweise

die Eigenvektoren von A stehen. Dies ist unter Voraussetzungen tatsachlich der Fall

— und das nicht nur, wie hier angenommen, fiir symmetrische Matrizen, sondern

etwas erweitert sogar fiir allgemeine Matrizen. Dies ist der QR—Algorithmus zur Be-

stimmung aller Eigenwerte einer Matrix.

Der so entstehende Algorithmus ist einer der grundlegenden Algorithmen der linea-

ren Algebra, und wohl der mit der kuriosesten Geschichte. Er wurde 1961 publiziert

von John Francis, Francis| [1961] und [Francis| [1962]. Francis hat nie einen Univer-

sitatsabschluss erhalten und den Algorithmus als Student entwickelt, aber dann

das Feld verlassen und als Programmierer gearbeitet.

Ihm ist die Bedeutung seiner Arbeit erst 2007 klargeworden, als Gene Golub ihn

in Kleinarbeit aufstoberte. Golub, einer der Vater von Matlab und selbsternannter
Professor SVD, schreibt zum QR-Algorithmus (librigens nicht in einem Nachruf,

Francis lebt noch im Gegensatz zu Golub| (Stand 2012)):

Along with the conjugate gradient method, it provided us with one of the basic tools

of numerical analysis.

Eine Wiirdigung des Beitrags von Francis findet sich in|Golub and Uhlig [2009].
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