Beispiel zum Newtonverfahren

Aufgabe: Es sei g > 0. Gesucht sei die positive Nullstelle der Funktion

f)=x-a

Zeigen Sie: Das Newtonverfahren fiir diese Funktion konvergiert fur alle Startwerte x(©' > 0 gegen die
gesuchte Nullstelle.

Losung: Fur die Beispiele wahlen wir g = 2. Wir zeichnen zunachst mal die Funktion.

a=2;
x=0:0.01:2;
f=@(x) x.*x-a;
df=@(x) 2*x;
F=f(x);
plot(x,F);
title('f(x)=x"2-a"');
xlabel('x"');
ylabel('f(x)"');
f[x]=xz-a
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Natiirlich ist die Nullstelle wie erwartet x = v/¢. Fur das Newtonverfahren definieren wir zunachst die
zugehdrige Funktiong(x)




Fir ¢ > 0 und x > 0 ist offensichtlich auch g(x) > 0, also gilt fur alle Folgeglieder des Newtonverfahrens

x>0
Auch diese Funktion zeichnen wir wieder.
g=@(x) x-f(x)./df(x);
G=g(x);
plot(x,G);
title('g(x)=1/2 (x+a/x)"');
xlabel('x"');
ylabel('g(x)"');
ylim([1.4 3]1);
g(x)=1/2 (x+alx)
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Bei genauem Hinsehen: Die Funktion g fallt zunachst bis v/ und steigt dann wieder an. Dies rechnen
wir nattrlich schnell nach. Fir die Ableitung gilt

g ==(1- %)
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Die einzige positive Nullstelle der Ableitung ist also x = v/q, und die Funktion hat dort ein Minimum,
denn die zweite Ableitung ist 23 > 0. Insbesondere gilt fir allex > 0

9(x) 2 g(Va) = Va
Da x* > 0, gilt x**V = g(x*) = Via und damit



x% > Vavk > 1.

Ab Folgeglied 1 ist die Folge also durch /¢ nach unten beschrankt. Dies war der Stand in der
Vorlesung.

Wir rechnen nun beispielhaft einige Folgeglieder aus.
x0=0.1
X0 = 0.1000
x1=g(x0)
x1 = 10.0500
x2=g(x1)
x2 = 5.1245
x3=g(x2)
x3 = 2.7574
x4=g(x3)
x4 = 1.7414
x5=g(x4)
x5 = 1.4449
X6=g(x5)

x6 = 1.4145

Man hat die Vermutung, dass ab x'! die Folge monoton fallt. In der Vorlesung wollte ich zeigen, dass g
monoton fallt - das ist falsch und auch véllig uninteressant. Zu zeigen ist nattrlich

gx®y = x**D < xWyg > 1,

Wir betrachten daher die Funktion h(x) = g(x) - x. Da g(Va) = Va gilt h(Va) = 0. Fiir die Ableitung gilt
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Zur Sicherheit plotten wir h(x) auch nochmal.

h=@(x) g(x)-x;
H=h(x) ;
plot(x,H);
title('h(x)
xlabel('x")
ylabel('h(x
ylim([-1 3]

=1/2 (x+a/x)-x");
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h(x)=1/2 {x+alx)-x
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Tatsachlich, p ist (streng) monoton fallend, also ist h(x) < 0 fur x > Va und damit g(x) < x. Ab x(Dist
die Folge also monoton fallend und nach unten beschrankt. Damit muss sie gegen einen Fixpunkt von g

konvergieren, der einzige mogliche ist /4, also konvergiert die Newton-Folge gegen /4.



