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Kapitel 1

Approximation in normierten Riumen

1.1 Einleitung

In einem vorherigen Kapitel ist die Approximation einer stetigen Funktion z(¢) durch
ein Polynom (n — 1)-ten Grades p, ;(¢) behandelt worden. Das approximierende Poly-
nom p,_1(t) wurde durch Interpolation definiert. Die Menge aller Polynome (n — 1)-ten
Grades bildet einen n-dimensionalen Vektorraum X,,. Die Funktion z ist Element des
Vektorraumes X = Cla, b,

Cla,b] = Menge aller stetigen Funktionen auf [a, b]
Interpolation kann deshalb als eine Methode betrachtet werden, eine Approximation

aus X, von x € X zu bestimmen. In diesem Kapitel werden wir das allgemeine
Approximationsproblem untersuchen.

Das Approximationsproblem

Sei X ein reeller normierter Raum. Sei X,, C X ein endlich-dimensionaler Teilraum von
X (mit Dimension n). Sei z € X. Bestimme eine Bestapproximation von z aus X, d.h.
ein Element z* € X, mit

—z¥|| =d(z, X,,) := inf —yl|.
lz = &} = d(z, Xn) := inf ||z —y]

Dieses Problem kann grafisch dargestellt werden (Abb. 1.1), wobei zu beriicksichtigen ist,
daf das Bild in R? gezeichnet worden ist und deshalb evtl. einige implizite Voraussetzun-
gen beinhaltet.
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X*

Abbildung 1.1: Eine Bestapproximation z* von x

1.2 Banachriaume

Grundlegende Kenntnisse von Banachraumen werden vorausgesetzt.

1.3 Existenz einer Bestapproximation

Satz 1.1 Seir X ewn reeller normierter Raum und X,, ein endlich-dimensionaler Un-
terraum von X. Seir x € X. Dann existiert eine Bestapprozimation z* € X, des
Elementes z, d.h.

1. »* € X,
2. ||z —2*|| = infyex, [lz — y-
Beweis: Sei y;, € X,, eine Minimalfolge, d.h.
|z —y|]| — d = ylelg(fn |z —y|| fir & — oo.

O.E. gilt
lyell < [lz]| + 2d.

Da die Folge {y;} beschrankt und X, endlich-dimensional ist, existiert nach Hilfssatz 1.1
eine konvergente Teilfolge {7}, 9x — z*. Die Ungleichung

[z — ™[] < [lz = Gell + |G — =7



1.3 Existenz einer Bestapproximation 3

zusammen mit
|z =Gl — d
|G — 2| — 0

zeigt, dafl

lo — 2"l =d,
d.h. z* ist eine Bestapproximation. O
Hilfssatz 1.1 (Erweiterter Satz von Bolzano-Weierstrass) In jedem  endlich-

dimensionalen normierten Raum Y enthdlt jede beschrinkte Folge {y.} eine
konvergente Teilfolge {yr}, i — y €Y.

Beweis: Ist y; = 0 fiir unendlich viele k, setze g, =0, y = 0.
Sonst darf man o.E. annehmen, daf y;, # 0 fiir alle k. Sei z4,... ,z, eine Basis von Y. Sei

n
k
ye =) afwi
i—1

Setze
n
e o= 3 |od]
i=1
nop
._ _ @ k.
up = Yr/ri = Lz, pi ==
1 Tk
1=

pf— o eR, 1<i<n.
Sei u:= )" | pz;. Dann gilt

iy =Y fifw; — u, fiir k— oo.
i=1

Aus den Definitionen von p* und r;, sehen wir, daf

;;WA:£$§;Wﬂ:£$§;?j:1
und
n
> |k =1
i=1

Folglich gilt 4y, # 0, u # 0 (da x4, ... ,, eine Basis bilden). Es folgt, daf3 es eine positive
Konstante 6 > 0 gibt mit

0, fiir alle &,

AVARLYS
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O

Als Folgerung erhalten wir:

1 1
e = [yl /lluwll < {5 ) loell < { 5 ) sup llyell
J 0] &

so dafl die Folge {7} beschrankt ist. Folglich gibt es eine Teilfolge {7} von {g;} und

destomehr von {y;} mit

T, — T
U — U

U — Y:=ru.

1.4 Eindeutigkeit der Bestapproximation

Die Bestapproximation ist nicht immer eindeutig — es gibt mehrere einfache Gegenbei-

spiele. Es gilt aber:

Satz 1.2 In einem normierten Raum st die Menge der Bestapproximationen kon-

vezw.

Es gibt hinreichende Bedingungen dafiir, dafl die Bestapproximation eindeutig ist. Sei X
ein Banachraum. Die Einheitskugel

B:={ze X :|z|| <1}

hat mehrere Eigenschaften:

1. B ist abgeschlossen.
2. B ist konvex.
3. B ist absorbierend, d.h. fiir jedes x € X gibt es ein A € R mit

x
—~ € B.
/\E

4. B ist balanciert, d.h.
AB C B fiir alle |\ <1.

5. B ist beschrankt, d.h., fiir eine Umgebung U von 0 € X gibt es ein Ay € R mit
AB C U fiir alle |A| < Ao.

Satz 1.3 (Kolmogorow) Ein topologischer Vektorraum X ist genau dann normier-

bar, wenn:
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1. X st ein Hausdorffraum (d.h. Elemente sind trennbar).

2. Es gibt eine beschrankte konvere Umgebung von 0.

Beweis: Siehe z.B. Kantorovich und Akilov, Functional Analysis in Normed Spaces, S.
403. O

Obwohl die Einheitskugel in einem Banachraum konvex ist, gibt es doch qualitative Un-
terschiede (siehe Abb. 1.2).

1-Norm 2-Norm Max-Norm
(nicht strikt konvex) (strikt konvex) (nicht strikt konvex)

Abbildung 1.2: Einheitskugeln bzgl. dreier Normen in R?

Definition 1.1 Eine Norm heift strikt konvex, falls aus ||z|| = ||y|| = 1,z # y, stets

T +y
<1
o

folgt.

Satz 1.4 In einem strikt konvexen normierten Raum besitzt das Approrimations-
problem hochstens eine Losung.

In den nachsten Absdtzen werden drei Spezialfidlle betrachtet: X = L,, X = L, und
X - Ll.
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1.5 Approximieren in L,

In diesem Abschnitt betrachten wir das Approximationsproblem in Ridumen wie:

. 1/2
by = Sz={z;:ieN}:||z]| = ||z|2 = [Z mf]
i=1

[ Froral
Bod) = {athe<i<oslel=lal= | [ |

n 1/2
R* = Qz=(x1,...,z,): ||z]| = ||z]]2 = [Z mf]
i=1
Diese Raume sind reelle Hilbertrdume mit dem Skalarprodukt (oder Innenprodukt)

(z,y) = Z TiY; )

(z,y) = / iyt (L)

(z,y) = Z-Tz'yi (R*)
i=1
In allen Féllen gilt die Parallelogrammgleichung:

Iz +ylI* + llz — yl* = 2[l=l” + 2]ly]*

Das Skalarprodukt (z,y) erfiillt die Bedingungen:

1. (z+y,2) = (z,2) + (v, 2)

2. (az,y) = a(z,y), « € R

3. (z,9) = (y,7)

4. (z,z) > 0 und (z,z) = 0 genau dann, wenn z = 0.

Satz 1.5 Euwn reeller normierter Raum X mat Norm || -|| ist auch ein reeller Innen-

||2 —

produktraum mat einem Skalarprodukt (-,-), wofir ||z||* = (z,z), genau dann, wenn

die Parallelogrammgleichung in X gult.

Beweis: Siehe Dunford - Schwartz, Linear Operators, S. 393. O
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n
X*
Abbildung 1.3: Approximation in einem Innenproduktraum
Ist X ein Innenproduktraum, dann ist || - || strikt konvex (folgt sofort aus der Parallelo-

grammgleichung), so dafl das Approximationsproblem eine eindeutige Losung besitzt. In
diesem Fall stimmt das einfache Bild (siehe Abb. 1.3), d.h., der Fehler 2 —xz* ist orthogonal
zu allen Elementen von X,,.

Satz 1.6 Seir X ein Innenproduktraum. Sei x,...,x, eine Basis von X,. Es gilt

n
* *
T = g o;T;
i=1

wober die Koeffizienten o eindeutig durch die Normalgleichungen

n
(z" —z,zy) = Zaf(xi,xk) —(z,z) =0
i=1
fir 1 <k <n bestimmt sind.

Beweis: Sei z € X und z* € X, die Bestapproximation. Sei z; ein Basiselement. Ist
(x — z*,x) # 0, setze

v:i=z"+exy € X, ,

wo € € R noch zu bestimmen ist, so dafl

|l —v|]? = (z—2° —exp,z —z* — exy)

= ||z — 2*||* + €||z]|* — 2e(x — =¥, z) .
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Mit .
€= 7@ T ’fk) #0
[l |
folgt
% 2
o= ol = o= 27| = 2k < oo,
T
ein Widerspruch. O
Die Koeffizienten o der Bestapproximation
n
Tt = Z ;T
i=1
erfiillen also die Normalgleichungen
Aa* =D (1.1)

mit

(6% —_=

Da die Bestapproximation z* existiert und eindeutig ist, ist die Gramsche Matrix A
regular und die Gramsche Determinante

g(z1, ... ,z,) = det((z;, zx)) # 0.

Beispiel: Sei X = L5(0,1). Bestimme die Bestapproximation der Form

z*(t) = Z ottt
i=1

von einer stetigen Funktion z(t).
Die Koeffizienten o] erfiillen die Normalgleichungen (1.1) mit

b = (bl,... ,bn)T

—

b = [ z(t)ttdt
0
A = (a,k)
1
; 1
w = [t —————
ik / it k-1’
0

d.h. die Gramsche Matrix A ist die n x n Hilbertmatrix.
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1.6 Approximation in Cfa, b]

Sei Q2 eine abgeschlossene beschriankte Teilmenge des R”. C[(2] bezeichnet den Raum aller
Funktionen z(t), die auf ) definiert und stetig sind, mit der Maximumnorm:

2]l = l|zlloc = max |z(t)].

Wie leicht festzustellen ist, ist diese Norm nicht strikt konvex, so dafl die Eindeutigkeit
der Lésung des Approximationsproblems nicht aus der allgemeinen Theorie folgt.

Beispiel:
Q = [0,1] x[0,1] C R?
.I'(t) = tltg y t= (tl,tz) S Q
X5 := span{l,ty,ty,t2,t3}

Es kann gezeigt werden, dafl

. 1
(e, X5) = inf o~ ylloo =

Sei
. 1 1
1 1
Ty = t1+t2—§(tf+t§)—z.

, z* € X5. Dann existiert \ € [0, 1], so daB

Sei nun ||z* — z|| = }

" = Az + (1 — N)z3.
(Siehe Buck, R.C.: Linear Spaces and Approximation Theory. In: On Numerical Appro-
ximation, R.E. Langer (ed.), University of Wisconsin Press, Madison 1959.)

Fiir den Raum X = Cla,b] und spezielle Unterrdume X,, C X gibt es allerdings ei-
ne schéne Theorie zum Approximationsproblem, die wir jetzt kurz beschreiben. (Siehe
z.B. Meinardus, G., Approximation von Funktionen und ihre numerische Behandlung,
Springer 1964.)

Im folgenden sei —o0 < a < b < o0,

X = Cla,b]

- =1 lloo

X, = span{zy,...,z,} C Cla,b]
r € X.
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Sei z € X. Ein Punkt ¢ € [a,b] heit Eztremalpunkt von z, wenn

()] = [l«]-

Satz 1.7 Es set hy € X,, und D die Menge der Eztremalpunkte der Funktion x(t) —
ho(t). Gibt es ein h € X,,, so daf

(z(t) — ho(t))h(t) >0 fir t€ D,
so gibt es auch ein h, € X,, mit

[z = | < [lz = hol|

Beweis: Die Menge D ist kompakt, da x und h, stetige Funktionen sind. Es sei
min |z(t) — ho(t)| - |h(t)| = a > 0

teD
und
|k]| =8 > 0.
Wiéhle eine offene Teilmenge U von [a,b], so da8 D C U und
(2(t) — ho(t)) - h(t) > % fiir t € U,
Dann ist
= ||z — ho|| — —h 0.
yimllo ol = max [z = ho| >
Sei

hi(z) = ho(z)+oh(z).

Dann gilt fiir t € U:

lz —hi|> = |z — hol® — 26h(x — hg) + 6°|h|?
<z —hel* - 267@ + 6232
ad
;gu—mﬁ—7
ad
< llz = holl® = 5

Fiir ¢ € [a,b]\U ergibt sich:

|z — hy| < |z — ho| + d]h|
< lz = hol| —v+ 48
<z = holl — /2.
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Definition 1.2 Ein Teilraum X, von C[a,b] (der Dimension n) erfillt die Haarsche
Bedingung (%st unisolvent), wenn jede Funktion aus X,, die nicht identisch gleich
Null ist, an héchstens n — 1 Punkten aus [a,b] verschwindet.

Bemerkung: Sei {zy, ... ,z,} eine Basis von X,,. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

a) X, ist unisolvent
b) Fiir jede Unterteilung von [a,b], a <t; <--- < t, < b gilt det(z;(t;)) # 0.

c) Fiir jede Unterteilung a < t; < --- <t, < b und jede Wahl von y;,
1 <1 < n, existiert genau ein v € X,, mit

u(t;)) =y, 1<i<n.
Beispiele von unisolventen Teilrdumen:

a) Xn =Pn
b) z;(t) ="V 1 <i<n
c) Sei

la,b] = [-1,+1], n:=2
ri(t) = 1, xo(t) := ¢

Dann ist X, nicht unisolvent.

Satz 1.8 Der lineare Teilraum X,, von C|a,b] set unisolvent. Dann gibt es zu jedem
z € Cla,b] genau eine Bestapprorimation z* € X,,.

Beweis: Man darf o.E. annehmen, da8 z ¢ X,, (sonst wére der Satz trivial).

Sei h eine Bestapproximation von z. Dann besteht die Menge D der Extremalpunkte von
z(t) — h(t) aus mindestens n+ 1 Punkten aus [a, b]. Denn gébe es weniger als n+ 1 solcher
Punkte, so existierte wegen der Haarschen Bedingung ein A; mit

fiir alle diese Extremalpunkte z;. Es wiirde also

fiir alle Extremalpunkte gelten. Nach Satz 1.7 wére dann h(t¢) keine Bestapproximation.
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Mit zwei Bestapproximationen h; und h, ist auch (wegen der Konvexitdt der Menge aller
Bestapproximationen)

1 1
hi=—hy +-h
5l T gl

eine Bestapproximation. Aus den Extremalpunkten von z — h greift man n + 1 Punkte
ti, a <ty <ty -+ <tyy1 <b, heraus. Man erhalt nun aus

z(t;) — h(t;) = £z — Al

wegen
|z (t:) — hy(ti)| < |lz = nll, 5 =1,2
sofort
hi(t;) = hao(t;) , 1 <i<n+1.
Dann ist wegen der Haarschen Bedingung h; = h,. O

Satz 1.9 Se: X,, unisolvent, v € X, u € X,, und a <t; < -+ < tpp1 <b. (xz—u)(t;)
habe alternierende Vorzeichen, d.h.

Jo, o] =1:sgn(z —u)(t;)] = (-1)Yo,1<j<n+1.

Dann gilt:
i —w)(t)| <z —2*]| < ||z — ul|.
Lmin [z~ 0)(t)] < Jlo — 27| <}z ~ ul

Beweis: Durch Widerspruch. Sei

o
Lmin_ (@~ w)(t;)] > lle — 27|

Dann folgt:
(@ —w)(t;)] > [(z —2") ()], 1<j<n+1

und so

sgnfu(t;)) —2*(t;)] = (~1)io,1<j<n+1

Die Funktion u — z* € X,, hat also mindestens n Vorzeichenwechsel, d.h. mindestens n

Nullstellen. Da X,, unisolvent ist, folgt © = z* und damit der gewiinschte Widerspruch.
Il

Bemerkung: Satz 1.9 ermoglicht es, eine untere und obere Grenze fiir
|z — z*|| zu bestimmen, wobei allerdings nur die Berechnung der unteren Grenze einfach
ist.
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Definition 1.3 a < t; < --- < t,, < b heiyft Alternante (der Ldnge m) zu = — u, falls
r—u an den Stellen t; mit alternierenden Vorzeichen seinen Mazrimalwert annimmt,
d.h.

do, o] =1: (¢ —u)(t;) = o(=1)’ ||z — ul].

Beispiel: Eine Alternante der Lange 4.

X-U \
ty th tBU

Satz 1.10 (Tschebyscheff (1899), de la Vallee-Poussin (1919)) Se: X, ein n-
dimensionaler Teilraum von Cla,b|. X,, erfille die Haarsche Bedingung. Sei x €

t

S
—

Cla,b]. Dann st u € X,, genau dann eine Bestapprozimation von r, wenn es eine
Alternante der Lange n+ 1 zu x — u gibt.

Beweis: ,,<=": Es gebe eine Verteilung a <t; < --- < t,41 < b mit
(z —u)(t;) = o(=1)[|z — ul|.
Nach Satz 1.9 gilt:

o —ul = | min |- u)(t;)

le — ||

IA A

[l —ull.

»——": (Skizze) Sei z* die Bestapproximation von z. Wenn es keine Alternante der Lange
n+ 1 zu z — z* gibt, dann existiert h € X,,, so dafl

(x —2*)h >0

fiir alle Extremalpunkte von z — z*. Jetzt benutzt man Satz 1.7 und erhéalt einen Wider-
spruch. O

Beispiel: Bestimme die Bestapproximation von z(t) := t* |, z € C|[0,+1], aus X, =
span{1,t}.
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Losung: Ist z* die Bestapproximation, dann existiert eine Alternante der Lange 3,
{t1,ts,t3}, 2u © — z*. Da = — z* stetig differenzierbar ist, ist die Ableitung von z — z*
gleich Null in jedem (( inneren )) Punkt ¢;, 0 < t; < 1. Sei z*(¢) = a + bt, dann folgt:

d * —
%(x—x)(t)—Qt—b,

so dafl

Weiter gilt:

mit
d:=|z—=z*||, |o[=1,
d.h.
z(0) —z*(0) = 0—a; =—od (1.2)
b L0\ B o
z(l)—2z*(1) = 1—a; —az=—0od (1.4)
(1.2) == 0d = oy
(1.2), (1.4) — ay=1
(13) :>i—0[1—%:041,
d.h
1
oy = ——.
T8

Zusammenfassend: Die Bestapproximation ist

1
.’L'*(t) = —g +t.

Siehe Abbildung 1.4.

1.6.1 Iterationsmethoden nach Remez

Sei z € Cla,b| gegeben. Sei X,, = span{zi,...,z,} unisolvent. Die Methoden von Remez
berechnen eine Approximation von z mit Hilfe einer Folge M,, My, ... von Punktmengen

Mk = {tgk), “ee ’tgl/kiz].}

mit
k) k)

a§t§ <---<t£l+1§b.
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2
y=t
1
y=- g *t
0 / | 1
to

to ta

Abbildung 1.4: Die Bestapproximation von t? durch lineare Polynome

Sei M} gegeben. Hierzu konstruiert man \; € R und h; € X,,, die die Bedingungen
i%@@)+M@4y:x@W),1gign+1

erfiillen, d.h.

mit

=1
$1<ﬂm) .. xn<ﬂ“) 1
o (88) - xn@fﬁ +1
A= .

1 (tgsz) o T (tgzk—l)&) (-1)"
Daf3 A regulir ist, folgt aus der Haarschen Bedingung. Folglich existieren of, \; (und hy),
und die sind auch eindeutig.

Nun besteht eine Alternative. Entweder ist

A — || = Mg,
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dann ist (siehe Satz 1.9) h; die Bestapproximation von z, oder es ist
||h,k — JZ’H > >\k

Dann gibt es einen Punkt & € [a,b] mit |hg(&x) — 2(&k)| = ||hx — z|| > Agx- In diesem Fall
wird M}, gebildet, indem &, zu M; hingenommen und ein Punkt t&k) gestrichen wird.
Der Punkt t&k) wird so gewahlt, dal die Zahlen (hy — ) (t(.k+1)) alternieren, d.h.

)

sgn [((pk) (tz(kH))] =&sgn [(@k) (tgk))]

mit ¢ := hy —z und & € {1, —1}. (Siehe Meinardus, S. 100.)

Voraussetzungen Streiche
a < & < t\"sgn (&) = sgn (1" "
a<§& < t(()k)sgn ©r(&r) = —sgn @k(tgk)) tff_ﬂl
1) < & <t sgn or(&) = sen(pi(t)) )
) < & <t sen (&) = — sen(en(t)) teh
t)y < Exsen oi(&e) = sgn pu(t)) t,
k k k
till < &rsgn i (&r) = —sgn (Pk(t£z.|)_1) t§ )

Der Konvergenzbeweis dieser ersten Methode von Remez, die Beschreibung und der
Konvergenzbeweis der zweiten Methode von Remez werden in Meinardus 1964, S. 102,
Rice 1964, S. 178 und Ralston 1965, S. 301, gegeben.

1.6.2 Approximation durch rationale Funktionen

Uberraschenderweise 148t sich die Theorie auf der Approximation von z € C la,b] durch

_ P (1) _ Z?:O ait!
Qm(t) 22, Bit!
ibertragen. Sei V,, ,,, die Menge aller Quotienten P,(t)/Qun(%).

rationale Funktionen

R(t)

Satz 1.11 Sei z € Cla,b], n,m € N. Es gibt genau eine Bestapprorimation
€ Vom 2u .

Beweis: Siehe z.B. Meinardus, S. 150. O
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Satz 1.12 Die Funktion
P,(t)

Q)
15t genau dann die Bestapprorimation zu x € C|a,b|, wenn eine Alternante zu
T — R, der Ldnge

Ry m(t) € Vam

g(n’ m’ P’n’ Qm) + ]'

existiert. Hier ist

n+1, falls P, =0

l Pna m) —
(n,m, P, Q) {m+n—5+1, sonst

§ := min(m — Grad P,,n — Grad P,).

Beweis: Siehe z.B. Meinardus, S. 154, Davis, S. 153. O

1.7 Approximation in L[a, b

Dieses Approximationsproblem wird nur selten behandelt und wir beschranken uns dar-
auf, einen Satz zu zitieren und einige Literaturhinweise zu geben.

Satz 1.13 Seir X = Li[a,b], z; € Cla,b], 1 < i < n, X, = span{zy,...,z,}. Ser X,
unisolvent. Ser x € X ewne stetige Funktion.
Dann ezistiert genau eine Bestapproximation z* € X,, von .

Beweis: Siehe Watson [1980, S. 135] oder Rice [1964, S. 109]. O
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Kapitel 2

Eigenwertprobleme

2.1 Einleitung

Definition 2.1 Sei A € Mat(n,n,C). A € C heifit Eigenwert von A , wenn es ¢ € C"
gibt mit x # 0, Az = Az . z heifst dann Etigenvektor zu \, und (A, z) heiffit Eigenpaar
von A.

In diesem Kapitel betrachten wir mehrere numerische Methoden zur numerischen Be-

stimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren.

Es ist oft niitzlich, zwischen algebraischen und geometrischen Eigenwerten zu unter-
scheiden. Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

p(A) :=det(A—AI)=0

sind Eigenwerte; die Vielfachheit der Nullstelle \; des Polynoms p heifit ihre algebraische
Vielfachheit o();). Die Matrix A besitzt dann n (algebraische) Eigenwerte.

Die Eigenvektoren zum Eigenwert )\; bilden einen linearen Teilraum L();) des R". Die
Dimension von L(J;), also die Anzahl linear unabhéngiger Eigenvektoren zum Eigenwert
Ai, heifit die geometrische Vielfachheit p()\;) von \;. Es gilt

1< p(N) < o)

Z p(/\i)§Za()\,-) = n.

Literatur

Gourlay, A.R., Watson, G.A.: Computational Methods for Matrix Eigenproblems. Chi-
chester, John Wiley, 1973.
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Parlett, P.N.: The Symmetric Eigenvalue Problem. Prentice-Hall, 1980.

Saad, Y.: Numerical Methods for Large Eigenvalue Problems. Manchester Univ. Press,
1992.

Wilkinson, J.H.: The Algebraic Eigenvalue Problem. Oxford, Clarendon Press, 1965.

2.2 Anwendungen

Die folgenden Anwendungen treten u.a. auf:

1. Sei b,u® € C" gegeben und v™®,u@ ... u® .. durch
w* ) = 4u®) 4 p k>0 (2.1)
definiert. Dann gilt «(*) — b als ¥ — oo nur, wenn
p(A) = max{|A| : A ein Eigenwert von A} < 1.

Systeme wie in (2.1) kommen in der Praxis hiufig vor, und A ist oft sehr grof
(n > 10%), aber schwach besetzt.

2. Sei u(t) eine Losung des Anfangswertproblems

at) = dZit) = Au(t) +b, >0
u(0) = wup.
Dann gilt:
u(t) = — A7 + e (u(0) + A7)
und

u(t) — —A b
nur, wenn alle Eigenwerte von A negativen Realteil haben.

3. Schwingungen (Biicher von Collatz, Timoshenko, Frazer, Duncan und Collar),
Volkswirtschaft (Samuelson). Flugzeugfliigel, Kraftwerke.

Wie die oben erwahnten Beispiele zeigen, entstehen Eigenwertaufgaben oft in Zusammen-
hang mit Stabilitdtsproblemen, und es ist dann nicht nétig, alle Eigenwerte zu berechnen.
Es ist oft nur notwendig, die Resolventenmenge p(A) zu berechnen. Deshalb ist es sinnvoll,
Algorithmen fiir die folgenden Probleme zu betrachten:

1. Bestimmung des grofiten oder kleinsten Eigenwertes
2. Bestimmung aller Eigenwerte

3. Bestimmung mehrerer Eigenvektoren.
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2.3 Die Gutartigkeit von Eigenwertproblemen

Im allgemeinen kann das Eigenwertproblem schlecht konditioniert sein. Kleine Storun-
gen an der Matrix A kénnen grofie Anderungen bei den Eigenwerten und Eigenvektoren

verursachen.

Beispiel:

1.

Ae::(1 6).
01

(a) Ap hat einen Eigenwert A\ = 1 (von geometrischer Vielfaltigkeit zwei), aber

zwer Bigenvektoren
1 0
xr1 = To = .
1 0 y L2 1

(b) Ist € # 0, hat A, einen Eigenwert A = 1 und einen Eigenvektor

()

Die Anzahl der Eigenvektoren von A, dndert sich deshalb von 2 (fiir ¢ = 0)

nach 1 (fiir € > 0) .
B, .= 0 ¢ .
10

(a) By hat einen Eigenwert (A = 0) und einen Eigenvektor

“= (1
1=,/
(b) Fiir € > 0 hat B, zwe: Eigenwerte
A (€) = +€2 ) Ay(e) = —€'/?

und zwe: reelle Eigenvektoren:

o= () i~ (7)
(€)

Es ist zu bemerken, dafl obwohl AB = B, — By = 0(¢) ist, gilt:

(%),
(¢'?) .

Al = Ai(e) — Ai(0)

0
Azy = z(e) —z1(0) =0

Fir € klein ist |A)|/||AB]|| sehr gro8.
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(c) Fiir € < 0 hat B, komplexe Eigenwerte und Eigenvektoren.

Da das Eigenwertproblem fiir allgemeine Matrizen schlecht konditioniert sein kann, be-
schranken wir uns i.A. auf zwei Klassen von Matrizen:

1. Allgemeine Matrizen A mit n verschiedenen Eigenwerten A;,..., A\, , d.h. A, # A
fiir i #£ 5,

2. Hermitesche Matrizen A , d.h. A" = A, wobei A” = (af) mit o] =aj; .

Fiir solche Matrizen ist das Eigenwertproblem gut konditioniert.

Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

det(A — AE). Es liegt deshalb nahe, die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms
auszuwerten und dann die Nullstellen des Polynoms numerisch zu berechnen. Dies ist
aber nicht zu empfehlen, weil die Berechnung der Nullstellen eines Polynoms oft schlecht
konditioniert ist, wie das Beispiel von Wilkinson zeigt.

Werden in der Praxis die Nullstellen eines Polynoms gewiinscht, sollte zunachst gefragt
werden, ob das Polynom aus einem Eigenwertproblem entstanden ist und - falls ja - sollte
das urspriingliche Problem gelost werden.

Im allgemeinen Fall sollte man invariante Unterraume statt Eigenvektoren betrachten.
Der Unterraum M C R" heifit tnvariant bzgl. der Matrix A € Mat(n,n) , falls Az € M
fiir alle x € M .

Die Jordansche Normalform einer Matrix A entspricht einer Zerlegung von R” in invari-
ante Unterrdume von A :

R" = Z M, ,
k=1

AM, C M.

Diese Zerlegung ist gut konditioniert.

2.4 Theoretische Grundlagen
Die benétigten Eigenschaften von Matrizen werden jetzt kurz skizziert:
Satz 2.1 Set A € Mat(n,n,C) mit n verschiedenen Eigenwerten \i,...,\, .

1. Es gibt n linear unabhdngige rechte Eigenvektoren xi,... T, :
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und n linear unabhdngige linke Eigenvektoren yi,...,yn :

2. Jeder Eigenvektor xi,...,Tn , Y1,...,Yn 15t bis auf einen Faktor eindeutig be-
stimmt.

%Tyj:{dﬁéo  falls i=j,

0 , falls i#j.
4. Sex
i
X=(e,..,n), Y=1| 1 [,
Yn
A = diag()\;) , D = diag(d;).
Dann gilt:
AX = XA,
YX = D.

Bemerkung: Wenn A echt komplex ist, ist AT # A",

Beweis:

1. Da ); ein Eigenwert von A ist, existiert z; mit
Ax; = Nz, ©; 0.
Daraus schlieit man, dafl
det(AT — \,E) = det(A — \;E) =0,

so daf3 )\; ein Eigenwert von A7 ist und deshalb y; existiert mit

ATy = Ny -
Falls z1,... ,z, nicht linear unabhéngig sind, existiert (eventuell nach Umordnung
von zi,...,&,)r >1lund o; #0 fiir 1 <i<r:

r
E Q;r; = 0.
i=1
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Durch Multiplikation mit (A — A, F) erhilt man:

r r—1

i—=1 i=1

Da a;(X\; — Ay) # 0, erreicht man durch Wiederholung des Widerspruchs, daf

0[1.’151:070417&0.

2. Sei z ein Eigenvektor zum Eigenwert );. Dann gilt:

n
Z = E QG5
1

und durch Multiplikation mit (4 — \;E)

n

0 = Z OZZ(AZ - )\]).TJZ y

1
woraus folgt, dafl a; = 0 fiir ¢ # j und deshalb z = «a;z; .
3. Aus der Identitat
)\,-yf.ri = yJTA.r,- =zl ATy; = \jal y;

folgt, dal y; z; = 0 falls i # j. Es existiert ol :

n
_§ : J
Yj = LTk
k=1

Dazjy; =0 fiir k # j , gilt
Y yi = Yy, T .

Day; #0,ist dj :=x]y; #0 .

4. Folgt aus 1 - 3.

O

Definition 2.2 Eine Matriz A € Mat(n,n,C) heifst hermitesch, wenn A = A" mait
A" = A" | dh

ag::Eji, 1<4,7<n.

Satz 2.2 A sei eine n x n komplexe hermitesche Matriz. Dann hat A n reelle Eigen-
werte A\, ..., \, und dazu n linear unabhdngige orthogonale Eigenvektoren x,... ,x,

A.TJZ' = )\,mz,1§2<n,
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Hy _ 1, falls i=j
/ 0 , falls i#j

Sei U = (z1,...,2,), A = diag(\;). Dann gilt:

AU = UA,
UPU = E, (U ist unitdr)
UPAU = A.

Falls A reell ist, 1st U auch reell und damait orthogonal.

Beweis: Folgt aus Satz 2.1, falls )\, ..., \, verschieden sind. Sonst durch Induktion. [

Satz 2.3 Seien A,B und T n x n Matrizen mit T nicht singuldr und B =
T—'AT. Sei (A, z) ein Eigenpaar von A , dann ist (A\,T"'r) ein Eigenpaar von
B. A und B sind ahnlich.

Satz 2.4 (Gerschgorin) a) Die Vereinigung aller (Gerschgorin—) Kreisschet-
ben

Ki:={p € Cllp—au| <) |anl}
ot
enthdlt alle Eigenwerte der n X n-Matriz A = (ay) -

b) Ist die Vereinigung
k
M1 = U Kz
i=1

disjunkt von der Vereinigung M, der ubrigen Kreisscheiben, so enthdlt M,
genau k algebraische Eigenwerte von A und M, genau n — k algebraische Ei-
genwerte.

Beweis:
a) Sei (\,z), z=(z1,.-. ,7,)" € C" ein Eigenpaar von A. Da z # 0 gibt es ein k mit
|zx| = ||z]|ooc = max|z;| > 0.
Aus der k-ten Gleichung des Systems
Ax = Mz

folgt
n n
lakk = Al |zl = 1D apzs] <Y aw] - 2]loo
ik i
sodal A € K}, .
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b) Sei A= D + B mit D :=diag(A), s €[0,1], und

A(s):=D+ sB.

Die entsprechenden Gerschgorin Kreisscheiben sind

Ki(s) = {peC:lu—aa(s)| <) lan(s)}
i
= {ueC:ln—aul <s) lal}.
i
Die Gerschgorin Kreisscheiben von A(s) haben also die gleichen Mittelpunkte wie
die von A, und ihre Radien sind um den Faktor s kleiner.

Die Eigenwerte von A(0) sind a11,... ,Gn,, so dal M; und M, genau n — k bzw. k
Eigenwerte von A(0) erhalt.

Die (algebraischen) Eigenwerte von A(s) sind die n Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms

p(A, s) = det(A(s) — AI) = (=1)"\" + niedrigere Glieder.

Die algebraischen Eigenwerte dndern sich deshalb stetig mit s. Fiir jedes ¢ > 0 gibt
es folglich 6 > 0, so dafi fiir s,¢ € [0,1] mit |s — ¢| < ¢ eine Permutation o = (s, t)
existiert mit

Ai(s) = Aoi)(t)] <€, fiir 1<i<n.

Die Behauptung b) wird jetzt durch Widerspruch bewiesen. Sei

d:= m1611151 |z — y|
yEMy

Es gibt ¢ > 0, so da8B fiir s,¢ € [0,1] mit |s — ¢| < € die algebraischen Eigenwerte
von A(s) und A(t) sich so ordnen lassen, daf

[Ai(s) =) <d/2,1<i<n.

M;(0) enthélt genau k der Eigenwerte \;(0). Wenn A, (1) nicht auch genau % der
Eigenwerte );(1) enthilt, gibt es s und ¢ , so dafl

1. [s—t] <e
2. M;(s) und M,(t) eine unterschiedliche Anzahl der Nullstellen X;(s) bzw. \;(¢)
enthalten. Ohne Einschrankung nehme man an, dafl

o< 3
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mit £ > r. Es gilt aber, dafl
d
Ar1(t) = Ara(s) <e < 5.
Da A, ,1(t) € My und A, ;1(s) € M; und deshalb

Ar1(t) = Arya(s)| > d,

ist ein Widerspruch vorhanden.

2.5 Das Jacobi—Verfahren

Das Jacobi—Verfahren ist ein iteratives Verfahren, womit eine gegebene reelle symme-
trische Matrix A durch sukzessive orthogonale Transformationen U, approximativ auf
Diagonalform gebracht wird:

AO = A
A, — A fiir k— oo,

wobei A eine Diagonalmatrix ist.

Da Ay und Aj dquivalent sind, sind die Eigenwerte von A durch A gegeben. Ist A, = A
und U = UyU_1...U; , dann ist

AUT = UTA

so dafl UT Approximationen zu den Eigenvektoren von A enthilt.

Die einfachsten orthogonalen Matrizen sind die ebenen Drehungen

Ty = qu(‘ﬁ) =FE—(1- 0)(6;:65 + eqeqT) + 3(€peT

q_eqeg)a 1§p<(J§n
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wobei ¢,s € R,

c 0 s p-te Zeile
0 1 0
1
-s 0 c g-te Zeile
1
T T
p-te g-te
Spalte Spalte
A+st=1,

und ¢ spater definiert wird. (In der Literatur wird oft Ay ; = UkT AUy, geschrieben.)

Sei A eine n x n reelle symmetrische Matrix und A = quATpT;. Dann ist A auch symme-

trisch, und es gilt:

Qpp
Gqq
Opq
&m’

Qgj

P FEDq, ] F DG

2 2
C App + 2¢50pg + 57 Agq

Qg5 falls
5%app — 2C80pg + C2aqq (2.3)
Qgp = +c8(agq — app) + (CZ - 52)%(1

Ajp = Capj + Saqj , J 7 P, q

= Qj, = —Sap; +cag;, J Fp,q-

Wir untersuchen jetzt, ob es moglich ist, ¢ und s so zu bestimmen, daf a,, = 0. Dazu

setzen wir

Dann gilt d,, = 0 nur dann, wenn

Es ist immer moglich, diese Gleichung zu 16sen:

c=cos(p), s=sin(p), t =tan ¢. (2.4)
sin(2¢) (app — agq) = 2 cos(2¢)ay -
1 2
¢ = — arctan <$> . (2.5)
2 App — Qqq



2.5 Das Jacobi—Verfahren 29

Das Jacobi—Verfahren besteht wesentlich aus (2.2), (2.3) - (2.5):

AO = A
Apyr = UG AUE  E>0
Ue = Tpq(or) (2.6)
(k)
L 1 2apk<1k
P = 5 arctan ((k)—_a(k) .
'PrPk drkqr

Die Wahl der Folge {(p, gx)} und die Berechnung von ¢; mufl noch definiert werden.
Die Auswahl von (pg, qx) wird auf folgende Methoden gebracht:

1. Das klassische Jacobi—Verfahren

k
0l | = lai| == max aip)].
i#j

agz)qk sollte also ein betragsgrofites nichtdiagonales Element von Aj sein. Dies wurde

von Jacobi in 1846 vorgeschlagen.

2. Das allgemeine zyklische Jacobi—Verfahren
Auf einem Computer ist es zeitraubend, das betragsgrofite Element von A; zu fin-
den. Deshalb werden oft die Paare (pg,qx) in einer vorgeschriebenen Reihenfolge
genommen. Sei

N=n(n—-1)/2.
Sei
my = (up,v,), 0<r <N,
mit
(a) up,v, € N;

(b) 1 <wu, <w, <m;

(c) Fiir jedes i,j € Nmit 1 <i < j < n gibt es r mit m, = (i, ) .
Sei M = (my,...,my). Dann werden die Paare (py, ¢x) folgendermafien definiert:
(P, qx) = m, , 7 = k(mod N) .

Nach N Drehungen ist jedes nichtdiagonale Element von A genau einmal durch Null
ersetzt worden, und der Prozef3 wiederholt sich wieder. Deshalb wird eine Folge von
N Drehungen als Zyklus bezeichnet.
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3. Das (spezielle) zyklische Jacobi—Verfahren

In das spezielle zyklische Jacobi-Verfahren wird

M=M, := ((1,2), (1,3),...,(1,n), (2,3),...,(2,n)
yorey (Gi4+1),...,(,n),...,(n—1,n))

gesetzt.

. Das allgemeine zyklische Jacobi—Verfahren mit Grenzen

Dieses Verfahren unterscheidet sich von dem allgemeinen zyklischen Jacobi—
Verfahren nur dadurch, dafl eine (pg,qr) Drehung nur dann gemacht wird, wenn
al¥)| eine vorgeschriebene Grenze e (A;) iiberschreitet. Die (pg, q;) Drehung wird

nur gemacht, wenn
lafe)| > ex(Ag) -

Zwei iibliche Methoden, um ¢; zu bestimmen, sind:

(a)

1/2
1 n
a(Ae) = |55 D (af)) (27)
z,{;é:jl
(b) €o(Ap := max |a;;|/10)
€x—1(Ax_1) , falls (i,7) existiert mit
en(Ar) := lafjl > ex—1(Ax-1) (2.8)

€x-1(Ax_1)/10 , sonst.

Berechnung von ¢, und A;

Nach Rutishauser (1966) kénnen die Formeln (2.3) - (2.5) giinstiger geschrieben werden:

0 := cot(2¢) = (app — agq)/2apq -

Dann gilt mit ¢ := tan ¢:

242t —1=0. (2.9)

t wird als betragsmaflig kleinste Nullstelle von (2.9) genommen:

ty =[] + (* + 1)1

b t;y , falls 6>0
= sonst.

Y
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c = [1+13]71/2

s = t-c

T = tan(p/2) =s/(1+c)
Upp = Gpp T+ 1apg , Qgq = Ggq — tapg
ap; = apj +s(ag; — Tap;) , j # D, q
gj = aqj — S(ap; +Tag) , j#p:q

Mit diesen Formeln sind die Rundungsfehler kleiner als mit den vorherigen Formeln.

Hilfssatz 2.1 Sei A; reell und symmetrisch. Sei Ty,(pr) und Ay1 durch (2.6) gege-
ben. Dann gilt:

n

S(Aka) ==Y [0V = S(4) — [oB)2.

1<i<j<n

Beweis:
Methode 1:
Nur die p-ten und g-ten Zeile von A; dndern sich. Fiir j # p, ¢ gilt:

AN
(1) =Tpa | T | >
aqj aqj

Da qu orthogonal, ist:
2 2 2 2
(ag;ﬂ)) + (afll;ﬂ)) = (aé’?) + (afll;)) . (2.10)

Da Aj und Ay, symmetrisch sind, gilt:

n

2S(Apr1) — 25(Az) = Z {(a;’;ﬂ))? B (ag;.))2]

j=1

Ji#p
2 2 n 2 2
(k+1) (k) (k+1) (k)

+Z[<aqj >_(qj)}+2{<aip )_(aw>}

;?:é; i;:p}q

- k)2 ()2
o (o) - ()]

i;:p}q
_ 2": (1)) 4 (gh+1)? — (o® SO
- ‘ pj Qyj Op; Apj

jj?ézp}q
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Wegen (2.10) gilt:
25(Ag11) — 25(Ak) =2 [(az(,’;“)f - (aé’é))2] :
Methode 2:

Wir benutzen die folgenden Beobachtungen:

1. Sei U eine orthogonale Matrix und z ein Vektor. Dann gilt:

1Uz]l2 = [l]l2

2. Sei A eine quadratische Matrix, U eine orthogonale Matrix und A =UAUT. Dann

gilt (wegen 1)
n n
2 _ ~2
D =D

3,j=1 3,j=1
3. Sei A = UAUT. Dann gilt
25(A)+ ) ar=25(4)+ ) a3
=1 =1
4. Sei weiter
RN C)
A= o
Qqp  Qqq

Dann gilt wegen (2):

2 2 2 2 2
(o))" + (o) +2 (ag)” = (o ™) + (afg™) " -

Hilfssatz 2.2 Fir die Matrizen A
Ak+1 = UkAkUg
gult
2
S(Ay) =Y (ag.“)) 0, fir k— oo
i<j
und |¢| < §. Dann gibt es A = diag();) , so daf

Ay — A, als k— .
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Beweis: Wilkinson, Seite 268, und van Kempen, Seite 19. O

Satz 2.5 Das klassische Jacobi—Verfahren ist (linear) konvergent.

Beweis: Da a,(,l,?qk ein betragsmaBig groftes Nichtdiagonalelement von A®*) ist, gilt

|a’kaIk|2 2 S(Ak)/N
mit N :=n(n — 1)/2 und deshalb, mit Hilfe von Hilfssatz 2.1,

S(Ak1) = S(Ay) — (o)’
< (1-1/N)S(A) -

Bemerkung: Das klassische Jacobi-Verfahren ist sogar quadratisch konvergent, d.h.
S(Akin) < K(S(41))?
(siehe van Kampen [1966]).

Satz 2.6 Das allgemeine zyklische Jacobi—Verfahren mait Grenzen ist konvergent,
falls € durch (2.7) oder (2.8) definiert ist.

Die Konvergenz des allgemeinen Jacobi—Verfahrens kann nur unter Nebenbedingungen

gewahrleistet sein, wie die folgenden Beispiele zeigen:

Beispiel: (Forsythe und Henrici, 1960, S. 16)
2 01
AO = 0 30 5 Pk = 71'/2 y
1 0 4

M = M, =((1,2),(1,3),(2,3)) .
Dann ist Ay 6 = Ay und S(Ax) = S(Ay) fiir alle & .
Beispiel: (Forsythe und Henrici, 1960, S. 17)

a € 1
Ay = € a+tc 0 , 0<e<1,c>A4.
1 0 a+ 2c
M = M; wie in Beispiel 2.5. ¢ € (7/4,7/2) . Dann gilt S(Ax) — 0 nicht.
Beispiel: (Hansen, 1963, S. 451)

—b

00, ar0, 620,

[aw]
o ot R O
o Q o O
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M = ((1,2),(3,4),(1,4),(2,3),(1,3),(2,4)) .

) —m/4 , falls k=12r4+¢t mit reN und t=1,9,10
e +m/4 , sonst.

Dann gilt A1 = Ay . Dieses Beispiel ist heutzutage von Interesse, weil Brent und Luk
(1982) es als Basis fiir einen parallelen Algorithmus verwandt haben.

Wie die Beispiele 2.5 und 2.5 zeigen, kann es vorkommen, dafl das (spezielle) zyklische
Jacobi-Verfahren nicht konvergiert, falls |¢x| > 7/4. Es ist aber immer moglich, |p;| <
7/4 zu nehmen, und unter diesen zusatzlichen Voraussetzungen 148t sich die Konvergenz
beweisen.

Satz 2.7 Fir das spezielle zyklische Jacobi—Verfahren mit |py| < 7/4 gilt:

S(Apsnyn) < S(An) (1 —27M)H2

Beweis: Henrici und Zimmermann, 1968. O

Satz 2.8 Seien die Eigenwerte von A verschieden, dann ist das spezielle zyklische
Jacobi—Verfahren quadratisch konvergent. Es gibt also eine Konstante K = K(A) :

S(Aksn) < K[S(AW)]” .

Beweis: Henrici und Zimmermann, 1968, S. 491. 0

Die quadratische Konvergenz des speziellen zyklischen Jacobi—Verfahrens ist die theo-
retische Erklarung dafiir, dafl in der Praxis nur 5 - 10 Zyklen nétig sind, bevor die
nichtdiagonalen Elemente von A* bis zur Maschinengenauigkeit Null sind.

Parallele Jacobi-Verfahren werden in Golub und van Loan [1989] diskutiert.

Offene Fragen

1. Warum kann Rutishauser annehmen, dafl mit seinen Algorithmen alle nichtdiago-
nalen Elemente Null werden?

2. Unter welchen Bedingungen konvergiert das allgemeine zyklische Jacobi—Verfahren?
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2.6 Die Potenzmethode (Vektoriteration)

Sei A eine komplexe n x n-Matrix mit Eigenwerten \(,..., A, ,
|A1] > |Aa] > ... > [\

und Eigenvektoren x,...,z, .

Ausgehend von einem Startvektor z(°) bildet man der Reihe nach die Vektoren
) = Az®) = AR E=01,... . (2.11)
Die Eigenvektoren z; bilden eine Basis des C" , und es gibt einen Vektor
c=(c1,...,ca)t €C"
mit

(0 = Z Ci%s (2.12)
i=1

Es folgt aus (2.11) und (2.12)

n

) = Z ciMzi = M (crzy +71) (2.13)

=1
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n s k k
Tkizz<)\_i> Cz'xi20< >,

i=2
Zur Berechnung von \; wahlt man einen komplexen Vektor d € C"” und bildet

mit
A2
A1

so daf
r, — 0 fiir £k—o00.

a® = (2® d) = q"¥z®)

Es folgt dann aus (2.13)

(k+1) dH p(k+1) dH d7 A k
o z aa’ Ty + a7 T4 2 .
= = =M+0| | — A\ £ k — oo.
k) dH (k) ! cid¥z, + dHr, ! (‘ 1 v ~
Beispiel:
2 3 2
A=1]10 3 4
3 61
k a(k)/a(kfl)
2 12,1429
3 10,8118
4 11,0348
5 10,9937
6 11,0011
7 10,9998
8 11,0000
mit
z® = (0,0,1)"
d = (1,1,1)7

Die Konvergenzgeschwindigkeit der Vektoriteration wird durch den Wert von ‘:\\—ﬂ be-
stimmt. Es gibt mehrere Methoden, die Konvergenzgeschwindigkeit zu steigern:

1. Verschiebungen (Shifts) Die Potenzmethode wird auf die Matrix B = A — ul
angewandt, wobei die Verschiebung p so gewéahlt wird, dafl

maXa<i<n A — ]
AL — pf

moglichst klein ist.
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2. Inverse Iteration (Wielandt) Sei ein guter Ndherungswert p fiir einen der Eigen-
werte Ay, ..., A\, bekannt. Es soll gelten:
IAj —p| << Mg —pl, fiiralle k#j.
Ausgehend von einem Startvektor z(®) bildet man die Vektoren z(¥) ,
e® ) = (4 — ) 2®  E>0.

Daraus folgt
(A — pl)z®+D = k)

Die Eigenwerte von (A — uI) ! sind

1 1
B = yern s P = .
' /\1 —H /\n —H
Der betragsmaflig grofite Eigenwert ist
1
b= Aj =

und die Konvergenzgeschwindigkeit ist recht gut, da

8] >> Bkl , fir k#j.

In der Praxis wird inverse Iteration dafiir angewandt, den Eigenvektor z; zum J;

zu berechnen.

2.7 Das QR-Verfahren

Das QR-Verfahren ist heutzutage das meistbenutzte Verfahren fiir Eigenwertprobleme.
Es ist eine Verbesserung des LR-Verfahrens von Rutishauser und wurde im Jahre 1961
von Francis veroffentlicht. Das Verfahren besteht aus mehreren Teilen:

1. Zuerst wird die urspriingliche reelle Matrix durch unitire Ahnlichkeitstransforma-
tion in eine Matrix A von einfachrerer Gestalt transformiert. Falls die urspriingliche
Matrix symmetrisch ist, ist A eine tridiagonale Matrix, d.h. a;; = 0 falls | — j| > 1,
sonst ist A eine (obere) Hessenberg-Matrix, d.h. a;; = 0 falls j < ¢ — 1. Der Grund
fiir diesen ersten Schritt ist, da die folgenden Schritte viel effizienter sind, wenn
sie auf Matrizen von einfachrerer Gestalt angewendet werden.

2. Die neue Matrix A wird durch unitire Ahnlichkeitstransformationen transformiert:

A]_ = A
A, = QkRk
Ak+1 = Rka

wobei ()i eine orthogonale Matrix ist und Ry eine rechte Dreiecksmatrix.
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3. Der Prozefl wird durch eine Shiftstrategie und durch spezielle Algorithmen fiir
komplexe Eigenwerte beschleunigt. Diese sind duflerst wichtig, da hierdurch die
Effizienz des Algorithmus sehr stark erhoht wird.

2.7.1 Reduktion auf Hessenberg—Gestalt

Hilfssatz 2.3 Fir jeden Vektor r € R™ gibt es eitne Householder Matrix
T =F — 2uu”
wober E die Einheitsmatriz ist und u € R™ , so dafs
1. ||lullz =1,
2. T st orthogonal,

3. Tx = —oe;, 0 € R.

Beweis: Sei z = (£1,&2,--- ,&m)

o = sign(&)|z||2,
v = I +oep, (2.14)
u = v/ .
Dann gilt:
|v]? = (mT+Jef)(m+ael)

lz[* + o® + 2I&| [l
2(/[[I* + 1&] [l ]1)
= 2[l|l (=l + 1&)-
Tz = (I-2uu")z

1)’UT

= r—2——
[v][?

= z—2(z+ 061)(33T + UelT)az/Hv||2

(z +oe))(llz]1* + €] llz]])
21 + [&] Nl

= —o0e€1 .

O

Bemerkung: Um Exponenteniiber- oder -unterlauf zu vermeiden, betrachtet man
z/ max |§;| statt = .
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Tr = —0e;

€1

Bemerkung: T ist eine Spiegelung in der Ebene H = {z : z7u = 0}.

Beispiel:
r = (6,3,2)T
Jel] = 7
o =T
v = (13,3,2)7
1
= ——-(13,3,2)7.

Bemerkung: Fiir Berechnungen mit Papier und Bleistift ist es oft leichter, (2.14) durch
o = —sign(&)||z||2 zu ersetzen, da die Zahlen dann kleiner sind. Dies ist natiirlich nur
moglich, wenn = # £je; ist. Im oberen Beispiel bekommen wir dann v = (-1, 3,2)” und
u=(-1,3,2)/(14)"/2 .
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Sei nun

eine n x n reelle Matrix, wobei

C. sei eine r x (n — r) Matrix

B, sei eine (n — r) X (n — r) Matrix

b, sei ein (n — r) Vektor

H, sei eine r x r obere Hessenberg-Matrix, d.h. H, = (h;;) mit h;; = 0 fiir
j<i—1.

Sei P, die Matrix

I 0]
p=| ... ,
o : T,
T, = B,y — 2u,ul | mit T,b, = —0,e,_,. Dann gilt:
Hr+1 Cr+1

Durch Wiederholung erreichen wir
An - Hn - n—l---PlAIPI ---Pn—l - QAQT )
wobei A,, eine obere Hessenberg—Matrix und () eine orthogonale Matrix ist.

Bemerkung: Es ist auch modglich, A; zur Hessenberg—Gestalt mit Givens Transforma-
tionen (ebene Drehungen) zu bringen. Die benétigten Multiplikationen sind:

Givens: Y. (n — 7 — 1)[dn +4(n —r — 1)] = 1222 4 0(n?)
Householder: 5n3/3 + 0(n?).

Die Givens Transformation wurde zuerst benutzt, spater die Householder Transformation,
da sie nur halb soviel Operationen benoétigt. Noch spater zeigte sich, dafl die Berechnungen
mit Givens Transformation so organisiert werden kénnen, dafi der Rechenaufwand mit
dem fiir die Householder Transformation vergleichbar ist.



2.7 Das QR-Verfahren 41

2.7.2 Konvergenz des QR-Verfahrens

Ist A durch Ahnlichkeitstransformationen zur einfacheren Gestalt gebracht worden, dann
wird das QR-Verfahren angewendet.

Das QR-Verfahren ist wie folgt definiert:

A = A (2.15)
A, = Q,R, (2.16)
As+1 = RSQS (217)

wobei (), orthogonal und R, eine rechte Dreiecksmatrix ist.

Die QR-Zerlegung (2.16) beruht auf dem folgenden Hilfssatz:

Hilfssatz 2.4 a) A sei eine n X n reelle Matriz. Es gibt eine orthogonale n X n-
Matriz (Q und eine rechte n x n-Dreiecksmatriz R, damat

A=QR.

b) Sei A reguldr. Dann sind QQ und R bis auf die Multiplikation mit etner n X n
orthogonalen Diagonalmatriz D eindeutig bestimmt. Sei also

A=Q1R = Q:Ry
dann gibt es eine orthogonale Diagonalmatriz
D = diag(+1)

mat
Q1:Q2D7 RIZDRZ-

Beweis:

a) Durch wiederholte Benutzung von Hilfssatz 2.4

AO = A
Uk Ck Ck
A =1 i,
0 by, By,

mit U, eine k x k rechte Dreiecksmatrix, ¢, € Rf |, b, € R** | (O €
REx(n=k=1) = B, ¢ R=F)x(n—=k-1) Nach Hilfssatz 2.4 gibt es eine (n — k) x (n — k)
Householder Matrix Hy, :

Hyb, = —04(1,0,0,...,0)" .
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Sei
(I 0
A1 = Qi ,
QR = Qg Z_l ,
R =10,.
Dann gilt:
A=QR.

b) R; und R, sind reguldr. Deshalb folgt aus @, R; = Q2R»
Q3Q1=R'R; .

R; := Ry 'R, ist eine orthogonale obere Dreiecksmatrix.

Es folgt (z.B. induktiv), da8 R; eine orthogonale Diagonalmatrix D ist. Da DTD = T
, gilt D = diag(+1) .

0]
Hilfssatz 2.5 Seien A,, Qs und R, durch (2.15) bis (2.17) definiert. Se:
P, = Q1Q2...Qs, (2.18)
U, = R,...RyR,. (2.19)
Dann gilt:
a) A1 st dhnlich zu A, Ay = QT A,Q,
b) A, ., = PTA,P,
c) A = P,U;
Beweis: Einfache Manipulationen. O

Der néchste Hilfssatz wird ohne Beweis von Wilkinson (Wilkinson [1965, S. 518]) benutzt.
Es kann wohl sein, dafl ein besserer Beweis existiert.

Hilfssatz 2.6 F; seien n x n Matrizen mit F;, — 0 fiir s — oco. Es se1 weiter
(I + Fs) = QsRs

mit Q; (orthogonal) und R, (obere Dreiecksmatriz mit positiven Diagonalelemen-
ten). Dann gilt:
Qs — I
R, — 1

} fir s— o0



2.7 Das QR-Verfahren 43

Beweis: Zuerst bemerken wir, dafl

1Qsll2 =1,

und
1Bll2 = 1Q7 - (B + F)llz < Q¢ ll2- (1 + [ Fll2)
so daf} o0.E. angenommen werden kann, dafl
[Rsl]2 < 2.
Es gilt auch
(E+F)'=E+G,
mit
|IGs|| — 0 fiir s — oc0.

(Begriindung: Sei
(E+F)'=E+QG.

Es folgt
G = (E+F)’1—E: (E+F)’1(E— (E+F)) = —(E—i—F)’l-F.
Da
I(E+F) < ——
1—|[|F||
folgt:
| F]
1G|| < )
1—[|F|
Sei nun

Qs:(Ds+Ls+Us)a

wobei D,, L, und U, Diagonal-, linke und rechte Matrizen sind.

Aus
Qf=R,-(E+F,)'=R,-(E+G,) =R, +R,G,
folgt
1T Moo < 1RSGislloo < 2[1Glloo
so daf

U,— 0 fiir s— 00.

Es darf weiter o.E. angenommen werden, dal D, + L, regular ist und
I(Ds + L)l < 2.
Fiir alle z € R" gilt namlich

2]l = Qszll2 = [[(Ds + Ls + Us)zllz < |(Ds + Ls)zll2 + |Usl2|z]l2 ,
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so daf
[(Ds + Lg)zlla > (1 = ||Us|l2) - [|]]2 )
Sei nun
V, = (Ds+ L,)"'U, ,
so dafl

Qs = (Ds+Ls)'(I+m)
und V, — 0 fiir s — oco. Aus QTQ, = E folgt dann
(I+VE (D, +LY)- (D, +L,)-I+V,)=E,
und
Dy+ Ly= (D, + LY YT+ VO T+ V)™t

Folglich gilt
D, + L, = (Dy+ L)™' - (I +W,)

mit W, — 0 fiir s — oo.
Wenn die unteren Dreiecksmatrizen links und rechts verglichen werden, ergibt sich
0+ ||(Ds + LZ)A ) WSHOO

H(Ds + Lf)ilnoo ' HWSHOO
— 0 fiir s—o00.

[Lslloe <
<

Da (), orthogonal ist und Q; = D;+ L, + U, mit L, — 0 und U; — 0 , folgt sofort, dafl
D> — E fiir s— o00.
Da R, positive Diagonalelemente hat, folgt aus
R, =QT - (E+F,)

daf3
R, — F

und zuletzt
Qs — E.

Satz 2.9 Die n x n reelle Matriz A habe betragsmdfiig verschiedene Eigenwerte:

A1] > A2 > ... > A -
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Der Faktor R, von A, habe positive Diagonalelemente. Dann gibt es eine Permuta-
tion P von den Eigenwerten

H1 A1
p=1 : =Pl
fin An
so dafs
o) — 0,i>j
agf) — Hi-
Beweis: (siehe Wilkinson, S. 516) zi,...,z, seien die Eigenvektoren von A und X =
(1,...,2,). Dann gilt
AX = XD, D =diag(\;). (2.20)
A = XDY,Y=X1 (2.21)
Sei P,L,U , so daf
PY =LU , (2.22)

wobei P eine Permutationsmatrix ist (im allgemeinen kénnen wir P = FE wahlen), L eine
linke Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen 1 und U eine rechte Dreiecksmatrix.

Sei () (orthogonal) und R (rechte Dreiecksmatrix mit positiven Diagonalelementen), so
daf

XPT"=QR. (2.23)
Aus (2.21) bis (2.23) folgt:

A*= A} = XD°Y
XPT(PD*P")PY
QR(PD*PT)LU

= QRD’LU
= QR(D*LD *)D*U

mit D = PDPT eine Diagonalmatrix. Dann gilt:
D°LD*=FE+E,, mit E,—0 fir s—0.

(Wenn P = E, ist
(D*LD™%)i; = Liz(Ni/ Aj)" -
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I.a. sind weitere Uberlegungen nétig - siehe Wilkinson, S. 519 )
Es folgt:

A} = Q(E+ RE,R)RDU
= Q(E+F,)RDU, mit F, —0 fiir s — oco.

Sei £+ F, = QSRS, wo Rs positive Diagonalelemente hat. Dann gilt
A? = (QQ,)(R,RDU) .

Sei

D = |D|D,, D})=E
U = DyD;'U), D:=E,

wobei |D| und (D, 'U) positive Diagonalelemente haben. Dann gilt (fiir Diagonalmatrizen
AB gilt AB = BA)

A = QQ:D2Di[(D2 D)™ Ry R(D DY) | D (D5 U .
Aus den Hilfssatzen 2.4 und 2.5 folgt:

P, = QQ,D,D:. (2.24)
U, = (DyD})'R,R(D,D?)|DI*D;'U . (2.25)

Es folgt aus (2.18), (2.24) und Hilfssatz 2.6:

Qs = P\P
= D*"'D;'Q,LQ7'QQ,Dy D}
= Dy +Dy*"'DyY(Q;14Q, — E)DyD;
— Dy

Auf die gleiche Weise:

R, = UU\
= [(D:D})"'R,R(D,D})|D|*D;'U] -
[U~'D,]|D|=**' Dy * ' Dy ' R R, (D, DY)
= (DyD})'R,RD,|D|R7'R;,(D,D:7Y).
diag(R,) = diag(R,)diag(R;Y)|D|
— |D|.
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2.7.3 Nichtkonvergenz des QR-Verfahrens

Das QR-Verfahren konvergiert nicht immer, wenn die Voraussetzungen von Satz 2.9 nicht
erfiillt sind.

Beispiel:
0 001
. 1000
01 00
0010

Dann gilt: Q; = A; , Ry = FE, Ay = A; . Dieses Beispiel zeigt auch, daf - selbst wenn A
reell ist - die QR-Folge {A;} nicht notwendig zur Jordan-Gestalt konvergiert.
2.7.4 Beschleunigungsstrategien

1. Zerlegung von A, Falls affﬁl’r sehr klein ist, z.B.

(s)

a‘r+1,r S eps“AHOO )
dann ist
B, : C,
A= ,
0 : D,

wobei B eine r x r Matrix ist. Die Eigenwerte von B, und D, werden dann getrennt
berechnet.

2. Shift-Strategie

As_’{'sE = QsRs
As—l—l = Rst +K'sE .

Zwei Methoden werden benutzt, um «, zu berechnen:

(a) ks := a's)

(b) Seien A = a, + ib, die Eigenwerte von

dann ist
o fals el < -l
*7 1 A_ , sonst.






Kapitel 3

Numerische Integration

3.1 Einleitung

Sei 2 C R* und f : Q@ — R . Die Aufgabe der numerischen Integration besteht darin,
das Integral

If::/ f(z)dx

durch I, f zu approximieren,

L.f:= Z Akf(mk) )

k=1

wobei die z;, Stutzstellen und die Konstanten A; Gewichte heifien.

In diesem Kapitel wird ein einfacher spezieller Fall

ausfiuhrlich studiert.
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3.2 Die Formeln von Newton-Cotes

Seien —co < a<b< oo, f € Cla,b] und

If:/bf(m)dm.

Die Formeln von Newton-Cotes entstehen, wenn gleichverteilte Stiitzstellen x; vorge-
schrieben werden und 7 f durch

ff = Z Ay f(zr)

approximiert wird. Dabei werden die Gewichte A; so gewahlt, dafl gilt:
Ip=Ip,p€Pny,

wobei m die Anzahl der Gewichte A; ist.

Die offenen Newton-Cotes-Formeln entstehen bei der Wahl:
b—a
rp=a+k-— ,1<k<n—-1,m=n-1,
n

so dal die Endpunkte des Intervalls [a, b] nicht Stiitzstellen sind.

Die geschlossenen Newton-Cotes-Formeln entstehen bei der Wahl:

ry, = a-+k- CLza—kkh,(]gkgn,m:n—kl,h::(b—a)/n,

n

If == Lf=Y Af(z).
k=o
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Da die geschlossenen Newton-Cotes-Formelen mehrere Anwendungen finden, werden nur
diese Formeln weiter betrachtet.

Eine Moglichkeit, die Gewichte Ay zu bestimmen, ist, die Funktion f durch ihr Interpola-
tionspolynom p zu ersetzen, das an ihrer Stelle integriert wird. In der Form von Lagrange
lautet p :

p(z) = Z f(zx) we(x) mit

wr(z) =

Es folgt:

In:/p(x)dx = /wk( ) f(zg) dx—z Arf(zg) mit

a a

r — Ty
A:/w z)dr = /
= [eioe = [Tz

a a l;ék

Es ist moglich, den Ausdruck fiir A, zu vereinfachen. Man setze
r=ht+a

und erhalt:

I]_ —

a; = /'tdt:1
2
h b—a
S (Fla)+ £0) = 52 (F(a) + £(8)

Das Integral wird also durch die Flache eines Trapezes gendhert (siehe Abbildung 3.1):
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I

a b
Abbildung 3.1: Graphische Darstellung der Trapezregel
Beispiel: n = 2 die Simpsonsche Regel:

Qg =

WS> Wl

I2:

Die Simpsonsche Regel ist einfach und relativ genau und wird als zusammengesetzte
Regel haufig angewandt.

Wir untersuchen jetzt den Fehler.
Satz 3.1 1. Sei f € C""[a,b]. Dann gilt:

I f—T1f < h"?%c, max |[f®")(z)| mat

’

1 /" ﬁ
1 it — k| dt .
(n+1)! o

0

Cn

IN

2. Sein gerade und f € C""?[a,b]. Dann folgt

1f=Infl < W% max fO2 (@) mat

c*<nc
_2n

n

Beweis:
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1. Es gilt:
b
If-1f= [ (7 =) ds.

Ferner hat man die folgende Abschatzung fiir den Interpolationsfehler:

(=D = iy 000 mit
w(z) = H (x — z) und & =¢(z) € (a,b) .

Es folgt sofort:

b

_ 1 < [fn+D)
B ] / w(a)| max |£79(s)] da

a

b
cn ergibt sich aus der Berechnung von [ |w(z)| dz:

a

b b n no.
/|w(x)|dm:/H |x—mk|dm,:hn+2/H it — k| dt
@ k=0 k=0

a = 0
nach der Substitutionz =a +ht.

2. Fiir gerades n ist w schiefsymmetrisch beziiglich der Intervallmitte ¢ = % | es gilt

/bw(m)dm:(].

also

Damit hat man

[U-pwiz = 0 [w@re a
1 b
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Wegen ¢ — ¢| < 252 = 1k gilt:

b

I/(f—p)(x)dx| < gy [ W@y max (@) do

(n+1)! (a,b]

h
- h% max | £ ()

— hn+3C:l IPBI;}X |f(n+2)(.’l})|

(] Da das Maximum hoher Ableitungen von f sehr schwer zu bestimmen ist, sind
diese Formeln zur praktischen Abschitzung des Fehlers unbrauchbar. Ihr Nutzen liegt in
der Information, mit welcher Potenz von h der Fehler abfallt, und dafl er vom Maximum
einer hoheren Ableitung abhangt.

In dem Beweis von Satz 3.1 sind einige Abschédtzungen gemacht worden. Die Konstanten
¢, sind deshalb nicht bestmdglich und kénnen (mit wesentlich mehr Aufwand) verbessert
werden. Es gilt:

Inf = — O'k .’L‘k
T =0

[f—I.f = WK, fP(¢).

Die Werte von ~; JI(C") , pund K, sind fiir 1 < n < 4 der folgenden Tabelle zu
entnehmen: (siehe Tabelle 3.1)

n o9 01 0y 03 04|, | Fehler I — IN¢ | Bezeichnung
1 1 1 2 | =31 F@(¢) Trapezregel
2 1 4 1 6 | —h°5 1 4) (¢) Simpson-Regel
3 1 3 3 1 8 | —h°3 3 4> (€) Newtonsche 2 - Regel
4 |7 32 12 32 7 |90 | —hT 935 ©)( ) Milne-Regel
2r R K, f(F2)(€) | n gerade
2r +1 2K, f(0 1) (€) | n ungerade

Tabelle 3.1: Die abgeschlossenen Newton-Cotes-Formeln fiir 1 <n <4

Es gibt andere historische Integrationsformeln, z.B. Weddles Rule:

Zlf(x)dx = w5l ss (<3) s (=3) +er@+ 1 (3)
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die wegen der kleinen Koeffizienten beliebt war.

Es ist moglich, die Fehlerabschatzung etwas praziser zu formulieren, und zwar in der
Form

b
[f-If= / K, (1) ™ () dt

wobei K, (t) der Peano-Kern heifit. Z.B., fiir die Simpsonsche Methode gilt:

b
If—INCf= /K2(t)f(4)(t)dt

K, (t) := {

(Siehe Abbildung 3.2.)

mit

(t—a)*(3t—a—0), a<t
(b—t)%(b+2a—3t), “b<

RI=3=

K Z(t)

Abbildung 3.2: Der Peano-Kern K»(t) fiir Simpsons Regel

Die Fehlerabschatzungen spielen eine wichtige Rolle bei zusammengesetzten Regeln und
bei der Losung von Integralgleichungen, z.B.

£(s) + /k(s,t)f(t)dt —g(s), a<s<b.



56 Numerische Integration

Beispiel:
1

I:/emdx:e—l = 1.7183

0
1
L=2(l+e) = 18591
1

L= tde?te) = 1.7189

1 1 2
I = ¢ (L+3et +3es +¢) = L7185

1 1 2 3

I = o5 (74324 + 1267 + 324 +7¢) = 17183

Fir n > 8 konnen negative Gewichte auftreten, was aus Rundungsfehlergriinden nicht gut
ist. Wie wir spater sehen werden, kann man Formeln héherer Genauigkeit konstruieren,
indem man die oben angegebenen Regeln auf Teilintervalle anwendet.
Beispiel: Sei

+4

d
If:= / - fo — 2arctan4 = 2, 6516.

—4

In der Tabelle 3.2 werden die Approximationen IVC eingetragen. Es ist klar, dafl die Folge
{INC} divergent ist.

n | INC

2 | 5,4902
4 12,2776
6 |3,3288
8 | 1,9411
10 | 3,5956

Tabelle 3.2: Ein Beispiel dafiir, daf3 die Newton-Cotes Formeln divergieren konnen

Beispiel: Eine Anwendung der numerischen Integration ist die Losung von Integralglei-
chungen.

Man betrachte die Fredholmsche Integralgleichung zweiter Art:

f(s)+/k(s,t)f(t)dt:g(s), a<s<b,
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wobei die Funktion g und der Kern k(s, t) bekannt sind und die Funktion f zu finden ist.

Als Losungsansatz kann man die Methode von Nystrom benutzen. Seien xy,... ,z, die
Stiitzstellen zu der Newton-Cotes Integrationsformel I¥°. Die Integralgleichung wird ap-
proximiert durch ein System von n + 1 linearen Gleichungen fiir die Werte von f in den
n + 1 Stiitzstellen:

f(zi) + ZAjk(xiaxj)f(mj) =g(z),0<i<n,
=0

wobei

YOF =Y Aif(x).

j=0

3.3 Die direkte Konstruktion von Integrationsformeln

Im vorigen Abschnitt wurden die Newton-Cotes-Integrationsformeln mit Hilfe des Inter-
polationspolynoms konstruiert. Im nachsten Abschnitt werden die Gauflschen Integrati-
onsformeln dhnlich definiert. Es ist aber moglich, solche Integrationsformeln ab initio zu
konstruieren, wie wir jetzt durch ein Beispiel erkladren.

Beispiel:
+1
If = /f(x)dx,
-1

2
Gf = > Aflax).
k=1

Bestimme A;, A,, z; und z, derart, daf

Gf=If, fir fech;. (3.1)

Die Bedingung (3.1) ist dazu dquivalent, da8

Gg = Ilg, 0<7<3
q; € C[—1,+1],
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Es gilt also

I A+ Ay = 2

IT Az + Ay, = 0 (3.2)
IIT Az} + Aszs = 2/3

v A+ Aszd = 0

Sei
p(z) = (. — z1)(z — 22)

so dafl es Konstanten o und 3 gibt mit
p(z)=2*+az+0.
Durch gewichtete Kombinationen der Gleichungen (3.2) erhalten wir:

I+CEII+,8III . 2+2/3ﬁ:A1p(m1)—|—A2p(m2):0
IT+alll+ B3IV : 2/3a= Aiz1p(z1) + Aszap(ze) =0

woraus folgt:

a = 0,
ﬂ = _1/3a
ple) = «*—1/3,
ry = —1/\/5,
Die Gleichungen I und I werden:
A1+A2 = 2
-1 +1
Al —=)+4-|—) = 0,
() ()
woraus folgt:
A1:A2:1

Die gewiinschte Integrationsformel lautet:

os-1(2) 1)
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3.4 Die Formeln von Gauf}

Sei
—o<a<b<40.

Sei w € Cla, b] mit:

1. w(z) >0, a<z<b.

2. w(z) > 0 fiir fast alle z € (a,b) , so daB aus

(a) f € Cla,b]
(b) f(z) >0

(c) ; w(z) f(xz)dz = 0 folgt: f = 0.
b
3. [ w(z)z"dz < o, fiir n € N.

Wir setzen
b

(fr9) = / w(z) f(2)g(x)de

vorausgesetzt, dal das Integral existiert. Ist (f,g) = 0 , dann sagen wir, da8 f und g
orthogonal sind und schreiben f_1g.

Seien
a<z <To--<z, <b.

Eine Gaufische Integrationsformel GG,, hat die Gestalt:
Guf = Apf(zy)
k=1

(notabene: n Stiitzstellen) und erfiillt die Bedingungen:

b
Gnp=1Ip:= / w(z)p(z)dz , fiir alle pEPy_y.

a

Damit ist eine Gauflsche Integrationsformel wesentlich genauer als eine Newton-Cotes-
Integrationsformel mit der gleichen Anzahl Stiitzstellen, was sie der geeigneten Wahl der
Stiitzstellen z; zu verdanken hat.

Der folgende Satz zeigt, dafl die Gauflsche Integrationsformel optimal ist:
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Satz 3.2 Es gibt keine Formel G,, , die in P,, ezakt ist.

Beweis: Die Annahme, daf}

G.f = w f dx YV f € Pan

S

fithrt mit

zu einem Widerspruch:

G’nf:();élf:/wfdx>0.

a

O

Um G,, zu konstruieren, wird eine Basis {p;} von orthogonalen Polynomen mit folgenden
Eigenschaften benutzt:

1. pp € Py E>0.

2. pp(z) = zF + Z?;& ag-k)xj :

3. Pulpm , dh. (pu,pm) =0 fiir n #m .
4. p_4(x)=0.

5. p, hat n unterschiedliche reelle Nullstellen a < z; < 2y < --- <z, <b.

Es wird spater bewiesen, daf3 eine solche Basis tatsédchlich existiert. Wir geben zuerst ein
Beispiel.

Beispiel: Die Tschebyscheff Polynome erster Art Diese Polynome werden wie folgt
definiert:
T.(z) = cos(n arccos z), —1 <z <1.

Sie haben folgende Eigenschaften:
Orthogonalitit

+1 0 fir m#n

To(z)T(z) , . g
/ﬁdx— w/2 fir m=n>0

e T fir m=n=0

Rekursion
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Trnii(z) = 22T, (z) — Tp1(z) , n >1

Nullstellen

2k +1
2n

Tn(zr) =0 fir mk:cos< W),nggn—l

Extremstellen

Th(z)] <1 fiir -1<z<1

T (z;) = (—1)" fiir z; = cos <—Z> ,0<i<nm.
n

Formel von Rodrigues

Reihenentwicklungen

Satz 3.3 Sei f € C[—1,+1] Lipschitz stetig und

+1
_ 1 [ f(e)To(x)
w = [
-1
2 [ [@)T()
)Ll (T
a, = ;/ﬁdx,nZI
-1

Dann konvergiert die Folge

gleichmdf$ig gegen die Funktion f(z) im Intervall [—1,+1].

Beweis: Siehe z.B. Rivlin [1974, S. 135]. O

Um eine gute Anndherung fiir die Entwicklung von f in einer Folge von Tschebyscheff
Polynomen zu erhalten, kann man folgendermafien vorgehen:
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1. Bestimme eine konvergente Taylorentwicklung von f,

f(.r)zz bpe®, —1<z<1
k=0
2. Wahle N € N und setze
N
k=0

3. Ersetze die Potenzen von z durch Tschebyscheff Polynome.

Beispiel: f(z) =¢e®

1.
© K
T
f@)=) &
k=0
2.
4 ok
Si(x) =) o
k=0
3. Aus
1 - TO
r = T]_
1
1‘2 = §(T0+T2)
1
1‘3 = Z(ng —|—T3)

1
.’L'4 = §(3Tg + 4T2 + T4)
ergibt sich
Si(z) =1,2656T + 1,12507; + 0, 270873 + 0,041775 + 0,00527}

Satz 3.4 Seien zq,...,x, die Nullstellen von p,. Seien A; die Gewichte der Newton-
Cotes-Formel zu den Stitzstellen zy,...,z, und der Funktion w(z):
f oy )
T —
A = /w(x)g (o _x])d.r
a i#k
Set

Dann qilt:
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an:If7 f€P2n71

b

wefeoll (G2

j=1
a i#k

3. Sei f € C®[a,b]. Dann gibt es £ € (a,b) mit:

b
_ e 2
Beweis:
1. G, ist die Newton-Cotes-Formel zu den Nullstellen z,,... ,x, von p, , also
n b n
r — I;
Ga(f)=)_ [ w(x) [] —— fla;)dz .
j=1 i=1 ] ¢
a i#j

G, ist offenbar exakt in P,,_; , da ja gerade das Interpolationspolynom vom Grad
n — 1 integriert wird. Ist f € Psy, 1, so gilt f = q p, + r mit q,r € P,,_;. Es folgt

b

b b
If:/wfdx: /wqpnd.r —i—/wrdx,

a
~—_—
=0, da q€Pn_1

= Gu(r) , da reP,,

——
=0, da pn(z;)=0,j=1,..,n
= Gu(r+qpn)
= Gu(/f)

2. Mit

ist w? € Payp_s , also

b n
/ ww? dz = Gp(w?) = Z Apwi(zy) = Z Apbj, = A,
a k=1

k=1
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3. Ist f € C®[a,b] , konnen wir f in den Stiitzpunkten z,,zy,... ,z,, =, interpolieren
und erhalten bei Anwendung von dividierten Differenzen

flz) = [f(z) + (& — )y, 2] f + (& — 21)’[21, 21, 2] f + -
+ (H(x — xj)2> (x — zp)[T1, 21, o, Tty Tty T, T f
+ (H (x — 3:]-)2> (T, %1, Ty Ty T|f

= q(z) +r(z)pa(z)?, mit g€ Py
Es folgt:
If—=Guf=(q—Gng)+ I rp — Gurpl) =0+ (I rp}, — 0) = I rp},.

Aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt:

p (on)
11-Guf =1(©) [ w@pae)te =L ()

a

wobei im letzten Schritt Hilfssatz 3.1 benutzt worden ist.

Hilfssatz 3.1 Set zy,...,z € R. Ser

a = min{zg,...,Tn}

B = max{zg,...,Tn}

f € C™a,B]. Es gibt € € [a, §] mat

[.’L'(],.’El, e ,.’Em]f =
Beweis: Siehe (z.B.) E. Isaacson und H.B. Keller: Analysis of Numerical Methods, S.
252. |
Beispiel: [a,b] = [-1,+1], w=1
Die z; sind die Nullstellen der Legendre Polynome F,.
T T x3 | Ay A As
0 2
+1/3 1

w N =3
|
W=

|
SN
o
lwo
oot
©|oo
oot
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1
I :/ e’dx = 2.350402
-1

Die Simpson-Regel liefert: I, = 2.362054. Dagegen ist mit gleich vielen Funktionswertun-
gen G3 = 2.350337. Es folgt aus der Nichtnegativitat der Gewichte A; fiir die Formel von
Gau8}, daf3

nh_)rrolo G.f=1If fir fe€(Cla,b]

Um dies zu beweisen, benutzt man den folgenden Satz:

Satz 3.5 (Stekloff und Polya) Se:i
b
If = / f(z) dz

Lf = Y APfE).

Es qult:
lim I,f=1f firalle f € Cla,b]
n—o0

genau dann, wenn

1. I,p — Ip fiir jedes Polynom p .

2. Eine Konstante K existiert derart, daf

Z 1AM <K fir neN.
k=1

Beweis: Siehe (z.B.) .P. Natanson: Konstruktive Funktionentheorie. S. 451. O
3.5 Existenz von Orthogonalpolynomen

Hierfiir benutzen wir das Schmidtsche Verfahren zur Konstruktion einer orthogonalen
Basis, ausgehend von einer beliebigen Basis.

Seien

qnepn) Qn(l') ::xn, nENO
Dann ist {q,...,¢,} eine Basis fiir P, . Seien

Po ‘= qo,

n—1
qn, Di
pe = -y BB e
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Satz 3.6 Seien {p,} wie oben definiert. Dann gilt:

1. p, ist wohldefiniert, p, € P, , und
pn(z) =2"+7Th 1, Tho1 € Ppoa .
2. polps fiir s<n , d.h.
(Pn,ps) =0, fir s<mn.
8. (Pn,pn) >0 .

4. {po,p1,-.. ,0n} st eine Basis fir P, .

5. polPni , d.h.
(pnap) =0 f’UJ‘ alle pe Pnfl .

6. Sexn > 1. Die Polynome p, gentigen der Rekursionsformel

pn(z) = (T = 6n)Pn-1(z) — 'Yr%pnﬂ(x) )

wober
(TPn—1,Pn-1)
p_i(z):=0, P_1 =1{p-1}, Op = ———T— =, neN
1(@) 1= APl (Pn-1,Pn-1)
s 0 , fur n=1,
"\ ey far s

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber die Behauptung:
H, : Die Bedingungen 1) bis 6) gelten fiir 0 <n <r.

Die Behauptung H, ist offensichtlich wahr.
Sei H,, | wahr. Da (p;,p;) > 0 fiir 0 < i < n , ist p, definiert und 1) und 2) folgen sofort.
Da p,(z) = 2™ + r, 1, ist p, Z 0 und 3) folgt.

SeiqgeP,, ¢q=azr"+ q, 1 mit ¢, 1 € P,_1. Dann ist
q = Qapp + Wp—1 , Wp-1 € ,Pnfl .
4) und 5) folgen sofort.

Um 6) zu beweisen, mufl man zwischen dem Fall n = 1 und dem Fall n > 1 unterscheiden.
Ist n =1, dann kann man 6) durch direkte Berechnung bestétigen.
Ist n > 1, dann setzen wir

Q(m) = pn—l(m) =z" + Sp—1,5n—-1 € Pn_1 .
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Aus 4) folgt:

n—1
q:pn+zcipi7 ¢ €R.
=0
Sei 0 < r < n — 2. Dann gilt:
n—1
(Qapr) = (pn + Z Cipz'7p7') = Cr(pmpr) .
i=0

Andererseits gilt:
(¢:p) = (Pn-1,2pr) =0,
dap, 11lP, o,dh.c,=0fiir0<r<n-—2.

Ebenso folgt:
(J]’ Pn—1, pn—l)

Op = Cp1 =
" no (pn—lapn—l)

und
2 . (J]’ pn—2apn—1) o (pn—lapn—l)
771 - Cn72 - —
(Pn—2,Pn—2)  (Pn—2,Pn—2)

da
TPn2=Pn1+ (Snflpnfl + fyzflpn72

Satz 3.7 Sei {p,} eine Basis von Orthogonalpolynomen. Dann gilt:

1. p, hat n unterschiedliche Nullstellen in (a,b) .

2. Die Nullstellen von p,_, trennen die Nullstellen von p, .
Beweis:

1. Wenn sich das Vorzeichen von p, in (a,b) nicht &ndert, setzen wir » = 0 und
q(z) = 1. Sonst seien z; < z3 < --- < z, jene Punkte in (a,b) , wo das Vorzeichen
von p,(z) sich andert. (zy,...,z, sind die Nullstellen von p, im Intervall (a,b) ,
deren Vielfachheit ungerade ist.) Sei

T

q::H(x—xi).

=1

Ist r <n,dannist ¢ € P, ; und qlp, . Aber das Vorzeichen von ¢ p, dndert sich
in (a,b) nicht, so daf§ (¢,p,) > 0. Es folgt, da8 r = n.
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2. Der Beweis erfolgt durch Induktion.

Sei n = 2, dann gilt
p2(z) = (z — 6a)p1 () — Vapo(2) -
Sei z; € (a,b) die Nullstelle von p;. Da po(z) =1, folgt, dal
p2(21) = —v3p0(w1) <0 .

Da po(z) = x? + ri(z) mit r; € Py , ist po(z) positiv fiir |z| groB. Deshalb hat p,
mindestens eine Nullstelle y; € (—o0, ;) und eine Nullstelle y» € (z;,+00). Es gilt:

a<y1<x1<y2<b.

Seien n > 2,
T <+ < Tp_9

die Nullstellen von p,_, und
Y1 <---<Yn-
die Nullstellen von p,_;. Wegen der Induktionshypothese gilt:

<P <T1 <Y< <Tpa<Y,1<b.

Weiter gilt:

Pn(Yi) = —VnPa—2(ys) -
Zwischen den beiden nacheinanderfolgenden Nullstellen y; liegt genau eine Nullstelle
von p, 5 , so dafl

sign (pn—2(yi)) = (=1)" ' sign poo(y1), 1<i<n.
Folglich gilt:
sign (pn(y:)) = —sign (Pa(yi+1)), 1<i<n-—1,
so daB p,(z) eine Nullstelle z;,; zwischen y; und y;; hat, d.h.
<P <2<Yp<-<2Zp1<Yp1<b.

Weiter gilt:

sign (pn(y1)) = —sign (pa—2(y1))
sign (pn(Yn)) = —sign (Pr—2(¥n))
sign (pn(z)) = sign (p, 2(z)), fiir |z|] — 0.

Es folgt, daf3 p,, zwei weitere Nullstellen z; und z, besitzt mit
a <z < und Un < 2p, < b.
Damit ist die Induktionshypothese bestatigt:

a<21 <Yy < < Yp1 <2z, <b.
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a b  w(zr) Bezeichnung
-1 1 1 Legendre
oo e * Laguerre

Beispiele von Orthogonalpolynomen

2 .
-0 +oo e ”* Hermite

3.6 Zusammengesetzte Regeln

Kennzeichnend fiir die moderne Numerik ist, dal man lokale Approximationen niedriger
Ordnung iiber globale Approximationen héherer Ordnung stellt. Dementsprechend wird
ein Integral

I f ::/ f(z)dx
Q
oft dadurch approximiert, dafl das Gebiet () in mehrere Teilgebiete (2, aufgeteilt

Q=) %, @wunU=¢ fir k#L,

wobei I(Q;)f eine Approximation zu I(Q)f ist. Die Vorteile dieser Vorgehensweise sind:

1. Die Teilgebiete Q; kénnen so klein gewihlt werden, daB es geniigt, I (Q) f mit Hilfe
von Integrationsformeln niedriger Ordnung zu berechnen.

2. Stiinden mehrere Prozessoren zur Verfiigung, konnte die Berechnung verschiedener
Approximationswerte 1(Q)f auf verschiedene Prozessoren verteilt werden.

3. Falls der Integrand f in einem Teilgebiet (), besonders stark variiert, kann der
Berechnung von | (Q)f besonders viel Sorgfalt gewidmet werden.

Wir werden diese Ideen zuerst in einem einfachen, aber sehr wichtigen Spezialfall anwen-
den:

Q = [a,b] CR",
kE—1

Qr, = [a—i—T(b—a),a-f-%(b—a)];

Iu)f = L'°()f,
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wobei INC(Q;) f durch eine geschlossene Newton-Cotes-Formel mit (n + 1) Stiitzpunkten

berechnet wird,
nen@s = 3= {03 ot

k=1
mit
rj = a+jh, 0<ji<m-n,
h—
h = a4 ,
m-n
wo aE”) die Gewichte der geschlossenen Newton-Cotes Integrationsformel mit » Intervallen

sind. Diese Integrationsformel heifit die wiederholte Newton-Cotes Integrationsformel
oder die zusammengesetzte Newton-Cotes Integrationsformel.

Beispiel:[n = 1]

m

IO f = 3 Al fa+ (= Dh) + 2 fla+ kb))
:11 m—1
= h|5/() () + Y fla+kh)
k=1
mit
hot—a.
m

Diese Formel, die wiederholte Trapezregel, kommt in mehreren Anwendungen vor. Statt
IN™([a,b))f schreibt man oft T'(h) , wenn der Integrand f und das Intervall [a, ] fest-
gelegt worden sind.

Es gilt:

T(h) = 21f(w0) + 2 (22) -+ 2 (5t) + ()
mit
rr:=a+ kh.

Diese Formulierung der Integrationsformel wird oft benutzt, obwohl sie rechnerisch
ungiinstig ist, da mehrere unnctige Multiplikationen mit dem Faktor 2 vorliegen.

Beispiel:[n = 2]

m

INC™([a, b)) f = Z{h[%f(lbkﬁ + %f(x%l) + %f(x%)]}

k=1

mit
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Diese Integrationsformel kann auch folgendermafien umformiert werden:

NOm(a,b)f = 51F(e0) + 4F () + 2f(22) + 4 ws) + 20 (ma) + -+
+ 2f(zom—2) + 4f(Tam-1) + f(T2m)] -

Diese Formel, die wiederholte Simpsonregel, ist vielleicht jene Formel, die am meisten
benutzt wird, wenn keine numerische Software vorhanden ist. Sie ist einerseits sehr einfach
und andererseits ziemlich genau. Statt I, ™ ([a,b])f schreibt man oft S(h), wenn der
Integrand f und das Intervall [a, b] festgelegt worden sind.

Ein Vorteil der zusammengesetzten Integrationsformel ist die einfache Fehlerabschatzung,
wie das aus dem folgenden Satz hervorgeht, den wir der Einfachheit halber nur fiir die
zusammengesetzten Newton-Cotes Integrationsformeln formulieren:

Satz 3.8 Seten —oo < a < b < +oo und IN9™([a,b])f eine zusammengesetzte
Newton-Cotes Integrationsformel. Dann gilt:

1. Sex
) n+1 , fir n ungerade,
) n+2 , fir n gerade.

Sei f € C")([a,b]). Dann gibt es ¢ € (a,b) und C, € R mit
If—1Yo([a,b])f = (b—a)Cuh" fO(E) .
2. Sei f € Cla,b]. Dann gilt:

lim I¥C™(a,b))f =1 f .

m— o0

Beweis:

1. Es gibt (siehe Satz 3.1 und Tabelle 3.1) ein &, € (Z(k—1)n, Tkn) mit

Tkn

/ fdz— Z h az(n)f(m(k—l)n-i—i) = ¢y W F(&)
i=0

L(k—1)n

Durch diese Abschatzung, von k£ = 1 bis £ = m zu summieren, erh&lt man:

BPf =1 f— YO (a)f = et S 7O,
k=1

Sei
gr = min f(r)(m)
z€[a,b]
G, = max fT(z)

z€a,b]
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Dann ist

gr < % > (&) <G,

Folglich gibt es ein ¢ € [a, b] mit

~3 &) = 1),

d.h. .
Epf =2 (- f0(6).

2. Wir iiberpriifen die Bedingungen des Satzes von Steklow und Polya:

(a) Sei f ein Polynom. Sei r wie in 1). Dann folgt:

|If—I,]lVC’mf| < max |f(r)(x)|.0n.b_a.u

a<z<b (mn)r ’

so daf
lim INO™f=Tf.

m—r00

Damit ist die erste Bedingung des Satzes von Steklow und Polya erfiillt.

(b) Die Integrationsformel IN¢™ 148t sich folgendermafien schreiben:
D AP f () = INOTf

Es folgt:

n

m " b— n "
<YY< K= Y o).
k=1 i=0

i=0

mn
> lap

§=0

Damit ist die zweite Bedingung des Satzes von Steklow und Polya bewiesen.

O

Die Fehlerabschatzungen fiir einige zusammengesetzte Newton-Cotes Formeln werden in
Tabelle 3.3 zusammengefafit.

Beispiel:

1. I= [ e¥ds
0
h T I —T, Quotient aufeinanderfolgender Fehler
1 1.8591 —0.1409 —
1/2 1.7539 —0.0357 3.95
1/4 1.7272 —0.0089 4.01
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n | Bezeichnung Fehlerabschatzung

1 | Trapezregel h? . b f@) ()

2 | Simpson-Regel | h* - 2. f(4(¢)

3 | 3/8-Regel ht. b f9(g)

4 | Milne-Regel W2 b—a- fO)

Tabelle 3.3: Fehlerabschatzungen fiir zusammengesetzte Newton-Cotes Regeln

Der Fehlerquotient zeigt den Abfall mit A2 : Bei Halbierung von h geht der Fehler auf
ungefihr ein Viertel zuriick. Eine Uberpriifung dieses Abfalls ist eine gute Kontrolle
auf Rechenfehler.

1
2. I=[ zdzx
0

h T I —T, Quotient aufeinanderfolgender Fehler
1 0.5000 0.1667 —
1/2 0.6036 0.0631 2.67
1/4 0.6433 0.0234 2.70

Hier fallt der Fehler nicht mit A% ab. Unsere Abschitzung ist nicht anwendbar, da

Jz & C0,1] .

3.7 Praktische Anwendungen

Wenn gewiinscht wird, ein Integral I = [ f dz mit einem Fehler von héchstens e zu
Q

berechnen, konnen die folgenden Hinweise niitzlich sein:

1. Uberpriife, ob das Integral existiert, d.h. ob die Voraussetzungen fiir die Existenz
vorhanden sind. Wenn das Integral durch mehrere Transformationen und Manipula-
tionen hergeleitet worden ist, ist es durchaus moglich, dafl sich Fehler einschleichen,
so dafl z.B. das Integral divergiert.

2. Uberpriife, ob der Integrand sich in einigen Teilgebieten besonders schnell dndert,
d.h. ob die Ableitungen von f in einigen Teilgebieten betragsmaflig grofl werden.
Wenn ja, sollten solche Gebiete gesondert behandelt werden:

I:Ig+Ing:/ f dz+ / fdz.
leatt Qnichtfglai:t

Hierdurch kann eine wesentliche Effizienzsteigerung erzielt werden, da die Berech-
nung von I,, eine viel dichtere Verteilung von Stiitzpunkten erfordert.
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. Uberpriife, ob I analytisch ausgewertet werden kann. Wenn nicht, iiberpriife, ob es

eine Funktion g gibt, so daf8 das Integral [ ¢ dz analytisch ausgewertet werden
Q

kann und (f — g) entweder sehr klein oder sehr glatt und deshalb leichter als f zu
berechnen ist.

. Wenn der gewiinschte Fehler ¢ sehr klein ist, miissen Rundungsfehler eventuell

beriicksichtigt werden.

. Sollte das Integral ofter berechnet werden (z.B. wenn f von einem Parameter

abhéngig ist), muf die Effizienz besonders beriicksichtigt werden.

. Wenn eine exakte Fehlerabschatzung oder Erfahrung mit dhnlichen Integralen nicht

vorliegt, mufl der Fehler empirisch abgeschatzt werden. Die kanonische Methode ist,
die Berechnungen mit drei verschiedenen Intervallen A durchzufiihren:

h1<h2<h3,

hgzahl, h3:ah2, OZE(O,]_)

Man setzt voraus, daf

Es folgt

as

1— a8

I, — I
s = Kn(ﬁ_é)/ﬂna,
hs

I = Ig—Ch;):Ig;—Ch;(h—)zlg—(lz—lg,)

2

z.B., wenn o = 1/2 und s = 2, gilt:

(b—I) 4L-1

I=1, —
3 3 3

Man kann diese Formel benutzen, um eine bessere Approximation zu I zu bekom-
men. Wichtig ist aber, dafl der berechnete Wert von a mit dem theoretischen Wert
iibereinstimmt.
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3.8 Die Euler-Maclaurin Formel

Sei h =22  n e Nund T(h) die Trapezsumme

T(h) = h %f(a)+f(a+h)+---+f(b—h)+%f(b)

Wir méchten eine asymptotische Entwicklung fiir 7'(h) herleiten. Es ist zunachst erforder-
lich, die Bernoulli-Polynome B,,(z) und Bernoulli-Zahlen B, zu betrachten. Die Polynome
B, (z) werden mit Hilfe einer Erzeugungsfunktion definiert:

t = B,
e(L‘t — Z ('x) tn , (3'3)
n=0

et —1 n!

so daf} z.B.

Bg(m) =1
1
Bi(z) = z— 5
1
By(z) = x2—x+6
3 1
Bs(z) = 2% — 51'2 + 3%
By(z) = z*—22%+2*-1/30
5 5 1
Bs(r) = z°— 53:4 + gx?’ — 5
5 1 1
B — 6 5 v .4 =02 i
6() z° — 3z +2m 5% +42

7 7 7 1
Bi(z) = z'— -+ -2f — 2+ 2
7(z) T - +2x 6% +6x
14 7 2
B — 8_47 6 4 = -
s(z) T T —l——3x 3% +3x 30

Die Bernoulli-Zahlen werden durch B,, := B,,(0) definiert, so daf3 aus (3.3)
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folgt, so daf} z.B.

By =
1

B, = ?

B, = ¢

By = 0

By ~1/30

Bs 0

Bs 1/42

By = 0

Bs —1/30

By 0

By = 5/66

Bemerkung: Wir benutzen die Notation von Abramowitz und Stegun, Handbook of Ma-
thematical Functions. Leider werden in der Literatur verschiedene Definitionen benutzt,
z.B. Stoer, Einfithrung in die Numerische Mathematik, setzt

BSior = (~1)*By
und Atkinson, An Introduction to Numerical Analysis, setzt

o0 B;ltkinson(x) i t(emt o 1)

n! et — 1

n=1

Wird die Gleichung (3.3) nach z differenziert, so folgt

o0 ’ [o.¢]
nz% Lot = te et_l_t; ot

Der Vergleich der Koeffizienten von t" ergibt:

B, (z) =nBn_1(z), n>0

und

T

Bu(z) = By +n / By 1(t)dt (3.4)

mit B_(z) und B_; = 0.

Weitere Eigenschaften sind:
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Satz 3.9 1.
an+1:0 f’ll,'f' nzl
2.
B,(0) = B,(1) fir n=0 und n > 2. (3.5)
3.

Ba(1—2) = (—1)"Ba(z) .

4. Boy(z)— By, hat das gleiche Vorzeichen fir x € [0,1] und erreicht sein Extremum

fiir z = 1.
5.
1 —n+1
6.
2-(2n)!
n+1 )
(—1) an>W f'u,r nzl,
d.h. die Bernoulli-Zahlen werden sehr grofs.
Beweis:

1. Die Funktion
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4. Man betrachtet zuerst die Nullstellen von By, _1(z). Es gilt:

1 ,
B2k—1(0) = sz_l(l) = B2k—1 <§> =0 fir & 2 2.

Ist T € [0,1] eine weitere Nullstelle von By, 1(z), so ist 1 — Z auch eine Nullstelle.
Also hat Byy_;(z) mindestens fiinf Nullstellen in [0,1]. Nach dem Satz von Rolle
hat

(2K — 1) By—s(2) = By 4(2)
dann mindestens vier Nullstellen in (0, 1). Dazu kommen die Nullstellen z = 0 und
z =1, so daf3 By;_3(z) mindestens fiinf Nullstellen hat. Durch Induktion folgt, dal

B;(x) mindestens fiinf Nullstellen hat, ein Widerspruch.

Damit ist bewiesen, daf§ fiir ¥ > 2 By;_1(z) nur die drei Nullstellen 0,3,1in [0,1]

hat. Die Funktion By (z) — Boy ist symmetrisch um z = 5 und ihre Ableitung
[Boi(2) — Bax| = 2k Boy ()

ist Null fiir z = ; und = = 0, aber sonst ungleich Null. Es folgt, daB By (z) in [0, 1]
das gleiche Vorzeichen besitzt und dafl

1
maXx |ng( ) sz| = ng (—) .

0<z<1 2

= L0 (5)

und
_t 5 o+ _ 11, =
et/2 _ e—t/2 ;_:0[ —1] "l
O
Die durch

B(z):=Bu(zr—1i), i<z<i+1l, ieN

definierte Funktion ist eine periodische Fortsetzung der Funktion B, (z) mit Periode 1.
Fir n > 2 ist B}(z) stetig (siehe (3.5)); By = 1 und Bj(x) ist stiickweise linear (siehe
Abbildung 3.3).

Aus (3.4) und (3.5) folgt:

B> (z) = B(0) + n/B;_l(t)dt fir n=0 und n>2. (3.6)

0
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B (x)

Abbildung 3.3: Die Funktion Bf(z)

Satz 3.10 (Euler-MacLaurin-Formel) Seim >0, n > 1, h = 2%, z; = a + jh. Sei
f € C?™*2[q,b]. Dann gilt:

/ flz dﬂ“rzhm Bh 20 (0) - f* D (a)]

b
h2m+2 i} T —a -
~ G [P <T> ~Bama| (70

Beweis: Statt f betrachten wir die Funktion g(t¢), die durch
g(t) := f(a+th)

/bf(x)dx = h/ng(t)dt.

Sei 0 < ¢ < n. Dann folgt durch partielle Integration

definiert ist. Dann gilt:

141 41

[ ot = [ a5 Bie)a

) )
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und nach Summation tiber i:

:/ dx+h/g di{— t)}dt (3.9)

a

T(h) = / F(@)dz + h / ¢ (H)B: (t)dt (3.8)

Sei u,v € C[0,n], u € C*[0,n], v stetig differenzierbar mit Ausnahme von endlich vielen
Stellen ¢; und existiere

t_l)ltrjr}rov (t) = v(t;+0)

lim v'(t) = o (t; —0),

t—t;—0

dann folgt

n

/uv’dt = [uv]y — /u’v dt . (3.10)
0

0

Die Funktionen Bj(t) sind stetig fiir k > 2 (siehe (3.5)) und 4 B; = k B;_, (siehe (3.6)).
Durch wiederholte partielle Integration folgt aus (3.8), (3.9) und (3.10):

n

/ g @®)B(t)dt = ;E;?; [P (&) By (1))
i ((2n1)im1+)2 0/ g () Byt (t)dt

Da B}(0) = Bj(1) = 0 fiir j ungerade, entféllt die Halfte der Terme in der Summe. Weiter
gilt:

g® () = hEf®) (o + th) . (3.11)
Das Integral kann noch einmal durch partielle Integration transformiert werden, wobei

wir diesmal statt der Identitat

B, (t) = 2 di (B3mia(t))

die Identitat
1 d

B3, .1 (t) = T 2 di (B nia(t) = Bipia(0)]
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benutzen. Zusammenfassend kann die Gleichung (3.11) wie folgt geschrieben werden:

n

/g'(t)Bf(t)dt — Z % [f(2i71)(b) _ f(2i71)(a)]

- % /9(2m+2) (t) [B;m+2(t) - B2m+2(0)] dt

(2m + 2)!
0

Der Satz folgt aus (3.8), (3.11) und (3.12). O

Es ist manchmal moglich, den Fehlerterm F,,(f)

b
2m-+2 —a
Eu(f) =~ / [ m( )—Bzmz} 72" 2()de

2m+2'

umzuformen.

Satz 3.11 Sei f € C?*™"2[a,b]. f habe das gleiche Vorzeichen auf [a,b]. Dann gilt: Es
gibt 6 € [0,1] mat

h2m+2

Em(f) = +9(2 - 2—2m—1) (2m + 2)'

Bom2 [f(2m+1)(b) — f@m+2) (a)] ,

d.h. der Fehler hat das gleiche Vorzeichen wie der erste vernachldssigte Term der
Euler-MacLaurin Entwicklung und ist hochstens zweimal so grofs.

Beweis: Siehe Krylov [1962, S. 217]. O
Die Euler-MacLaurin Formel (3.7) hat u.a. folgende Anwendung:
Die Summation von langsam konvergierenden Folgen, wie z.B.
>
>
n=1 n

Sei f(z) = 1/z% a =10, b = oo, h = 1. Es folgt:

o0 m

- 1 By;
T(0) = 3(10)+ 3 o /—dzE
nl

10

so daf

o] 9 m
1 1 1 By,
Zﬁ Zﬁ 102 1_0 +Z 102i+1 + B
= n=1 i—=1

n=1
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Wahle z.B. m = 2, dann folgt:

> 1 1 11 11
S = LB9TOTTIL. o+

- __4|E
200 10 16105 30105 T

n=1
= 1,6449340644 + E,
mit

1
B, <2.-—.107".
|Bn| < 49

3.9 Romberg-Integration

Eine wichtige Anwendung der Euler-MacLaurin Formel ist die Romberg- Integration.
Sei f € C*™*?[q,b]. Nach Satz 3.10 gilt:

T(h) = 1o + 1h> + 1oh* + - - + T h*™ + K22 a1 ()

mit

_ Bsi (2i—1) (2i—1)
T = 20 [f (b)—f (a)] , 1<i<m
b
h2m+t2 . T —a m
ami1(h) = _m/ |:B2m+2 <T) _B2m+2:| e +2)(m)dm
Wichtig dabei ist, daf8 rg, ..., 7, Konstanten sind.
Sei nun
hy = (b—a)
h
h; = - , ni € N,
n;
z.B. die Romberg-Folge
h—
hii= 25, 020

Man berechnet

und
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TO 0

Tl 0 Tl 1

T20 T21 T22

Tm(] Tm 1 Tm2 Tmm

Tabelle 3.4: Das Romberg-Tableau

Fiir die Romberg-Folge gilt:

Tig—1—Tic1 k-1
4k — 1 ’

T = Tip—1 + 1<k<i<m.

Die Zahlen T}; konnen als Tableau dargestellt werden (siehe Tabelle 3.4).
Die Zahl Ty, ist gleich Tik(O), wo Ty, dasjenige Polynom in A% vom Grade 2k,

T‘zk(h) = Qy + a1h2 + -4 akh2k y

ist, fiir das gilt:

Ti(hs) =T(hs), i —k <s<i.
Die Berechnung von Tj; erfolgt nach dem Schema von Neville fiir Polynominterpolation.
Es gilt:

- (h? = h2_y) Ti1(h) + (B2 — B T; 11
TZk(h) = h2 _ h2
7 i—k

(siehe Tabelle 3.5), so dafl

Ti(0) = T

2
hz‘—k TO,z'fk

2
hi tir Toirer Tipner

2
hi 4 To;i1 Ti; Ti k1
2
h; To Ty, Tir—1 T

Tabelle 3.5: Das Neville-Schema

2

Beispiel: Fiir [ = [ idx =1In 2 =0,693147180... ergeben sich die Daten in Tabelle 3.6
1

(Bauer et al. [1963]):

Es kann bewiesen werden, daf
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.750 000 000
.708 333 333 .694 444 444
.697 023 809 .693 253 967 .693 174 603
.694 121 851 .693 154 532 .693 147 901 .693 147 479
.693 391 202 .693 147 652 .693 147 193 .693 147 182 .693 147 181.
Tabelle 3.6:
1.

b
4_(i_k)(k+1)32k+2
- _ (2k+2)
T / F@)dr = gy 1O

so daB T}, etwa um einen Faktor 4! genauer ist als T; 1 (siehe Bauer et al. [1963,

S. 210]).

2. Sei f € Cla,b]. Dann gilt

b
k—o0

(Siehe Bauer et al. [1963, Satz 2].)

3.10 Mehrdimensionale Integration

Die Berechnung von mehrdimensionalen Integralen fiir allgemeine Gebiete 2 C R” ist

nicht leicht. Wir geben nur zwei einfache Beispiele:

Beispiel: Ist Q C R? das Rechteck [ay, as] X [b1, bs], dann kann wiederholte eindimensionale

Integration benutzt werden:

a2 bz n m
IQ)f = /dx/dy fle,y) =AY Bif(zi,y)
o i=0 §j=0

wobei

by

YCa,a0f = ) Aif(w:)
=0

INlbi,balg == ) Bjg(y;)
=0
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Beispiel: Ist 2 C R? ein spezielles Gebiet, so existieren manchmal spezielle Formeln, z.B.
ist Q:= {(z,y) : 2> + y*> < h?}, so gilt:

/f(.r,y)d.r dy = sz’f(xiayi) +R
2 i1

mit R = O(h%) und

(ﬂfz‘,yz‘) Wi
(0,0) 1/2
(ih, 0) 1/24
(0, i—h) 1/24
(+4,+5) 1/6

Tabelle 3.7: Eine spezielle Integrationsformel fiir den Kreis mit Radius A

Abbildung 3.4: Die Stiitzstellen fiir eine spezielle Integrationsformel fiir einen Kreis
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Kapitel 4

Gewohnliche Differentialgleichungen

4.1 Einleitung

Seime N, r, e Nfir1 <k <m, I CR ein offenes Intervall und y,... ,y, Funktionen,

Seien Fi,...,F,, vorgeschriebene Funktionen,

Fe:Ix][[R*" —R,1<k<m.
k=1

Die Funktionen y; sind Losungen des Systems von Differentialgleichungen

Fk:0,1§k§m,

falls
Fr(t,y1(t), Dy (t) ..., D"y (t), yalt),...,
D"ys(t) ...y Ym(t),...,D™yn(t)) =0, fir tel,1<k<m,(4.1)
mit .
Diy(t) = d]dytgt)

Die Variable ¢ heifit unabhdngige Variable, r := max r; heilt Ordnung des Systems.
Sind alle Funktionen Fj in y, ..., D™y, linear, so heifit das System ein lzneares System.
Unter einem expliziten System versteht man ein System, das nach den Ableitungen der
hochsten Ordnungen aufgel6st ist:

Fy(t,y1,... ,D™yn) = D™y + Gy ,
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wobei G, von der Ableitung D™y, unabhangig ist.
Beispiel:
Y +2ty=0,0<t<1.

Dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung. Mit den Bezeichnungen von
(4.1):

m=1,r=1 , I=(0,1),

Fi(t,u,v) = v+2tu.
Beispiel:
. . T4 r—p
P = x+2y—y - ,t>0
R e CER (PR e

. . Yy Yy

= y—2i— 4 - L t>0
v Pl u2+ P2~ Mo — w32 + g2Pr

ist ein explizites System von zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung, wobei p und
1 Konstanten sind. Dieses System beschreibt die Bewegung eines Satelliten, der sich
im Erd-Mond-Kréftefeld bewegt. Die Koordinaten des Satelliten zum Zeitpunkt ¢ sind

(z(),y(t)) -

4.2 Modellierung

Differentialgleichungen sind wichtig, weil sie viele Anwendungen haben. Aus der grofien
Vielfalt wahlen wir einige aus, die hoffentlich ohne physikalische Kenntnisse leicht
verstandlich sind.

4.2.1 Beispiel 1: Der freie Fall

Ein zunédchst festgehaltener Korper wird zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit Geschwindigkeit v, los-
gelassen. Der weitere Verlauf dieses Vorgangs wird mathematisch durch das Newtonsche
Gesetz beschrieben:

Masse - Beschleunigung = Kraft
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mit
m := Masse des Korpers

Erdbeschleunigung = 981cm/sek?

Q
|

:= Hohe des Korpers iiber einem festgelegten Niveau
und Anfangsbedingungen

s(0) = sp = Anfangshdhe

$ = vy = Anfangsgeschwindigkeit

4.2.2 Beispiel 2: Rauber-Beute Systeme

In der Natur gibt es mehrere Rauber-Beute Systeme, z.B. das Hase-Luchs System. Solche
Systeme werden oft durch Differentialgleichungen modelliert, z.B.

% = ab— Gbr
% = —r + br

mit positiven Konstanten o, (3,7, . Dieses System kann sowohl quantitativ als auch
qualitativ behandelt werden (siehe Abbildungen 4.1, 4.2 und 4.3).

y: Réuber
up - = = — — — — —

v &

x: Beute

Abbildung 4.1: Ruhepunkte

4.2.3 Beispiel 3: Lineare elektrische Netzwerke

Eine elektrische Schaltung oder ein Netzwerk werden durch eine Menge K von Knoten-
punkten, eine Menge Z von Zweigen, die die einzelnen Knotenpunkte verbinden, und
die zugehorigen Induktivitaten L, Widerstande R und Kapazitaten C definiert.
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y: Rauber
o/B

v/8

x: Beute

Abbildung 4.2: Geschlossene Bahnen

— RéUbEr y

GroReder
Population

Beute x

Time t

Abbildung 4.3: Zeitabhaengigkeit

Es gelten folgende Gesetze:

Erstes Kirchhoffsches Gesetz: Die algebraische Summe aller einem Knotenpunkt zu-
flieBenden Strome ist gleich Null.

Zweites Kirchhoffsches Gesetz: In jedem (beliebig herausgegriffenen) in sich geschlos-
senen Kreis ist die Summe der Teilspannungen gleich der Summe der Stromquellen.

Zur Berechnung der Teilspannungen gilt folgendes:

1. Widersténde Sei I die Stromstarke, U die Spannung und R der Widerstand eines
Leiters. Dann gilt(Ohmsches Gesetz):

U=RI

2. Induktivitéit Sei I die Stromstarke, U die Spannung und L die Induktivitat eines
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Leiters. Dann gilt:

dal .
U=L—=LI
dt

3. Kapazitat Sei () die Ladung, I die Stromstarke, U die Spannung und C' die Kapa-
zitat eines Leiters. Es gilt:

U =

Q
dt

O QIO
I
~

Wenn ein Netzwerk gegeben ist, kann die entsprechende Differentialgleichung mit Hilfe
der beiden Kirchhoffschen Gesetze aufgestellt werden. Die folgende Methode fiihrt aber
zu wenigen Gleichungen.

Zuerst konstruiert man einen vollstdndigen Baum:

Definition 4.1 Ein vollstandiger Baum eines Netzwerkes ist ein Baum, wobet jeder
Knotenpunkt nur einmal vorkommt. (Siehe Abbildung 4.4)

Abbildung 4.4: Jedem Zweig, der nicht im Baum vorkommt, ordnet man eine Stromstarke zu. Fiir
jeden Zweig, der nicht im Baum vorkommt, gibt es genau einen Kreis, der aus diesem Zweig und
Bestandteilen des Baumes besteht.

Beispiel

drl, Q1+ Q2

Lo—= + R>1. - = = 0

2 g et g

dl Q1+ Q2

Li— + R{I - = VIt

ldt+ 141 + C (t)
dQ
Tl g
dt !
d
] - I

dt
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I B

Vi)
R2
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4.3 Einige analytische Losungsverfahren

4.3.1 Transformation in ein System von Differentialgleichungen
erster Ordnung

Jedes System
Fi(t,y1,... ,D™yn) =0, 1<k <m, (4.2)
kann in ein dquivalentes System
F(t,u,@) =0 (4.3)
transformiert werden mit
v : I —RY
N = zm: Tk
k=1

F : IxRYVxRV —RY,
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indem man N Hilfsfunktionen

. . r1—1
Ut = Yty-o- yUpy = D" U1
I o ri—1
Upi+1 = Y250 3 Upipry = D Y2
"—_ Pp— rn_l
UN o1 = Yny---,UN =D Yn

Durch die Einfiihrung einer weiteren Variablen kann das System (4.3) in ein autonomes

System
v : I — RN*L,
G(v,0) = 0, (4.4)
G - RN+1 % RNJrl N RN+1

transformiert werden. Ist das System (4.2) explizit, so nehmen die Gleichungen (4.3) und
(4.4) die folgende Gestalt an:

v = f(t,u), (4.5)
v = g(v), mit

f : IxRV —RY,

g : RNt _ RNFL

Diese Transformationen sind wichtig, da sie einheitliche numerische Verfahren erlauben:
die meisten numerischen Verfahren sind der Gleichung (4.5) angepaft.

4.3.2 Differentialgleichungen mit getrennten Verédnderlichen

Die Differentialgleichung

y = flx)g(y)
kann durch folgende Schritte gelost werden:

1.

dy

- = f(2)9(y)
2.

dy

—— = f(z)dx

9(y) )
3.

/ %:/ f(@)dz + C

(C ist eine Integrationskonstante.)
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G(y) = F(z) + ¢

(G und F seien Stammfunktionen von % bzw. f.)

wobei ¢ die Umkehrfunktion von G ist:
¢(G(a)) = a. (4.6)

Diese Berechnungen konnen wie folgt begriindet werden, wobei vorausgesetzt wird, dafl
die auftretenden Integrale eigentliche Integrale sind:

y(z) = ¢(F(z)+c)
dy  dg(a)
dx do

dF(z) _ d¢(a)
dr da f(=).

a=F(z)+c

a=F(z)+c

Aus der Identitdt (4.6) folgt nach Differentiation nach «

d¢ dG(a) 1

©lege do
oder

dé Ly
so dafl ” ”

d_§ = d_§ = g(y)
E=F(z)+c £=G(y)

Zusammenfassend:

dy _ d¢ CF () — afu) -
dr = 0| g f(x)=g(y) - f(x)

wie erwinscht.

Beispiel (Ince, S. 5):

dy =z(y*—1) T y? —1
de  y(z2—-1) \z2-1 y '
Die Losung ergibt sich aus folgenden Schritten:

1.
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2.
/y2y_1dy:/x2x_1d1’
3.
inly* -1 = fn|z®—-1]+C
> —1 = c(z®—1), ¢ ==+
4.

y=+1+c(z2-1).

4.3.3 Homogene lineare Differentialgleichungen erster Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

Wir betrachten die Gleichung
y=Ay
mit A € Mat(n,n,C) . Sei C eine reguldre Matrix, z := C 'y und y = C2. Es folgt:
t=Cly=C'Ay=C 'ACz = Bz (4.7)

mit B := C~!AC. Die Matrix C wird so gewahlt, daf8 B die Jordansche Normalform hat:

mit
20(t) e R .
Das Gleichungssystem (4.7) nimmt dann eine vereinfachte Gestalt an

00 =J200), 1<i<k.

Es ist leicht festzustellen, dafl das Gleichungssystem

w=Jw,
A1 O
J = .. 1 | € Mat(s,s),

O A
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’U.}l = /\’U}l + ws
We_1 = /\wsfl + w;
Wy = AW,
die allgemeine Lésung
wy, = aze
wy_1 = (g1 + ast)e (4.8)
a st
w = (Ch + Oézt + -+ (Ss— 1)')6)‘t

hat. Die allgemeine Gestalt von z() ist aus (4.8) zu entnehmen.

Die Rechenarbeit wird oft erleichtert, wenn man den Ansatz

y = p(t)e™,
A ein Eigenwert von A, macht.
Beispiel (Walter, S. 125):
B = 1Y,
Y2 = 4y1 — 3y,
y = Ay,

Das charakteristische Polynom ist
p(A) =det(A—AI) =N +22+1=(A+1)?

Das Gleichungssystem

hat die Lésung v = (1,2)7 , so daf§

eine Losung der Differentialgleichung ist. Um eine zweite Losung zu finden, wird der
Ansatz

y=(a+bt)e™
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gemacht. Es folgt

Ab = —b,
Aa = b—a.

t —t
= e .
S . Y
Die allgemeine Losung ist:

R

wobei o und § Konstanten sind.

Es ergibt sich:

4.3.4 Lineare inhomogene Differentialgleichungen erster Ord-
nung

y+9(x)y = h(z).

Schritt 1: Berechnung der allgemeinen Lésung der homogenen Gleichung
Die Gleichung

y+g(zr)y=0

ist eine Gleichung mit getrennten Veradnderlichen. Es folgt, dafl

eine Losung ist.

Schritt 2: Methode der Variation der Konstanten
Man macht den Ansatz:

Es folgt

und

Schritt 3: Zusammenfassung
Die allgemeine Losung ist:

y(z) = ce @) 4 ¢(x)e @ .
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Beispiel (Ince, S. 20):

zy — (z+ 1)y = 2° — 2°
Es folgt:
r+1 9
- y=c—=z
x
Schritt 1:
d 1
du _ z# dz
u T
nu = z+/Inzx
u = xe”
Schritt 2:
y = c(z)u(z)
1
i = éa)ula) + e@yi(e) = dzu(a) + e(a) - Tt - ue)
so daf il
U — y = ¢(z)u(z) =z — 2?
x
Dies ist gleichbedeutend mit
2
¢(x) = (xu(;; ) =(1—=xz)e"
und
c(r) =ze " +¢p.
Schritt 3:

y(z) = cu(r) + c(z)u(z) = cre® + 22 .

4.3.5 Existenz und Eindeutigkeit des Anfangswertproblems

Der Hauptsatz lautet:

Satz 4.1 Set a,b € R endlich und n € N . Sez
S:=IxR", I=a,b] CR.
Die Funktion f : S — R" set defintert und stetig. Weiter gebe es eine Konstante
L, so dafs
1f (@, u) = f(z,v)|| < Lfju -]
fir alle x € I und u,v € R* .(f erfillt also eine Lipschitzbedingung mit Konstante

L.) Dann ezistiert zu jedem x, € [a,b] und jedem y, € R" genau eine Funktion y(zx)
mat:
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1. y(z) st stetig fir x € [a,b] ,

2. y(z) ist stetig differenzierbar fir z € (a,b) ,

3.
dy . dy ..
=1 d 2| =1
dl‘ a0 zlirtlz y(l‘) un dﬂ]’ b—0 ml—r)% y(ﬂ]’)
4- y(x) = f(z,y(z)) fir z€la,b]
5. y(zo) = wo -

4.3.6 Randwertaufgaben

Sei y(z) eine Losung der Gleichung

y(x) = f(z,y(z)) -
Es ist oft physikalisch sinnvoll, folgende Randwertaufgabe zu betrachten:

Randwertaufgabe: Sei a,b € R* |, a < b. Sei A, B € Mat(n,2n,C) und ¢ € R" gegeben.
Bestimme y(z), so daf:

1 y(z) = f(z,y(z)) , a<z <D
a b
2. A(XD) + B =c.

Beispiel: (Freier Fall)

Loésung

c=(0,1)T

Die allgemeine Losung der Gleichung ist:

1
y(t):a+ﬂt—§gt2
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Die Bedingungen

werden erfiillt, wenn

Es folgt a =0, =1+ g und

o(t) = (L4 g)t — 5 g

Die Existenz- und Eindeutigkeitstheorie fiir Randwertaufgaben ist verwickelter als die fiir
Anfangswertaufgaben, und wir verzichten auf Einzelheiten.

Die numerische Losung von Randwertproblemen fiihrt zur Losung grofier linearer Glei-

chungssysteme.



Kapitel 5

Numerische Methoden fiir
Anfangswertaufgaben

5.1 Einleitung

Wir betrachten das Anfangswertproblem
gy = flz,9),
y(zo) = W
mit
y(t) € R*, peR?,

f + IxR"—R",

Trg € I
Die Existenz und Eindeutigkeit der Lésung wird vorausgesetzt.

Es gibt zwei allgemeine Klassen von Loésungsverfahren: Einschritt- und lineare Mehr-
schrittverfahren, die zuerst kurz und anschlieflend ausfiihrlicher beschrieben werden.

Beide Klassen von Verfahren gehen davon aus, dafl die exakte Lsung y(z) in einer Folge

{zi}

Tp < T < Tp < ---

von Stiitzstellen approximiert wird, wobei die Approximation zu y(z;) gelegentlich durch
§(z:) , y"(z;) , Y, y; usw. bezeichnet wird.

Grundlegende Fragen sind:

1. Wie wird §j(xz;) definiert und berechnet?

2. Wie verhalt sich der Fehler e(z;) := y(z;) — g(z;) ?
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Einschritt- und lineare Mehrschrittverfahren unterscheiden sich darin, wie ihre Bezeich-
nungen verdeutlichen, dafl bei Einschrittverfahren §(z;,;) nur von einem Wert §(x;)
abhéngig ist, wahrend bei einem r-Schritt linearer Mehrschrittverfahren ¢(z;,,) von den
r Werten §(z;;,_1) bis §(z;) abhéngt.

Einschrittverfahren: Ein Einschrittverfahren hat die Gestalt:
§(iz1) = (i) + hi® (x5, §(3), his; f)

mit
hi =Ty —x; .

Lineare Mehrschrittverfahren: Ein lineares Mehrschrittverfahren hat die Gestalt:

T

Z ar§(Tivk) =h Z bif (Tirr, U(Tive))
k—0

k=0

wobel ayg, b, vorgeschriebene Konstanten sind und
Tivk = I + kh

und h die Schrittweite heiflt.

5.2 Lineare Mehrschrittverfahren

Zur Losung des Anfangswertproblems

y(ro) = o
wird folgender Ansatz gemacht:
1. Eine Schrittweite h > 0 wird gewéahlt und die Stiitzpunkte
z;:=x;(h) :=z9+ih, i €N
entsprechend definiert.
2. Die Approximation §(z;,h), 0 < i < r — 1 wird berechnet. Es liegt nahe,
g(zo, h) = yo

zu setzen. Die iibrigen Werte §(z;,h) , 1 < i < r — 1 konnen z.B. mit Hilfe eines
Einschritt- oder Mehrschrittverfahrens niedriger Ordnung berechnet werden.
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3. Die Approximationen §(z;.,, h), i > 0 werden berechnet:

r

Z ar§(Titk,h) = h Z bif (Titk, J(Tiyr, h)) , 1> 0.
k=0

k=0

Ein lineares Mehrschrittverfahren wird eindeutig durch die Konstanten ay, b; bestimmt.
Es ist oft sehr niitzlich, die Polynome

einzufiihren, die ebenfalls das lineare Mehrschrittverfahren eindeutig bestimmen.

5.2.1 Herleitung von Linearen Mehrschrittverfahren durch Inte-
gration

Fiir nichtnegative ganze Zahlen m, k, q ist
Tptk Tp+k q
Wy~ vl m) = [ FepeNds= [ Po)dz=h > Byi fy
- - i=0

wobei P,(z) das interpolierende Polynom ist:
1. Grad P, <g¢q
2. Pq(xpfi) = fpfi = f(xpfiay(xpfi)) ,0<1<¢q.

Unter Benutzung der Lagrangeschen Interpolationsformel

q

z) = Z fo—iLi(z) , Li(z) = H %

im0 Lp—i — Tp—t
t#i
erhilt man:

Zptk

ZTp-m
Tptk o
_ % / T S,

o Tp—i — Tp—t
p—m t#£i

— /H <_5;:t> (z =z, + sh)

—Mm £
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Das entsprechende lineare Mehrschrittverfahren ist:
q ~
H(@p) = G(@p m) =R Y Boi fps
i=0

mit
fp*i = f(xp*i’ g('rp*i)) .

Dies ist ein r-Schritt lineares Mehrschrittverfahren, wobei

r:= k + max(m,q) .

Beispiel: Die Adams-Bashforth Formeln: K =1,m =0,¢=0,1,2,.... Z.B.,falls ¢ =2,

Tp+1
W)~ vley) = [ F@y@)ds
P = P, muf} die Bedingungen erfiillen:
P(zy) = fp,

P(p1) = fp1,
P(xp—2) = fp—2-

Mit z = z, + sh sei

W) = ey =
L) = G ey = 0
L) = ey =y =l
Bs folgt
P(e) = Z fo i)
und )
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Da

(s+1)(s+2) ds:§

2 12

ergibt sich

Y(rpi) ~ Y(a) = 15 (28Fy — 16/pr + 5fpos)

Das entsprechende lineare Mehrschrittverfahren ist:

o h . .
Yp+3 — Yp+2 = E (23fp+2 - 16fp+1 + 5fp) .

Beispiel: Die Adams-Moulton Formeln: £ =0,m =1,¢=0,1,2,..

. . h - . ~
Upts — Ypr2 = 5 (5fpt3 + 8fpra — fp) -

5.2.2 Ein numerisches Beispiel

Wird spater beigefiigt.

5.2.3 Theorie der linearen Mehrschrittverfahren

Definition 5.1 Das lineare Mehrschrittverfahren

r r
> arfin=h Y bifiuk
k=0 k=0

heifst konvergent, falls:
Fir jedes Anfangswertproblem

y(e) = fle,y(z)), a<z<b

..Z4.B.fiirqg=2:
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mat f : [a,b] Xx R* — R" stetig und Lipschitz stetig beziglich y, gilt:
Sei §(z;,h), 0 < i< r vorgeschrieben mait

lim g(z;,h) =y, 0<i<r.
h—0

Sei e(x;,h) gegeben mit
le(z, h)| < Y(h)

wo
lim (k) = 0.

Set . .

ki (@ishh) =B > bef (@isk, B(@isk, B)) + he(wipr, h) -

k=0 k=0
Dann gilt:
lim (xn,h) =y(z), fir a<z<b.

Bemerkung:

1. Der Term he(z;,, h) stellt den Rundungsfehler dar.

2. Die Anfangswerte §(z;,h) , 0 < i < r sind i.a. nicht exakt, da die exakte Losung
y(x) i.a. nicht bekannt ist.

Definition 5.2 Das lineare Mehrschrittverfahren (p,o) erfillt die Stabilitdtsbedin-
gung, falls:

1. Fir jede Nullstelle A\ von p(\) gilt |\| <1 .

2. Aus |A| =1 und p(\) =0 folgt, daf8 A nur einfache Nullstelle von p ist.

Beispiel: Fiir die r-Schritt Adams-Bashforth und Adams-Moulton Methoden ist
p(z) =2" —2"t=2"1z 1),
so daf3 diese Methoden stabil sind.

Satz 5.1 Wenn das lineare Mehrschrittverfahren (p,o) konvergiert, so ist die Sta-
bilitatsbedingung erfillt.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Widerspruch. Sei (p,o) ein r-Schritt lineares Mehr-
schrittverfahren, das die Stabilitatsbedingung nicht erfiillt. Dann gibt es ein 2z; € C mit
p(z1) = 0 und entweder

a) |21] > 1
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oder
b) |z1/=1 und p'(z)=0.

2z ist also eine mehrfache Nullstelle von p.
Wir betrachten nun das Anfangswertproblem
y'(z) = 0,0<2z<1
y(0) =yo =

mit der Losung y(z) = 0. Zur Losung dieses Problems wird das lineare Mehrschrittver-

fahren (p, o) eingesetzt mit

h = 1/n,
e(x,h) == 0,
g(zih) = hu;, 0<i<r,

wobei die Konstanten u; noch festzulegen sind. Es gilt

¥(h) = 0,

}llgr(l] §(zi,h) = wo .

Die Folge {g(z;, h)} erfiillt die Differenzengleichung

r

Z arY(Tivk, h) = hz by fiiw = 0
k=0

k=0

Sei Zlye--
der Differenzengleichungen bilden die Folgen

o®) = = 1) (- s+ 1),
0<s < oy,
1<k < m

ein System von r linear unabhéangigen Losungen.

Fall a: Sei
(1,0)

wi=vy ) =2, 0<i<r,
Dann ist
U(z;, h) = hzi
und
g(1 h):hz":lz”
yil, 1 n 1
Fall b: Sei

, Zm die Nullstelle von p(z) mit den Vielfachheiten oy, ...,

om - Aus der Theorie
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Dann ist
g(x;, h) = hi zifl

und
gl h) =21
In beiden Fallen wird die Bedingung
lim §(1,h) =y(1) =0
h—0

nicht erfiillt.

Die bisherigen Uberlegungen haben sich nur auf das Polynom p(z) bezogen, was fiir die
Konvergenz nicht hinreichend sein kann.

Sei (p, o) ein lineares Mehrschrittverfahren. Sei
Ly : C*(R) — C*(R)

mit
r

(Lny)(z) := Y ary(z +kh) —hY_ bpj(x + kh) .

Die Funktionen y(z+kh) , y(z+kh) haben Taylor-Reihen mit Entwicklungspunkt h = 0:

sk = 3 )
y(z +kh) = Z Y0 (z) - (kﬁ)j
Es folgt:
(L)) = 3 C @)
mit

Cl = Z kak—z bk:p(l)—O'(l)
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Definition 5.3 Das lineare Mehrschrittverfahren (p,o) ist von der Ordnung p , wenn
fir den entsprechenden Operator L gilt:

Cpor # 0.

Das Verfahren (p,o) heifst konsistent, wenn das Verfahren mindestens die Ordnung
1 hat.

Beispiel: Fiir das Adams-Bashforth 3-Schritt Verfahren

_ _ h 7 7 7
Jp+3 — Jpt2 = 75 (23fpr2 — 16fpi1 +5fp)

12
gilt:
o) = &2
o(z) = % (2322 — 162+ 5) .
Es gilt:

Co = (1-1)=0

1
U0 = (3-2)— 5 (23-1645) =0

2
210, = (3% —2%)— 5 (23.2—16.1+5.0) =0

3
3IC; = (3% —-2%) — o (23.22 —16.12 +5.0*) =0

4
ac, = (3*-2% - o (23.2° —16.1° +5.0°) = 9.
Die Methode hat deshalb die Ordnung p = 3 und C, = % #0.

Satz 5.2 Wenn das lineare Mehrschrittverfahren (p,o) konvergiert, so ist es konst-
stent:

Beweis:

a) Wir betrachten das Anfangswertproblem

glz) = 0,0<z<1
y(0) = 1.
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Als Approximation nehmen wir:

k=

n(zi,h) = 1,0<i<r

akgj(xi+k,h) =0 y 1 Z 0.

0

Da die Methode konvergent ist, gilt:

lim #(z,,h) =y(z)=1 fir z>0.

h—0

zn=nh=z

Sei {u;} die Losung des Problems

Dann gilt:

Insbesondere

Da

u; = 1,0<i<r

r
Zakqu = O,ZZO
k=0

ﬁ(xi+k7 h) = Uitk -

u, =7n(1,1/n), n>r.

7(1,1/n) — y(l) =1 fir n— oo,

folgt

Es folgt

u, — 1 fir n— 0.

T T r
0 = lim E ApUpyi = E ap lim wugy; = E ar = p(1) .
1—00 o 1—00 o

k=0

Wir betrachten das Anfangswertproblem

ylz) = 1,2>0
y(0) = 0

mit der exakten Lésung y(z) = = und die Differenzengleichung

r

k=0

Zuerst wird eine Losung der Differenzengleichung der Gestalt
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gesucht. Es gilt:

r r

Y axKh(i+k) = Kh Y (ak + axi) = Kh(p(1) +ip(1))

k=0 k=0

und

k

—0
Wie schon in Teil a) bewiesen, gilt p(1) = 0. Aus Satz 5.2 folgt, daf p(1) # 0. Wir
konnen folgern, dafl

i(zi, h) = Khi

eine Losung der Gleichung (5.1) ist, wenn

Wird 6(.’172', h) = (0 und
glzi,h) =Khi, 0<i<r
gesetzt, dann gilt

lim §(z;,h) =0 =y(0),
h—0

so daf} die Voraussetzungen in der Definition von Konvergenz erfiillt sind. Es folgt:

lim g(1,h) =K =y(1)=1.

h—0

OJ

Satz 5.3 Das lineare Mehrschrittverfahren (p,o) tst genau dann konvergent, wenn
es konsistent und stabil ist.

Beweis: Siehe z.B. Henrici. O

Obwohl jedes konvergente lineare Mehrschrittverfahren eine beliebig genaue Losung er-
zeugen kann, ist es wichtig, Methoden héherer Ordnung zu benutzen, wie der folgende
Satz verdeutlicht:

Satz 5.4 Set (p,0) ein konvergentes lineares Mehrschrittverfahren der
Ordnung p. Sei f : [ xR* — R" (p+1)-mal stetig differenzierbar. Sei y(z) die Lésung
des Anfangswertproblems

y(z) = flz,y(z), zel,
y(a) = yo.
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Sei 1j(z;, h) die berechnete Approzimation

r

> ai(zionh) =h Y bef @ik, §(Tisk, b))
k=0

k=0
mat
U(zi,h) —y(z;)) =0, 0<i<r.

Set
s := min(p, q) .

Dann gibt es eine stetige Funktion e(z), so daf

§(z,h) = y(z) + hie(z) + O(h*T1) .

Beweis: Siehe z.B. Henrici, S. 249. O
Bemerkung: Globale Ordnung = Lokale Ordnung =1 .
Es folgt aus Satz 5.4, dafl es praktisch wichtig ist, lineare Mehrschrittverfahren héherer

Ordnung zu finden.

Satz 5.5 Das lineare Mehrschrittverfahren (p,o) ist genau dann ein Verfahren p-ter
Ordnung, wenn die Funktion

die Zahl =1 als p-fache Nullstelle besitzt.

Beweis: Wenn das Verfahren (p, o) die Ordnung p hat, dann gilt

r

(Lny)(z) = Y ay(+kh)—h > bz + kh)

k=0 k=0
=GPy () + O (5.2)

mit
Cp1 #0 fiiralle ye C™.
Fir y(z) = e” gilt
(Lny)(z) = [p(e") — ha(e")]e” . (5.3)

Es folgt aus (5.2) und (5.3), dafl das Verfahren (p, o) die Ordnung p mit Konstante C, 4
hat, genau dann wenn

p(e") — ho(") = Cpa?™! + O(h#*?)
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mit Cpyq # 0.
Der Satz folgt mit Hilfe der Substitution
po=e,
da fiir ¢ in einer kleinen Umgebung von 1
Inp=In1+(p—-1)+0k—-1)*=(p—1)+0(u—1)°
Il

Beispiel: Fiir das Euler-Verfahren gilt:

plz) =z—=1, o(z) =1, P(u)=———0op) =

Die Taylor-Reihe von In x4 im Punkte p =1 ist:

(n—1) (=172  (p—1)°

In p= T 5 + 3 + -
Es folgt:
p—1 p-l
o (o (1 [l - )
_ 1+{M;1_(M—31)2_._}_[]2+H2
_ 1+<M51_(ﬂ—31)2>_("T—l>2+0((u—1)3)
und

b = 1+ T 1o 1)

Das Euler-Verfahren hat deshalb die Ordnung p = 1 mit der Konstante C; = % .

Beispiel:
p(z) = (z = 1)(z = A).
Sei
s=p—1

Dann folgt:

plp) _ s(s+1-2A) s(s+1—2X)

In p In(1+ s) 5(1_%4_%_%...)

= (1—/\)+3_>\s+5+>\s2—1+)‘53+O(s4)

2 12 24
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wobei benutzt worden ist, dafl

1 1 L8 52+s3 19s*
In(1+s) s 2 12 24 720 '

Die maximale Ordnung 3 wird erreicht, falls
3—A 5+ ,

o(l+s) = (1-X)+ 5 St 5 d.h.
3—-A 5+ A
o(p) = 1_A+T(M_1)+T(M_1)2'

Satz 5.6 (Dahlguist) Ein lineares r-Schritt-Mehrschrittverfahren, welches die Sta-
bilitdtsbedingung erfillt, besitzt eitne Ordnung p mat

< r—+1 falls r wungerade
~ | r+2 falls r gerade

Falls p =r 4+ 2 mat r gerade 1ist, liegt jede Nullstelle von p am Einheitskreis.

Beweis: Siehe Henrici S. 231 und S. 232. O
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5.2.4 Grundbegriffe
Wir betrachten das Anfangswertproblem

y(.’l}) = f(.r,y(x)) y T > To; y(xﬁ) =% (5'4)

N&herungswerte §(z;) erhélt man durch
§(ziy13h) = §(zi; h) + hi®(zi, §(@is h), his £); J(z0) = Yo (5.5)
Beispiel: Das Euler-Verfahren:

O(z,y,h; f) = f(z,9),

so daf

§(zo) = o
§(ziv1) = G(z) + hif (i, §(:)) -

Sei nun = und z, fest gewahlt und z(¢) die exakte Losung des Anfangswertproblems

2t) = f(t,2(8), t>a;  z(e) =2

Sei
z(z+h)—zo h>0
A h; f) := h ’
(.’L’,ZO, af) { f($,20)7 h=0
Es gilt:

z(z + h) = 2o + hA(z, 2, h; f) .
Seien y(z) und §(z;) durch (5.4) bzw. (5.5) definiert. Es folgt:

y(@iv1) = y(@) + hiA(zi, y(@i), ha; f)
J(iri;h) = Y(zih) + hi®(zs, §(@s; h), his f)
wobei die letzte Gleichung manchmal der Einfachheit halber als
J(ziy1) = §(z:i) + hi®(zi, §(2:), hi; f)

oder sogar als
Giv1 = Ui + hi®(xs, G, hi; f)

geschrieben wird, wenn dadurch keine Miflverstandnisse entstehen konnen.
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Definition 5.4
e(z,h) :=y(z,h) —y(z)
heifst globaler Diskretisierungsfehler und
T(z,2,h) = ®(z,2,h; f) — A(z, 2, h; f)
heifst relativer lokaler Diskretisierungsfehler.

Definition 5.5 Ein Einschrittverfahren hat Ordnung p, falls p € N die gréfitmogliche
Zahl 1st, wofir gult:
7(z,z,h) = O(hP)

fir alle z € [a,b], z € R*, und f € C*.
5.2.5 Konstruktion von Einschrittverfahren

Die grundlegende Idee ist es, die Funktionen A und & in Taylor-Reihen zu entwickeln.
Die Taylor-Reihe von A ist bekannt:

_2(z4h)—2(z) o= REDFz(z) & h¥ *)

Az, z,h) = 3 —k:(] W—; (k—i—l)'f (z, z)

wobei
dk
fO(@,2) = o Fw2(@))
so daf
d d
fO@,2) = — f@2(0) = fot by o = fot fuf
f(Z)(x,z) = (fww+fwy'f)+(fyz'f+fyy'f'f+fy'fz+fy'fy‘f)
= fzz+2fzy'f+fyy'f2+fy'fz+f;'f usw.

Zusammenfassend:

Az,zh) = f+ (et fy-f)

h2
+ E(fmm+2fmy'f+fyy'f2+fy‘fac""f;'f) (5-6)
+
Die Taylor-Reihe von ® kann erst bestimmt werden, wenn & vorgeschrieben worden ist.

Beispiel:
CI)(.I', 2, h) = alf('ra Z) + a2f('r +p1ha < +p2hf(ma Z))



5.2 Lineare Mehrschrittverfahren 117

Die Taylor-Reihe-Entwicklung fiir ® ergibt sich aus:
f(z +pih,z + phf(z,2)) = f+ (pihfe +Dpahfy- f)+
1
+ = ((p1h)? fow + 2D1hp2h foy - [+ (D2h)? fyy - [7)

2!
_|_ [
Es folgt
®(z,z,h) = (ar+a2)f +h(pife+pafy - f)+
o O et ety 4 1R ) (5.7
+ . e
Durch den Vergleich der Entwicklungen (5.6) und (5.7) folgt:
hOf : 1 a, + as
h'fo : % = DGz
hify-f: 3 = pea

Es gibt somit vier Parameter a;, as,p; und p, und drei algebraische Gleichungen (5.7).
Die allgemeine Losung ist:

a; = 1-— (45)]
1

P = 2—(12
1

P2 = 2—(12

fiir a; € R\{0}.

Fir die Wahl a, = % erhilt man

1 1
was der Methode von Heun (1900) entspricht:

J(o+h) = §() + 5 hf(2,5(@)) + 5 hi@ + h,(z) + hf (e, 5(z).

Ein weiteres Beispiel ist die , klassische” Runge-Kutta Methode der Ordnung 4:
kv = f (.T ) Z)

h h
kg = f(x+§,z+§k1)

h h
k3 = f(x+§,z+§k2)
k‘4 = f(l"f‘h,Z‘f‘hk?,)
1
o = 6(k1+2k2+2k3+k4)

Diese Methode erreicht die Ordnung 4 mit Hilfe der 4 Auswertungen von f.
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5.2.6 Konvergenz

Satz 5.7 Es set ®(z,y;h) stetig fir [a,b] X (—oo,+00) x (0,hy) und Lipschitz-stetig
beziiglich y:
(2, u,h) — B(z,v,h)] < Llu —v|

Dann 1st die Konsistenzbedingung

®(z,y,0) = f(z,y)
nétig und hinreichend dafir, daf §(xz,h) — y(z) konvergiert.
Satz 5.8 Es se1 ® stetig auf

G :=[a,b] x R" x [0, ho]
und Lipschitz-stetig, d.h.
|®(x,u; h) — ®(z,v;h)|| < M||lu— v].
Es ser weiter
|7(z, y(z); h)| = |A(z,y(x), h) — (z,y(x), h)| < NR”.

Dann gibt es eine Konstante K = K(|b — a|, M), so daf

le(z;h)| < WK N
fir z € [a,b], h < hg.

Beweis: Durch Subtraktion der Gleichungen

Y(ziy1) = y(z:) + hA(zi, y(zi), b5 ) f
J(ziz1; h) = G(zs; h) + h®(zs, §(zs;h), h; f)

erhilt man fir den Fehler
i = |[g(zi; h) — y(zi)]|
die Rekursionsformel

€iy1 < &+ h[|®(zi, G2 5 h),hs f) = B(@i, y(za), b5 Il + hl|®(zs, y(2i), b5 -

Mit Hilfe der Lipschitzbedingung fiir ® und der gegebenen Abschatzung fiir den relativen
lokalen Diskretisierungsfehler 7, folgt
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Hilfssatz 5.1 ergibt wegen é, = g(zo; h) — y(zo) = 0,

JShM _ 4 M
|é'i|§thT§thT:hpNK
mit
__b—a
n = P
o MO —a) 4
M

Hilfssatz 5.1 Geniigen die Zahlen &, einer Abschdtzung der Form
|€z+1|§(1+6)|§1|+3a BSOa 7/:0,1,2,,

so qult
né
[l < 6| + <5—1B.

5.2.7 Asymptotische Entwicklungen

Satz 5.9 Es sei f(z,y) € C*®(a,b) und j(x;h) die von einem Einschrittverfahren der
Ordnung p, p < N, gelieferte Ndherungslésung y(z) des Anfangswertproblems

y’ = f('ray) ) y(mﬂ) ’ Ty € [CL, b]
Dann besitzt §j(z; h) eine asymptotische Entwicklung der Form

§(z; h) = y(z) + hPey(z) + R ey 1 (z) + ... + hVen(z) + RN En (25 h)

mit e,(z9) = 0, die fir alle v € [a,b] und alle h = h, = =2, n = 1,2,..., gilt.
Dabetr sind die Funktionen e;(x) von h unabhdngig und das Restglied En(z;h) st
bei festem x fir alle h=h, =%, n=1,2,..., beschrankt.

Beispiel:

y' =z y(0)=1
Wir benutzten die Eulersche Methode:
Nit1 = M + hai = n; + h%.
Wie leicht gepriift werden kann:
i(i—1) ,
2 ——2h
T 2

2
2

h

|8
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5.3 Differenzengleichungen

Differenzengleichungen spielen eine wichtige Rolle in vielen Teilen der numerischen Ma-
thematik.

5.3.1 Einfiihrung

Definition 5.6 Sei k € N, und I eine Menge von aufeinanderfolgenden ganzen Zah-
len. Seien S und T Teilmengen von R oder ¢. Sei {F,} eine Folge von Abbildungen

F,:S' 5T nel.
Die Folge {u,} heifit Lésung der Differenzengleichung
Fn(unaun—I—la--- aun-i-k) =tn, (5-8)

falls die folgenden Bedingungen erfullt sind:
1. uj st definiert und u; € S fiur alle j=n+{,mitneclund0<L<k.
2.t, €T firnel.
3. Fp(Un,Uni1ye e yUnyg) =t, firn el .

Die Gleichung (5.8) heifit eine Differenzengleichung der Ordnung k.

Definition 5.7 Die Differenzengleichung (5.8) heifit linear, wenn fir alle n € I die
Funktion F,, eine lineare Funktion 1ist:
k

FoYo,---Uk) =D Gl

j=0
Ein wichtiger spezieller Fall entsteht, wenn die Koeffizienten a;, konstant sind, d.h.
ajn=a; , nel.
Die Differenzengleichung (5.8) heifst homogen, wenn t, =0 fir n € I.
1. Beispiel
I =N, k=1, S=T=R,
Fo(yo,y1) == y1—nyo, (5.9)
t, = 0.
Die Gleichung (5.9) ist eine lineare homogene Differenzengleichung erster Ordnung.

Die Folge {u,} mit
up, =T'(n) = (n —1)!

ist eine Losung.
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2. Beispiel
I=7, k=2, S=T=R,
Fo(yo,y1,Y2) = %Yo — 21 o5 + ya, (5.10)
t, = 0

mit ¢ € R . Die Gleichung (5.10) ist eine lineare homogene Differenzengleichung
zweiter Ordnung. Die Folge {u,} ,

Uy 1= COS NP
ist eine Losung.

3. Beispiel
Die Differenzengleichung

Unt1 — [Un + @up(l —u,)] =0

ist eine Differenzengleichung erster Ordnung. Obwohl sie sehr einfach ist, zeigt sie
,Chaotische” Higenschaften fiir 1,8 < a < 3.

5.3.2 Lineare Differenzengleichungen k-ter Ordnung

Seien ay, ... ,a; beliebige reelle oder komplexe Konstanten mit aga; # 0. Sei

k
Fn(yO,--- ayk) = Z a;yYi .
=0

Wir betrachten die homogene lineare Differenzengleichung

k
(Lu)y, :== Z AiUny; = 07 (5.11)
i=0

als auch die inhomogene Gleichung

k
(Lu)y, :== Z Ailpi; = by (5.12)
i=0
Der Operator L wird als Abbildung der Folge u := {u,} auf der Folge Lu := {(Lu),}
definiert, und die Gleichungen (5.11) und (5.12) kénnen deshalb als
Lu=0 bzw. Lu=t

geschrieben werden.

Fiir lineare Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten wird I = 7Z gesetzt, falls
nicht anders festgelegt.
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Definition 5.8 Seir Lu = 0 eine homogene lineare Differenzengleichung

k
L= Y sty
§=0

Das Polynom
k
p(z) = Z ;2
j=0
heifst das charakteristische Polynom von L.

Definition 5.9 Die Folgen

seien k Lésungen von Lu = 0. Ihre Wronski-Determinante an der Stelle n wird defi-

niert durch
(1)

u@ﬁk n+k
wo(uM, .. u®) = w, = uglk
ne u®)
nt+l n+1
Satz 5.10 1. Es seien uM,... u® k Lésungen von Lu = 0. Dann ldft sich je-

de Losung von Lu = 0 genau dann als Linearkombination dieser Losungen
darstellen, wenn thre Wronski-Determinante fiur alle n von Null verschieden
1st.

2. Es sei v eine spezielle (partikulire) Lésung von Luu =t und u®,... ,u®) ein

Sysytem von k linear unabhdngigen Lésungen der homogenen Gleichung Lu =
0.
Dann lafit sich jede Lésung w der Gleichung Lw =t in der Form

w = Z cju(j) + v

j=1
mait passend gewdhlten Konstanten cy,...,c; darstellen.

3. Das charakteristische Polynom p der homogen linearen Differenzengleichung

k-ter Ordnung
k

(Lu)n = Z AjUn-+j

§=0

habe die verschiedenen Nullstellen

Z1922y e+ y2m
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mit den Vielfachheiten o, , 1 <r < m . Dann bilden die k Folgen

uslr,s) — n(n _ 1) e (n — s+ 1)21:}75 y

0<s<o,,
1<r<m

ein System von k linear unabhdngigen Losungen von Lu = 0.

Beweis:

1. ugr’s) , 0 < s < o, ist eine Losung von Lu = 0. Da z, eine Nullstelle des Polynoms p

der Vielfachheit o, ist, gilt:

p(z) =p'(z) =" = p(® (2,)=0.
Es folgt
(Lu™)), = Z aj(n+j)(n+j—1)---(n+j—s+ 1)
§=0
dz\°* n o
= {7 (p(2)2")|2=2, =0 (Leibnizregel) .
2. u"*) sind linear unabhangig, falls z;,... , z; verschieden sind. Dies ergibt sich aus
zf_l e z’,:_l
w1 = : : = H (25 — 21) -
29 20 1<s<t<k

(Vandermonde Determinante.)

3. u"® sind linear unabhéngig im allgemeinen Fall. Dies ergibt sich aus

m

w_y = H (25 — 2¢)7° H (o, — 1)U

1<s<t<m r=1

q
ol =1, ¢! =] 4!
j=1

(Siehe Henricii, Discrete Variable Methods in Ordinary Differential Equations,
S. 214, wobei es einige Druckfehler gibt.)

mit

O

Aus Satz 5.10.2 folgt, daB sich die allgemeine Lésung von Lw = t als die Summe u + v
darstellen 1aft, wobei Lu = 0 und Lv =t . In Satz 5.10.3 wird die allgemeine Losung von
Lu = 0 konstruiert. Es bleibt die Frage, wie bestimmt man eine partikuldre Losung v ?

Zur Konstruktion von v gibt es mehrere systematische Methoden. Fiir die Beispiele hier
kann v durch Geschicklichkeit bestimmt werden, da ¢ nur einfache Formen annimmt.
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5.3.3 Stabilitdt der Losungen von Differenzengleichungen

In vielen Anwendungen ist es wichtig festzustellen, ob alle Losungen der homogenen Glei-
chung Luu = 0 beschrankt sind, d.h. ob alle Nullstellen des charakteristischen Polynoms
p(z) innerhalb des Einheitskreises liegen.

Es gibt mehrere Methoden, Aussagen iiber die Nullstellen eines Polynoms p zu gewinnen
(siehe z.B. die Biicher von Marsden und Obreschkoff), wobei die Sdtze von Routh (1877)
und Hurwitz (1889) besonders zu erwahnen sind. Hier wird nur der Satz von Hurwitz
zitiert:

Satz 5.11 (Hurwitz) Set p ein Polynom n-ter Grad mait reellen Koeffizienten,

p(z) = Z a;2 .
=0

Seiayp > 0. Seraj :=0 fir j >nund j <0. Firl <j <n set/; die jxj
Determinante

Al = |CI,1| y
ar Qo
A2 =
as Qg
aq Qo a_q © Q25
as Qo ai © G4y
as Qa4 as
A]‘ =
a2j—1 QAg2j—2 Qa2j-3 * G5

Das Polynom p hat genau dann nur Nullstellen mit negativem Realteil, wenn alle
n Determinanten A\, streng positiv sind.

Bemerkung: Alle Nullstellen des Polynoms ¢({) der Ordnung n liegen innerhalb des
Einheitskreises genau dann, wenn alle Nullstellen des Polynoms

p(z) = (1- 2 (1 “)

1—1=2

negativen Realteil haben, da die gebrochene lineare Funktion
(-1

z=--— ,
¢+1

den Einheitskreis in der komplexen (-Ebene eineindeutig konform auf die linke Halbebene
in der z-Ebene abbildet.

_1+z
11—z

¢
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Kapitel 6

Iterationsverfahren zur Losung grofler
linearer Gleichungssysteme

6.1 Einleitung

Zur Losung von Differentialgleichungen und verschiedenen technischen Problemen ist es
oft erforderlich, sehr grofie lineare Gleichungssysteme

Az =b, € R", A< Mat(n,n), n>10°

zu 16sen. Bei solchen Problemen hat die Matrix A fast immer eine spezielle Struktur, die
den Einsatz von effizienten Iterationsverfahren erméglicht.

Die folgenden Themen werden behandelt:

Das Jacobi Verfahren
Das Gauf3-Seidel Verfahren
Verfahren der konjugierten Gradienten

6.2 Hilfsmittel

Die folgenden Begriffe und Satze werden spater benotigt.

Definition 6.1 Zwei Matrizen A, B € M(n,n) heiffen dhnlich, wenn es eine reguldre
Matriz S € M(n,n) gibt mat
B=SAS™"'.

Definition 6.2 Sei A € M(n,n). Ein A\ € C heifft Eigenwert von A, wenn es ein v
gibt mat v £ 0, so daf8 gult:
Av = v .
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Jedes vom Nullvektor verschiedene v mat
Av =\

heit Eigenvektor von A (zum Eigenwert \). Man spricht auch vom Eigenpaar (), v)

Definition 6.3 Sind \; , 1 <i </, die Eigenwerte von A € M(n,n), so nennt man

p(A) := max |\

1<i<t

den Spektralradius von A .

Definition 6.4 Eine Matriz J € M(r,r) heifft Jordanmatrix zum Eigenwert \, wenn

A1 O
A1
J =
.. 1
O A

Satz 6.1 (Jordansche Normalform) Sei A € M(n,n). Es gibt eine reguldre Matriz
S € M(n,n) , so daf gilt

J1
J.
SAS ' = J= 2
Jy

wobes fir 1 <r <{¢ J. € Mat(n,,n,) eine Jordanmatriz ist,

A 1 0
A 1
Jr =
1
0 Ar
Beweis: Siehe Fischer, Lineare Algebra, Anhang B. O

Die charakteristischen Polynome p,(\) = det(J, —AI) = (A, — A)" heilen die Elementar-
teiler von A.

Satz 6.2 F4r alle Eigenwerte A von A gilt

|A| < lub(A) :=sup | Az]]
220 ||l

fir jede Vektornorm || - ||.
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Beweis: Sei (), v) ein Eigenpaar von A, d.h. Av = Av mit v # 0. Dann folgt
Al Jol| = [[Av]] < [|A]l - [[v]] -
0

Satz 6.3 a) Zu jeder Matriz A und jedem € > 0 existiert eine Vektornorm ||-||x
mit
ub(A), = ||l < p(A) +e.

b) Hat jeder Eigenwert A von A mit der Eigenschaft |A\| = p(A) nur lineare
Elementarteiler, so ezxistiert sogar eine Vektornorm || .|, mit

[A[|x := tub(A)r = p(A) -

Beweis:

Teil a): Sei SAS~! = J, wobei J in Jordannormalform ist, J = diag(Jy,...,J;) ,

A1 O

& A 1
J — y JT‘ = 1
Je 0 A,

Sei C(e) := C := diag(C, . .. ,Cy) mit

C, = C,(e) = diag(l,¢, ... , e ') € Mat(n,,n,) .

Es folgt
C~'JC = diag(C, ' J,Ch, ... ,C, M CY)
mit
A € O
Ar €
CtJ.C, =
. €
0 Ar

Es folgt sofort, daf
IC1IC e < p(A) +¢,

so daf3 gilt
ITAT" o < p(A) + ¢
mit
T:=C'S.
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Daraus folgt mit Hilfssatz 6.1

[Alln = ITAT loo < p(A) +€.

Teil b): Fiir
e < p(A) — max |,
p(A) = max - |Ar|
setze
oo . <o
I Al =p(4)
D = diag(D,,...,Dy) .
Dann gilt:
ID 1 D|ls = p(A) -
0
Hilfssatz 6.1 Sei || - | eine Vektornorm und T € Mat(n,n) eine reguldre Matriz.
Dann ist || - || ,

[2lln == [[T|

eine Vektornorm und
lub(A), = ||TAT_1||

fiir alle A € Mat(n,n).

Beweis: ||-||» ist eine Vektornorm, da die drei notwendigen Voraussetzungen offensichtlich
erfiillt sind.
Es gilt fiir A € Mat(n,n)

A AT! TAT!
(), — sup 14710 _ o IAT Nl TAT )

= — " = 20 = |ITAT .
w20 [[Zlln o (TN w20 [lY]]

Satz 6.4 Set A € Mat(n,n). Der Limes
R:= lim |AF|'*
k—o00
ezistiert und R = p(A).

Beweis: Sei
Ry := || A¥||/*
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und (A, z) ein Eigenpaar von A. Dann gilt:

/k
| Akz)]"
= |)‘| )

R, > [
|l

so daf
Ry, > p(A) . (6.1)

Sei nun € > 0 beliebig. Es folgt aus Satz 6.3, daf es eine Norm || || gibt mit

[Alle < p(4) + €.
Alle Normen auf dem R” sind dquivalent, und es gibt deshalb eine Konstante m = m(e)
mit
Jlal < llall < mllal
m - e = '
Es folgt
Ak || 1V* 2| Ak, 1/k
20 ||| w20 ||zl
= m¥E (AR JYE < mPE Al < mPE - (p(A) + ) (6.2)

Fir alle m > 0 gilt
lim m**=1.

k—o00
Der Satz folgt deshalb sofort aus den Ungleichungen (6.1) und (6.2). O
Bemerkung:
a) p(4) < |[|4]

b) p(A) < 1 und p(B) < 1 impliziert i.a. nicht p(AB) <1.

Beispiel:
a)
([ 1/2 100 k[ (3)F 100k(3)%!
A_(o 1/2)’ A_<0 (3)* )
b)

[ 1/2 100 (120 _ [ 10*+1/4 50
A_(o 1/2)’ B_<100 1/2)’ AB_<50 1/4)

p(A) = p(B) =1/2, p(AB)>1.
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Genauere Information iiber die Potenzen A™ einer Matrix A erhilt man aus der Jordan-
schen Normalform.

Satz 6.5 A sei eine n x n-Matriz mit p(A) > 0. Dann gilt:

m

am v )" )t o m s oo,

wobei p die grofite Ordnung aller Jordanscher Blockmatrizen J von A mit p(J) =
p(A) und v eine positive Konstante ist.

Beweis: Siehe Varga, Matrix Iterative Analysis, S. 65. O

A1 . A mAm=1

6.3 Das Jacobi-, Gauf3-Seidel- und SOR-Verfahren —
eine Einleitung

Beispiel:

In diesem Abschnitt werden drei Iterationsverfahren zur Losung des Gleichungssystems
Az =c (6.3)

vorgestellt. Im nachsten Abschnitt wird die Konvergenz dieser Verfahren untersucht. Als
Beispiel nehmen wir

4 0 -1 -1 2 1
0 4 -1 -1 2 1

A: = = 6.4
1 -1 4 o] € 2 [+ 7 1 (6.4)
1 -1 0 4 2 1

Bei allen drei Verfahren wird A als Differenz von zwei Matrizen M und N dargestellt,
A=M-N,
wobei gilt:

1. M sei regular

2. M sei ,leicht invertierbar”, d.h. die Gleichung My = c sei fiir beliebiges ¢ leicht zu
16sen.
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Das Gleichungssystem (6.3) kann dann in der Gestalt
Mz =b+ Nz

oder
r=M"'+ M !Nz

geschrieben werden. Es liegt deshalb nahe, das Iterationsverfahren
2 = Be®) 4 d k>0
zu benutzen mit

MN,
M1'b.
Es ist manchmal sinnvoll, die folgende Zerlegung von A zu benutzen:

A = D—-L—-R mit
diag(A)

linke Dreiecksmatrix

N &~ O

= rechte Dreiecksmatrix

1. Das Jacobi! -Verfahren oder Gesamtschrittverfahren

Zur Losung von

Ax =b
wird die Zerlegung
A = M-N,
M := D =diag(4),
N = D-A=L+R

benutzt. Es folgt

mit
d = D%
B = DYD—-A)=DYL+U)=I-D"'4.

Es folgt weiter:
Dz ) 4 (4 — D)z® =p .

1 Carl Gustav Jacobi (1804-1855)
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Dies ist die Gleichung, der die Bezeichnung Gesamtschrittverfahren zugrunde

liegt.

Die Matrix B = I — D' A wird oft als Jacobi-Matriz bezeichnet.

Beispiel: A,b und z seien wie in (6.4). Dann gilt fiir das Jacobi-Verfahren

Mit

0 0 1/4 1/4
0 0 1/4 1/4

B=1 1414 0 o
1/4 1/4 0 0
(0,0,0,0)" gilt:
(0,5,0,5,0,5,0,5)",
(0,75,0,75,0,75,0,75)"
(0,999023, 0,999023, 0, 999023, 0, 999023)”

(0,9999,0,9999, 0,9999, 0,9999)”

2. Das GauB3-Seidel-(Einzelschritt-) Verfahren

Beispiel: Mit

M = D-1L,
N = R,
B = G=(D-L)'R,

(D — L)z**' — Rz® =¢

0,0,0,0)" gilt:
0,5,0,5,0,75,0,75)"
0,875, 0,875,0,9375,0,9375)7

(
(
(
(0,99998, 0, 99998, 0,99999, 0, 99999)”
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3. Das S.0O.R.-Verfahren

w € (0,2),
1

M = =D-1,
w

N

1—
- —“D+R,
w

Bw) = Ly:=(D—-wL) (1 -w)D+wR),
) (1 -w)D+wR)z™ =¢

z® = (0,0,0,0)"
w = 1,5 gilt:
M = (0,75,0,75,1,3125,1,3125)7
10 = (0,99882,0,99882,1,00002, 1,00002)" .
Mit
z® = (0,0,0,0)T

w = 1,0718 gilt:
= (0,535898,0, 535898, 0, 823085, 0, 823085)”
2 = (1,0000,1,0000,1,0000, 1,0000)"

6.4 Konvergenzbetrachtungen

Definition 6.5 Das Iterationsverfahren
*! = BzF4+d,
B = M'N,d=M"c
zur Losung des Gleichungssystems
Ar=(M - N)xz=c¢

heifit konvergent, falls fiir alle Startvektoren z®) und Vektoren d die Folge {x(k)}
gegen die exakte Losung r = A~ 'c konvergiert.

Wir konnen jetzt notwendige und hinreichende Bedingungen fiir Konvergenz herleiten.
Der folgende Satz ist sowohl eine Erweiterung (da eine hinreichende Bedingung gegeben
wird) als auch eine Spezialisierung (da nur lineare Abbildungen betrachtet werden) des
Banachschen Fixpunktsatzes.
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Satz 6.6 Das Iterationsverfahren

1st genau dann konvergent, wenn

Beweis:

a)

(6.5)

Sei (6.5) konvergent. Fiir jedes d konvergiert die Folge z(*) := 0, z(**1) = Bz(*) 1 4.

Sei

z:= lim z®) .
k—o00

Es gilt x = Bz + d , so daf3 die Gleichung
y=By+d
fiir jedes d eine Liosung hat. Die Abbildung F :=1 - B ,
F:R" —R*

ist also surjektiv und deshalb auch bijektiv (Fischer, S. 86).
Fiir den Fehler f*) := z — z(® gilt:

) = Bk

Wihle z(©) so, daB f(® = v, wobei {)\, v} ein Eigenpaar fiir B ist:

Es folgt:

und daher || < 1.

Sei umgekehrt p(B) < 1. Es folgt aus Satz 6.3, daf8 eine Norm existiert mit || B|| < 1
. Bs folgt, daf die Abbildung g(u) := Bu + d kontrahierend ist. Man benutzt jetzt

den Banachschen Fixpunktsatz.

O

Eine einfache aber oft niitzliche notwendige Bedingung fiir die Konvergenz des Gesamt-

schrittverfahrens wird jetzt hergeleitet.
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Definition 6.6 Die Matriz A € Mat(n,n) erfullt das starke Zeilensummenkriterium
falls

n

|CLZ'Z'|>Z |CLZ']'|, 1<:<n.
s
Satz 6.7 Die Matriz A erfille das starke Zeilensummenkriterium. Dann konvergiert
das Gesamtschrittverfahren.

Beweis: Es gilt fiir die Jacobi-Matrix B = (b;;) ,

j=1 i=1
i

Es gibt jetzt zwei einfache Methoden, um zu zeigen, da8 p(B) < 1.
Methode 1: Wegen (6.6) gilt:

p(B) <[[Bllo <1.

Methode 2: Sei {), v} ein Eigenpaar von B. Wéhle k , so dafl
[ve] = [[vlloo = max v

und betrachte die k-te Gleichung des Gleichungssystems \v = Buv :

n n

Aokl =Y 1oyl fv] < [olloo Y 1ol < ll0llso

7j=1 7j=1
Es folgt, daf8 |\| < 1. O
Satz 6.8 Set A € Mat(n,n) und Lw die zugehérige SOR- Iterationsmatriz. Dann
gult:
p(Ly) = |w—1].

Beweis:
L,=(D—wL)™((1-w)D+wR).

Es folgt:
(D—-wL)L,=(1-w)D+wR.

Weiter gilt:
det(D) - det(L,)

det(D — wL) - det(L,)
det((D —wL)L,) ,

det((1 —w)D +wR) ,

(1 —w)™-det(D), sodaB
det(L,) = (1—w)".

—~~
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Das Produkt der evtl. vielfaltigen Eigenwerte von L, ist gleich dem konstanten Term von
det(AI — L) :

[T X =det(-L,) = (w—1)".

O

Bemerkung: Es folgt aus Satz 6.8, dafl das SOR-Verfahren nur fiir w € (0, 2) konvergent
ist.

Satz 6.9 (Ostrowski-Reich) Sei A= D — E — E* eine n x n hermitesche Matriz, D
etne positiv definite hermitesche Matriz, D — wE nichtsinguldr fir 0 < w < 2. Sez

L,= (D —wE)™ (1 -w)D +wE").
Dann ist p(L,) < 1 genau dann, wenn A positiv definit ist und w € (0,2) .

Beweis: Zuerst wird eine Hilfsgleichung hergeleitet. Die Fehler e™ := x — ™ erfiillen die
Gleichungen:

et = L,e™

(D —wE)e™' = (wE*+ (1 —w)D)e™ (6.7)

Sei
M= —e™ m>0.

Aus (6.7) folgt
(D —wE)d™ =[(D—wE) — (wE*+ (1 —w)D)]e™ = wAe™ (6.8)
und

wAe™! = w(D - E — E*)e™™!
= [(w—1)D — wE*e™" + (D — wE)e™!
= (- w)D 4 wBem — e
= (1—w)D§™ +wE*e™ . (6.9)

Werden Gleichungen (6.8) und (6.9) mit €}, bzw. e}, ,; multipliziert, dann folgt, daf

Sy = e™[D—wE]d™ = we™ Ae™ und (6.10)
Sy == e™M[(1 — w)D + wE*|6™ = we™!* Ae™ ! (6.11)

Sei

S = Sl - 52 . (612)
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Es gilt:

e™[D —wE]d™ — (e™ —0™)*[(1 —w)D + wE*]6™
( )D 4+ wE*]6™ 4+ ™ [wD — wE — wE*]6™
(1 —w)D+ wE*]0™ + e™wAs™

= ( )D +wE*|6™ 4+ 0™ wAe™.

1w
Mit Hilfe von (6.8) folgt:
S=0{[(1—-w)D+wE*|+[D—-wE]}§™ = (2 —w)d™ Ds™. (6.13)
Aus (6.10), (6.11), (6.12) und (6.13) folgt:
(2 — w)d™ D™ = w{e™ Ae™ — ™ * Ae™ 1} (6.14)

Diese Gleichung ist der Schliissel zum Konvergenzbeweis, da daraus folgt, daBl unter
bestimmten Voraussetzungen die Zielfunktion ¢™* Ae™ monoton fallend ist.

Wihle ein Eigenpaar (\,v) von L, und setze ¢’ = v . Dann folgt aus (6.14):

el = L,e® =\e
& = (1—-A)é° (6.15)
(2 —w)|1 = A2e”De’ = w(1l—|A?)e™Ae. (6.16)

Wir konnen jetzt den Beweis durchfiihren.

a) Sei nun A positiv definit und w € (0,2). Die Matrix D ist positiv definit. Wegen
e’ = v # 0 gilt €”* De® > 0. Es folgt aus (6.16), daB entweder A = 1 oder 1— |2 > 0.

Wire \ = 1, dann folgte aus (6.15), daf §° = 0 und folglich aus (6.8), daff ** Ae® = 0,
was der Annahme e® = v # 0 widerspricht. Es gilt deshalb

Al < 1.
Da ) einen beliebigen Eigenwert darstellt, ist p(B) <1 .

b) Sei nun p(L,) < 1. Dann konvergiert die Folge {z*} fiir jedes z°, so daf e™ — 0 fiir
m — oo.

Es ist bekannt aus Satz 6.8, dafl
|w_1| SP(Lw)<1,

d.h. w € (0,2).
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Es gilt, da w # 0,
1
A=—(D—-wE)(I-L,),

w
so daf8 A regular ist.

Ware A nicht positiv definit, hatte A mindestens einen negativen Eigenwert \ mit
Eigenvektor v. Setze ¢ := v. Es gelte:

e Ae’ < 0.
Es wiirde dann aus (6.14) folgen, daf§
6m+1*A6m+1 S e™* Ae™ S S GO*AQO < 0,

was der Konvergenz der Folge {¢™} gegen Null widerspricht.

Zusammenfassend mufl gelten:

w € (0,2),
A positiv definit .

O

Bemerkung: Die Behauptung im Teil b) des Beweises, dal w € (0, 2), ist nicht vollstdndig
bewiesen und moglicherweise sogar falsch.
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Kapitel 7

Komplexitit von Algorithmen

7.1 Einleitung

Wir haben jetzt mehrere Algorithmen fiir lineare Algebra kennengelernt. Wenn meh-
rere Algorithmen vorhanden sind, ist es wiinschenswert, die Algorithmen in bezug auf
verschiedene Kriterien zu betrachten, damit der , beste” Algorithmus ausgesucht werden
kann. Mogliche Kriterien sind:

1. Rechenaufwand
2. Speicherbedarf
3. Stabilitat oder Gutartigkeit

4. Zusatzliche Vor- und Nachteile

Nachdem mehrere Kriterien vorhanden sind und die einzelnen Kriterien sich nicht immer
genau beurteilen lassen, ist es nicht immer moglich, den ,,besten” Algorithmus zu finden.
Dagegen ist es oft mdoglich, ,,schlechte” Algorithmen zu erkennen.

Die Kriterien Rechenaufwand und Speicherbedarf, die seit eh und je von Numerikern
untersucht worden sind, werden heutzutage unter der Rubrik Komplezritdt zusammenge-
fafit. Die Theorie der Komplexitat von Algorithmen ist ein sehr interessantes und lebhaftes
Teilgebiet der Informatik. Hier befassen wir uns nur mit der Frage des Rechenaufwandes
fiir einige Algorithmen der linearen Algebra. Die Anzahl Multiplikationen, Additionen
(Subtraktionen) und Divisionen wird mit M(n) , A(n) und D(n) bezeichnet, wobei der

Parameter n die Grofie des Problems beschreibt.

Es gibt mehrere Moglichkeiten:

a) Die Anzahl Operationen ist gering, aber das Problem sollte sehr oft gelst werden
(z.B. dreidimensionale Grafik).
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b) Es gibt bekannte Konstanten K und « , so dafi:
M(n) ~ Kn* |

also
M(n) = Kn® + O(n%)
oder
(M(n)/Kn®) — 1 fiir n— oo.

c) Es gibt eine Konstante o mit

Es gibt also eine Konstante K , womoglich unbekannt, mit
M(n) < Kn* .

Wir betrachten nur Fille b) und c).

7.2 Lineare Gleichungssysteme

Die Komplexitat von einigen Algorithmen zur Losung linearer Gleichungssysteme wird
in Tabelle 7.1 zusammengefaft:

Algorithmus M(n) Matrix A
Gauf-Elimination ~ % n? allgemein
Gauf-Jordan ~in allgemein
Choleski ~n symmetrisch
Strassen (1969) ~ 4.7 n?*®  allgemein

Coppersmith und
Winograd (1982) 0(n*%®)  allgemein

Tabelle 7.1: Algorithmen zur Losung der Gleichung Az = b

Die Ergebnisse fiir die Gauf3-, Gau-Jordan- und Choleski-Algorithmen sind seit langem
bekannt und lassen sich aus einfachen Uberlegungen bestimmen, wobei die Formeln

2”21 = n
k=1

Zk _ n(n + 1)
2
k=1

En:kz _ n(n+1)(2n + 1)

6
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nitzlich sind.

Es wurde vermutet, da8 M(n) = O(n®) fiir alle Methoden zur Lésung des Gleichungssy-
stems Azr = b mit vollbesetzter Matrix A. Diese Vermutung wurde durch die Erfindung
des Strassen Algorithmus widerlegt, dem der nachste Abschnitt gewidmet ist.

7.2.1 Der Strassen Algorithmus

Der Strassen Algorithmus ist ein Algorithmus zur Berechnung des Matrixprodukts C' =
A-B, wo A, B und C quadratische Matrizen sind. Der Algorithmus wird induktiv definiert.

Seien A und B 2n x 2n Matrizen, die folgendermaflen partitioniert sind:

A= Q11 Qa2 . B= b1 bio
QAo1 Q99 b21 b22

SeiC=A-B,
C — ( C11 C12 )
C21 C22
Sei
p1 = (a1 + ag)(bir + by)
p2 = (a1 + ag0)by
ps = ai1(biy — bao)
ps = ag(—biy + ba) (7.1)
ps = (a1 + a12)by
ps = (—au + ag)(bi + bio)
pr = (a2 — an)(bar + b2)
Es gilt:
Cii = Ppi1+ps—Dps+pr
2 = p3+Dps (7.2)
Co1 = P2+ P4
Co1 = P1+P3— P2+ De

Sei nun M(n) und A(n) die Anzahl elementarer Multiplikationen bzw. Additionen, die
bei dem Strassen Algorithmus erforderlich sind. Es folgt aus (7.1) und (7.2):

M(2n) = TM(n)
A(2n) = TA(n)+ 18n?
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da bei der Berechnung der p; 7 Multiplikationen von n x n- Matrizen erforderlich sind
und auflerdem 18 n x n-Matrizen addiert werden miissen.

Sei
n = A@2Y),k>0.
Dann gilt:
Upyr = Tug,
Vetr1 — 7Uk + 18- 4k y
u = 1,
Vg = 0.

ug, und vy sind also Losungen einer homogenen bzw. inhomogenen Differenzengleichung
erster Ordnung.

Es folgt sofort, daf

U = 7k,

v = aT 4+ w

wobei « ein Parameter und wy eine Losung der inhomogenen Gleichung ist. Der Ansatz

ergibt
43 =78+ 18
oder
8=—-6.

Mit o = 6 wird die Bedingung vy, = 0 erfiillt, so daf}
v, =6-7"—6-4<6.7"
Fiir M(n) und A(n) ist:

— 9k

n )
k = logyn,

Uk:7k,

) =
AQY) = v, <6-7F,
M(TL) — 710g2n — 710g7 nlog, 7 _ n10g27 ,
A(n) < 6-nle"
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wobei log, 7 = 2,81. Es gilt also:

M(n) = O(n**)
A= ( a11 a2 )
Q21 Q22
A1 I —ajltamp ai! 0 1 0
SN0 T 0 dt —anay I

mit d := agy — a21af11a12. Es werden

dann gilt

I(n) =2I(n/2) 4+ 6M(n/2) + 6A(n/2) + 2.n*/4

Operationen erforderlich, also

I(n) =2I(n/2) + 6T (n/2) +n?/2 <3 Oizzn 2T (n)2") + O(n?) = O(nl%7) |

i=1

wobei T'(n) die Anzahl Operationen fiir Matrixmultiplikation ist. Damit d nicht singulér
ist, wird die Gleichung
Az =b
mit
AT Az = A"b

ersetzt.

7.3 Eigenwertprobleme

Die Komplexitat von einigen Algorithmen zur Bestimmung der Eigenwerte einer Matrix
A wird in Tabelle 7.2 zusammengefafit:

7.3.1 Das QR-Verfahren

Wir betrachten den Fall, wenn A, eine Hessenbergsche Matrix ist. Es ist moglich, A, zur
diagonalen Gestalt zu bringen mit n — 1 ebenen Drehungen.

F1 = As
Fk+1 = Tk,k+1(Q0k)Fk y k = 1,. NN (A 1
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Algorithmus Transformation zu Multiplikationen Konvergenzge-
Einfacherer Gestalt pro Zyklus schwindigkeit
Jacobi — 2n3 quadratisch (o = 2)
QR 5/3n3 4n? kubisch (o = 3)
Schnelle QR 5/3n® 2n? kubisch (a = 3)
(Gentleman) (weniger fiir schwach-
besetzte A)
Potenzmethode — n? linear (o = 1)
Tabelle 7.2: Algorithmen zur Berechnung von Eigenwerten
( 1
1
c s
1
Teri1(p) =
1
—s c
1
\ 1)
c = cos(p), s =sin(p)
Ry, Ck
Fo=1| oo, = (f%)
0 : b By
R, sei eine k x k rechte Dreiecksmatrix, b7 = (f,g’fl,k, 0,...,0)
/2
k)12 n 12|
dp = |:[flgk)] + [fIEJr)lk] } )
Cr = f]gc]g/dk y
skoi= fo/de s
k(fj—i—l) = Ckflgf;) + Skfk(;lj»)l,j ) kE+1 < ] <n y
Y = s g kr1<j<n.
(k+1)
k,k = dy,
k+1
f I£+1,k) = 0.
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Insgesamt
n—1 n—1
[4(n —k)+2] = [4n — 2+ 6] = 2(n®> — 1) Multiplikationen .
k=1
Sei
QT = Tn—l,n s T1,2 )
dann gilt:

QTA, = B, oder
A, = QB,
As+1 = BnQ = BnT1,2 oo Tnfl,n .

Die Berechnung von B, () erfordert

-1
Z th+2=" 5 (4n — 2 +6) = 2(n* — 1) Multiplikationen .

Insgesamt erfordert die Berechnung von A, 4n® + 0(n) Multiplikationen, und A, ist
wieder eine Hessenberg Matrix.

Bemerkung: Im speziellen Fall, wenn A, eine tridiagonale Matrix ist, ist A,,; auch
tridiagonal, und die Berechnung von A, erfordert nur 0(n) Multiplikationen.

7.3.2 Schnelle ebene Drehungen

Sei A eine n x n Matrix mit
A=DBD,

wobei D eine Diagonalmatrix ist. Dann gilt:
TpAT, = T,,DBDT, =D B D,

wobei D und B noch nicht bestimmt sind. D sollte eine Diagonalmatrix sein mit d; = d;
fiir 7 # p,q. Z2.B.:

- dyc d,s

by = ——by+ — by, L#p,

'l dp 'pl dq ql %pq

- dp(—s d,c

bql = p_( )bpe_'_—ibq(ag%paQ-
dp dq

Durch geeignete Wahl von Ep und Eq ist es moglich, die Anzahl der Multiplikationen zu
halbieren. Diese Methode, die sogenannte FGR (Fast Givens Rotation) wird von Gentle-
man (1973, 1975) und Rath (1982) untersucht.
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