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Kapitel �

Approximation in normierten R�aumen

��� Einleitung

In einem vorherigen Kapitel ist die Approximation einer stetigen Funktion x�t� durch

ein Polynom �n � ���ten Grades pn���t� behandelt worden� Das approximierende Poly�

nom pn���t� wurde durch Interpolation de�niert� Die Menge aller Polynome �n � ���ten

Grades bildet einen n�dimensionalen Vektorraum Xn� Die Funktion x ist Element des

Vektorraumes X � C�a� b��

C�a� b� � Menge aller stetigen Funktionen auf �a� b�

Interpolation kann deshalb als eine Methode betrachtet werden� eine Approximation

aus Xn von x � X zu bestimmen� In diesem Kapitel werden wir das allgemeine

Approximationsproblem untersuchen�

Das Approximationsproblem

Sei X ein reeller normierter Raum� Sei Xn � X ein endlich�dimensionaler Teilraum von

X 
mit Dimension n�� Sei x � X� Bestimme eine Bestapproximation von x aus Xn� d�h�

ein Element x� � Xn mit

kx� x�k � d�x�Xn� �� inf
y�Xn

kx� yk�

Dieses Problem kann gra�sch dargestellt werden 
Abb� ����� wobei zu ber�ucksichtigen ist�

da� das Bild in R� gezeichnet worden ist und deshalb evtl� einige implizite Voraussetzun�

gen beinhaltet�
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Xn

x*

x

Abbildung ���� Eine Bestapproximation x� von x

��� Banachr�aume

Grundlegende Kenntnisse von Banachr�aumen werden vorausgesetzt�

��� Existenz einer Bestapproximation

Satz ��� Sei X ein reeller normierter Raum und Xn ein endlich�dimensionaler Un�

terraum von X� Sei x � X� Dann existiert eine Bestapproximation x� � Xn des

Elementes x� d�h�

�� x� � Xn

�� kx� x�k � infy�Xn
kx� yk�

Beweis� Sei yk � Xn eine Minimalfolge� d�h�

kx� ykk �� d � inf
y�Xn

kx� yk f�ur k ����

O�E� gilt

kykk � kxk� 	d�

Da die Folge fykg beschr�ankt und Xn endlich�dimensional ist� existiert nach Hilfssatz ���

eine konvergente Teilfolge f
ykg� 
yk �� x�� Die Ungleichung

kx� x�k � kx� 
ykk� k
yk � x�k



��� Existenz einer Bestapproximation �

zusammen mit

kx� 
ykk �� d

k
yk � x�k �� �

zeigt� da�

kx� x�k � d �

d�h� x� ist eine Bestapproximation� �

Hilfssatz ��� �Erweiterter Satz von Bolzano�Weierstrass� In jedem endlich�

dimensionalen normierten Raum Y enth�alt jede beschr�ankte Folge fykg eine

konvergente Teilfolge f
ykg� 
yk �� y � Y �

Beweis� Ist yk � � f�ur unendlich viele k� setze 
yk � � � y � ��

Sonst darf man o�E� annehmen� da� yk �� � f�ur alle k� Sei x�� � � � � xn eine Basis von Y � Sei

yk �
nX
i��

�ki xi�

Setze

rk ��
nX
i��

���ki ��
uk �� yk�rk �

nX
i��

�ki
rk
xi �ki ��

�ki
rk


�ki �� �i � R � � � i � n�

Sei u ��
Pn

i�� �ixi� Dann gilt


uk �
nX
i��


�ki xi �� u � f�ur k ����

Aus den De�nitionen von �ki und rk sehen wir� da�

nX
i��

j�ij � lim
k��

nX
i��

��
�ki �� � lim
k��

nX
i��

j
�ki j

rk

� �

und
nX
i��

��
�ki �� � ��

Folglich gilt 
uk �� � � u �� � 
da x�� � � � � xn eine Basis bilden�� Es folgt� da� es eine positive

Konstante � � � gibt mit

k
ukk � � � f�ur alle k �

kuk � � �
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�

Als Folgerung erhalten wir�

rk � kykk�kukk �
�
�

�

�
kykk �

�
�

�

�
sup
k
kykk �

so da� die Folge frkg beschr�ankt ist� Folglich gibt es eine Teilfolge f�ykg von f
ykg und

destomehr von fykg mit

�rk �� r

�uk �� u

�yk �� y �� ru �

��� Eindeutigkeit der Bestapproximation

Die Bestapproximation ist nicht immer eindeutig � es gibt mehrere einfache Gegenbei�

spiele� Es gilt aber�

Satz ��� In einem normierten Raum ist die Menge der Bestapproximationen kon�

vex�

Es gibt hinreichende Bedingungen daf�ur� da� die Bestapproximation eindeutig ist� Sei X

ein Banachraum� Die Einheitskugel

B �� fx � X � kxk � �g

hat mehrere Eigenschaften�

�� B ist abgeschlossen�

�� B ist konvex�

�� B ist absorbierend� d�h� f�ur jedes x � X gibt es ein 	 � R mit

x

	
� B�

�� B ist balanciert� d�h�

	B � B f�ur alle j	j � � �

�� B ist beschr�ankt� d�h�� f�ur eine Umgebung U von � � X gibt es ein 	� � R mit

	B � U f�ur alle j	j 
 	��

Satz ��� �Kolmogorow� Ein topologischer Vektorraum X ist genau dann normier�

bar� wenn�



��� Eindeutigkeit der Bestapproximation 


�� X ist ein Hausdor	raum 
d�h� Elemente sind trennbar��

�� Es gibt eine beschr�ankte konvexe Umgebung von ��

Beweis� Siehe z�B� Kantorovich und Akilov� Functional Analysis in Normed Spaces� S�

���� �

Obwohl die Einheitskugel in einem Banachraum konvex ist� gibt es doch qualitative Un�

terschiede 
siehe Abb� �����

1-Norm

(nicht strikt konvex)

2-Norm

(strikt konvex)

Max-Norm

(nicht strikt konvex)

Abbildung ���� Einheitskugeln bzgl� dreier Normen in R�

De�nition ��� Eine Norm hei�t strikt konvex� falls aus kxk � kyk � �� x �� y� stets

����x � y

	

���� 
 �

folgt�

Satz ��� In einem strikt konvexen normierten Raum besitzt das Approximations�

problem h�ochstens eine L�osung�

In den n�achsten Abs�atzen werden drei Spezialf�alle betrachtet� X � L�� X � L� und

X � L��
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��� Approximieren in L	

In diesem Abschnitt betrachten wir das Approximationsproblem in R�aumen wie�

�� �

��
�x � fxi � i � Ng � kxk � kxk� �

	
�X
i��

x�i


���
��



L��a� b� �

���
��x�t�� a � t � b � kxk � kxk� �

�
� bZ
a

jx�t�j�dt
�
�
���

���
�


R
n �

��
�x � �x�� � � � � xn� � kxk � kxk� �

	
nX
i��

x�i


���
��



Diese R�aume sind reelle Hilbertr�aume mit dem Skalarprodukt 
oder Innenprodukt�

�x� y� ��
�X
i��

xiyi ����

�x� y� ��

bZ
a

x�t�y�t�dt �L��

�x� y� ��
nX
i��

xiyi �Rn�

In allen F�allen gilt die Parallelogrammgleichung�

kx� yk� � kx� yk� � 	kxk� � 	kyk��

Das Skalarprodukt �x� y� erf�ullt die Bedingungen�

�� �x � y� z� � �x� z� � �y� z�

�� ��x� y� � ��x� y�� � � R

�� �x� y� � �y� x�

�� �x� x� � � und �x� x� � � genau dann� wenn x � ��

Satz ��
 Ein reeller normierter Raum X mit Norm k 	 k ist auch ein reeller Innen�

produktraum mit einem Skalarprodukt �	� 	�� wof�ur kxk� � �x� x�� genau dann� wenn

die Parallelogrammgleichung in X gilt�

Beweis� Siehe Dunford � Schwartz� Linear Operators� S� �	�� �



��
 Approximieren in L� 	

Xn

x*

x

Abbildung ���� Approximation in einem Innenproduktraum

Ist X ein Innenproduktraum� dann ist k 	 k strikt konvex 
folgt sofort aus der Parallelo�

grammgleichung�� so da� das Approximationsproblem eine eindeutige L�osung besitzt� In

diesem Fall stimmt das einfache Bild 
siehe Abb� ����� d�h�� der Fehler x�x� ist orthogonal
zu allen Elementen von Xn�

Satz ��� Sei X ein Innenproduktraum� Sei x�� � � � � xn eine Basis von Xn� Es gilt

x� �
nX
i��

��ixi �

wobei die Koe
zienten ��i eindeutig durch die Normalgleichungen

�x� � x� xk� �
nX
i��

��i �xi� xk�� �x� xk� � �

f�ur � � k � n bestimmt sind�

Beweis� Sei x � X und x� � Xn die Bestapproximation� Sei xk ein Basiselement� Ist

�x� x�� xk� �� �� setze

v �� x� � �xk � Xn �

wo � � R noch zu bestimmen ist� so da�

kx� vk� � �x� x� � �xk� x� x� � �xk�

� kx� x�k� � ��kxkk� � 	��x� x�� xk� �
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Mit

� ��
�x� x�� xk�

kxkk� �� �

folgt

kx� vk� � kx� x�k� � ��x� x�� xk��
�

kxkk� 
 kx� x�k� �
ein Widerspruch� �

Die Koe�zienten ��i der Bestapproximation

x� �
nX
i��

��ixi

erf�ullen also die Normalgleichungen

A�� � b 
����

mit

A � �aik� � Mat�n
 n�

aik � �xi� xk�� � � i� k � n

b � �bi� � R
n

bi � �x� xi�� � � i � n

�� � ����� � � � � �
�
n�

T � R
n �

Da die Bestapproximation x� existiert und eindeutig ist� ist die Gramsche Matrix A

regul�ar und die Gramsche Determinante

g�x�� � � � � xn� �� det��xi� xk�� �� ��

Beispiel� Sei X � L���� ��� Bestimme die Bestapproximation der Form

x��t� �
nX
i��

��i t
i��

von einer stetigen Funktion x�t��

Die Koe�zienten ��i erf�ullen die Normalgleichungen 
���� mit

b � �b�� � � � � bn�
T

bi �

�Z
�

x�t�ti��dt

A � �aik�

aik �

�Z
�

ti��tk��dt �
�

i� k � �
�

d�h� die Gramsche Matrix A ist die n
 n Hilbertmatrix�
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��� Approximation in C�a� b�

Sei 
 eine abgeschlossene beschr�ankte Teilmenge des Rn � C�
� bezeichnet den Raum aller

Funktionen x�t�� die auf 
 de�niert und stetig sind� mit der Maximumnorm�

kxk � kxk� � max
t��

jx�t�j�

Wie leicht festzustellen ist� ist diese Norm nicht strikt konvex� so da� die Eindeutigkeit

der L�osung des Approximationsproblems nicht aus der allgemeinen Theorie folgt�

Beispiel�


 �� ��� ��
 ��� �� � R
�

x�t� �� t�t� � t � �t�� t�� � 


X� �� spanf�� t�� t�� t��� t��g

Es kann gezeigt werden� da�

d�x�X�� � inf
y�X�

kx� yk� �
�

�
�

Sei

x�� ��
�

	

�
t�� � t��

�� �

�

x�� �� t� � t� � �

	

�
t�� � t��

�� �

�
�

Sei nun kx� � xk � �
�
� x� � X�� Dann existiert 	 � ��� ��� so da�

x� � 	x�� � ��� 	�x���


Siehe Buck� R�C�� Linear Spaces and Approximation Theory� In� On Numerical Appro�

ximation� R�E� Langer 
ed��� University of Wisconsin Press� Madison �	�	��

F�ur den Raum X � C�a� b� und spezielle Unterr�aume Xn � X gibt es allerdings ei�

ne sch�one Theorie zum Approximationsproblem� die wir jetzt kurz beschreiben� 
Siehe

z�B� Meinardus� G�� Approximation von Funktionen und ihre numerische Behandlung�

Springer �	����

Im folgenden sei �� 
 a 
 b 
��

X � C�a� b�

k 	 k � k 	 k�
Xn � spanfx�� � � � � xng � C�a� b�

x � X �
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Sei x � X� Ein Punkt t � �a� b� hei�t Extremalpunkt von x� wenn

jx�t�j � kxk�
Satz ��	 Es sei h� � Xn und D die Menge der Extremalpunkte der Funktion x�t��
h��t�� Gibt es ein h � Xn� so da�

�x�t�� h��t��h�t� � � f�ur t � D �

so gibt es auch ein h� � Xn mit

kx� h�k 
 kx� h�k�

Beweis� Die Menge D ist kompakt� da x und h� stetige Funktionen sind� Es sei

min
t�D

jx�t�� h��t�j 	 jh�t�j � � � �

und

khk � 
 � ��

W�ahle eine o�ene Teilmenge U von �a� b�� so da� D � U und

�x�t�� h��t�� 	 h�t� � �

	
f�ur t � U�

Dann ist

� �� kx� h�k � max
t��a�b	nU

jx� h�j � ��

Sei

� �� min

�
�

	

�
�

	
�

�
h��x� �� h��x� � �h�x� �

Dann gilt f�ur t � U �

jx� h�j� � jx� h�j� � 	�h�x� h�� � ��jhj�

� jx� h�j� � 	
��

	
� ��
�

� jx� h�j� � ��

	

� kx� h�k� � ��

	

F�ur t � �a� b�nU ergibt sich�

jx� h�j � jx� h�j� �jhj
� kx� h�k � � � �


� kx� h�k � ��	�

�
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De�nition ��� Ein Teilraum Xn von C�a� b� 
der Dimension n� erf�ullt die Haarsche

Bedingung 
ist unisolvent�� wenn jede Funktion aus Xn� die nicht identisch gleich

Null ist� an h�ochstens n� � Punkten aus �a� b� verschwindet�

Bemerkung� Sei fx�� � � � � xng eine Basis vonXn� Die folgenden Aussagen sind �aquivalent�

a� Xn ist unisolvent

b� F�ur jede Unterteilung von �a� b� � a � t� 
 	 	 	 
 tn � b gilt det�xi�tj�� �� ��

c� F�ur jede Unterteilung a � t� 
 	 	 	 
 tn � b und jede Wahl von yi�

� � i � n� existiert genau ein u � Xn mit

u�ti� � yi � � � i � n�

Beispiele von unisolventen Teilr�aumen�

a� Xn � Pn��

b� xi�t� � e�
i���t � � � i � n

c� Sei

�a� b� �� ������� � n �� 	

x��t� �� � � x��t� �� t�

Dann ist X� nicht unisolvent�

Satz ��� Der lineare Teilraum Xn von C�a� b� sei unisolvent� Dann gibt es zu jedem

x � C�a� b� genau eine Bestapproximation x� � Xn�

Beweis� Man darf o�E� annehmen� da� x �� Xn 
sonst w�are der Satz trivial��

Sei h eine Bestapproximation von x� Dann besteht die Menge D der Extremalpunkte von

x�t��h�t� aus mindestens n�� Punkten aus �a� b�� Denn g�abe es weniger als n�� solcher

Punkte� so existierte wegen der Haarschen Bedingung ein h� mit

h��ti� � x�ti�� h�ti�

f�ur alle diese Extremalpunkte xi� Es w�urde also

�x�ti�� h�ti��h��ti� � �

f�ur alle Extremalpunkte gelten� Nach Satz ��
 w�are dann h�t� keine Bestapproximation�
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Mit zwei Bestapproximationen h� und h� ist auch 
wegen der Konvexit�at der Menge aller

Bestapproximationen�

h ��
�

	
h� �

�

	
h�

eine Bestapproximation� Aus den Extremalpunkten von x � h greift man n � � Punkte

ti � a � t� 
 t� 	 	 	 
 tn�� � b� heraus� Man erh�alt nun aus

x�ti�� h�ti� � �kx� hk

wegen

jx�ti�� hj�ti�j � kx� hk � j � �� 	

sofort

h��ti� � h��ti� � � � i � n � ��

Dann ist wegen der Haarschen Bedingung h� � h�� �

Satz ��� Sei Xn unisolvent� x � X� u � Xn und a � t� 
 	 	 	 
 tn�� � b� �x � u��tj�

habe alternierende Vorzeichen� d�h�

�� � j�j � � � sgn��x� u��tj�� � ����j� � � � j � n� ��

Dann gilt�

min
��j�n��

j�x� u��tj�j � kx� x�k � kx� uk�

Beweis� Durch Widerspruch� Sei

min
��j�n��

j�x� u��tj�j � kx� x�k�

Dann folgt�

j�x� u��tj�j � j�x� x���tj�j � � � j � n� �

und so

sgn�u�tj�� x��tj�� � ����j� � � � j � n� �

u�tj�� x��tj� �� � � � � j � n� � �

Die Funktion u � x� � Xn hat also mindestens n Vorzeichenwechsel� d�h� mindestens n

Nullstellen� Da Xn unisolvent ist� folgt u � x� und damit der gew�unschte Widerspruch�

�

Bemerkung� Satz ��	 erm�oglicht es� eine untere und obere Grenze f�ur

kx� x�k zu bestimmen� wobei allerdings nur die Berechnung der unteren Grenze einfach

ist�
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De�nition ��� a � t� 
 	 	 	 
 tm � b hei�t Alternante 
der L�ange m� zu x � u� falls

x�u an den Stellen tj mit alternierenden Vorzeichen seinen Maximalwert annimmt�

d�h�

�� � j�j � � � �x� u��tj� � �����jkx� uk�

Beispiel� Eine Alternante der L�ange ��

x-u

tt 1 t 2 t 3 t 4

Satz ���� �Tschebysche� ������� de la Vallee�Poussin ������� Sei Xn ein n�

dimensionaler Teilraum von C�a� b�� Xn erf�ulle die Haarsche Bedingung� Sei x �
C�a� b�� Dann ist u � Xn genau dann eine Bestapproximation von x� wenn es eine

Alternante der L�ange n � � zu x� u gibt�

Beweis�
�

��� Es gebe eine Verteilung a � t� 
 	 	 	 
 tn�� � b mit

�x� u��tj� � �����jkx� uk�

Nach Satz ��	 gilt�

kx� uk � min
��j�n��

j�x� u��tj�j
� kx� x�k
� kx� uk �

�
���� 
Skizze� Sei x� die Bestapproximation von x� Wenn es keine Alternante der L�ange

n � � zu x� x� gibt� dann existiert h � Xn� so da�

�x� x��h � �

f�ur alle Extremalpunkte von x� x�� Jetzt benutzt man Satz ��
 und erh�alt einen Wider�

spruch� �

Beispiel� Bestimme die Bestapproximation von x�t� �� t� � x � C������� aus X� �

spanf�� tg�
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L�osung� Ist x� die Bestapproximation� dann existiert eine Alternante der L�ange ��

ft�� t�� t
g� zu x � x�� Da x � x� stetig di�erenzierbar ist� ist die Ableitung von x � x�

gleich Null in jedem hh inneren ii Punkt tj� � 
 tj 
 �� Sei x��t� � a� bt� dann folgt�

d

dt
�x� x���t� � 	t� b �

so da�

t� � � � t� � �
b

	
� t
 � ��

Weiter gilt�

x�tj�� x��tj� � �d����j

mit

d �� kx� x�k � j�j � � �

d�h�

x���� x���� � �� �� � ��d 
����

x

�
b

	

�
� x�

�
b

	

�
�

��
�

�
� �� � ��

�

	
� ��d 
����

x���� x���� � �� �� � �� � ��d 
����


���� �� �d � ��


����� 
���� �� �� � �


���� �� �
�
� �� � �

�
� ���

d�h�

�� � ��

�
�

Zusammenfassend� Die Bestapproximation ist

x��t� � ��

�
� t�

Siehe Abbildung ����

����� Iterationsmethoden nach Remez

Sei x � C�a� b� gegeben� Sei Xn � spanfx�� � � � � xng unisolvent� Die Methoden von Remez

berechnen eine Approximation von x mit Hilfe einer Folge M��M�� � � � von Punktmengen

Mk ��
n
t

k�
� � � � � � t


k�
n��

o
mit

a � t

k�
� 
 	 	 	 
 t


k�
n�� � b�
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y=t
2

y=-
1_
8 + t

0 1

t 0 t 2 t 3

Abbildung ���� Die Bestapproximation von t� durch lineare Polynome

Sei Mk gegeben� Hierzu konstruiert man 	k � R und hk � Xn� die die Bedingungen

hk
�
t

k�
i

�
� 	k����i � x

�
t

k�
i

�
� � � i � n� �

erf�ullen� d�h�

A

�
�
k�

	k

�
� c
k�

mit

�
k� �
�
�

k�
� � � � � � �
k�

n

�T
ck �

�
x
�
t
k��

�
� � � � � x

�
t
k�n

��T
hk �

nX
i��

�
k�
i xi

A �

�
BBBBBB�

x�

�
t

k�
�

�
	 	 	 xn

�
t

k�
�

�
��

x�
�
tk�
� 	 	 	 xn

�
t

k�
�

�
��

���
���

���

x�
�
t

k�
n��

�
	 	 	 xn

�
t

k�
n��

�
����n

�
CCCCCCA

Da� A regul�ar ist� folgt aus der Haarschen Bedingung� Folglich existieren �k� 	k 
und hk��

und die sind auch eindeutig�

Nun besteht eine Alternative� Entweder ist

khk � xk � 	k �
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dann ist 
siehe Satz ��	� hk die Bestapproximation von x� oder es ist

khk � xk � 	k�

Dann gibt es einen Punkt �k � �a� b� mit jhk��k�� x��k�j � khk � xk � 	k� In diesem Fall

wird Mk�� gebildet� indem �k zu Mk hingenommen und ein Punkt t

k�
� gestrichen wird�

Der Punkt t

k�
� wird so gew�ahlt� da� die Zahlen �hk � x�

�
t

k���
i

�
alternieren� d�h�

sgn
h
��k�

�
t

k���
i

�i
� � sgn

h
��k�

�
t

k�
i

�i
mit �k �� hk � x und � � f����g� 
Siehe Meinardus� S� �����

Voraussetzungen Streiche

a � �k 
 t

k�
� sgn �k��k� � sgn �k�t


k�
� � t


k�
�

a � �k 
 t

k�
� sgn �k��k� � � sgn �k�t


k�
� � t


k�
n��

t

k�
� 
 �k 
 t


k�
���sgn �k��k� � sgn��k�t


k�
� �� t


k�
�

t

k�
� 
 �k 
 t


k�
���sgn �k��k� � � sgn��k�t


k�
� �� t


k�
���

t

k�
n�� 
 �ksgn �k��k� � sgn �k�t


k�
n��� t


k�
n��

t

k�
n�� 
 �ksgn �k��k� � � sgn �k�t


k�
n��� t


k�
�

Der Konvergenzbeweis dieser ersten Methode von Remez� die Beschreibung und der

Konvergenzbeweis der zweiten Methode von Remez werden in Meinardus �	��� S� ����

Rice �	��� S� �
� und Ralston �	��� S� ���� gegeben�

����� Approximation durch rationale Funktionen

�Uberraschenderweise l�a�t sich die Theorie auf der Approximation von x � C�a� b� durch

rationale Funktionen

R�t� �
Pn�t�

Qm�t�
�

Pn
i�� �it

iPm
i�� 
it

i

�ubertragen� Sei Vn�m die Menge aller Quotienten Pn�t��Qm�t��

Satz ���� Sei x � C�a� b�� n�m � N� Es gibt genau eine Bestapproximation

x� � Vn�m zu x�

Beweis� Siehe z�B� Meinardus� S� ���� �



��	 Approximation in L��a� b� �	

Satz ���� Die Funktion

Rn�m�t� �
Pn�t�

Qm�t�
� Vn�m

ist genau dann die Bestapproximation zu x � C�a� b�� wenn eine Alternante zu

x�Rn�m der L�ange

��n�m� Pn� Qm� � �

existiert� Hier ist

��n�m� Pn� Qm� �

�
n � �� falls Pn � �

m � n� � � �� sonst

� �� min�m�Grad Pm� n�Grad Pn��

Beweis� Siehe z�B� Meinardus� S� ���� Davis� S� ���� �

��	 Approximation in L��a� b�

Dieses Approximationsproblem wird nur selten behandelt und wir beschr�anken uns dar�

auf� einen Satz zu zitieren und einige Literaturhinweise zu geben�

Satz ���� Sei X � L��a� b�� xi � C�a� b�� � � i � n� Xn � spanfx�� � � � � xng� Sei Xn

unisolvent� Sei x � X eine stetige Funktion�

Dann existiert genau eine Bestapproximation x� � Xn von x�

Beweis� Siehe Watson ��	��� S� ���� oder Rice ��	��� S� ��	�� �

Literatur

Cody� W�J�� Waite� W�� Software Manual for the Elementary Functions� Prentice Hall�

�	���

Davis� P�J�� Interpolation and Approximation� Blaisdell� �	���

Fike� C�� Computer Evaluation of Mathematical Functions� Prentice Hall� �	���

Hastings� C�B�� Approximations for Digital Computers� Princeton University Press�

�	���

Meinardus� G�� Approximation von Funktionen und ihre numerische Behandlung�

Springer� �	���

Ralston� A�� A First Course in Numerical Analysis� McGraw Hill� �	���
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Rice� J�R�� The Approximation of Functions� Vol� I � Linear Theory� Addison�Wesley�

�	���

Watson� G�A�� Approximation Theory and Numerical Methods� Wiley� �	���



Kapitel �

Eigenwertprobleme

��� Einleitung

De�nition ��� Sei A � Mat�n� n� C�� 	 � C hei�t Eigenwert von A � wenn es x � Cn
gibt mit x �� � � Ax � 	x � x hei�t dann Eigenvektor zu 	� und �	� x� hei�t Eigenpaar

von A�

In diesem Kapitel betrachten wir mehrere numerische Methoden zur numerischen Be�

stimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren�

Es ist oft n�utzlich� zwischen algebraischen und geometrischen Eigenwerten zu unter�

scheiden� Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

p�	� �� det�A� 	I� � �

sind Eigenwerte� die Vielfachheit der Nullstelle 	i des Polynoms p hei�t ihre algebraische

Vielfachheit ��	i�� Die Matrix A besitzt dann n 
algebraische� Eigenwerte�

Die Eigenvektoren zum Eigenwert 	i bilden einen linearen Teilraum L�	i� des Rn � Die

Dimension von L�	i�� also die Anzahl linear unabh�angiger Eigenvektoren zum Eigenwert

	i� hei�t die geometrische Vielfachheit ��	i� von 	i� Es gilt

� � ��	i� � ��	i�X
i

��	i� �
X
i

��	i� � n �

Literatur

Gourlay� A�R�� Watson� G�A�� Computational Methods for Matrix Eigenproblems� Chi�

chester� John Wiley� �	
��
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Parlett� P�N�� The Symmetric Eigenvalue Problem� Prentice�Hall� �	���

Saad� Y�� Numerical Methods for Large Eigenvalue Problems� Manchester Univ� Press�

�		��

Wilkinson� J�H�� The Algebraic Eigenvalue Problem� Oxford� Clarendon Press� �	���

��� Anwendungen

Die folgenden Anwendungen treten u�a� auf�

�� Sei b� u
�� � Cn gegeben und u
��� u
��� � � � � u
k�� � � � durch

u
k��� � Au
k� � b � k � � 
����

de�niert� Dann gilt u
k� �� b als k�� nur� wenn

��A� � maxfj	j � 	 ein Eigenwert von Ag 
 � �

Systeme wie in 
���� kommen in der Praxis h�au�g vor� und A ist oft sehr gro�

�n � ����� aber schwach besetzt�

�� Sei u�t� eine L�osung des Anfangswertproblems

�u�t� �
du�t�

dt
� Au�t� � b � t � �

u��� � u� �

Dann gilt�

u�t� � �A��b � eAt�u��� � A��b� �

und

u�t� �� �A��b

nur� wenn alle Eigenwerte von A negativen Realteil haben�

�� Schwingungen 
B�ucher von Collatz� Timoshenko� Frazer� Duncan und Collar��

Volkswirtschaft 
Samuelson�� Flugzeug��ugel� Kraftwerke�

Wie die oben erw�ahnten Beispiele zeigen� entstehen Eigenwertaufgaben oft in Zusammen�

hang mit Stabilit�atsproblemen� und es ist dann nicht n�otig� alle Eigenwerte zu berechnen�

Es ist oft nur notwendig� die Resolventenmenge ��A� zu berechnen� Deshalb ist es sinnvoll�

Algorithmen f�ur die folgenden Probleme zu betrachten�

�� Bestimmung des gr�o�ten oder kleinsten Eigenwertes

�� Bestimmung aller Eigenwerte

�� Bestimmung mehrerer Eigenvektoren�



��� Die Gutartigkeit von Eigenwertproblemen ��

��� Die Gutartigkeit von Eigenwertproblemen

Im allgemeinen kann das Eigenwertproblem schlecht konditioniert sein� Kleine St�orun�

gen an der Matrix A k�onnen gro�e �Anderungen bei den Eigenwerten und Eigenvektoren

verursachen�

Beispiel�

��

A� ��

�
� �

� �

�
�


a� A� hat einen Eigenwert 	 � � 
von geometrischer Vielfaltigkeit zwei�� aber

zwei Eigenvektoren

x� �

�
�

�

�
� x� �

�
�

�

�
�


b� Ist � �� � � hat A� einen Eigenwert 	 � � und einen Eigenvektor

x� �

�
�

�

�
�

Die Anzahl der Eigenvektoren von A� �andert sich deshalb von 	 
f�ur � � ��

nach � 
f�ur � � �� �

��

B� ��

�
� �

� �

�
�


a� B� hat einen Eigenwert 
	 � �� und einen Eigenvektor

x� �

�
�

�

�
�


b� F�ur � � � hat B� zwei Eigenwerte

	���� � ����� � 	���� � �����

und zwei reelle Eigenvektoren�

x���� �

�
����

�

�
� x���� �

������
�

�
�

Es ist zu bemerken� da� obwohl �B � B� �B� � ���� ist� gilt�

�	� � 	����� 	���� � ������� �

�x� � x����� x���� � ������� �

F�ur � klein ist j�	j�k�Bk sehr gro��
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c� F�ur � 
 � hat B� komplexe Eigenwerte und Eigenvektoren�

Da das Eigenwertproblem f�ur allgemeine Matrizen schlecht konditioniert sein kann� be�

schr�anken wir uns i�A� auf zwei Klassen von Matrizen�

�� Allgemeine Matrizen A mit n verschiedenen Eigenwerten 	�� � � � � 	n � d�h� 	i �� 	j
f�ur i �� j �

�� Hermitesche Matrizen A � d�h� AH � A � wobei AH � �aHij � mit aHij � aji �

F�ur solche Matrizen ist das Eigenwertproblem gut konditioniert�

Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

det�A � 	E�� Es liegt deshalb nahe� die Koe�zienten des charakteristischen Polynoms

auszuwerten und dann die Nullstellen des Polynoms numerisch zu berechnen� Dies ist

aber nicht zu empfehlen� weil die Berechnung der Nullstellen eines Polynoms oft schlecht

konditioniert ist� wie das Beispiel von Wilkinson zeigt�

Werden in der Praxis die Nullstellen eines Polynoms gew�unscht� sollte zun�achst gefragt

werden� ob das Polynom aus einem Eigenwertproblem entstanden ist und � falls ja � sollte

das urspr�ungliche Problem gel�ost werden�

Im allgemeinen Fall sollte man invariante Unterr�aume statt Eigenvektoren betrachten�

Der Unterraum M � Rn hei�t invariant bzgl� der Matrix A � Mat�n� n� � falls Ax � M

f�ur alle x �M �

Die Jordansche Normalform einer Matrix A entspricht einer Zerlegung von Rn in invari�

ante Unterr�aume von A �

R
n �

rX
k��

Mk �

AMk � Mk �

Diese Zerlegung ist gut konditioniert�

��� Theoretische Grundlagen

Die ben�otigten Eigenschaften von Matrizen werden jetzt kurz skizziert�

Satz ��� Sei A � Mat�n� n� C � mit n verschiedenen Eigenwerten 	�� � � � � 	n �

�� Es gibt n linear unabh�angige rechte Eigenvektoren x�� � � � � xn �

Axi � 	ixi � xi �� � � � � i � n
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und n linear unabh�angige linke Eigenvektoren y�� � � � � yn �

ATyi � 	iyi � yi �� � � � � i � n �

�� Jeder Eigenvektor x�� � � � � xn � y�� � � � � yn ist bis auf einen Faktor eindeutig be�

stimmt�

��

xTi yj �

�
di �� � � falls i � j �

� � falls i �� j �

�� Sei

X � �x�� � � � � xn� � Y �

�
B� yT�

���

yTn

�
CA �

� � diag�	i� � D � diag�di��

Dann gilt�

AX � X� �

Y X � D �

Bemerkung� Wenn A echt komplex ist� ist AT �� AH �

Beweis�

�� Da 	i ein Eigenwert von A ist� existiert xi mit

Axi � 	ixi � xi �� � �

Daraus schlie�t man� da�

det�AT � 	iE� � det�A� 	iE� � � �

so da� 	i ein Eigenwert von AT ist und deshalb yi existiert mit

ATyi � 	iyi �

Falls x�� � � � � xn nicht linear unabh�angig sind� existiert 
eventuell nach Umordnung

von x�� � � � � xn� r � � und �i �� � f�ur � � i � r �

rX
i��

�ixi � ��
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Durch Multiplikation mit �A� 	rE� erh�alt man�

rX
i��

�i�	i � 	r�xi �
r��X
i��

�i�	i � 	r�xi � � �

Da �i�	i � 	r� �� � � erreicht man durch Wiederholung des Widerspruchs� da�

��x� � � � �� �� � �

�� Sei z ein Eigenvektor zum Eigenwert 	j� Dann gilt�

z �
nX
�

�ixi

und durch Multiplikation mit �A� 	jE�

� �
nX
�

�i�	i � 	j�xi �

woraus folgt� da� �i � � f�ur i �� j und deshalb z � �jxj �

�� Aus der Identit�at

	iy
T
j xi � yTj Axi � xTi A

Tyj � 	jx
T
i yj

folgt� da� yTj xi � � falls i �� j� Es existiert �jk �

yj �
nX

k��

�jkxk �

Da xTk yj � � f�ur k �� j � gilt

yTj yj � �jjy
T
j xj �

Da yj �� � � ist dj �� xTj yj �� � �

�� Folgt aus � � ��

�

De�nition ��� Eine Matrix A � Mat�n� n� C� hei�t hermitesch� wenn A � AH mit

AH � A
T
� d�h�

aHij �� aji � � � i� j � n �

Satz ��� A sei eine n
n komplexe hermitesche Matrix� Dann hat A n reelle Eigen�

werte 	�� � � � � 	n und dazu n linear unabh�angige orthogonale Eigenvektoren x�� � � � � xn
�

Axi � 	ixi � � � i � n �

AHxi � 	ixi � � � i � n �
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xHi xj �

�
� � falls i � j

� � falls i �� j
�

Sei U � �x�� � � � � xn� � � � diag�	i�� Dann gilt�

AU � U� �

UHU � E � �U ist unit�ar�

UHAU � � �

Falls A reell ist� ist U auch reell und damit orthogonal�

Beweis� Folgt aus Satz ���� falls 	�� � � � � 	n verschieden sind� Sonst durch Induktion� �

Satz ��� Seien A�B und T n
 n Matrizen mit T nicht singul�ar und B �

T��AT � Sei �	� x� ein Eigenpaar von A � dann ist �	� T��x� ein Eigenpaar von

B� A und B sind �ahnlich�

Satz ��� �Gerschgorin� a� Die Vereinigung aller 
Gerschgorin�� Kreisschei�

ben

Ki �� f� � Cjj�� aiij �
nX

k��
k ��i

jaikjg

enth�alt alle Eigenwerte der n
 n�Matrix A � �aik� �

b� Ist die Vereinigung

M� ��
k�
i��

Ki

disjunkt von der Vereinigung M� der �ubrigen Kreisscheiben� so enth�alt M�

genau k algebraische Eigenwerte von A und M� genau n � k algebraische Ei�

genwerte�

Beweis�

a� Sei �	� x� � x � �x�� � � � � xn�
T � Cn ein Eigenpaar von A� Da x �� � gibt es ein k mit

jxkj � kxk� � max jxij � � �

Aus der k�ten Gleichung des Systems

Ax � 	x

folgt

jakk � 	j jxkj � j
nX
i��
i��k

akixij �
nX
i��
i��k

jakij 	 kxk� �

so da� 	 � Kk �
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b� Sei A � D �B mit D �� diag�A� � s � ��� �� � und

A�s� �� D � sB �

Die entsprechenden Gerschgorin Kreisscheiben sind

Ki�s� �� f� � C � j�� aii�s�j �
nX

k��
k ��i

jaik�s�jg

� f� � C � j�� aiij � s
nX

k��
k ��i

jaikjg �

Die Gerschgorin Kreisscheiben von A�s� haben also die gleichen Mittelpunkte wie

die von A� und ihre Radien sind um den Faktor s kleiner�

Die Eigenwerte von A��� sind a��� � � � � ann� so da� M� und M� genau n � k bzw� k

Eigenwerte von A��� erh�alt�

Die 
algebraischen� Eigenwerte von A�s� sind die n Nullstellen des charakteristi�

schen Polynoms

p�	� s� � det�A�s�� 	I� � ����n	n � niedrigere Glieder�

Die algebraischen Eigenwerte �andern sich deshalb stetig mit s� F�ur jedes � � � gibt

es folglich � � �� so da� f�ur s� t � ��� �� mit js� tj 
 � eine Permutation � � ��s� t�

existiert mit

j	i�s�� 	�
i��t�j 
 � � f�ur � � i � n �

Die Behauptung b� wird jetzt durch Widerspruch bewiesen� Sei

d �� inf
x�M�
y�M�

jx� yj

Es gibt � � � � so da� f�ur s� t � ��� �� mit js � tj 
 � die algebraischen Eigenwerte

von A�s� und A�t� sich so ordnen lassen� da�

j	i�s�� 	i�t�j � d�	 � � � i � n �

M���� enth�alt genau k der Eigenwerte 	i���� Wenn M���� nicht auch genau k der

Eigenwerte 	i��� enth�alt� gibt es s und t � so da�

�� js� tj 
 �

�� M��s� und M��t� eine unterschiedliche Anzahl der Nullstellen 	i�s� bzw� 	i�t�

enthalten� Ohne Einschr�ankung nehme man an� da�

	i�s� �
�

M��s� � i � k

M��s� � sonst
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	i�t� �
�

M��t� � i � r

M��t� � sonst

mit k � r� Es gilt aber� da�

j	r���t�� 	r���s�j 
 � 

d

	
�

Da 	r���t� �M� und 	r���s� �M� und deshalb

j	r���t�� 	r���s�j � d �

ist ein Widerspruch vorhanden�

�

��� Das Jacobi
Verfahren

Das Jacobi�Verfahren ist ein iteratives Verfahren� womit eine gegebene reelle symme�

trische Matrix A durch sukzessive orthogonale Transformationen Uk approximativ auf

Diagonalform gebracht wird�

A� �� A

Ak�� �� UkAkU
T
k � k � � 
����

Ak �� � f�ur k �� �

wobei � eine Diagonalmatrix ist�

Da A� und Ak �aquivalent sind� sind die Eigenwerte von A durch � gegeben� Ist Ak
�
� �

und U � UkUk�� � � � U� � dann ist

AUT �
� UT� �

so da� UT Approximationen zu den Eigenvektoren von A enth�alt�

Die einfachsten orthogonalen Matrizen sind die ebenen Drehungen

Tpq � Tpq��� � E � ��� c��epe
T
p � eqe

T
q � � s�epe

T
q � eqe

T
p � � � � p 
 q � n
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�

�
BBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

� O

�

c � � � � s p�te Zeile

� � �
� � �

�

O �s � c q�te Zeile

�

� �
p�te q�te

Spalte Spalte

�
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

wobei c� s � R �

c� � s� � ��

und � sp�ater de�niert wird� 
In der Literatur wird oft Ak�� � UT
k AkUk geschrieben��

Sei A eine n
 n reelle symmetrische Matrix und 
A � TpqAT
T
pq� Dann ist 
A auch symme�

trisch� und es gilt�


aij � aij � falls i �� p� q � j �� p� q�


app � c�app � 	csapq � s�aqq


aqq � s�app � 	csapq � c�aqq 
����


apq � 
aqp � �cs�aqq � app� � �c� � s��apq


apj � 
ajp � capj � saqj � j �� p� q


aqj � 
ajq � �sapj � caqj � j �� p� q�

Wir untersuchen jetzt� ob es m�oglich ist� c und s so zu bestimmen� da� 
apq � �� Dazu

setzen wir

c � cos��� � s � sin��� � t � tan � � 
����

Dann gilt 
apq � � nur dann� wenn

sin�	���app � aqq� � 	 cos�	��apq �

Es ist immer m�oglich� diese Gleichung zu l�osen�

� �
�

	
arctan

�
	apq

app � aqq

�
� 
����
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Das Jacobi�Verfahren besteht wesentlich aus 
����� 
���� � 
�����

A� �� A

Ak�� �� UkAkU
T
k � k � �

Uk �� Tpkqk��k� 
����

�k ��
�

	
arctan

�
	a


k�
pkqk

a

k�
pkpk � a


k�
qkqk

�
�

Die Wahl der Folge f�pk� qk�g und die Berechnung von �k mu� noch de�niert werden�

Die Auswahl von �pk� qk� wird auf folgende Methoden gebracht�

�� Das klassische Jacobi�Verfahren

ja
k�pkqk
j � jakj �� max

��i � j�n
i��j

ja
k�ij j �

a

k�
pkqk sollte also ein betragsgr�o�tes nichtdiagonales Element von Ak sein� Dies wurde

von Jacobi in ���� vorgeschlagen�

�� Das allgemeine zyklische Jacobi�Verfahren

Auf einem Computer ist es zeitraubend� das betragsgr�o�te Element von Ak zu �n�

den� Deshalb werden oft die Paare �pk� qk� in einer vorgeschriebenen Reihenfolge

genommen� Sei

N � n�n� ���	 �

Sei

mr � �ur� vr� � � � r 
 N �

mit


a� ur� vr � N �


b� � � ur 
 vr � n �


c� F�ur jedes i� j � N mit � � i 
 j � n gibt es r mit mr � �i� j� �

Sei M � �m�� � � � � mN �� Dann werden die Paare �pk� qk� folgenderma�en de�niert�

�pk� qk� � mr � r � k�mod N� �

Nach N Drehungen ist jedes nichtdiagonale Element von A genau einmal durch Null

ersetzt worden� und der Proze� wiederholt sich wieder� Deshalb wird eine Folge von

N Drehungen als Zyklus bezeichnet�
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�� Das �spezielle� zyklische Jacobi�Verfahren

In das spezielle zyklische Jacobi�Verfahren wird

M � Ms �� ���� 	� � ��� ��� � � � � ��� n� � �	� ��� � � � � �	� n�

� � � � � �i� i� ��� � � � � �i� n�� � � � � �n� �� n��

gesetzt�

�� Das allgemeine zyklische Jacobi�Verfahren mit Grenzen

Dieses Verfahren unterscheidet sich von dem allgemeinen zyklischen Jacobi�

Verfahren nur dadurch� da� eine �pk� qk� Drehung nur dann gemacht wird� wenn

ja
k�pq j eine vorgeschriebene Grenze �k�Ak� �uberschreitet� Die �pk� qk� Drehung wird

nur gemacht� wenn

ja
k�pq j � �k�Ak� �

Zwei �ubliche Methoden� um �k zu bestimmen� sind�


a�

�k�Ak� �

�
�� �

	n�

nX
i�j��
i��j

�a

k�
ij ��

�
��
���


��
�


b� ���A� �� max jaijj����

�k�Ak� ��

���
��

�k���Ak��� � falls �i� j� existiert mit

jakijj � �k���Ak���

�k���Ak������ � sonst�


����

Berechnung von �k und Ak��

Nach Rutishauser 
�	��� k�onnen die Formeln 
���� � 
���� g�unstiger geschrieben werden�

� �� cot�	�� � �app � aqq��	apq �

Dann gilt mit t �� tan ��

t� � 	t� � � � � � 
��	�

t wird als betragsm�a�ig kleinste Nullstelle von 
��	� genommen�

t� �� �j�j� ��� � ��������

t ��

�
t� � falls � � �

�t� � sonst�
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c �� �� � t������

s �� t 	 c
� �� tan���	� � s��� � c�

���
�



app � app � tapq � 
aqq � aqq � tapq


apj � apj � s�aqj � �apj� � j �� p� q


aqj � aqj � s�apj � �aqj� � j �� p� q

Mit diesen Formeln sind die Rundungsfehler kleiner als mit den vorherigen Formeln�

Hilfssatz ��� Sei Ak reell und symmetrisch� Sei Tpq��k� und Ak�� durch 
���� gege�

ben� Dann gilt�

S�Ak��� ��
nX

��i	j�n

�a

k���
i�j �� � S�Ak�� �a
k�pq �

� �

Beweis�

Methode ��

Nur die p�ten und q�ten Zeile von Ak �andern sich� F�ur j �� p� q gilt��
a

k���
pj

a

k���
qj

�
� �Tpq

�
a

k�
pj

a

k�
qj

�
�

mit

�Tpq �

�
c s

�s c

�
�

Da �Tpq orthogonal� ist� �
a

k���
pj

��

�
�
a

k���
qj

��

�
�
a

k�
pj

��

�
�
a

k�
qj

��

� 
�����

Da Ak und Ak�� symmetrisch sind� gilt�

	S�Ak��� � 	S�Ak� �
nX
j��
j ��p

 �
a

k���
pj

��

�
�
a

k�
pj

��
!

�
nX
j��
j ��q

 �
a

k���
qj

��

�
�
a

k�
qj

��
!
�

nX
i��
i��p�q

 �
a

k���
ip

��

�
�
a

k�
ip

��
!

�
nX
i��
i��p�q

 �
a

k���
iq

��

�
�
a

k�
iq

��
!

�
nX
j��
j ��p�q

 �
a

k���
pj

��

�
�
ak��
qj

�� � �
a

k�
pj

��

�
�
a

k�
pj

��
!

� 	
h�
a
k���
pq

�� � �
a
k�pq

��i
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Wegen 
����� gilt�

	S�Ak���� 	S�Ak� � 	
h�
a
k���
pq

�� � �
a
k�pq

��i
�

Methode ��

Wir benutzen die folgenden Beobachtungen�

�� Sei U eine orthogonale Matrix und x ein Vektor� Dann gilt�

kUxk� � kxk�

�� Sei A eine quadratische Matrix� U eine orthogonale Matrix und 
A � UAUT � Dann

gilt 
wegen ��
nX

i�j��

a�ij �
nX

i�j��


a�ij �

�� Sei 
A � UAUT � Dann gilt

	S�A� �
nX
i��

a�ii � 	S� 
A� �
nX
i��


a�ii

�� Sei weiter

A� �

�
a

k�
pp a


k�
pq

a
k�qp a
k�qq

�


A� � �TpqA�
�T T
pq �


apq � � �

Dann gilt wegen 
����
a
k�pp

��
�
�
a
k�qq

��
� 	

�
a
k�pq

��
�
�
a
k���
pp

��
�
�
a
k���
qq

��
�

�� S� 
A� � S�A��
�
a

k�
pq

��

�

�

Hilfssatz ��� F�ur die Matrizen Ak

Ak�� �� UkAkU
T
k

gilt

S�Ak� ��
X
i	j

�
a

k�
ij

��

�� � � f�ur k ��

und j�kj � 

�
� Dann gibt es � � diag�	i� � so da�

Ak �� � � als k�� �
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Beweis� Wilkinson� Seite ���� und van Kempen� Seite �	� �

Satz ��
 Das klassische Jacobi�Verfahren ist 
linear� konvergent�

Beweis� Da a

k�
pkqk ein betragsm�a�ig gr�o�tes Nichtdiagonalelement von A
k� ist� gilt

japkqk j� � S�Ak��N

mit N �� n�n� ���	 und deshalb� mit Hilfe von Hilfssatz ����

S�Ak��� � S�Ak��
�
a
k�pq

��
� ��� ��N�S�Ak� �

�

Bemerkung� Das klassische Jacobi�Verfahren ist sogar quadratisch konvergent� d�h�

S�Ak�N� � K�S�Ak��
�


siehe van Kampen ��	�����

Satz ��� Das allgemeine zyklische Jacobi�Verfahren mit Grenzen ist konvergent�

falls �k durch 
���� oder 
���� de�niert ist�

Die Konvergenz des allgemeinen Jacobi�Verfahrens kann nur unter Nebenbedingungen

gew�ahrleistet sein� wie die folgenden Beispiele zeigen�

Beispiel� 
Forsythe und Henrici� �	��� S� ���

A� �

�
B� 	 � �

� � �

� � �

�
CA � �k � ��	 �

M � Ms � ���� 	�� ��� ��� �	� ��� �

Dann ist Ak�� � Ak und S�Ak� � S�A�� f�ur alle k �

Beispiel� 
Forsythe und Henrici� �	��� S� �
�

A� �

�
B� a � �

� a� c �

� � a � 	c

�
CA � � 
 � � � � c � ��

M � Ms wie in Beispiel ���� �k � ����� ��	� � Dann gilt S�Ak� �� � nicht�

Beispiel� 
Hansen� �	��� S� ����

A �

�
BBB�

a � � �b
� a b �

� b a �

�b � � a

�
CCCA � a �� � � b �� � �
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M � ���� 	�� ��� ��� ��� ��� �	� ��� ��� ��� �	� ��� �

�k �

�
���� � falls k � �	r � t mit r � N und t � �� �� ��

���� � sonst�

Dann gilt Ak��� � Ak � Dieses Beispiel ist heutzutage von Interesse� weil Brent und Luk


�	��� es als Basis f�ur einen parallelen Algorithmus verwandt haben�

Wie die Beispiele ��� und ��� zeigen� kann es vorkommen� da� das 
spezielle� zyklische

Jacobi�Verfahren nicht konvergiert� falls j�kj � ���� Es ist aber immer m�oglich� j�kj �
��� zu nehmen� und unter diesen zus�atzlichen Voraussetzungen l�a�t sich die Konvergenz

beweisen�

Satz ��	 F�ur das spezielle zyklische Jacobi�Verfahren mit j�kj � ��� gilt�

S�A
r���N � � S�ArN���� 	�N���� �

Beweis� Henrici und Zimmermann� �	��� �

Satz ��� Seien die Eigenwerte von A verschieden� dann ist das spezielle zyklische

Jacobi�Verfahren quadratisch konvergent� Es gibt also eine Konstante K � K�A� �

S�Ak�N� � K�S�Ak��
� �

Beweis� Henrici und Zimmermann� �	��� S� �	�� �

Die quadratische Konvergenz des speziellen zyklischen Jacobi�Verfahrens ist die theo�

retische Erkl�arung daf�ur� da� in der Praxis nur � � �� Zyklen n�otig sind� bevor die

nichtdiagonalen Elemente von Ak bis zur Maschinengenauigkeit Null sind�

Parallele Jacobi�Verfahren werden in Golub und van Loan ��	�	� diskutiert�

O�ene Fragen

�� Warum kann Rutishauser annehmen� da� mit seinen Algorithmen alle nichtdiago�

nalen Elemente Null werden�

�� Unter welchen Bedingungen konvergiert das allgemeine zyklische Jacobi�Verfahren�
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��� Die Potenzmethode �Vektoriteration�

Sei A eine komplexe n
 n�Matrix mit Eigenwerten 	�� � � � � 	n �

j	�j � j	�j � � � � � j	nj

und Eigenvektoren x�� � � � � xn �

Ausgehend von einem Startvektor x
�� bildet man der Reihe nach die Vektoren

x
k��� �� Ax
k� � Akx
�� � k � �� �� � � � � 
�����

Die Eigenvektoren xi bilden eine Basis des Cn � und es gibt einen Vektor

c � �c�� � � � � cn�
T � Cn

mit

x
�� �

nX
i��

cixi 
�����

Es folgt aus 
����� und 
�����

x
k� �
nX
i��

ci	
k
i xi � 	k��c�x� � rk� 
�����
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mit

rk ��
nX
i��

�
	i
	�

�k

cixi � O

�����	�	�
����k
�

�

so da�

rk �� � f�ur k ��� �

Zur Berechnung von 	� w�ahlt man einen komplexen Vektor d � Cn und bildet

�
k� �� �x
k�� d� �� dHx
k� �

Es folgt dann aus 
�����

�
k���

�
k�
�
dHx
k���

dHx
k�
� 	�

c�d
Hx� � dHrk��

c�dHx� � dHrk
� 	� �O

�����	�	�
����k
�
�� 	� f�ur k ���

Beispiel�

A �

�
�� 	 � 	

�� � �

� � �

�
��

k �
k���
k���

� ������	

� �������

� �������

� ���		�


� �������


 ���			�

� �������

mit

x
�� � ��� �� ��T

d � ��� �� ��T

Die Konvergenzgeschwindigkeit der Vektoriteration wird durch den Wert von
����
��

�� be�

stimmt� Es gibt mehrere Methoden� die Konvergenzgeschwindigkeit zu steigern�

�� Verschiebungen �Shifts� Die Potenzmethode wird auf die Matrix B � A � �I

angewandt� wobei die Verschiebung � so gew�ahlt wird� da�

max��i�n j	i � �j
j	� � �j

m�oglichst klein ist�
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�� Inverse Iteration �Wielandt� Sei ein guter N�aherungswert � f�ur einen der Eigen�

werte 	�� � � � � 	n bekannt� Es soll gelten�

j	j � �j 

 j	k � �j � f�ur alle k �� j �

Ausgehend von einem Startvektor x
�� bildet man die Vektoren x
k� �

x
k��� � �A� �I���x
k� � k � � �

Daraus folgt

�A� �I�x
k��� � x
k� �

Die Eigenwerte von �A� �I��� sind


� ��
�

	� � �
� � � � � 
n ��

�

	n � �
�

Der betragsm�a�ig gr�o�te Eigenwert ist


j �
�

	j � �

und die Konvergenzgeschwindigkeit ist recht gut� da

j
jj �� j
kj � f�ur k �� j �

In der Praxis wird inverse Iteration daf�ur angewandt� den Eigenvektor xj zum 	j
zu berechnen�

��	 Das QR
Verfahren

Das QR�Verfahren ist heutzutage das meistbenutzte Verfahren f�ur Eigenwertprobleme�

Es ist eine Verbesserung des LR�Verfahrens von Rutishauser und wurde im Jahre �	��

von Francis ver�o�entlicht� Das Verfahren besteht aus mehreren Teilen�

�� Zuerst wird die urspr�ungliche reelle Matrix durch unit�are �Ahnlichkeitstransforma�

tion in eine Matrix A von einfachrerer Gestalt transformiert� Falls die urspr�ungliche

Matrix symmetrisch ist� ist A eine tridiagonale Matrix� d�h� aij � � falls ji� jj � ��

sonst ist A eine 
obere� Hessenberg�Matrix� d�h� aij � � falls j 
 i� �� Der Grund

f�ur diesen ersten Schritt ist� da� die folgenden Schritte viel e�zienter sind� wenn

sie auf Matrizen von einfachrerer Gestalt angewendet werden�

�� Die neue Matrix A wird durch unit�are �Ahnlichkeitstransformationen transformiert�

A� �� A

Ak � QkRk

Ak�� �� RkQk

wobei Qk eine orthogonale Matrix ist und Rk eine rechte Dreiecksmatrix�
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�� Der Proze� wird durch eine Shiftstrategie und durch spezielle Algorithmen f�ur

komplexe Eigenwerte beschleunigt� Diese sind �au�erst wichtig� da hierdurch die

E�zienz des Algorithmus sehr stark erh�oht wird�

����� Reduktion auf Hessenberg�Gestalt

Hilfssatz ��� F�ur jeden Vektor x � Rm gibt es eine Householder Matrix

T � E � 	uuT

wobei E die Einheitsmatrix ist und u � Rm � so da�

�� kuk� � ��

�� T ist orthogonal�

�� Tx � ��e� � � � R��

Beweis� Sei x � ���� ��� � � � � �m� �

� �� sign����kxk� �
v �� x � �e� � 
�����

u �� v�kvk �

Dann gilt�

kvk� � �xT � �eT� ��x� �e��

� kxk� � �� � 	j��j kxk
� 	�kxk� � j��j kxk�
� 	kxk �kxk� j��j��

Tx � �I � 	uuT �x

� x� 	x
vvT

kvk�
� x� 	�x� �e���x

T � �eT� �x�kvk�

� x� �x � �e���kxk� � j��j kxk�
kxk� � j��j kxk

� ��e� �

�

Bemerkung� Um Exponenten�uber� oder �unterlauf zu vermeiden� betrachtet man

x�max j�ij statt x �
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�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
HH

H

u

e�

Tx � ��e�

x

Bemerkung� T ist eine Spiegelung in der Ebene H � fx � xTu � �g�

Beispiel�

x � ��� �� 	�T

kxk � �

� � �

v � ���� �� 	�T

u �
�

���	����
���� �� 	�T �

Bemerkung� F�ur Berechnungen mit Papier und Bleistift ist es oft leichter� 
����� durch

� � �sign����kxk� zu ersetzen� da die Zahlen dann kleiner sind� Dies ist nat�urlich nur

m�oglich� wenn x �� ��e� ist� Im oberen Beispiel bekommen wir dann v � ���� �� 	�T und

u � ���� �� 	��������� �
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Sei nun

Ar �

�
BB�

Hr
��� Cr

� � � � � � � � � � � � � � �

O
��� br

��� Br

�
CCA

eine n
 n reelle Matrix� wobei

Cr sei eine r 
 �n� r� Matrix

Br sei eine �n� r�
 �n� r� Matrix

br sei ein �n� r� Vektor

Hr sei eine r 
 r obere Hessenberg�Matrix� d�h� Hr � �hij� mit hij � � f�ur

j 
 i� � �

Sei Pr die Matrix

Pr �

�
BB�

I
��� O

� � � � � � � �

O
��� Tr

�
CCA �

Tr � En�r � 	uru
T
r � mit Trbr � ��ren�r� Dann gilt�

Ar�� �� PrArPr �

�
BB�

Hr��
��� Cr��

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

O
��� br��

��� Br��

�
CCA

mit

Hr�� ��

�
BB�

Hr
��� cr

� � � � � � � � � � � � � � � � �

O
��� ��r ��� dr

�
CCA �

Durch Wiederholung erreichen wir

An � Hn � Pn�� � � � P�A�P� � � � Pn�� � QAQT �

wobei An eine obere Hessenberg�Matrix und Q eine orthogonale Matrix ist�

Bemerkung� Es ist auch m�oglich� A� zur Hessenberg�Gestalt mit Givens Transforma�

tionen 
ebene Drehungen� zu bringen� Die ben�otigten Multiplikationen sind�

Givens�
P

�n� r � ����n� ��n� r � ��� � ��n�



� ��n��

Householder� �n
�� � ��n���

Die Givens Transformation wurde zuerst benutzt� sp�ater die Householder Transformation�

da sie nur halb soviel Operationen ben�otigt� Noch sp�ater zeigte sich� da� die Berechnungen

mit Givens Transformation so organisiert werden k�onnen� da� der Rechenaufwand mit

dem f�ur die Householder Transformation vergleichbar ist�
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����� Konvergenz des QR�Verfahrens

Ist A durch �Ahnlichkeitstransformationen zur einfacheren Gestalt gebracht worden� dann

wird das QR�Verfahren angewendet�

Das QR�Verfahren ist wie folgt de�niert�

A� �� A 
�����

As � QsRs 
�����

As�� �� RsQs 
���
�

wobei Qs orthogonal und Rs eine rechte Dreiecksmatrix ist�

Die QR�Zerlegung 
����� beruht auf dem folgenden Hilfssatz�

Hilfssatz ��� a� A sei eine n
 n reelle Matrix� Es gibt eine orthogonale n
 n�

Matrix Q und eine rechte n
 n�Dreiecksmatrix R� damit

A � QR �

b� Sei A regul�ar� Dann sind Q und R bis auf die Multiplikation mit einer n
n

orthogonalen Diagonalmatrix D eindeutig bestimmt� Sei also

A � Q�R� � Q�R�

dann gibt es eine orthogonale Diagonalmatrix

D � diag����

mit

Q� � Q�D � R� � DR� �

Beweis�

a� Durch wiederholte Benutzung von Hilfssatz ���

A� �� A

Ak �

�
BB�

Uk
��� ck

��� Ck

� � � � � � � � � � � � � � �

�
��� bk

��� Bk

�
CCA

mit Uk eine k 
 k rechte Dreiecksmatrix� ck � R
k � bk � R

n�k � Ck �
R
k�
n�k��� � Bk � R


n�k��
n�k��� � Nach Hilfssatz ��� gibt es eine �n � k� 
 �n � k�

Householder Matrix Hk �

Hkbk � ��k��� �� �� � � � � ��T �
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Sei

Qk ��

�
Ik �

� Hk

�
�

Ak�� �� QkAk �

Q �� QT
� � � � Q

T
n�� �

R �� Un �

Dann gilt�

A � QR �

b� R� und R� sind regul�ar� Deshalb folgt aus Q�R� � Q�R�

QT
�Q� � R��

� R� �

R
 �� R��
� R� ist eine orthogonale obere Dreiecksmatrix�

Es folgt 
z�B� induktiv�� da� R
 eine orthogonale DiagonalmatrixD ist� DaDTD � I

� gilt D � diag���� �

�

Hilfssatz ��
 Seien As� Qs und Rs durch 
����� bis 
����� de�niert� Sei

Ps �� Q�Q� � � � Qs � 
�����

Us �� Rs � � � R�R� � 
���	�

Dann gilt�

a� As�� ist �ahnlich zu As� As�� � QT
s AsQs

b� As�� � P T
s A�Ps

c� As
� � PsUs

Beweis� Einfache Manipulationen� �

Der n�achste Hilfssatz wird ohne Beweis von Wilkinson 
Wilkinson ��	��� S� ����� benutzt�

Es kann wohl sein� da� ein besserer Beweis existiert�

Hilfssatz ��� Fs seien n
 n Matrizen mit Fs �� � f�ur s ���� Es sei weiter

�I � Fs� � QsRs

mit Qs 
orthogonal� und Rs 
obere Dreiecksmatrix mit positiven Diagonalelemen�

ten�� Dann gilt�

Qs �� I

Rs �� I

"
f�ur s ���
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Beweis� Zuerst bemerken wir� da�

kQsk� � � �

und

kRsk� � kQT
s 	 �E � Fs�k� � kQT

s k� 	 �� � kFsk�� �
so da� o�E� angenommen werden kann� da�

kRsk� � 	 �

Es gilt auch

�E � Fs�
�� � E �Gs

mit

kGsk �� � f�ur s ��� �


Begr�undung� Sei

�E � F ��� � E �G�

Es folgt

G � �E � F ��� � E � �E � F ����E � �E � F �� � ��E � F ��� 	 F �

Da

k�E � F ���k � �

�� kFk �

folgt�

kGk � kFk
�� kFk ��

Sei nun

Qs � �Ds � Ls � Us� �

wobei Ds� Ls und Us Diagonal�� linke und rechte Matrizen sind�

Aus

QT
s � Rs 	 �E � Fs�

�� � Rs 	 �E �Gs� � Rs �RsGs

folgt

kUT
s k� � kRsGsk� � 	kGsk� �

so da�

Us �� � f�ur s ��� �

Es darf weiter o�E� angenommen werden� da� Ds � Ls regul�ar ist und

k�Ds � Ls�
��k� 
 	 �

F�ur alle x � Rn gilt n�amlich

kxk� � kQsxk� � k�Ds � Ls � Us�xk� � k�Ds � Ls�xk� � kUsk�kxk� �
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so da�

k�Ds � Ls�xk� � ��� kUsk�� 	 kxk� ��

Sei nun

Vs �� �Ds � Ls�
��Us �

so da�

Qs � �Ds � Ls� 	 �I � Vs�

und Vs � � f�ur s��� Aus QT
sQs � E folgt dann

�I � V T
s � 	 �Ds � LT

s � 	 �Ds � Ls� 	 �I � Vs� � E �

und

Ds � Ls � �Ds � LT
s �

���I � V T
s ����I � Vs�

�� �

Folglich gilt

Ds � Ls � �Ds � LT
s �

�� 	 �I �Ws�

mit Ws � � f�ur s���

Wenn die unteren Dreiecksmatrizen links und rechts verglichen werden� ergibt sich

kLsk� � � � k�Ds � LT
s �

�� 	Wsk�
� k�Ds � LT

s �
��k� 	 kWsk�

�� � f�ur s ��� �

Da Qs orthogonal ist und Qs � Ds�Ls�Us mit Ls �� � und Us �� � � folgt sofort� da�

D�
s �� E f�ur s ��� �

Da Rs positive Diagonalelemente hat� folgt aus

Rs � QT
s 	 �E � Fs�

da�

Rs �� E

und zuletzt

Qs �� E �

�

Satz ��� Die n
 n reelle Matrix A habe betragsm�a�ig verschiedene Eigenwerte�

j	�j � j	�j � � � � � j	nj �
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Der Faktor Rs von As habe positive Diagonalelemente� Dann gibt es eine Permuta�

tion P von den Eigenwerten

� �

�
B� ��

���

�n

�
CA � P

�
B� 	�

���

	n

�
CA

so da�

a

s�
ij �� � � i � j

a

s�
ii �� �i �

Beweis� 
siehe Wilkinson� S� ���� x�� � � � � xn seien die Eigenvektoren von A und X �

�x�� � � � � xn�� Dann gilt

AX � XD � D � diag�	i�� 
�����

A � XDY � Y � X��� 
�����

Sei P� L� U � so da�

PY � LU � 
�����

wobei P eine Permutationsmatrix ist 
im allgemeinen k�onnen wir P � E w�ahlen�� L eine

linke Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen � und U eine rechte Dreiecksmatrix�

Sei Q 
orthogonal� und R 
rechte Dreiecksmatrix mit positiven Diagonalelementen�� so

da�

XP T � QR � 
�����

Aus 
����� bis 
����� folgt�

As � As
� � XDsY

� XP T �PDsP T �PY

� QR�PDsP T �LU

� QR 
DsLU

� QR� 
DsL 
D�s� 
DsU

mit 
D � PDP T eine Diagonalmatrix� Dann gilt�


DsL 
D�s � E � Es � mit Es �� � f�ur s �� � �


Wenn P � E� ist

�DsLD�s�ij � �ij�	i�	j�
s �
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I�a� sind weitere �Uberlegungen n�otig � siehe Wilkinson� S� ��	 ��

Es folgt�

As
� � Q�E �REsR

���R 
DsU

� Q�E � Fs�R 
DsU � mit Fs �� � f�ur s ��� �

Sei E � Fs � 
Qs

Rs� wo 
Rs positive Diagonalelemente hat� Dann gilt

As
� � �Q 
Qs�� 
RsR 
DsU� �

Sei


D � j 
DjD� � D
�
� � E

U � D��D
��
� U� � D�

� � E �

wobei j 
Dj und �D��
� U� positive Diagonalelemente haben� Dann gilt 
f�ur Diagonalmatrizen

AB gilt AB � BA�

As
� � Q 
QsD�D

s
���D�D

s
��
�� 
RsR�D�D

s
��j 
Djs�D��

� U � �

Aus den Hilfss�atzen ��� und ��� folgt�

Ps � Q 
QsD�D
s
�� 
�����

Us � �D�D
s
��
�� 
RsR�D�D

s
��j 
DjsD��

� U � 
�����

Es folgt aus 
������ 
����� und Hilfssatz ����

Qs � P��
s��Ps

� D�s��
� D��

�

Q��
s��Q

��Q 
QsD�D
s
�

� D� �D�s��
� D��

� � 
Q��
s��


Qs � E�D�D
s
�

�� D�

Auf die gleiche Weise�

Rs � UsU
��
s��

� ��D�D
s
��
�� 
RsR�D�D

s
��j 
DjsD��

� U � 	
	 �U��D��j 
Dj�s��D�s��

� D��
� R�� 
R��

s���D�D
s��
� � �

� �D�D
s
��
�� 
RsRD�j 
DjR�� 
R��

s���D�D
s��
� ��

diag�Rs� � diag� 
Rs�diag� 
R
��
s���j 
Dj

�� j 
Dj �

�
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����� Nichtkonvergenz des QR�Verfahrens

Das QR�Verfahren konvergiert nicht immer� wenn die Voraussetzungen von Satz ��	 nicht

erf�ullt sind�

Beispiel�

A �

�
BBB�

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

�
CCCA

Dann gilt� Q� � A� � R� � E � A� � A� � Dieses Beispiel zeigt auch� da� � selbst wenn A

reell ist � die QR�Folge fAkg nicht notwendig zur Jordan�Gestalt konvergiert�

����	 Beschleunigungsstrategien

�� Zerlegung von As Falls a

s�
r���r sehr klein ist� z�B����a
s�r���r

��� � epskAk� �

dann ist

As
�
�

�
BB�

Bs
��� Cs

� � � � � � � � �

�
��� Ds

�
CCA �

wobei Bs eine r
r Matrix ist� Die Eigenwerte von Bs und Ds werden dann getrennt

berechnet�

�� Shift�Strategie

As � �sE � QsRs

As�� � RsQs � �sE �

Zwei Methoden werden benutzt� um �s zu berechnen�


a� �s �� a

s�
nn


b� Seien 	� � as � ibs die Eigenwerte von�
a

s�
n���n�� a


s�
n���n

a

s�
n�n�� a


s�
n�n

�
�

dann ist

�s ��

�
	� � falls j	� � a


s�
nnj � j	� � a


s�
nnj

	� � sonst�





Kapitel �

Numerische Integration

��� Einleitung

Sei 
 � Rn und f � 
 �� R � Die Aufgabe der numerischen Integration besteht darin�

das Integral

I f ��

Z
�

f�x�dx

durch Inf zu approximieren�

Inf ��
nX

k��

Akf�xk� �

wobei die xk St�utzstellen und die Konstanten Ak Gewichte hei�en�

In diesem Kapitel wird ein einfacher spezieller Fall

I f ��

bZ
a

f�x�dx

ausf�uhrlich studiert�
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��� Die Formeln von Newton
Cotes

Seien �� 
 a 
 b 
� � f � C�a� b� und

I f �

bZ
a

f�x�dx �

Die Formeln von Newton�Cotes entstehen� wenn gleichverteilte St�utzstellen xk vorge�

schrieben werden und I f durch


I f ��
X
k

Akf�xk�

approximiert wird� Dabei werden die Gewichte Ak so gew�ahlt� da� gilt�


I p � I p � p � Pm�� �

wobei m die Anzahl der Gewichte Ak ist�

Die o	enen Newton�Cotes�Formeln entstehen bei der Wahl�

xk � a� k 	 b� a

n
� � � k � n� � � m � n� � �

so da� die Endpunkte des Intervalls �a� b� nicht St�utzstellen sind�

Die geschlossenen Newton�Cotes�Formeln entstehen bei der Wahl�

xk � a� k 	 b� a

n
� a� kh � � � k � n � m � n� � � h �� �b� a��n �


I f �� Inf �
nX

k�o

Akf�xk� �



��� Die Formeln von Newton�Cotes 
�

Da die geschlossenen Newton�Cotes�Formelen mehrere Anwendungen �nden� werden nur

diese Formeln weiter betrachtet�

Eine M�oglichkeit� die Gewichte Ak zu bestimmen� ist� die Funktion f durch ihr Interpola�

tionspolynom p zu ersetzen� das an ihrer Stelle integriert wird� In der Form von Lagrange

lautet p �

p�x� �
nX

k�o

f�xk� �k�x� mit

�k�x� �
nY
���
���k

x� x�
xk � x�

Es folgt�

In �

bZ
a

p�x� dx �
nX

k��

bZ
a

�k�x� f�xk� dx �
nX

k��

Akf�xk� mit

Ak �

bZ
a

�k�x� dx �

bZ
a

nY
���
���k

x� x�
xk � x�

dx

Es ist m�oglich� den Ausdruck f�ur Ak zu vereinfachen� Man setze

x � h t � a

und erh�alt�

Ak � h

nZ
�

nY
���
���k

t� �

k � �
dt �� h ak

Beispiel� n � � die Trapezregel �

a� �

�Z
�

t� �

��
dt �

�

	

a� �

�Z
�

t dt �
�

	

I� �
h

	
�f�a� � f�b�� �

b� a

	
�f�a� � f�b��

Das Integral wird also durch die Fl�ache eines Trapezes gen�ahert 
siehe Abbildung �����
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��
��

��
��

��
��

��
��

��

a b

f�x�

I�

T
T
T
T
T
TT

T
T
T
T
T
T
T

T
T
T
T
T
T
T
TT

T
T
T
T
T
T
T
T
TT

T
T
T
T
T

Abbildung ���� Graphische Darstellung der Trapezregel

Beispiel� n � 	 die Simpsonsche Regel�

a� �
�

�
a� �

�

�
a� �

�

�

I� �
h

�
�f�a� � �f

�
b� a

	

�
� f�b��

Die Simpsonsche Regel ist einfach und relativ genau und wird als zusammengesetzte

Regel h�au�g angewandt�

Wir untersuchen jetzt den Fehler�

Satz ��� �� Sei f � Cn���a� b�� Dann gilt�

jI f � Inf j � hn��cn max
�a�b	

jf 
n����x�j mit

cn � �

�n � ���

nZ
�

nY
k��

jt� kj dt �

�� Sei n gerade und f � Cn���a� b�� Dann folgt

jI f � Inf j � hn�
c�n max
�a�b	

jf 
n����x�j mit

c�n � n

	
cn

Beweis�



��� Die Formeln von Newton�Cotes 
�

�� Es gilt�

I f � Inf �

bZ
a

�f � p��x� dx �

Ferner hat man die folgende Absch�atzung f�ur den Interpolationsfehler�

�f � p��x� �
w�x�

�n� ���
f 
n������ mit

w�x� �
nY

k��

�x� xk� und � � ��x� � �a� b� �

Es folgt sofort�

jI f � Inf j � �

�n� ���

bZ
a

jw�x�j max
�a�b	

jf 
n����x�j dx �

cn ergibt sich aus der Berechnung von
bR
a

jw�x�j dx�

bZ
a

jw�x�j dx �

bZ
a

nY
k��

jx� xkj dx �� hn��

nZ
�

nY
k��

jt� kj dt

nach der Substitution x � a � h t �

�� F�ur gerades n ist w schiefsymmetrisch bez�uglich der Intervallmitte c � a�b
�

� es gilt

also
bZ

a

w�x� dx � � �

Damit hat man

bZ
a

�f � p��x� dx �
�

�n� ���

bZ
a

w�x�f 
n������ dx

�
�

�n� ���

bZ
a

w�x�
#
f 
n����c� � �� � c�f 
n������

$
dx

�
�

�n� ���

bZ
a

w�x��� � c�f 
n������ dx
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Wegen j� � cj � b�a
�

� nh
�

gilt�

j
bZ

a

�f � p��x� dxj � �

�n� ���

bZ
a

jw�x�j nh
	

max
�a�b	

jf 
n����x�j dx

� hn��cn
nh

	
max
�a�b	

jf 
n����x�j

� hn�
c�n max
�a�b	

jf 
n����x�j

� Da das Maximum hoher Ableitungen von f sehr schwer zu bestimmen ist� sind

diese Formeln zur praktischen Absch�atzung des Fehlers unbrauchbar� Ihr Nutzen liegt in

der Information� mit welcher Potenz von h der Fehler abf�allt� und da� er vom Maximum

einer h�oheren Ableitung abh�angt�

In dem Beweis von Satz ��� sind einige Absch�atzungen gemacht worden� Die Konstanten

cn sind deshalb nicht bestm�oglich und k�onnen 
mit wesentlich mehr Aufwand� verbessert

werden� Es gilt�

Inf �
h

�n

nX
k��

�
n�
k f�xk� �

I f � Inf � hp��Knf

p���� �

Die Werte von �k � �

n�
k � p und Kn sind f�ur � � n � � der folgenden Tabelle zu

entnehmen� 
siehe Tabelle ����

n �� �� �� �
 �� �n Fehler I � INC
n Bezeichnung

� � � 	 �h
 �
��
f 
����� Trapezregel

	 � � � � �h� �
��
f 
����� Simpson�Regel

� � � � � � �h� 

��
f 
����� Newtonsche 


�
� Regel

� � �	 �	 �	 � �� �h� �
���

f 
����� Milne�Regel

	r hn�
Knf

n������ n gerade

	r � � hn��Knf

n������ n ungerade

Tabelle ���� Die abgeschlossenen Newton�Cotes�Formeln f�ur � � n � �

Es gibt andere historische Integrationsformeln� z�B� Weddles Rule �

��Z
��

f�x�dx �
�

��

 
f���� � �f

�
�	

�

�
� f

�
��

�

�
� �f��� � f

�
�

�

�

� �f

�
	

�

�
� f���

!
�

�

������
f 
����� � � � � �
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die wegen der kleinen Koe�zienten beliebt war�

Es ist m�oglich� die Fehlerabsch�atzung etwas pr�aziser zu formulieren� und zwar in der

Form

I f � Inf �

bZ
a

Kn�t�f

n��t�dt

wobei Kn�t� der Peano�Kern hei�t� Z�B�� f�ur die Simpsonsche Methode gilt�

I f � INC
� f �

bZ
a

K��t�f

���t�dt

mit

K��t� ��

�
�
��
�t� a�
��t� a� b�� a � t � a�b

�
�
��
�b� t�
�b� 	a� �t�� a�b

�
� t � b


Siehe Abbildung �����

a b

K2
(t)

t

Abbildung ���� Der Peano�Kern K��t� f�ur Simpsons Regel

Die Fehlerabsch�atzungen spielen eine wichtige Rolle bei zusammengesetzten Regeln und

bei der L�osung von Integralgleichungen� z�B�

f�s� �

bZ
a

k�s� t�f�t�dt � g�s� � a � s � b�
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Beispiel�

I �

�Z
�

ex dx � e� � � ������

I� �
�

	
�� � e� � ������

I� �
�

�
�� � �e

�
� � e� � ������

I
 �
�

�
�� � �e

�
� � �e

�
� � e� � ������

I� �
�

��
�� � �	e

�
� � �	e

�
� � �	e

�
� � �e� � ������

F�ur n � � k�onnen negative Gewichte auftreten� was aus Rundungsfehlergr�unden nicht gut

ist� Wie wir sp�ater sehen werden� kann man Formeln h�oherer Genauigkeit konstruieren�

indem man die oben angegebenen Regeln auf Teilintervalle anwendet�

Beispiel� Sei

I f ��

��Z
��

dx

� � x�
� 	 arctan �

�
� 	� �����

In der Tabelle ��� werden die Approximationen INC
n eingetragen� Es ist klar� da� die Folge

fINC
n g divergent ist�

n INC
n

	 �� ���	

� 	� 	���

� �� �	��

� �� ����

�� �� ����

Tabelle ���� Ein Beispiel daf�ur� da� die Newton�Cotes Formeln divergieren k�onnen

Beispiel� Eine Anwendung der numerischen Integration ist die L�osung von Integralglei�

chungen�

Man betrachte die Fredholmsche Integralgleichung zweiter Art�

f�s� �

bZ
a

k�s� t�f�t�dt � g�s� � a � s � b �



��� Die direkte Konstruktion von Integrationsformeln 
	

wobei die Funktion g und der Kern k�s� t� bekannt sind und die Funktion f zu �nden ist�

Als L�osungsansatz kann man die Methode von Nystr�om benutzen� Seien x�� � � � � xn die

St�utzstellen zu der Newton�Cotes Integrationsformel INC
n � Die Integralgleichung wird ap�

proximiert durch ein System von n� � linearen Gleichungen f�ur die Werte von f in den

n � � St�utzstellen�

f�xi� �
nX

j��

Ajk�xi� xj�f�xj� � g�xi� � � � i � n �

wobei

INC
n f �

nX
j��

Ajf�xj��

��� Die direkte Konstruktion von Integrationsformeln

Im vorigen Abschnitt wurden die Newton�Cotes�Integrationsformeln mit Hilfe des Inter�

polationspolynoms konstruiert� Im n�achsten Abschnitt werden die Gau�schen Integrati�

onsformeln �ahnlich de�niert� Es ist aber m�oglich� solche Integrationsformeln ab initio zu

konstruieren� wie wir jetzt durch ein Beispiel erkl�aren�

Beispiel�

I f ��

��Z
��

f�x� dx �

G f ��
�X

k��

Akf�xk� �

Bestimme A�� A�� x� und x� derart� da�

G f � I f � f�ur f � P
 � 
����

Die Bedingung 
���� ist dazu �aquivalent� da�

G qj � I qj � � � j � �

qj � C������� �

qj�x� �� xj
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Es gilt also

I A� � A� � 	

II A�x� � A�x� � � 
����

III A�x
�
� � A�x

�
� � 	��

IV A�x


� � A�x



� � �

Sei

p�x� �� �x� x���x� x�� �

so da� es Konstanten � und 
 gibt mit

p�x� � x� � � x� 
 �

Durch gewichtete Kombinationen der Gleichungen 
���� erhalten wir�

I � � II � 
 III � 	 � 	��
 � A�p�x�� � A�p�x�� � �

II � � III � 
 IV � 	��� � A�x�p�x�� � A�x�p�x�� � �

woraus folgt�

� � � �


 � ���� �

p�x� � x� � ��� �

x� � ���
p
� �

x� � ���
p
� �

Die Gleichungen I und II werden�

A� � A� � 	

A� 	
���p

�

�
� A� 	

�
��p
�

�
� � �

woraus folgt�

A� � A� � � �

Die gew�unschte Integrationsformel lautet�

G f � f

���p
�

�
� f

�
��p
�

�
�
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�

��� Die Formeln von Gau�

Sei

�� � a 
 b � �� �

Sei w � C�a� b� mit�

�� w�x� � � � a � x � b �

�� w�x� � � f�ur fast alle x � �a� b� � so da� aus


a� f � C�a� b�


b� f�x� � �


c�
bR
a

w�x�f�x�dx � � folgt� f � ��

��
bR
a

w�x�xndx 
� � f�ur n � N �

Wir setzen

�f� g� ��

bZ
a

w�x�f�x�g�x�dx

vorausgesetzt� da� das Integral existiert� Ist �f� g� � � � dann sagen wir� da� f und g

orthogonal sind und schreiben f�g�
Seien

a � x� 
 x� 	 	 	 
 xn � b �

Eine Gau�sche Integrationsformel Gn hat die Gestalt�

Gnf �
nX

k��

Akf�xk�


notabene� n St�utzstellen� und erf�ullt die Bedingungen�

Gnp � Ip ��

bZ
a

w�x�p�x�dx � f�ur alle p � P�n�� �

Damit ist eine Gau�sche Integrationsformel wesentlich genauer als eine Newton�Cotes�

Integrationsformel mit der gleichen Anzahl St�utzstellen� was sie der geeigneten Wahl der

St�utzstellen xk zu verdanken hat�

Der folgende Satz zeigt� da� die Gau�sche Integrationsformel optimal ist�
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Satz ��� Es gibt keine Formel Gn � die in P�n exakt ist�

Beweis� Die Annahme� da�

Gnf �

bZ
a

w f dx � f � P�n

f�uhrt mit

f ��
nY

j��

�x� xj�
� � P�n

zu einem Widerspruch�

Gnf � � �� I f �

bZ
a

w f dx � � �

�

Um Gn zu konstruieren� wird eine Basis fpkg von orthogonalen Polynomen mit folgenden

Eigenschaften benutzt�

�� pk � Pk k � � �

�� pk�x� � xk �
Pk��

j�� a

k�
j xj �

�� pn�pm � d�h� �pn� pm� � � f�ur n �� m �

�� p���x� � � �

�� pn hat n unterschiedliche reelle Nullstellen a � x� 
 x� 
 	 	 	 
 xn � b �

Es wird sp�ater bewiesen� da� eine solche Basis tats�achlich existiert� Wir geben zuerst ein

Beispiel�

Beispiel� Die Tschebysche� Polynome erster Art Diese Polynome werden wie folgt

de�niert�

Tn�x� � cos�n arccos x� � �� � x � ��

Sie haben folgende Eigenschaften�

Orthogonalit�at

��Z
��

Tn�x�Tm�x�p
�� x�

dx �

���
��

� f�ur m �� n

��	 f�ur m � n � �

� f�ur m � n � �

Rekursion
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 ��

Tn���x� � 	xTn�x�� Tn���x� � n � �

Nullstellen

Tn�xk� � � f�ur xk � cos

�
	k � �

	n
�

�
� � � k � n� �

Extremstellen

jTn�x�j � � f�ur �� � x � �

Tn�xi� � ����i f�ur xi � cos

�
� i

n

�
� � � i � n �

Formel von Rodrigues

Tn�x� �
����n

	nn�

p
�� x�

dn

dxn

%
��� x��np

�� x�

&

Reihenentwicklungen

Satz ��� Sei f � C������� Lipschitz stetig und

a� �
�

�

��Z
��

f�x�T��x�p
�� x�

dx

an �
	

�

��Z
��

f�x�Tn�x�p
�� x�

dx � n � �

Dann konvergiert die Folge

�X
n��

anTn�x�

gleichm�a�ig gegen die Funktion f�x� im Intervall ��������

Beweis� Siehe z�B� Rivlin ��	
�� S� ����� �

Um eine gute Ann�aherung f�ur die Entwicklung von f in einer Folge von Tschebysche�

Polynomen zu erhalten� kann man folgenderma�en vorgehen�
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�� Bestimme eine konvergente Taylorentwicklung von f �

f�x� �
�X
k��

bkx
k � �� � x � ��

�� W�ahle N � N und setze

SN�x� �
NX
k��

bkx
k�

�� Ersetze die Potenzen von x durch Tschebysche� Polynome�

Beispiel� f�x� � ex

��

f�x� �
�X
k��

xk

k�

��

S��x� ��
�X

k��

xk

k�

�� Aus

� � T�

x � T�

x� �
�

	
�T� � T��

x
 �
�

�
��T� � T
�

x� �
�

�
��T� � �T� � T��

ergibt sich

S��x� � �� 	���T� � �� �	��T� � �� 	���T� � �� ����T
 � �� ���	T�

Satz ��� Seien x�� � � � � xn die Nullstellen von pn� Seien Ak die Gewichte der Newton�

Cotes�Formel zu den St�utzstellen x�� � � � � xn und der Funktion ��x��

Ak ��

bZ
a

��x�
nY
j��
j ��k

�x� xj�

�xk � xj�
dx�

Sei

Gnf ��
nX

k��

Akf�xk� �

Dann gilt�
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 ��

��

Gnf � I f � f � P�n��

��

Ak �

bZ
a

w�x�
nY
j��
j ��k

�
x� xj
xk � xj

��

dx

�� Sei f � C
�n��a� b�� Dann gibt es � � �a� b� mit�

I f �Gnf �
f 
�n����

�	n��

bZ
a

w�x��pn�x��
�dx �

Beweis�

�� Gn ist die Newton�Cotes�Formel zu den Nullstellen x�� � � � � xn von pn � also

Gn�f� �
nX

j��

bZ
a

w�x�
nY
i��
i��j

x� xi
xj � xi

f�xj�dx �

Gn ist o�enbar exakt in Pn�� � da ja gerade das Interpolationspolynom vom Grad

n� � integriert wird� Ist f � P�n�� � so gilt f � q pn � r mit q� r � Pn��� Es folgt

I f �

bZ
a

w f dx �

bZ
a

w q pndx

' (z )
�� � da q�Pn��

�

bZ
a

w r dx �

� Gn�r� � da r � Pn��

� Gn�r� � Gn�q pn�' (z )
�� � da pn
xj��� � j������ �n

� Gn�r � q pn�

� Gn�f�

�� Mit

wj�x� ��
nX
i��
i��j

x� xi
xj � xi

ist w�
j � P�n�� � also

bZ
a

w w�
j dx � Gn�w

�
j � �

nX
k��

Akw
�
j �xk� �

nX
k��

Ak�jk � Aj



�� Numerische Integration

�� Ist f � C
�n��a� b� � k�onnen wir f in den St�utzpunkten x�� x�� � � � � xn� xn interpolieren

und erhalten bei Anwendung von dividierten Di�erenzen

f�x� � �f�x�� � �x� x���x�� x��f � �x� x��
��x�� x�� x��f � 	 	 	

�

�
n��Y
j��

�x� xj�
�

�
�x� xn��x�� x�� � � � � xn��� xn��� xn� xn�f

�

�
nY

j��

�x� xj�
�

�
�x�� x�� � � � � xn� xn� x�f

� q�x� � r�x�pn�x�
� � mit q � P�n��

Es folgt�

I f �Gnf � �I q �Gnq� � �I rp�n �Gnrp
�
n� � � � �I rp�n � �� � I rp�n�

Aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt�

I f �Gnf � r���

bZ
a

w�x��pn�x��
�dx �

f 
�n����

�	n��
�pn� pn� �

wobei im letzten Schritt Hilfssatz ��� benutzt worden ist�

�

Hilfssatz ��� Sei x�� � � � � x � R� Sei

� � minfx�� � � � � xmg

 � maxfx�� � � � � xmg

f � Cm��� 
�� Es gibt � � ��� 
� mit

�x�� x�� � � � � xm�f �
fm���

m�
�

Beweis� Siehe 
z�B�� E� Isaacson und H�B� Keller� Analysis of Numerical Methods� S�

���� �

Beispiel� �a� b� � ������� � w � �

Die xj sind die Nullstellen der Legendre Polynome Pn�

n x� x� x
 A� A� A


� � 	

	 �
q

�



�
q

�



� �

� �
q



�

�
q



�

�
�

�
�

�
�



��
 Existenz von Orthogonalpolynomen �


I �

�Z
��

exdx � 	������	

Die Simpson�Regel liefert� I� � 	���	���� Dagegen ist mit gleich vielen Funktionswertun�

gen G
 � 	�������� Es folgt aus der Nichtnegativit�at der Gewichte Ak f�ur die Formel von

Gau�� da�

lim
n��

Gnf � If f�ur f � C�a� b��

Um dies zu beweisen� benutzt man den folgenden Satz�

Satz ��
 �Steklo� und Polya� Sei

If �

bZ
a

f�x� dx

Inf �
nX

k��

A

n�
k f�x


n�
k � �

Es gilt�

lim
n��

Inf � If f�ur alle f � C�a� b�

genau dann� wenn

�� Inp� Ip f�ur jedes Polynom p �

�� Eine Konstante K existiert derart� da�

nX
k��

jA
n�
k j � K f�ur n � N �

Beweis� Siehe 
z�B�� I�P� Natanson� Konstruktive Funktionentheorie� S� ���� �

��� Existenz von Orthogonalpolynomen

Hierf�ur benutzen wir das Schmidtsche Verfahren zur Konstruktion einer orthogonalen

Basis� ausgehend von einer beliebigen Basis�

Seien

qn � Pn � qn�x� �� xn � n � N� �

Dann ist fq�� � � � � qng eine Basis f�ur Pn � Seien

p� �� q� �

pn �� qn �
n��X
i��

�qn� pi�

�pi� pi�
pi � n � N �



�� Numerische Integration

Satz ��� Seien fpng wie oben de�niert� Dann gilt�

�� pn ist wohlde�niert� pn � Pn � und

pn�x� � xn � rn�� � rn�� � Pn�� �

�� pn�ps f�ur s 
 n � d�h�

�pn� ps� � � � f�ur s 
 n �

�� �pn� pn� � � �

�� fp�� p�� � � � � png ist eine Basis f�ur Pn �

�� pn�Pn�� � d�h�

�pn� p� � � f�ur alle p � Pn�� �

�� Sei n � �� Die Polynome pn gen�ugen der Rekursionsformel

pn�x� � �x� �n�pn���x�� ��npn���x� �

wobei

p���x� �� � � P�� � fp��g � �n ��
�xpn��� pn���

�pn��� pn���
� n � N

��n ��

�
� � f�ur n � � �


pn���pn���

pn���pn���

� f�ur n � �

Beweis� Der Beweis erfolgt durch Induktion �uber die Behauptung�

Hr � Die Bedingungen �� bis �� gelten f�ur � � n � r �

Die Behauptung H� ist o�ensichtlich wahr�

Sei Hn�� wahr� Da �pi� pi� � � f�ur � � i 
 n � ist pn de�niert und �� und �� folgen sofort�

Da pn�x� � xn � rn�� � ist pn �� � und �� folgt�

Sei q � Pn � q � �xn � qn�� mit qn�� � Pn��� Dann ist

q � �pn � wn�� � wn�� � Pn�� �

�� und �� folgen sofort�

Um �� zu beweisen� mu� man zwischen dem Fall n � � und dem Fall n � � unterscheiden�

Ist n � � � dann kann man �� durch direkte Berechnung best�atigen�

Ist n � � � dann setzen wir

q�x� �� x pn���x� � xn � sn��� sn�� � Pn�� �



��
 Existenz von Orthogonalpolynomen �	

Aus �� folgt�

q � pn �
n��X
i��

cipi � ci � R �

Sei � � r 
 n� 	� Dann gilt�

�q� pr� � �pn �
n��X
i��

cipi� pr� � cr�pr� pr� �

Andererseits gilt�

�q� pr� � �pn��� xpr� � � �

da pn���Pn��� d�h� cr � � f�ur � � r 
 n� 	�

Ebenso folgt�

�n � cn�� �
�x pn��� pn���

�pn��� pn���

und

��n � cn�� �
�x pn��� pn���

�pn��� pn���
�

�pn��� pn���

�pn��� pn���

da

x pn�� � pn�� � �n��pn�� � ��n��pn��

�

Satz ��	 Sei fpng eine Basis von Orthogonalpolynomen� Dann gilt�

�� pn hat n unterschiedliche Nullstellen in �a� b� �

�� Die Nullstellen von pn�� trennen die Nullstellen von pn �

Beweis�

�� Wenn sich das Vorzeichen von pn in �a� b� nicht �andert� setzen wir r � � und

q�x� � �� Sonst seien x� 
 x� 
 	 	 	 
 xr jene Punkte in �a� b� � wo das Vorzeichen

von pn�x� sich �andert� 
x�� � � � � xr sind die Nullstellen von pn im Intervall �a� b� �

deren Vielfachheit ungerade ist�� Sei

q ��
rY

i��

�x� xi� �

Ist r 
 n � dann ist q � Pn�� und q�pn � Aber das Vorzeichen von q pn �andert sich

in �a� b� nicht� so da� �q� pn� � �� Es folgt� da� r � n�



�� Numerische Integration

�� Der Beweis erfolgt durch Induktion�

Sei n � 	� dann gilt

p��x� � �x� ���p��x�� ���p��x� �

Sei x� � �a� b� die Nullstelle von p�� Da p��x� � � � folgt� da�

p��x�� � ����p��x�� 
 � �

Da p��x� � x� � r��x� mit r� � P� � ist p��x� positiv f�ur jxj gro�� Deshalb hat p�
mindestens eine Nullstelle y� � ���� x�� und eine Nullstelle y� � �x������ Es gilt�

a 
 y� 
 x� 
 y� 
 b �

Seien n � 	 �

x� 
 	 	 	 
 xn��

die Nullstellen von pn�� und

y� 
 	 	 	 
 yn��

die Nullstellen von pn��� Wegen der Induktionshypothese gilt�

a 
 y� 
 x� 
 y� 
 	 	 	 
 xn�� 
 yn�� 
 b �

Weiter gilt�

pn�yi� � ���npn���yi� �

Zwischen den beiden nacheinanderfolgenden Nullstellen yi liegt genau eine Nullstelle

von pn�� � so da�

sign �pn���yi�� � ����i�� sign pn���y�� � � � i � n �

Folglich gilt�

sign �pn�yi�� � �sign �pn�yi���� � � � i � n� � �

so da� pn�x� eine Nullstelle zi�� zwischen yi und yi�� hat� d�h�

a 
 y� 
 z� 
 y� 
 	 	 	 
 zn�� 
 yn�� 
 b �

Weiter gilt�

sign �pn�y��� � �sign �pn���y���

sign �pn�yn�� � �sign �pn���yn��

sign �pn�x�� � sign �pn���x�� � f�ur jxj �� � �

Es folgt� da� pn zwei weitere Nullstellen z� und zn besitzt mit

a 
 z� 
 y� und yn 
 zn 
 b �

Damit ist die Induktionshypothese best�atigt�

a 
 z� 
 y� 
 	 	 	 
 yn�� 
 zn 
 b �



��� Zusammengesetzte Regeln ��

�

Beispiele von Orthogonalpolynomen

a b w�x� Bezeichnung

�� � � Legendre

� � e�x Laguerre

�� �� e�x
�

Hermite

��� Zusammengesetzte Regeln

Kennzeichnend f�ur die moderne Numerik ist� da� man lokale Approximationen niedriger

Ordnung �uber globale Approximationen h�oherer Ordnung stellt� Dementsprechend wird

ein Integral

I�
�f ��

Z
�

f�x�dx

oft dadurch approximiert� da� das Gebiet 
 in mehrere Teilgebiete 
k aufgeteilt


 �
m�
k��


k � 
k � 
� � � f�ur k �� � �

und jedes der entsprechenden Integrale gesondert approximiert wird�

I�
�f �
mX
k��

Z
�k

f�x�dx ��
mX
k��

I�
k�f �
�
�

mX
k��


I�
k�f �

wobei 
I�
k�f eine Approximation zu I�
�f ist� Die Vorteile dieser Vorgehensweise sind�

�� Die Teilgebiete 
k k�onnen so klein gew�ahlt werden� da� es gen�ugt� 
I�
k�f mit Hilfe

von Integrationsformeln niedriger Ordnung zu berechnen�

�� St�unden mehrere Prozessoren zur Verf�ugung� k�onnte die Berechnung verschiedener

Approximationswerte 
I�
k�f auf verschiedene Prozessoren verteilt werden�

�� Falls der Integrand f in einem Teilgebiet 
k besonders stark variiert� kann der

Berechnung von 
I�
k�f besonders viel Sorgfalt gewidmet werden�

Wir werden diese Ideen zuerst in einem einfachen� aber sehr wichtigen Spezialfall anwen�

den�


 � �a� b� � R
� �


k � �a �
k � �

m
�b� a� � a �

k

m
�b� a�� �


I�
k�f � INC
n �
k�f �
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wobei INC
n �
k�f durch eine geschlossene Newton�Cotes�Formel mit �n��� St�utzpunkten

berechnet wird�

INC�m
n �
�f ��

mX
k��

�
h

nX
i��

a

n�
i f�x
k���n�i�

"

mit

xj �� a� j h � � � j � m 	 n �

h ��
b� a

m 	 n �

wo a

n�
i die Gewichte der geschlossenen Newton�Cotes Integrationsformel mit n Intervallen

sind� Diese Integrationsformel hei�t die wiederholte Newton�Cotes Integrationsformel

oder die zusammengesetzte Newton�Cotes Integrationsformel�

Beispiel��n � ��

INC�m
� ��a� b��f �

mX
k��

fh��
	
f�a� �k � ��h� �

�

	
f�a� kh��g

� h

	
�

	
f�a� �

�

	
f�b� �

m��X
k��

f�a� kh�




mit

h �
b� a

m
�

Diese Formel� die wiederholte Trapezregel� kommt in mehreren Anwendungen vor� Statt

INC�m
� ��a� b��f schreibt man oft T �h� � wenn der Integrand f und das Intervall �a� b� fest�

gelegt worden sind�

Es gilt�

T �h� �
h

	
�f�x�� � 	f�x�� � 	 	 	� 	f�xm��� � f�xm��

mit

xk �� a� kh �

Diese Formulierung der Integrationsformel wird oft benutzt� obwohl sie rechnerisch

ung�unstig ist� da mehrere unn�otige Multiplikationen mit dem Faktor � vorliegen�

Beispiel��n � 	�

INC�m
n ��a� b��f �

mX
k��

fh��
�
f�x�k��� �

�

�
f�x�k��� �

�

�
f�x�k��g

mit

h ��
b� a

	m
�



��� Zusammengesetzte Regeln 	�

Diese Integrationsformel kann auch folgenderma�en umformiert werden�

INC�m
n ��a� b��f �

h

�
�f�x�� � �f�x�� � 	f�x�� � �f�x
� � 	f�x�� � 	 	 	

� 	f�x�m��� � �f�x�m��� � f�x�m�� �

Diese Formel� die wiederholte Simpsonregel� ist vielleicht jene Formel� die am meisten

benutzt wird� wenn keine numerische Software vorhanden ist� Sie ist einerseits sehr einfach

und andererseits ziemlich genau� Statt INC�m
� ��a� b��f schreibt man oft S�h�� wenn der

Integrand f und das Intervall �a� b� festgelegt worden sind�

Ein Vorteil der zusammengesetzten Integrationsformel ist die einfache Fehlerabsch�atzung�

wie das aus dem folgenden Satz hervorgeht� den wir der Einfachheit halber nur f�ur die

zusammengesetzten Newton�Cotes Integrationsformeln formulieren�

Satz ��� Seien �� 
 a 
 b 
 �� und INC�m
n ��a� b��f eine zusammengesetzte

Newton�Cotes Integrationsformel� Dann gilt�

�� Sei

r �

�
n � � � f�ur n ungerade �

n � 	 � f�ur n gerade �

Sei f � C
r���a� b��� Dann gibt es � � �a� b� und Cn � R mit

I f � INC�m
n ��a� b��f � �b� a�Cnh

rf 
r���� �

�� Sei f � C�a� b�� Dann gilt�

lim
m��

INC�m
n ��a� b��f � I f �

Beweis�

�� Es gibt 
siehe Satz ��� und Tabelle ���� ein �k � �x
k���n� xkn� mit

xknZ
x�k��	n

f dx�
nX
i��

h a

n�
i f�x
k���n�i� � cn h

r��f 
r���k� �

Durch diese Absch�atzung� von k � � bis k � m zu summieren� erh�alt man�

Em
n f �� I f � INC�m

n ��a� b��f � cnh
r��

mX
k��

f 
r���k� �

Sei

gr �� min
x��a�b	

f 
r��x�

Gr �� max
x��a�b	

f 
r��x�
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Dann ist

gr � �

m

mX
k��

f 
r���k� � Gr �

Folglich gibt es ein � � �a� b� mit

�

m

mX
k��

f 
r���k� � f 
r���� �

d�h�

Em
n f �

cn
n

�b� a�hrf 
r���� �

�� Wir �uberpr�ufen die Bedingungen des Satzes von Steklow und Polya�


a� Sei f ein Polynom� Sei r wie in ��� Dann folgt�

jI f � INC�m
n f j � max

a�x�b
jf 
r��x�j 	 Cn 	 b� a 	 	�b� a�r

�mn�r
�

so da�

lim
m��

INC�m
n f � I f �

Damit ist die erste Bedingung des Satzes von Steklow und Polya erf�ullt�


b� Die Integrationsformel INC�m
n l�a�t sich folgenderma�en schreiben�

mnX
j��

Am�n
j f�xj� �� INC�m

n f �

Es folgt�

mnX
j��

jAm�n
j j �

mX
k��

h
nX
i��

ja
n�i j � K ��
b� a

n

nX
i��

ja
n�i j �

Damit ist die zweite Bedingung des Satzes von Steklow und Polya bewiesen�

�

Die Fehlerabsch�atzungen f�ur einige zusammengesetzte Newton�Cotes Formeln werden in

Tabelle ��� zusammengefa�t�

Beispiel�

�� I �
�R
�

exdx

h Th I � Th Quotient aufeinanderfolgender Fehler

� ������ ������� �
��	 ������ ������� ����

��� ���	�	 ������� ����



��	 Praktische Anwendungen 	�

n Bezeichnung Fehlerabsch�atzung

� Trapezregel h� 	 b�a
��
	 f 
�����

	 Simpson�Regel h� 	 b�a
���

	 f 
�����

� ����Regel h� 	 b�a
��
	 f 
�����

� Milne�Regel h� 	 �
���

	 b� a 	 f 
�����

Tabelle ���� Fehlerabsch�atzungen f�ur zusammengesetzte Newton�Cotes Regeln

Der Fehlerquotient zeigt den Abfall mit h� � Bei Halbierung von h geht der Fehler auf

ungef�ahr ein Viertel zur�uck� Eine �Uberpr�ufung dieses Abfalls ist eine gute Kontrolle

auf Rechenfehler�

�� I �
�R
�

p
x dx

h Th I � Th Quotient aufeinanderfolgender Fehler

� ������ ������ �
��	 ������ ������ 	���

��� ������ ���	�� 	���

Hier f�allt der Fehler nicht mit h� ab� Unsere Absch�atzung ist nicht anwendbar� dap
x �� C���� �� �

��	 Praktische Anwendungen

Wenn gew�unscht wird� ein Integral I �
R
�

f dx mit einem Fehler von h�ochstens � zu

berechnen� k�onnen die folgenden Hinweise n�utzlich sein�

�� �Uberpr�ufe� ob das Integral existiert� d�h� ob die Voraussetzungen f�ur die Existenz

vorhanden sind� Wenn das Integral durch mehrere Transformationen und Manipula�

tionen hergeleitet worden ist� ist es durchaus m�oglich� da� sich Fehler einschleichen�

so da� z�B� das Integral divergiert�

�� �Uberpr�ufe� ob der Integrand sich in einigen Teilgebieten besonders schnell �andert�

d�h� ob die Ableitungen von f in einigen Teilgebieten betragsm�a�ig gro� werden�

Wenn ja� sollten solche Gebiete gesondert behandelt werden�

I � Ig � Ing �

Z
�glatt

f dx�

Z
�nicht�glatt

f dx �

Hierdurch kann eine wesentliche E�zienzsteigerung erzielt werden� da die Berech�

nung von Ing eine viel dichtere Verteilung von St�utzpunkten erfordert�
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�� �Uberpr�ufe� ob I analytisch ausgewertet werden kann� Wenn nicht� �uberpr�ufe� ob es

eine Funktion g gibt� so da� das Integral
R
�

g dx analytisch ausgewertet werden

kann und �f � g� entweder sehr klein oder sehr glatt und deshalb leichter als f zu

berechnen ist�

�� Wenn der gew�unschte Fehler � sehr klein ist� m�ussen Rundungsfehler eventuell

ber�ucksichtigt werden�

�� Sollte das Integral �ofter berechnet werden 
z�B� wenn f von einem Parameter

abh�angig ist�� mu� die E�zienz besonders ber�ucksichtigt werden�

�� Wenn eine exakte Fehlerabsch�atzung oder Erfahrung mit �ahnlichen Integralen nicht

vorliegt� mu� der Fehler empirisch abgesch�atzt werden� Die kanonische Methode ist�

die Berechnungen mit drei verschiedenen Intervallen h durchzuf�uhren�

h� 
 h� 
 h
 �

h� � � h� � h
 � � h� � � � ��� ��

Man setzt voraus� da�

I� �� I�h��
�
� I � c hs�

I� �� I�h��
�
� I � c hs�

I
 �� I�h
�
�
� I � c hs


I� � I� � c�hs� � hs�� � c hs���� �s�

I� � I
 � c�hs� � hs
� � c hs���� �s�

Es folgt

s � �n

�
I� � I

I� � I�

�
��n � �

I � I
 � c hs
 � I
 � c hs� 	
�
h

h�

�
� I
 � �I� � I
�

�s

�� �s

z�B�� wenn � � ��	 und s � 	� gilt�

I � I
 � �I� � I
�

�
�

� I
 � I�
�

�

Man kann diese Formel benutzen� um eine bessere Approximation zu I zu bekom�

men� Wichtig ist aber� da� der berechnete Wert von � mit dem theoretischen Wert

�ubereinstimmt�



��� Die Euler�Maclaurin Formel 	


��� Die Euler
Maclaurin Formel

Sei h � b�a
n

� n � N und T �h� die Trapezsumme

T �h� �� h

 
�

	
f�a� � f�a� h� � 	 	 	� f�b� h� �

�

	
f�b�

!

Wir m�ochten eine asymptotische Entwicklung f�ur T �h� herleiten� Es ist zun�achst erforder�

lich� die Bernoulli�Polynome Bn�x� und Bernoulli�Zahlen Bn zu betrachten� Die Polynome

Bn�x� werden mit Hilfe einer Erzeugungsfunktion de�niert�

ext
t

et � �
�

�X
n��

Bn�x�

n�
tn � 
����

so da� z�B�

B��x� � �

B��x� � x� �

	

B��x� � x� � x�
�

�

B
�x� � x
 � �

	
x� �

�

	
x

B��x� � x� � 	x
 � x� � ����

B��x� � x� � �

	
x� �

�

�
x
 � �

�
x

B��x� � x� � �x� �
�

	
x� � �

	
x� �

�

�	

B��x� � x� � �

	
x� �

�

	
x� � �

�
x
 �

�

�
x

B��x� � x� � �x� �
��

�
x� � �

�
x� �

	

�
x� � �

��

Die Bernoulli�Zahlen werden durch Bn �� Bn��� de�niert� so da� aus 
����

�X
n��

Bn
tn

n�
�

�

et � �
�
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folgt� so da� z�B�

B� � �

B� � ��

	

B� �
�

�
B
 � �

B� � �����

B� � �

B� � ���	

B� � �

B� � �����

B� � �

B�� � ����

Bemerkung� Wir benutzen die Notation von Abramowitz und Stegun� Handbook of Ma�

thematical Functions� Leider werden in der Literatur verschiedene De�nitionen benutzt�

z�B� Stoer� Einf�uhrung in die Numerische Mathematik� setzt

BStoer
�k � ����kBk

und Atkinson� An Introduction to Numerical Analysis� setzt

�X
n��

BAtkinson
n �x�

n�
tn �

t�ext � ��

et � �
�

Wird die Gleichung 
���� nach x di�erenziert� so folgt

�X
n��

B
�

n�x�

n�
tn � text

t

et � �
� t

�X
n��

Bn�x�

n�
tn �

Der Vergleich der Koe�zienten von tn ergibt�

B
�

n�x� � nBn���x� � n � �

und

Bn�x� � Bn � n

xZ
�

Bn���t�dt 
����

mit B���x� und B�� � ��

Weitere Eigenschaften sind�
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Satz ��� ��

B�n�� � � f�ur n � � �

��

Bn��� � Bn��� f�ur n � � und n � 	 � 
����

��

Bn��� x� � ����nBn�x� �

�� B�k�x��B�k hat das gleiche Vorzeichen f�ur x � ��� �� und erreicht sein Extremum

f�ur x � �
�
�

��

Bn

�
�

	

�
� ���� 	�n���Bn

��

����n��B�n �
	 	 �	n��
�	���n

f�ur n � � �

d�h� die Bernoulli�Zahlen werden sehr gro��

Beweis�

�� Die Funktion
t

et � �
� B�t � t

�
et � �

et � �

�
ist symmetrisch um t � ��

��

�X
n��

Bn���

n�
tn �

�X
n��

Bn���

n�
tn �

t

et � �
� tet

et � �
� �t�

��

�X
n��

Bn��� x�

n�
tn �

�X
n��

Bn�x�

n�
��t�n �

te
��x�t

et � �
� ��t�e�xt

e�t � �
� ��
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�� Man betrachtet zuerst die Nullstellen von B�k���x�� Es gilt�

B�k����� � B�k����� � B�k��

�
�

	

�
� � f�ur k � 	�

Ist x � ��� �� eine weitere Nullstelle von B�k���x�� so ist �� x auch eine Nullstelle�

Also hat B�k���x� mindestens f�unf Nullstellen in ��� ��� Nach dem Satz von Rolle

hat

�	k � ��B�k���x� � B
�

�k���x�

dann mindestens vier Nullstellen in ��� ��� Dazu kommen die Nullstellen x � � und

x � �� so da� B�k�
�x� mindestens f�unf Nullstellen hat� Durch Induktion folgt� da�

B
�x� mindestens f�unf Nullstellen hat� ein Widerspruch�

Damit ist bewiesen� da� f�ur k � 	 B�k���x� nur die drei Nullstellen �� �
�
� � in ��� ��

hat� Die Funktion B�k�x�� B�k ist symmetrisch um x � �
�
und ihre Ableitung

�B�k�x�� B�k�
�

� 	k B�k���x�

ist Null f�ur x � �
�
und x � �� aber sonst ungleich Null� Es folgt� da� B�k�x� in ��� ��

das gleiche Vorzeichen besitzt und da�

max
��x��

jB�k�x�� B�kj � B�k

�
�

	

�
�

��

t

et�� � e�t��
�

�X
n��

Bn

�
�

	

�
tn

n�

und
t

et�� � e�t��
�

�X
n��

�	�n�� � ��Bn
tn

n�
�

�

Die durch

B�
n�x� �� Bn�x� i� � i � x 
 i � � � i � N

de�nierte Funktion ist eine periodische Fortsetzung der Funktion Bn�x� mit Periode ��

F�ur n � 	 ist B�
n�x� stetig 
siehe 
������ B�

� � � und B�
��x� ist st�uckweise linear 
siehe

Abbildung �����

Aus 
���� und 
���� folgt�

B�
n�x� � B�

n��� � n

xZ
�

B�
n���t�dt f�ur n � � und n � 	 � 
����
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B*1 (x)

x210-1

Abbildung ���� Die Funktion B
�
��x�

Satz ���� �Euler�MacLaurin�Formel� Sei m � �� n � �� h � b�a
n
� xj � a � jh� Sei

f � C�m���a� b�� Dann gilt�

T �h� �

bZ
a

f�x�dx�
mX
i��

h�i
B�i

�	i��
�f 
�i����b�� f 
�i����a��

� h�m��

�	m� 	��

bZ
a

 
B�

�m��

�
x� a

h

�
�B�m��

!
f 
�m����x�dx � 
��
�

Beweis� Statt f betrachten wir die Funktion g�t�� die durch

g�t� �� f�a� th�

de�niert ist� Dann gilt�
bZ

a

f�x�dx � h

nZ
�

g�t�dt�

Sei � � i 
 n� Dann folgt durch partielle Integration

i��Z
i

g�t�dt �

i��Z
i

g�t�
d

dt
�B�

��t��dt

�

�Z
�

g�t� i�
d

dt
�B��t��dt

� �g�t� i�B��t��
�
� �

�Z
�

g
�

�t� i�B��t�dt

�
�

	
�g�i� �� � g�i���

�Z
�

g
�

�t� i�B��t�dt
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und nach Summation �uber i�

T �h� �

bZ
a

f�x�dx� h

nZ
�

g
�

�t�B�
��t�dt 
����

�

bZ
a

f�x�dx� h

nZ
�

g
�

�t�
d

dt

 
�

	
B�

��t�

!
dt 
��	�

Sei u� v � C��� n�� u � C���� n�� v stetig di�erenzierbar mit Ausnahme von endlich vielen

Stellen tj und existiere

lim
t�tj��

v
�

�t� � v
�

�tj � ��

lim
t�tj��

v
�

�t� � v
�

�tj � �� �

dann folgt

nZ
�

uv
�

dt � �uv�n� �
nZ

�

u
�

v dt � 
�����

Die Funktionen B�
k�t� sind stetig f�ur k � 	 
siehe 
����� und d

dt
B�
k � k B�

k�� 
siehe 
������

Durch wiederholte partielle Integration folgt aus 
����� 
��	� und 
������

nZ
�

g
�

�t�B�
��t�dt �

�mX
k��

����k��

�k � ���

*
g
k��t�B�

k���t�
+t�n
t��

�
�����m��

�	m� ���

nZ
�

g
�m����t�B�
�m���t�dt �

Da B�
j ��� � B�

j ��� � � f�ur j ungerade� entf�allt die H�alfte der Terme in der Summe� Weiter

gilt�

g
k��t� � hkf 
k��a� th� � 
�����

Das Integral kann noch einmal durch partielle Integration transformiert werden� wobei

wir diesmal statt der Identit�at

B�
�m���t� �

�

	m� 	

d

dt

�
B�

�m���t�
�

die Identit�at

B�
�m���t� �

�

	m� 	

d

dt

*
B�

�m���t�� B�
�m�����

+
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benutzen� Zusammenfassend kann die Gleichung 
����� wie folgt geschrieben werden�

nZ
�

g
�

�t�B�
��t�dt �

mX
i��

h�i��B�i

�	i��

*
f 
�i����b�� f 
�i����a�

+

� �

�	m� 	��

nZ
�

g
�m����t�
*
B�

�m���t�� B�m�����
+
dt

Der Satz folgt aus 
����� 
����� und 
������ �

Es ist manchmal m�oglich� den Fehlerterm Em�f�

Em�f� �� � h�m��

�	m � 	��

bZ
a

 
B�

�m��

�
x� a

h

�
� B�m��

!
f �m���x�dx

umzuformen�

Satz ���� Sei f � C�m���a� b�� f habe das gleiche Vorzeichen auf �a� b�� Dann gilt� Es

gibt � � ��� �� mit

Em�f� � ���	� 	��m���
h�m��

�	m� 	��
B�m��

*
f 
�m����b�� f 
�m����a�

+
�

d�h� der Fehler hat das gleiche Vorzeichen wie der erste vernachl�assigte Term der

Euler�MacLaurin Entwicklung und ist h�ochstens zweimal so gro��

Beweis� Siehe Krylov ��	��� S� ��
�� �

Die Euler�MacLaurin Formel 
��
� hat u�a� folgende Anwendung�

Die Summation von langsam konvergierenden Folgen� wie z�B�

�X
n��

�

n�
�

Sei f�x� � ��x�� a � ��� b ��� h � �� Es folgt�

T �h� �
�

	
f���� �

�X
n��

�

��� � n��
�

�Z
��

�

x�
dx�

mX
i��

B�i

���i��
� Em �

so da�
�X
n��

�

n�
�

�X
n��

�

n�
�

�
�

���
�

�

��
�

mX
i��

B�i

���i��
� Em�
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W�ahle z�B� m � 	� dann folgt�

�X
n��

�

n�
� �� ���������� � � ��

�

	��
�

�

��
�

�

�

�

��

� �

��

�

���
� E�

� �� ���������� � E�

mit

jE�j � 	 	 �

�	
	 �����

��� Romberg
Integration

Eine wichtige Anwendung der Euler�MacLaurin Formel ist die Romberg� Integration�

Sei f � C�m���a� b�� Nach Satz ���� gilt�

T �h� � �� � ��h
� � ��h

� � 	 	 	� �mh
�m � h�m���m���h�

mit

�� �� I f �

bZ
a

f�x�dx

�i �
B�i

�	i��

*
f 
�i����b�� f 
�i����a�

+
� � � i � m

�m���h� � � h�m��

�	m � 	��

bZ
a

 
B�

�m��

�
x� a

h

�
�B�m��

!
f 
�m����x�dx

Wichtig dabei ist� da� ��� � � � � �m Konstanten sind�

Sei nun

h� �� �b� a�

hi ��
h�
ni

� ni � N �

z�B� die Romberg�Folge

hi ��
b� a

	i
� i � ��

Man berechnet

Ti� �� T �hi� � � � i � m

und

Tik �� Ti�k�� �
Ti�k�� � Ti���k���

hi�k
hi

��

� �
� � � k � i � m�
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T��
T�� T��
T�� T�� T��
���

���
� � �

Tm� Tm� Tm� 	 	 	 Tmm

Tabelle ���� Das Romberg�Tableau

F�ur die Romberg�Folge gilt�

Tik �� Ti�k�� �
Ti�k�� � Ti���k��

�k � �
� � � k � i � m�

Die Zahlen Tik k�onnen als Tableau dargestellt werden 
siehe Tabelle �����

Die Zahl Tik ist gleich 
Tik���� wo 
Tik dasjenige Polynom in h� vom Grade 	k�


Tik�h� �� a� � a�h
� � 	 	 	� akh

�k �

ist� f�ur das gilt�

Tik�hs� � T �hs� � i� k � s � i�

Die Berechnung von Tik erfolgt nach dem Schema von Neville f�ur Polynominterpolation�

Es gilt�


Tik�h� �

�
h� � h�i�k

�

Ti�k���h� � �h�i � h�� 
Ti���k��

h�i � h�i�k


siehe Tabelle ����� so da�

Tik��� � Tik�

h�i�k T��i�k
h�i�k�� T��i�k�� T��i�k��

���
���

� � �

h�i�� T��i�� T��i�� Ti���k��

h�i T��i T��i Ti�k�� Ti�k

Tabelle ���� Das Neville�Schema

Beispiel� F�ur I �
�R
�

�
x
dx � ln 	 � �� ��������� � � � ergeben sich die Daten in Tabelle ���


Bauer et al� ��	�����

Es kann bewiesen werden� da�
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�
�� ��� ���

�
�� ��� ��� ��	� ��� ���

��	
 ��� ��	 ��	� ��� 	�
 ��	� �
� ���

��	� ��� ��� ��	� ��� ��� ��	� ��
 	�� ��	� ��
 �
	

��	� �	� ��� ��	� ��
 ��� ��	� ��
 �	� ��	� ��
 ��� ��	� ��
 ����

Tabelle ��	�

��

Tik �
bZ

a

f�x�dx �
��
i�k�
k���B�k��

	k
k����	k � 	��
f 
�k������ �

so da� Tik etwa um einen Faktor �k�� genauer ist als Ti���k 
siehe Bauer et al� ��	���

S� ������

�� Sei f � C�a� b�� Dann gilt

lim
k��

Tkk �

bZ
a

f�x�dx�


Siehe Bauer et al� ��	��� Satz ����

���� Mehrdimensionale Integration

Die Berechnung von mehrdimensionalen Integralen f�ur allgemeine Gebiete 
 � R
n ist

nicht leicht� Wir geben nur zwei einfache Beispiele�

Beispiel� Ist 
 � R
� das Rechteck �a�� a��
�b�� b��� dann kann wiederholte eindimensionale

Integration benutzt werden�

I�
�f �

a�Z
a�

dx

b�Z
b�

dy f�x� y�
�
�

nX
i��

Ai

mX
j��

Bjf�xi� yj� �

wobei

INC
n �a�� a��f ��

nX
i��

Aif�xi�

INC
m �b�� b��g ��

mX
j��

Bjg�yj�
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Beispiel� Ist 
 � R
� ein spezielles Gebiet� so existieren manchmal spezielle Formeln� z�B�

ist 
 �� f�x� y� � x� � y� � h�g� so gilt�

Z
�

f�x� y�dx dy �
nX
i��

wif�xi� yi� �R

mit R � O�h�� und

�xi� yi� wi

��� �� ��	

��h� �� ��	�

����h� ��	���h
�
��h

�

�
���

Tabelle ��
� Eine spezielle Integrationsformel f�ur den Kreis mit Radius h

Abbildung ���� Die St�utzstellen f�ur eine spezielle Integrationsformel f�ur einen Kreis
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Kapitel �

Gew�ohnliche Di�erentialgleichungen

��� Einleitung

Sei m � N � rk � N f�ur � � k � m � I � R ein o�enes Intervall und y�� � � � � ym Funktionen�

yj � I �� R � � � i � m �

Seien F�� � � � � Fm vorgeschriebene Funktionen�

Fk � I 

mY
k��

R
rk�� �� R � � � k � m �

Die Funktionen yj sind L�osungen des Systems von Di�erentialgleichungen

Fk � � � � � k � m �

falls

Fk�t� y��t�� Dy��t� � � � � � Dr�y��t� � y��t�� � � � �

Dr�y��t� � � � � � ym�t�� � � � � D
rmym�t�� � � � f�ur t � I � � � k � m � 
����

mit

Djy�t� ��
djy�t�

dtj

Die Variable t hei�t unabh�angige Variable� r �� max rk hei�t Ordnung des Systems�

Sind alle Funktionen Fk in y�� � � � � D
rnym linear� so hei�t das System ein lineares System�

Unter einem expliziten System versteht man ein System� das nach den Ableitungen der

h�ochsten Ordnungen aufgel�ost ist�

Fk�t� y�� � � � � D
rnyn� � Drkyk �Gk �
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wobei Gk von der Ableitung Drkyk unabh�angig ist�

Beispiel�

y	 � 	ty � � � � 
 t 
 � �

Dies ist eine lineare Di�erentialgleichung erster Ordnung� Mit den Bezeichnungen von


�����

m � � � r � � � I � ��� �� �

F��t� u� v� � v � 	tu �

Beispiel�

�x � x� 	 �y � �	
x� �

��x� ��� � y��
��
� �

x� �	

��x� �	�� � y��
��
� t � �

�y � y � 	 �x� �	
y

��x � ��� � y��
��
� �

y

��x� �	�� � y��
��
� t � �

ist ein explizites System von zwei Di�erentialgleichungen zweiter Ordnung� wobei � und

�	 Konstanten sind� Dieses System beschreibt die Bewegung eines Satelliten� der sich

im Erd�Mond�Kr�aftefeld bewegt� Die Koordinaten des Satelliten zum Zeitpunkt t sind

�x�t�� y�t�� �

��� Modellierung

Di�erentialgleichungen sind wichtig� weil sie viele Anwendungen haben� Aus der gro�en

Vielfalt w�ahlen wir einige aus� die ho�entlich ohne physikalische Kenntnisse leicht

verst�andlich sind�

	���� Beispiel �
 Der freie Fall

Ein zun�achst festgehaltener K�orper wird zum Zeitpunkt t � � mit Geschwindigkeit v� los�

gelassen� Der weitere Verlauf dieses Vorgangs wird mathematisch durch das Newtonsche

Gesetz beschrieben�

Masse 	 Beschleunigung � Kraft

m 	 �s � �m 	 g
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mit

m �� Masse des K�orpers

g �� Erdbeschleunigung � 	��cm sek�

s �� H�ohe des K�orpers �uber einem festgelegten Niveau

und Anfangsbedingungen

s��� � s� � Anfangsh�ohe

�s � v� � Anfangsgeschwindigkeit

	���� Beispiel �
 R�auber�Beute Systeme

In der Natur gibt es mehrere R�auber�Beute Systeme� z�B� das Hase�Luchs System� Solche

Systeme werden oft durch Di�erentialgleichungen modelliert� z�B�

db

dt
� �b� 
br

dr

dt
� ��r � �br

mit positiven Konstanten �� 
� �� � � Dieses System kann sowohl quantitativ als auch

qualitativ behandelt werden 
siehe Abbildungen ���� ��� und �����

y: Räuber

x: Beute

α/  β

γ/  δ

Abbildung ���� Ruhepunkte

	���� Beispiel �
 Lineare elektrische Netzwerke

Eine elektrische Schaltung oder ein Netzwerk werden durch eine Menge K von Knoten�

punkten� eine Menge Z von Zweigen� die die einzelnen Knotenpunkte verbinden� und

die zugeh�origen Induktivit�aten L� Widerst�ande R und Kapazit�aten C de�niert�



�� Gew�ohnliche Di�erentialgleichungen

I
II

IV

III

x: Beute

α / β

γ / δ

y: Räuber

Abbildung ���� Geschlossene Bahnen

Größe der

Population

Time  t

Beute  x

Räuber  y

y

x

Abbildung ���� Zeitabhaengigkeit

Es gelten folgende Gesetze�

Erstes Kirchho�sches Gesetz� Die algebraische Summe aller einem Knotenpunkt zu�

�ie�enden Str�ome ist gleich Null�

Zweites Kirchho�sches Gesetz� In jedem 
beliebig herausgegri�enen� in sich geschlos�

senen Kreis ist die Summe der Teilspannungen gleich der Summe der Stromquellen�

Zur Berechnung der Teilspannungen gilt folgendes�

�� Widerst�ande Sei I die Stromst�arke� U die Spannung und R der Widerstand eines

Leiters� Dann gilt
Ohmsches Gesetz��

U � R I

�� Induktivit�at Sei I die Stromst�arke� U die Spannung und L die Induktivit�at eines



��� Modellierung ��

Leiters� Dann gilt�

U � L
dI

dt
� L �I

�� Kapazit�at Sei Q die Ladung� I die Stromst�arke� U die Spannung und C die Kapa�

zit�at eines Leiters� Es gilt�

U �
Q

C
dQ

dt
� �Q � I

Wenn ein Netzwerk gegeben ist� kann die entsprechende Di�erentialgleichung mit Hilfe

der beiden Kirchho�schen Gesetze aufgestellt werden� Die folgende Methode f�uhrt aber

zu wenigen Gleichungen�

Zuerst konstruiert man einen vollst�andigen Baum�

De�nition ��� Ein vollst�andiger Baum eines Netzwerkes ist ein Baum� wobei jeder

Knotenpunkt nur einmal vorkommt� 
Siehe Abbildung ����

Abbildung ���� Jedem Zweig� der nicht im Baum vorkommt� ordnet man eine Stromst�arke zu� F�ur

jeden Zweig� der nicht im Baum vorkommt� gibt es genau einen Kreis� der aus diesem Zweig und

Bestandteilen des Baumes besteht�

Beispiel

L�
dI�
dt

�R�I� �
Q� �Q�

C
� O

L�
dI�
dt

�R�I� �
Q� �Q�

C
� V �t�

dQ�

dt
� I�

dQ�

dt
� I�
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I
1

(t)

C

I
2

(t)

R

L
1L

V(t)
R 2

2

1
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York� �	���

Promberger� M�� Anwendung von Matrizen und Tensoren in der Theoretischen Elek�

trotechnik� Akademie�Verlag� Berlin� �	���


veraltet� aber in der math� Bibliothek�

��� Einige analytische L�osungsverfahren

	���� Transformation in ein System von Di�erentialgleichungen

erster Ordnung

Jedes System

Fk�t� y�� � � � � D
rmym� � � � � � k � m � 
����

kann in ein �aquivalentes System

F �t� u� �u� � � 
����

transformiert werden mit

u � I �� R
N

N �
mX
k��

rk

F � I 
 R
N 
 R

N �� R
N �



��� Einige analytische L�osungsverfahren ��

indem man N Hilfsfunktionen

u� �� y�� � � � � ur� �� Dr���y�

ur��� �� y�� � � � � ur��r� �� Dr���y�

uN�rn�� �� yn� � � � � uN �� Drn��yn

Durch die Einf�uhrung einer weiteren Variablen kann das System 
���� in ein autonomes

System

v � I �� R
N�� �

G�v� �v� � � � 
����

G � R
N�� 
 R

N�� �� R
N��

transformiert werden� Ist das System 
���� explizit� so nehmen die Gleichungen 
���� und


���� die folgende Gestalt an�

�u � f�t� u� � 
����

�v � g�v� � mit

f � I 
 R
N �� R

N �

g � R
N�� �� R

N�� �

Diese Transformationen sind wichtig� da sie einheitliche numerische Verfahren erlauben�

die meisten numerischen Verfahren sind der Gleichung 
���� angepa�t�

	���� Di�erentialgleichungen mit getrennten Ver�anderlichen

Die Di�erentialgleichung

�y � f�x�g�y�

kann durch folgende Schritte gel�ost werden�

��

dy

dx
� f�x�g�y�

��

dy

g�y�
� f�x�dx

�� Z
dy

g�y�
�

Z
f�x�dx� C


C ist eine Integrationskonstante��
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��

G�y� � F �x� � c


G und F seien Stammfunktionen von �
g
bzw� f ��

��

y�x� � ��F �x� � c�

wobei � die Umkehrfunktion von G ist�

��G���� � � � 
����

Diese Berechnungen k�onnen wie folgt begr�undet werden� wobei vorausgesetzt wird� da�

die auftretenden Integrale eigentliche Integrale sind�

y�x� � ��F �x� � c�

dy

dx
�

d����

d�

����

�F 
x��c

	 dF �x�

dx
�

d����

d�

����

�F 
x��c

	 f�x� �

Aus der Identit�at 
���� folgt nach Di�erentiation nach �

d�

d�

����
��G

�

	 dG���

d�
� �

oder
d�

d�

����
��G

�

	 �

g���
� � �

so da�
d�

d�

����
��F 
x��c

�
d�

d�

����
��G
y�

� g�y� �

Zusammenfassend�
dy

dx
�

d�

d�

����
��F 
x��c

	 f�x� � g�y� 	 f�x�

wie erw�unscht�

Beispiel 
Ince� S� ���

dy

dx
�
x�y� � ��

y�x� � ��
�

�
x

x� � �

�
	
�
y� � �

y

�
�

Die L�osung ergibt sich aus folgenden Schritten�

��

dy 	 y

y� � �
� dx 	 x

x� � �
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�� Z
y

y� � �
dy �

Z
x

x� � �
dx

��

�njy� � �j � �njx� � �j� C

y� � � � c�x� � �� � c � �eC

��

y �
p

� � c�x� � �� �

	���� Homogene lineare Di�erentialgleichungen erster Ordnung

mit konstanten Koe
zienten

Wir betrachten die Gleichung

�y � Ay

mit A � Mat�n� n� C� � Sei C eine regul�are Matrix� z �� C��y und y � Cz� Es folgt�

�z � C�� �y � C��Ay � C��ACz � Bz 
��
�

mit B �� C��AC� Die Matrix C wird so gew�ahlt� da� B die Jordansche Normalform hat�

B �

�
B� J�

� � �

Jk

�
CA � Ji �

�
BBB�

	i �

	i �

O
� � � �

	i

�
CCCA �

mit Ji � Mat�ni� ni� � Der Vektor z�t� wird entsprechend partitioniert�

z�t� � �z
���t�� � � � � z
k��t��T

mit

z
i��t� � R
ni �

Das Gleichungssystem 
��
� nimmt dann eine vereinfachte Gestalt an

�z
i��t� � Jiz

i��t� � � � i � k �

Es ist leicht festzustellen� da� das Gleichungssystem

�w � Jw �

J ��

�
B� 	 � O

� � � �

O 	

�
CA � Mat�s� s� �
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�w� � 	w� � w�

���

�ws�� � 	ws�� � ws

�ws � 	ws

die allgemeine L�osung

ws � �se
�t

ws�� � ��s�� � �st�e
�t 
����

	 	 	
w� � ��� � ��t� 	 	 	� �st

s��

�s� ���
�e�t

hat� Die allgemeine Gestalt von z
i� ist aus 
���� zu entnehmen�

Die Rechenarbeit wird oft erleichtert� wenn man den Ansatz

y � p�t�e�t�

	 ein Eigenwert von A� macht�

Beispiel 
Walter� S� �����

�y� � y� � y� �

�y� � �y� � �y� �

�y � Ay �

A �

�
� ��

� ��

�
�

Das charakteristische Polynom ist

p�	� � det�A� 	I� � 	� � 		� � � �	� ���

Das Gleichungssystem

Au � �u
hat die L�osung u � ��� 	�T � so da�

y�t� �

�
�

	

�
e�t

eine L�osung der Di�erentialgleichung ist� Um eine zweite L�osung zu �nden� wird der

Ansatz

y � �a� bt�e�t
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gemacht� Es folgt

Ab � �b �
Aa � b� a �

Es ergibt sich�

y �

�
t

�� � 	t

�
e�t �

Die allgemeine L�osung ist�

y�t� � �

�
�

	

�
e�t � 


�
�

�� � 	t

�
e�t �

wobei � und 
 Konstanten sind�

	���	 Lineare inhomogene Di�erentialgleichungen erster Ord�

nung

�y � g�x�y � h�x� �

Schritt �� Berechnung der allgemeinen L�osung der homogenen Gleichung

Die Gleichung

�y � g�x�y � �

ist eine Gleichung mit getrennten Ver�anderlichen� Es folgt� da�

u�x� � e�G
x� � mit G�x� �

Z
g�t�dt

eine L�osung ist�

Schritt �� Methode der Variation der Konstanten

Man macht den Ansatz�

y�x� � c�x�e�G
x� �

Es folgt

�c�x� � h�x�eG
x�

und

c�x� �

Z
h�t�eG
t�dt� c� �

Schritt �� Zusammenfassung

Die allgemeine L�osung ist�

y�x� � ce�G
x� � c�x�e�G
x� �
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Beispiel 
Ince� S� ����

x �y � �x � ��y � x� � x
 �

Es folgt�

�y � x � �

x
y � x� x� �

Schritt ��

du

u
�

x� �

x
dx

�n u � x� �n x

u � xex

Schritt ��

y � c�x�u�x�

�y � �c�x�u�x� � c�x� �u�x� � �c�x�u�x� � c�x� 	 x� �

x
	 u�x� �

so da�

�y � x� �

x
y � �c�x�u�x� � x� x� �

Dies ist gleichbedeutend mit

�c�x� �
�x� x��

u�x�
� ��� x�e�x

und

c�x� � xe�x � c� �

Schritt ��

y�x� � cu�x� � c�x�u�x� � cxex � x� �

	���� Existenz und Eindeutigkeit des Anfangswertproblems

Der Hauptsatz lautet�

Satz ��� Sei a� b � R endlich und n � N � Sei

S �� I 
 R
n � I � �a� b� � R �

Die Funktion f � S �� Rn sei de�niert und stetig� Weiter gebe es eine Konstante

L� so da�

kf�x� u�� f�x� v�k � Lku� vk
f�ur alle x � I und u� v � Rn �
f erf�ullt also eine Lipschitzbedingung mit Konstante

L�� Dann existiert zu jedem x� � �a� b� und jedem y� � Rn genau eine Funktion y�x�

mit�



��� Einige analytische L�osungsverfahren ��

�� y�x� ist stetig f�ur x � �a� b� �

�� y�x� ist stetig di	erenzierbar f�ur x � �a� b� �

��
dy

dx

����
a��

� lim
x�a

�y�x� und
dy

dx

����
b��

� lim
x�b

�y�x�

�� �y�x� � f�x� y�x�� f�ur x � �a� b�

�� y�x�� � y� �

	���� Randwertaufgaben

Sei y�x� eine L�osung der Gleichung

�y�x� � f�x� y�x�� �

Es ist oft physikalisch sinnvoll� folgende Randwertaufgabe zu betrachten�

Randwertaufgabe� Sei a� b � Rn � a 
 b� Sei A�B � Mat�n� 	n� C� und c � Rn gegeben�

Bestimme y�x�� so da��

�� �y�x� � f�x� y�x�� � a 
 x 
 b

�� A
�
y
a�
y�
a�

�
�B

�
y
b�
y�
b�

�
� c �

Beispiel� 
Freier Fall�

�y�t� � �g
y��� � �

�y��� � �

L�osung

�y� � y�

�y� � �g

A �

�
� � � �

� � � �

�
� B �

�
� � � �

� � � �

�
�

c � ��� ��T

Die allgemeine L�osung der Gleichung ist�

y�t� � � � 
t� �

	
gt�
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Die Bedingungen

y��� � � � �y��� � �

werden erf�ullt� wenn

y��� � � � � �

�y��� � 
 � g � � �

Es folgt � � � � 
 � � � g und

y�t� � �� � g�t� �

	
gt� �

Die Existenz� und Eindeutigkeitstheorie f�ur Randwertaufgaben ist verwickelter als die f�ur

Anfangswertaufgaben� und wir verzichten auf Einzelheiten�

Die numerische L�osung von Randwertproblemen f�uhrt zur L�osung gro�er linearer Glei�

chungssysteme�



Kapitel �

Numerische Methoden f�ur

Anfangswertaufgaben

��� Einleitung

Wir betrachten das Anfangswertproblem

�y � f�x� y� �

y�x�� � y�

mit

y�t� � R
n � y� � R

n �

f � I 
 R
n �� R

n �

x� � I

Die Existenz und Eindeutigkeit der L�osung wird vorausgesetzt�

Es gibt zwei allgemeine Klassen von L�osungsverfahren� Einschritt� und lineare Mehr�

schrittverfahren� die zuerst kurz und anschlie�end ausf�uhrlicher beschrieben werden�

Beide Klassen von Verfahren gehen davon aus� da� die exakte L�osung y�x� in einer Folge

fxig
x� 
 x� 
 x� 
 	 	 	

von St�utzstellen approximiert wird� wobei die Approximation zu y�xi� gelegentlich durch


y�xi� � y
h�xi� � y

h
i � yi usw� bezeichnet wird�

Grundlegende Fragen sind�

�� Wie wird 
y�xi� de�niert und berechnet�

�� Wie verh�alt sich der Fehler e�xi� �� y�xi�� 
y�xi� �
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Einschritt� und lineare Mehrschrittverfahren unterscheiden sich darin� wie ihre Bezeich�

nungen verdeutlichen� da� bei Einschrittverfahren 
y�xi��� nur von einem Wert 
y�xi�

abh�angig ist� w�ahrend bei einem r�Schritt linearer Mehrschrittverfahren 
y�xi�r� von den

r Werten 
y�xi�r��� bis 
y�xi� abh�angt�

Einschrittverfahren� Ein Einschrittverfahren hat die Gestalt�


y�xi��� � 
y�xi� � hi��xi� 
y�xi�� hi� f�

mit

hi �� xi�� � xi �

Lineare Mehrschrittverfahren� Ein lineares Mehrschrittverfahren hat die Gestalt�

rX
k��

ak
y�xi�k� � h
rX

k��

bkf�xi�k� 
y�xi�k�� �

wobei ak� bk vorgeschriebene Konstanten sind und

xi�k �� xi � kh

und h die Schrittweite hei�t�

��� Lineare Mehrschrittverfahren

Zur L�osung des Anfangswertproblems

�y � f�x� y�

y�x�� � y�

wird folgender Ansatz gemacht�

�� Eine Schrittweite h � � wird gew�ahlt und die St�utzpunkte

xi �� xi�h� �� x� � ih � i � N

entsprechend de�niert�

�� Die Approximation 
y�xi� h� � � � i � r � � wird berechnet� Es liegt nahe�


y�x�� h� � y�

zu setzen� Die �ubrigen Werte 
y�xi� h� � � � i � r � � k�onnen z�B� mit Hilfe eines

Einschritt� oder Mehrschrittverfahrens niedriger Ordnung berechnet werden�




�� Lineare Mehrschrittverfahren ���

�� Die Approximationen 
y�xi�r� h� � i � � werden berechnet�

rX
k��

ak
y�xi�k� h� � h
rX

k��

bkf�xi�k� 
y�xi�k� h�� � i � � �

Ein lineares Mehrschrittverfahren wird eindeutig durch die Konstanten ak� bk bestimmt�

Es ist oft sehr n�utzlich� die Polynome

��z� ��
rX

k��

akz
k

��z� ��
rX

k��

bkz
k

einzuf�uhren� die ebenfalls das lineare Mehrschrittverfahren eindeutig bestimmen�

����� Herleitung von Linearen Mehrschrittverfahren durch Inte�

gration

F�ur nichtnegative ganze Zahlen m� k� q ist

y�xp�k�� y�xp�m� �

xp
kZ
xp�m

f�x� y�x��dx
�
�

xp
kZ
xp�m

Pq�x�dx � h

qX
i��


q�i fp�i

wobei Pq�x� das interpolierende Polynom ist�

�� Grad Pq � q

�� Pq�xp�i� � fp�i �� f�xp�i� y�xp�i�� � � � i � q �

Unter Benutzung der Lagrangeschen Interpolationsformel

Pq�x� �

qX
i��

fp�iLi�x� � Li�x� �

qY
t��
t��i

x� xp�t
xp�i � xp�t

erh�alt man�


q�i �
�

h

xp
kZ
xp�m

Li�x�dx

�
�

h

xp
kZ
xp�m

qY
t��
t��i

x� xp�t
xp�i � xp�t

dx �

�

�kZ
�m

qY
t��
t��i

�
s� t

�i� t

�
ds� �x � xp � sh�
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Das entsprechende lineare Mehrschrittverfahren ist�


y�xp�k�� 
y�xp�m� � h

qX
i��


q�i 
fp�i

mit


fp�i �� f�xp�i� 
y�xp�i�� �

Dies ist ein r�Schritt lineares Mehrschrittverfahren� wobei

r �� k �max�m� q� �

Beispiel� Die Adams�Bashforth Formeln� k � �� m � �� q � �� �� 	� � � � � Z�B�� falls q � 	 �

y�xp���� y�xp� �

xp
�Z
xp

f�x� y�x��dx �

P � P� mu� die Bedingungen erf�ullen�

P �xp� � fp �

P �xp��� � fp�� �

P �xp��� � fp�� �

Mit x � xp � sh sei

L��x� �
�x� xp����x� xp���

�xp � xp����xp � xp���
�

�s� ���s� 	�

	
�� ���s�

L��x� �
�x� xp��x� xp���

�xp�� � xp��xp�� � xp���
�
s�s� 	�

����
�� ���s�

L��x� �
�x� xp��x� xp���

�xp�� � xp��xp�� � xp���
�
s�s� ��

	
�� ���s�

Es folgt

P �x� �
�X
i��

fp�iLi�x�

und

y�xp���� y�xp� �

xp
�Z
xp

f�x� y�x��dx
�
�

xp
�Z
xp

P �x�dx � h

�Z
�

�X
i��

fp�i�i�s�ds �
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Da

�Z
�

���s�ds �

�Z
�

�s� ���s� 	�

	
ds �

	�

�	

�Z
�

���s�ds �

�Z
�

s�s� 	�

����
ds � ���

�	

�Z
�

���s�ds �

�Z
�

s�s� ��

	
ds �

�

�	

ergibt sich

y�xp���� y�xp�
�
�

h

�	
�	�fp � ��fp�� � �fp��� �

Das entsprechende lineare Mehrschrittverfahren ist�


yp�
 � 
yp�� �
h

�	
�	� 
fp�� � �� 
fp�� � � 
fp� �

Beispiel� Die Adams�Moulton Formeln� k � �� m � �� q � �� �� 	� � � � � Z�B� f�ur q � 	 �


yp�
 � 
yp�� �
h

�	
�� 
fp�
 � � 
fp�� � 
fp� �

����� Ein numerisches Beispiel

Wird sp�ater beigef�ugt�

����� Theorie der linearen Mehrschrittverfahren

De�nition 
�� Das lineare Mehrschrittverfahren

rX
k��

ak
yi�k � h
rX

k��

bk 
fi�k

hei�t konvergent� falls�

F�ur jedes Anfangswertproblem

�y�x� � f�x� y�x�� � a � x � b

y�a� � y� �
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mit f � �a� b�
 R
n �� R

n stetig und Lipschitz stetig bez�uglich y� gilt�

Sei 
y�xi� h� � � � i 
 r vorgeschrieben mit

lim
h��


y�xi� h� � y� � � � i 
 r �

Sei ��xi� h� gegeben mit

j��x� h�j � ��h�

wo

lim
h��

��h� � � �

Sei
rX

k��

ak
y�xi�k� h� � h
rX

k��

bkf�xi�k� 
y�xi�k� h�� � h��xi�k� h� �

Dann gilt�

lim
h��
xn�x


y�xn� h� � y�x� � f�ur a � x � b �

Bemerkung�

�� Der Term h��xi�k� h� stellt den Rundungsfehler dar�

�� Die Anfangswerte 
y�xi� h� � � � i 
 r sind i�a� nicht exakt� da die exakte L�osung

y�x� i�a� nicht bekannt ist�

De�nition 
�� Das lineare Mehrschrittverfahren ��� �� erf�ullt die Stabilit�atsbedin�

gung� falls�

�� F�ur jede Nullstelle 	 von ��	� gilt j	j � � �

�� Aus j	j � � und ��	� � � folgt� da� 	 nur einfache Nullstelle von � ist�

Beispiel� F�ur die r�Schritt Adams�Bashforth und Adams�Moulton Methoden ist

��z� � zr � zr�� � zr���z � �� �

so da� diese Methoden stabil sind�

Satz 
�� Wenn das lineare Mehrschrittverfahren ��� �� konvergiert� so ist die Sta�

bilit�atsbedingung erf�ullt�

Beweis� Der Beweis erfolgt durch Widerspruch� Sei ��� �� ein r�Schritt lineares Mehr�

schrittverfahren� das die Stabilit�atsbedingung nicht erf�ullt� Dann gibt es ein z� � C mit

��z�� � � und entweder

a� jz�j � �
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oder

b� jz�j � � und �	�z�� � � �

z� ist also eine mehrfache Nullstelle von �� �

Wir betrachten nun das Anfangswertproblem

y	�x� � � � � � x � �

y��� � y� � �

mit der L�osung y�x� � �� Zur L�osung dieses Problems wird das lineare Mehrschrittver�

fahren ��� �� eingesetzt mit

h �� ��n �

��x� h� �� � �


y�xi� h� �� hui � � � i 
 r �

wobei die Konstanten ui noch festzulegen sind� Es gilt

��h� � � �

lim
h��


y�xi� h� � y� �

Die Folge f
y�xi� h�g erf�ullt die Di�erenzengleichung

rX
k��

ak
y�xi�k� h� � h
rX

k��

bk 
fi�k � �

Sei z�� � � � � zm die Nullstelle von ��z� mit den Vielfachheiten ��� � � � � �m � Aus der Theorie

der Di�erenzengleichungen bilden die Folgen

v

k�s�
i �� i�i� �� � � � �i� s� ��zi�sk �

� � s 
 �k �

� � k � m

ein System von r linear unabh�angigen L�osungen�

Fall a� Sei

ui �� v

����
i � zi� � � � i 
 r �

Dann ist


y�xi� h� � h zi�

und


y��� h� � h zn� �
�

n
zn� �

Fall b� Sei

ui �� v

����
i � i zi��

� � � � i 
 r �
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Dann ist


y�xi� h� � hi zi��
�

und


y��� h� � zn��
� �

In beiden F�allen wird die Bedingung

lim
h��


y��� h� � y��� � �

nicht erf�ullt�

Die bisherigen �Uberlegungen haben sich nur auf das Polynom ��z� bezogen� was f�ur die

Konvergenz nicht hinreichend sein kann�

Sei ��� �� ein lineares Mehrschrittverfahren� Sei

Lh � C��R� �� C��R�

mit

�Lhy��x� ��
rX

k��

aky�x� kh�� h
rX

k��

bk �y�x� kh� �

Die Funktionen y�x�kh� � �y�x�kh� haben Taylor�Reihen mit Entwicklungspunkt h � ��

y�x� kh� �
�X
j��

y
j��x� 	 �kh�
j

j�

�y�x � kh� �
�X
j��

y
j����x� 	 �kh�
j

j�

Es folgt�

�Lhy��x� �
�X
j��

Cjy
j�x�hj

mit

C� �
rX

k��

ak � ����

C� �
rX

k��

kak �
rX

k��

bk � ������ ����

Cj �
�

j�
	

rX
k��

akk
j � �

�j � ���
	

rX
k��

bkk
j�� � j � � �
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De�nition 
�� Das lineare Mehrschrittverfahren ��� �� ist von der Ordnung p � wenn

f�ur den entsprechenden Operator L gilt�

Cj � � � � � j � p �

Cp�� �� � �

Das Verfahren ��� �� hei�t konsistent� wenn das Verfahren mindestens die Ordnung

� hat�

Beispiel� F�ur das Adams�Bashforth ��Schritt Verfahren


yp�
 � 
yp�� �
h

�	
�	� 
fp�� � �� 
fp�� � � 
fp�

gilt�

��z� � z
 � z�

��z� �
�

�	
�	�z� � ��z � �� �

Es gilt�

C� � ��� �� � �

��C� � ��� 	�� �

�	
�	�� �� � �� � �

	�C� � ��� � 	��� 	

�	
�	��	� ���� � ���� � �

��C
 � ��
 � 	
�� �

�	
�	��	� � ����� � ����� � �

��C� � ��� � 	��� �

�	
�	��	
 � ����
 � ���
� � � �

Die Methode hat deshalb die Ordnung p � � und C� �


�
�� � �

Satz 
�� Wenn das lineare Mehrschrittverfahren ��� �� konvergiert� so ist es konsi�

stent�

a� ���� � �

b� ����� � ���� �

Beweis�

a� Wir betrachten das Anfangswertproblem

�y�x� � � � � � x � �

y��� � � �
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Als Approximation nehmen wir�


��xi� h� � � � � � i 
 r
rX

k��

ak
y�xi�k� h� � � � i � � �

Da die Methode konvergent ist� gilt�

lim
h��

xn�nh�x


��xn� h� � y�x� � � f�ur x � � �

Sei fuig die L�osung des Problems

ui � � � � � i 
 r
rX

k��

akui�k � � � i � � �

Dann gilt�


��xi�k� h� � ui�k �

Insbesondere

un � 
���� ��n� � n � r �

Da


���� ��n� �� y��� � � f�ur n�� �

folgt

un �� � f�ur n�� �

Es folgt

� � lim
i��

rX
k��

akuk�i �
rX

k��

ak lim
i��

uk�i �
rX

k��

ak � ���� �

b� Wir betrachten das Anfangswertproblem

�y�x� � � � x � �

y��� � �

mit der exakten L�osung y�x� � x und die Di�erenzengleichung

rX
k��

ak
y�xi�k� h� � h
rX

k��

bk 
����

Zuerst wird eine L�osung der Di�erenzengleichung der Gestalt


y�xi� h� � Khi
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gesucht� Es gilt�

rX
k��

akKh�i � k� � Kh
rX

k��

�akk � aki� � Kh� ����� � i�����

und

h
rX

k��

bk � h���� �

Wie schon in Teil a� bewiesen� gilt ���� � �� Aus Satz ��� folgt� da� ����� �� �� Wir

k�onnen folgern� da�


y�xi� h� �� Khi

eine L�osung der Gleichung 
���� ist� wenn

K �
����

�����
�

Wird ��xi� h� � � und


y�xi� h� � Khi � � � i 
 r

gesetzt� dann gilt

lim
h��


y�xi� h� � � � y��� �

so da� die Voraussetzungen in der De�nition von Konvergenz erf�ullt sind� Es folgt�

lim
h��


y��� h� � K � y��� � � �

�

Satz 
�� Das lineare Mehrschrittverfahren ��� �� ist genau dann konvergent� wenn

es konsistent und stabil ist�

Beweis� Siehe z�B� Henrici� �

Obwohl jedes konvergente lineare Mehrschrittverfahren eine beliebig genaue L�osung er�

zeugen kann� ist es wichtig� Methoden h�oherer Ordnung zu benutzen� wie der folgende

Satz verdeutlicht�

Satz 
�� Sei ��� �� ein konvergentes lineares Mehrschrittverfahren der

Ordnung p� Sei f � I
Rn � Rn �p����mal stetig di	erenzierbar� Sei y�x� die L�osung

des Anfangswertproblems

�y�x� � f�x� y�x�� � x � I �

y�a� � y� �
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Sei 
��xi� h� die berechnete Approximation

rX
k��

ak
y�xi�k� h� � h
rX

k��

bkf�xi�k� 
y�xi�k� h��

mit


y�xi� h�� y�xi� � O�hq� � � � i 
 r �

Sei

s �� min�p� q� �

Dann gibt es eine stetige Funktion e�x�� so da�


y�x� h� � y�x� � hse�x� �O�hs��� �

Beweis� Siehe z�B� Henrici� S� ��	� �

Bemerkung� Globale Ordnung � Lokale Ordnung � � �

Es folgt aus Satz ���� da� es praktisch wichtig ist� lineare Mehrschrittverfahren h�oherer

Ordnung zu �nden�

Satz 
�
 Das lineare Mehrschrittverfahren ��� �� ist genau dann ein Verfahren p�ter

Ordnung� wenn die Funktion

���� �
����

ln���
� ����

die Zahl � � � als p�fache Nullstelle besitzt�

Beweis� Wenn das Verfahren ��� �� die Ordnung p hat� dann gilt

�Lhy��x� �
rX

k��

aky�x� kh�� h
rX

k��

bk �y�x� kh�

� Cp��h
p��y
p����x� �O�hp��� 
����

mit

Cp�� �� � f�ur alle y � C� �

F�ur y�x� � ex gilt

�Lhy��x� � ���eh�� h��eh��ex � 
����

Es folgt aus 
���� und 
����� da� das Verfahren ��� �� die Ordnung p mit Konstante Cp��

hat� genau dann wenn

��eh�� h��eh� � Cp��h
p�� �O�hp���
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mit Cp�� �� ��

Der Satz folgt mit Hilfe der Substitution

� �� eh �

da f�ur � in einer kleinen Umgebung von �

ln � � ln � � ��� �� �O��� ��� � ��� �� �O��� ���

�

Beispiel� F�ur das Euler�Verfahren gilt�

��z� � z � �� ��z� � �� ���� �
����

ln �
� ���� �

�� �

ln �
� � �

Die Taylor�Reihe von ln � im Punkte � � � ist�

ln � �
��� ��

�
� ��� ���

	
�

��� ��


�
� 	 	 	

Es folgt�

�� �

ln �
�

�� �

��� ��
�
��

h

����

�
� 
�����



	 	 	

i�
� � �

 
�� �

	
� ��� ���

�
	 	 	

!
� � �� � � �� 	 	 	

� � �

�
�� �

	
� ��� ���

�

�
�
�
�� �

	

��

�O���� ��
�

und

���� � � �
�� �

	
� �

�	
��� ��� � � � O���� ��
�

�
�� �

	
�O���� ���� �

Das Euler�Verfahren hat deshalb die Ordnung p � � mit der Konstante C� �
�
�
�

Beispiel�

��z� � �z � ���z � 	��

Sei

s �� �� �

Dann folgt�

����

ln �
�

s�s� �� 	�

ln�� � s�
�

s�s� �� 	�

s
�
�� s

�
� s�



� s�

�
	 	 	 �

� ��� 	� �
�� 	

	
s�

� � 	

�	
s� � � � 	

	�
s
 �O�s��
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wobei benutzt worden ist� da�

�

ln�� � s�
�

�

s

�
� �

s

	
� s�

�	
�
s


	�
� ��s�

�	�
	 	 	

�
�

Die maximale Ordnung � wird erreicht� falls

��� � s� � ��� 	� �
�� 	

	
s�

� � 	

�	
s� � d�h�

���� � �� 	�
�� 	

	
��� �� �

� � 	

�	
��� ��� �

Satz 
�� 
Dahlquist� Ein lineares r�Schritt�Mehrschrittverfahren� welches die Sta�

bilit�atsbedingung erf�ullt� besitzt eine Ordnung p mit

p �
�

r � � falls r ungerade

r � 	 falls r gerade

Falls p � r � 	 mit r gerade ist� liegt jede Nullstelle von � am Einheitskreis�

Beweis� Siehe Henrici S� ��� und S� ���� �
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����	 Grundbegri�e

Wir betrachten das Anfangswertproblem

�y�x� � f�x� y�x�� � x � x�� y�x�� � y� 
����

N�aherungswerte 
y�xi� erh�alt man durch


y�xi��� h� � 
y�xi� h� � hi��xi� 
y�xi� h�� hi� f�� 
y�x�� � y� 
����

Beispiel� Das Euler�Verfahren�

��x� y� h� f� �� f�x� y� �

so da�


y�x�� � y�


y�xi��� � 
y�xi� � hif�xi� 
y�xi�� �

Sei nun x und z� fest gew�ahlt und z�t� die exakte L�osung des Anfangswertproblems

�z�t� � f�t� z�t�� � t � x� z�x� � z�

Sei

��x� z�� h� f� ��

�
z
x�h��z�

h
� h � �

f�x� z�� � h � �

Es gilt�

z�x � h� � z� � h��x� z�� h� f� �

Seien y�x� und 
y�xi� durch 
���� bzw� 
���� de�niert� Es folgt�

y�xi��� � y�xi� � hi��xi� y�xi�� hi� f�


y�xi��� h� � 
y�xi� h� � hi��xi� 
y�xi� h�� hi� f�

wobei die letzte Gleichung manchmal der Einfachheit halber als


y�xi��� � 
y�xi� � hi��xi� 
y�xi�� hi� f�

oder sogar als


yi�� � 
yi � hi��xi� 
yi� hi� f�

geschrieben wird� wenn dadurch keine Mi�verst�andnisse entstehen k�onnen�
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De�nition 
��

e�x� h� �� 
y�x� h�� y�x�

hei�t globaler Diskretisierungsfehler und

��x� z� h� �� ��x� z� h� f����x� z� h� f�

hei�t relativer lokaler Diskretisierungsfehler�

De�nition 
�
 Ein Einschrittverfahren hat Ordnung p� falls p � N die gr�o�tm�ogliche

Zahl ist� wof�ur gilt�

��x� z� h� � O�hp� �

f�ur alle x � �a� b� � z � R
n � und f � C��

����� Konstruktion von Einschrittverfahren

Die grundlegende Idee ist es� die Funktionen � und � in Taylor�Reihen zu entwickeln�

Die Taylor�Reihe von � ist bekannt�

��x� z� h� �
z�x � h�� z�x�

h
�

�X
k��

hkDk��z�x�

�k � ���
�

�X
k��

hk

�k � ���
f 
k��x� z�

wobei

f 
k��x� z� ��
dk

dxk
f�x� z�x�� �

so da�

f 
���x� z� �
d

dx
f�x� z�x�� � fx � fy 	 dz

dx
� fx � fyf

f 
���x� z� � �fxx � fxy 	 f� � �fyx 	 f � fyy 	 f 	 f � fy 	 fx � fy 	 fy 	 f�
� fxx � 	fxy 	 f � fyy 	 f � � fy 	 fx � f �

y 	 f usw�

Zusammenfassend�

��x� z� h� � f �
h

	
�fx � fy 	 f�

�
h�

�
�fxx � 	fxy 	 f � fyy 	 f � � fy 	 fx � f �

y 	 f� 
����

� 	 	 	

Die Taylor�Reihe von � kann erst bestimmt werden� wenn � vorgeschrieben worden ist�

Beispiel�

��x� z� h� � a�f�x� z� � a�f�x� p�h� z � p�hf�x� z��
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Die Taylor�Reihe�Entwicklung f�ur � ergibt sich aus�

f�x � p�h� z � p�hf�x� z�� � f � �p�hfx � p�hfy 	 f� �
�

�

	�
��p�h�

�fxx � 	p�hp�hfxy 	 f � �p�h�
�fyy 	 f ��

� 	 	 	
Es folgt

��x� z� h� � �a� � a��f � h�p�fx � p�fy 	 f� �
�

h�

	�
�p��fxx � 	p�p�fxy 	 f � p��fyy 	 f �� 
��
�

� 	 	 	
Durch den Vergleich der Entwicklungen 
���� und 
��
� folgt�

h�f � � � a� � a�
h�fx � �

�
� p�a�

h�fy 	 f � �
�

� p�a�

Es gibt somit vier Parameter a�� a�� p� und p� und drei algebraische Gleichungen 
��
��

Die allgemeine L�osung ist�

a� � �� a�

p� �
�

	a�

p� �
�

	a�

f�ur a� � Rnf�g�
F�ur die Wahl a� �

�
�
erh�alt man

��x� z� h� �
�

	
f�x� z� �

�

	
f�x � h� z � hf�x� z��

was der Methode von Heun 
�	��� entspricht�


y�x� h� � 
y�x� �
�

	
hf�x� 
y�x�� �

�

	
hf�x � h� 
y�x� � hf�x� 
y�x����

Ein weiteres Beispiel ist die
�
klassische� Runge�Kutta Methode der Ordnung ��

k� � f�x� z�

k� � f�x�
h

	
� z �

h

	
k��

k
 � f�x�
h

	
� z �

h

	
k��

k� � f�x� h� z � hk
�

� �
�

�
�k� � 	k� � 	k
 � k��

Diese Methode erreicht die Ordnung � mit Hilfe der � Auswertungen von f �
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����� Konvergenz

Satz 
�	 Es sei ��x� y� h� stetig f�ur �a� b� 
 ������� 
 ��� h�� und Lipschitz�stetig

bez�uglich y�

j��x� u� h�� ��x� v� h�j � Lju� vj
Dann ist die Konsistenzbedingung

��x� y� �� � f�x� y�

n�otig und hinreichend daf�ur� da� 
y�x� h� �� y�x� konvergiert�

Satz 
�� Es sei � stetig auf

G �� �a� b�
 R
n 
 ��� h��

und Lipschitz�stetig� d�h�

k��x� u� h�� ��x� v� h�k �Mku� vk�

Es sei weiter

j��x� y�x�� h�j � j��x� y�x�� h�� ��x� y�x�� h�j � Nhp�

Dann gibt es eine Konstante K � K�jb� aj�M�� so da�

je�x� h�j � hpK N

f�ur x � �a� b�� h � h��

Beweis� Durch Subtraktion der Gleichungen

y�xi��� � y�xi� � h��xi� y�xi�� h � �f


y�xi��� h� � 
y�xi� h� � h��xi� 
y�xi� h�� h� f�

erh�alt man f�ur den Fehler

i �� jj
y�xi� h�� y�xi�jj

die Rekursionsformel


ei�� � 
ei � hjj��xi� 
y�xi � h�� h � f�� ��xi� y�xi�� h � f�jj� hjj��xi� y�xi�� h � f�jj�

Mit Hilfe der Lipschitzbedingung f�ur � und der gegebenen Absch�atzung f�ur den relativen

lokalen Diskretisierungsfehler � � folgt


ei�� � 
ei � hjj
y�xi� h�� y�xi�jj� h N hp � 
ei � h 
ei �N hp���




�� Lineare Mehrschrittverfahren ���

Hilfssatz ��� ergibt wegen 
e� � 
y�x�� h�� y�x�� � ��

j
eij � N hp
eihM � �

M
� N hp

enhM � �

M
� hpN K

mit

n ��
b� a

h
�

K ��
eM�b � a� � �

M
�

�

Hilfssatz 
�� Gen�ugen die Zahlen �� einer Absch�atzung der Form

j �i��j � �� � ��j��j�B� B � �� i � �� �� 	� � � � �

so gilt

j �nj � en�j��j� en� � �
� B�

����� Asymptotische Entwicklungen

Satz 
�� Es sei f�x� y� � C��a� b� und 
y�x� h� die von einem Einschrittverfahren der

Ordnung p� p � N � gelieferte N�aherungsl�osung y�x� des Anfangswertproblems

y
�

� f�x� y� � y�x�� � x� � �a� b��

Dann besitzt 
y�x� h� eine asymptotische Entwicklung der Form


y�x� h� � y�x� � hpep�x� � hp��ep���x� � � � �� hNeN �x� � hN��EN���x� h� �

mit ep�x�� � �� die f�ur alle x � �a� b� und alle h � hn � x�x�
n

� n � �� 	� � � � � gilt�

Dabei sind die Funktionen ei�x� von h unabh�angig und das Restglied EN���x� h� ist

bei festem x f�ur alle h � hn � x�x�
n

� n � �� 	� � � � � beschr�ankt�

Beispiel�

y
�

� x y��� � �

Wir benutzten die Eulersche Methode�

�i�� � �i � hxi � �i � h�i�

Wie leicht gepr�uft werden kann�

�i �
i�i� ��

	
h�

��x� h� �
x�

	
� x

	
h



��� Numerische Methoden f�ur Anfangswertaufgaben

��� Di�erenzengleichungen

Di�erenzengleichungen spielen eine wichtige Rolle in vielen Teilen der numerischen Ma�

thematik�

����� Einf�uhrung

De�nition 
�� Sei k � N� und I eine Menge von aufeinanderfolgenden ganzen Zah�

len� Seien S und T Teilmengen von R oder ��� Sei fFng eine Folge von Abbildungen

Fn � Sk�� � T � n � I �

Die Folge fung hei�t L�osung der Di	erenzengleichung
Fn�un� un��� � � � � un�k� � tn � 
����

falls die folgenden Bedingungen erf�ullt sind�

�� uj ist de�niert und uj � S f�ur alle j � n� � � mit n � I und � � � � k �

�� tn � T f�ur n � I �

�� Fn�un� un��� � � � � un�k� � tn f�ur n � I �

Die Gleichung 
���� hei�t eine Di	erenzengleichung der Ordnung k�

De�nition 
�	 Die Di	erenzengleichung 
���� hei�t linear� wenn f�ur alle n � I die

Funktion Fn eine lineare Funktion ist�

Fn�y�� � � � � yk� �
kX

j��

ajn yj �

Ein wichtiger spezieller Fall entsteht� wenn die Koe
zienten ajn konstant sind� d�h�

ajn � aj � n � I �

Die Di	erenzengleichung 
���� hei�t homogen� wenn tn � � f�ur n � I�

�� Beispiel

I � N � k � � � S � T � R �

Fn�y�� y�� �� y� � n y� � 
��	�

tn �� � �

Die Gleichung 
��	� ist eine lineare homogene Di�erenzengleichung erster Ordnung�

Die Folge fung mit

un � ��n� � �n� ���

ist eine L�osung�




�� Di�erenzengleichungen ���

�� Beispiel

I � Z � k � 	 � S � T � R �

Fn�y�� y�� y�� �� y� � 	y� cos �� y�� 
�����

tn �� �

mit � � R � Die Gleichung 
����� ist eine lineare homogene Di�erenzengleichung

zweiter Ordnung� Die Folge fung �

un �� cos n�

ist eine L�osung�

�� Beispiel

Die Di�erenzengleichung

un�� � �un � �un��� un�� � �

ist eine Di�erenzengleichung erster Ordnung� Obwohl sie sehr einfach ist� zeigt sie

�
chaotische� Eigenschaften f�ur �� � 
 � 
 � �

����� Lineare Di�erenzengleichungen k�ter Ordnung

Seien a�� � � � � ak beliebige reelle oder komplexe Konstanten mit a�ak �� �� Sei

Fn�y�� � � � � yk� �
kX
i��

aiyi �

Wir betrachten die homogene lineare Di�erenzengleichung

�Lu�n ��
kX
i��

aiun�i � �i 
�����

als auch die inhomogene Gleichung

�Lu�n ��
kX
i��

aiun�i � tn � 
�����

Der Operator L wird als Abbildung der Folge u �� fung auf der Folge Lu �� f�Lu�ng
de�niert� und die Gleichungen 
����� und 
����� k�onnen deshalb als

Lu � � bzw� Lu � t

geschrieben werden�

F�ur lineare Di�erenzengleichungen mit konstanten Koe�zienten wird I � Z gesetzt� falls

nicht anders festgelegt�
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De�nition 
�� Sei Lu � � eine homogene lineare Di	erenzengleichung

�Lu�n �
kX

j��

ajun�j �

Das Polynom

p�z� ��
kX

j��

ajz
j

hei�t das charakteristische Polynom von L�

De�nition 
�� Die Folgen

u
�� � fu
��n � � � � � u
k� � fu
k�n g

seien k L�osungen von Lu � �� Ihre Wronski�Determinante an der Stelle n wird de��

niert durch

wn�u

��� � � � � u
k�� � wn ��

�������
u
��n�k � � � u
k�n�k

u

��
n�k � � �

u

��
n�� � � � u


k�
n��

�������
Satz 
��� �� Es seien u
��� � � � � u
k� k L�osungen von Lu � �� Dann l�a�t sich je�

de L�osung von Lu � � genau dann als Linearkombination dieser L�osungen

darstellen� wenn ihre Wronski�Determinante f�ur alle n von Null verschieden

ist�

�� Es sei v eine spezielle 
partikul�are� L�osung von Luu � t und u
��� � � � � u
k� ein

Sysytem von k linear unabh�angigen L�osungen der homogenen Gleichung Lu �

��

Dann l�a�t sich jede L�osung � der Gleichung L� � t in der Form

� �
kX

j��

cju

j� � v

mit passend gew�ahlten Konstanten c�� � � � � ck darstellen�

�� Das charakteristische Polynom p der homogen linearen Di	erenzengleichung

k�ter Ordnung

�Lu�n �
kX

j��

ajun�j

habe die verschiedenen Nullstellen

z�� z�� � � � � zm �




�� Di�erenzengleichungen ���

mit den Vielfachheiten �r � � � r � m � Dann bilden die k Folgen

u
r�s�n �� n�n� �� 	 	 	 �n� s� ��zn�sr �

� � s 
 �r �

� � r � m

ein System von k linear unabh�angigen L�osungen von Lu � ��

Beweis�

�� u

r�s�
n � � � s 
 �r ist eine L�osung von Lu � �� Da zr eine Nullstelle des Polynoms p

der Vielfachheit �r ist� gilt�

p�zr� � p	�zr� � 	 	 	 � p
s� �zr� � � �

Es folgt

�Lu
r�s��n �
mX
j��

aj�n� j��n� j � �� 	 	 	 �n � j � s� ��zn�j�sr �

�

�
dz

d

�s

�p�z�zn�jz�zr � � 
Leibnizregel� �

�� u

r�s�
n sind linear unabh�angig� falls z�� � � � � zk verschieden sind� Dies ergibt sich aus

w�� �

�������
zk��
� � � � zk��

k
���

���

z�� z�k

������� �
Y

��s	t�k

�zs � zt� �


Vandermonde Determinante��

�� u

r�s�
n sind linear unabh�angig im allgemeinen Fall� Dies ergibt sich aus

w�� �
Y

��s	t�m

�zs � zt�
�s�t

mY
r��

��r � �� ��

mit

� �� � � � q �� ��

qY
j��

j �


Siehe Henricii� Discrete Variable Methods in Ordinary Di	erential Equations�

S� ���� wobei es einige Druckfehler gibt��

�

Aus Satz ������ folgt� da� sich die allgemeine L�osung von L� � t als die Summe u � v

darstellen l�a�t� wobei Lu � � und Lv � t � In Satz ������ wird die allgemeine L�osung von

Lu � � konstruiert� Es bleibt die Frage� wie bestimmt man eine partikul�are L�osung v �

Zur Konstruktion von v gibt es mehrere systematische Methoden� F�ur die Beispiele hier

kann v durch Geschicklichkeit bestimmt werden� da t nur einfache Formen annimmt�
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����� Stabilit�at der L�osungen von Di�erenzengleichungen

In vielen Anwendungen ist es wichtig festzustellen� ob alle L�osungen der homogenen Glei�

chung Luu � � beschr�ankt sind� d�h� ob alle Nullstellen des charakteristischen Polynoms

p�z� innerhalb des Einheitskreises liegen�

Es gibt mehrere Methoden� Aussagen �uber die Nullstellen eines Polynoms p zu gewinnen


siehe z�B� die B�ucher von Marsden und Obreschko��� wobei die S�atze von Routh 
��

�

und Hurwitz 
���	� besonders zu erw�ahnen sind� Hier wird nur der Satz von Hurwitz

zitiert�

Satz 
��� �Hurwitz� Sei p ein Polynom n�ter Grad mit reellen Koe
zienten�

p�z� �
nX

j��

ajz
j �

Sei a� � �� Sei aj �� � f�ur j � n und j 
 �� F�ur � � j � n sei �j die j 
 j

Determinante

�� �� ja�j �

�� ��

����� a� a�
a
 a�

�����
� � �

�j ��

�������������

a� a� a�� 	 a��j
a
 a� a� 	 a��j
a� a� a
 	 	
	 	 	 	 	
	 	 	 	 	

a�j�� a�j�� a�j�
 	 aj

�������������
Das Polynom p hat genau dann nur Nullstellen mit negativem Realteil� wenn alle

n Determinanten �j streng positiv sind�

Bemerkung� Alle Nullstellen des Polynoms q��� der Ordnung n liegen innerhalb des

Einheitskreises genau dann� wenn alle Nullstellen des Polynoms

p�z� � ��� z�nq

�
� � z

�� z

�
negativen Realteil haben� da die gebrochene lineare Funktion

z �
� � �

� � �
� � �

� � z

�� z

den Einheitskreis in der komplexen ��Ebene eineindeutig konform auf die linke Halbebene

in der z�Ebene abbildet�
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Kapitel 	

Iterationsverfahren zur L�osung gro
er

linearer Gleichungssysteme

��� Einleitung

Zur L�osung von Di�erentialgleichungen und verschiedenen technischen Problemen ist es

oft erforderlich� sehr gro�e lineare Gleichungssysteme

Ax � b � x � R
n � A � Mat�n� n� � n � ��


zu l�osen� Bei solchen Problemen hat die Matrix A fast immer eine spezielle Struktur� die

den Einsatz von e�zienten Iterationsverfahren erm�oglicht�

Die folgenden Themen werden behandelt�

Das Jacobi Verfahren

Das Gau��Seidel Verfahren

Verfahren der konjugierten Gradienten

��� Hilfsmittel

Die folgenden Begri�e und S�atze werden sp�ater ben�otigt�

De�nition ��� Zwei Matrizen A�B �M�n� n� hei�en �ahnlich� wenn es eine regul�are

Matrix S �M�n� n� gibt mit

B � SAS�� �

De�nition ��� Sei A � M�n� n�� Ein 	 � C hei�t Eigenwert von A� wenn es ein v

gibt mit v �� �� so da� gilt�

Av � 	v �



��� Iterationsverfahren zur L�osung gro
er linearer Gleichungssysteme

Jedes vom Nullvektor verschiedene v mit

Av � 	v

hei�t Eigenvektor von A 
zum Eigenwert 	�� Man spricht auch vom Eigenpaar �	� v�

�

De�nition ��� Sind 	i � � � i � �� die Eigenwerte von A �M�n� n�� so nennt man

��A� �� max
��i��

j	ij

den Spektralradius von A �

De�nition ��� Eine Matrix J �M�r� r� hei�t Jordanmatrix zum Eigenwert 	� wenn

J �

�
BBB�

	 � O

	 �
� � � �

O 	

�
CCCA

Satz ��� �Jordansche Normalform� Sei A � M�n� n�� Es gibt eine regul�are Matrix

S �M�n� n� � so da� gilt

SAS�� � J �

�
BBB�

J�
J�

� � �

J�

�
CCCA

wobei f�ur � � r � � Jr �Mat�nr� nr� eine Jordanmatrix ist�

Jr �

�
BBB�

	r � O

	r �
� � � �

O 	r

�
CCCA

Beweis� Siehe Fischer� Lineare Algebra� Anhang B� �

Die charakteristischen Polynome pr�	� � det�Jr�	I� � �	r�	�nr hei�en die Elementar�

teiler von A�

Satz ��� F�ur alle Eigenwerte 	 von A gilt

j	j � lub�A� �� sup
x
��

kAxk
kxk

f�ur jede Vektornorm k 	 k�



��� Hilfsmittel ���

Beweis� Sei �	� v� ein Eigenpaar von A� d�h� Av � 	v mit v �� �� Dann folgt

j	j kvk � kAvk � kAk 	 kvk �

�

Satz ��� a� Zu jeder Matrix A und jedem � � � existiert eine Vektornorm k 	 k�
mit

lub�A�� � kAk� � ��A� � � �

b� Hat jeder Eigenwert 	 von A mit der Eigenschaft j	j � ��A� nur lineare

Elementarteiler� so existiert sogar eine Vektornorm k 	 k� mit

kAk� �� lub�A�� � ��A� �

Beweis�

Teil a�� Sei SAS�� � J � wobei J in Jordannormalform ist� J � diag�J�� � � � � J�� �

J �

�
B� J�

� � �

J�

�
CA � Jr �

�
BBB�

	r � O

	r �
� � � �

O 	r

�
CCCA

Sei C��� �� C �� diag�C�� � � � � C�� mit

Cr � Cr��� � diag��� �� � � � � �nr��� � Mat�nr� nr� �

Es folgt

C��JC � diag�C��
� J�C�� � � � � C

��
� J�C�� �

mit

C��
r JrCr �

�
BBB�

	r � O

	r �
� � � �

O 	r

�
CCCA

Es folgt sofort� da�

kC��JCk� � ��A� � � �

so da� gilt

kTAT��k� � ��A� � �

mit

T �� C��S �
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Daraus folgt mit Hilfssatz ���

kAk� �� kTAT��k� � ��A� � � �

Teil b�� F�ur

� 
 ��A�� max
j�rj	�
A�

j	rj

setze

Dr �

�
Cr��� � j	rj 
 ��A�

I � j	rj � ��A�

D � diag�D�� � � � � D�� �

Dann gilt�

kD��JDk� � ��A� �

�

Hilfssatz ��� Sei k 	 k eine Vektornorm und T � Mat�n� n� eine regul�are Matrix�

Dann ist k 	 k� �

kxk� �� kTxk
eine Vektornorm und

lub�A�� � kTAT��k
f�ur alle A �Mat�n� n��

Beweis� k	k� ist eine Vektornorm� da die drei notwendigen Voraussetzungen o�ensichtlich

erf�ullt sind�

Es gilt f�ur A � Mat�n� n�

lub�A�� � sup
x
��

kAxk�
kxk� � sup

y 
��

kAT��yk�
kT��yk� � sup

y 
��

kTAT��yk
kyk � kTAT��k�

�

Satz ��� Sei A �Mat�n� n�� Der Limes

R �� lim
k��

kAkk��k

existiert und R � ��A��

Beweis� Sei

Rk �� kAkk��k



��� Hilfsmittel ���

und �	� x� ein Eigenpaar von A� Dann gilt�

Rk �
 kAkxk
kxk

!��k
� j	j �

so da�

Rk � ��A� � 
����

Sei nun � � � beliebig� Es folgt aus Satz ���� da� es eine Norm k k� gibt mit

kAk� � ��A� � � �

Alle Normen auf dem Rn sind �aquivalent� und es gibt deshalb eine Konstante m � m���

mit
�

m
kxk � kxk� � mkxk �

Es folgt

Rk �

 
sup
x
��

kAkxk
kxk

!��k
�

 
sup
x
��

m�kAkxk�
kxk�

!��k
� m��k 	 �kAkk����k � m��k 	 kAk� � m��k 	 ���A� � �� 
����

F�ur alle m � � gilt

lim
k��

m��k � � �

Der Satz folgt deshalb sofort aus den Ungleichungen 
���� und 
����� �

Bemerkung�

a� ��A� � kAk
b� ��A� 
 � und ��B� 
 � impliziert i�a� nicht ��AB� 
 � �

Beispiel�

a�

A �

�
��	 ���

� ��	

�
� Ak �

�
��
�
�k ���k��

�
�k��

� ��
�
�k

�

b�

A �

�
��	 ���

� ��	

�
� B �

�
��	 �

��� ��	

�
� AB �

�
��� � ��� ��

�� ���

�

��A� � ��B� � ��	 � ��AB� � � �
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Genauere Information �uber die Potenzen Am einer Matrix A erh�alt man aus der Jordan�

schen Normalform�

Satz ��
 A sei eine n
 n�Matrix mit ��A� � �� Dann gilt�

kAmk � �

�
m

p� �

�
���A��m�
p��� � m ��� �

wobei p die gr�o�te Ordnung aller Jordanscher Blockmatrizen J von A mit ��J� �

��A� und � eine positive Konstante ist�

Beweis� Siehe Varga� Matrix Iterative Analysis� S� ��� �

Beispiel�

A �

�
	 �

� 	

�
� Am �

�
	m m	m��

� 	m

�
�

��� Das Jacobi
� Gau�
Seidel
 und SOR
Verfahren �

eine Einleitung

In diesem Abschnitt werden drei Iterationsverfahren zur L�osung des Gleichungssystems

Ax � c 
����

vorgestellt� Im n�achsten Abschnitt wird die Konvergenz dieser Verfahren untersucht� Als

Beispiel nehmen wir

A �

�
BBB�

� � �� ��

� � �� ��

�� �� � �

�� �� � �

�
CCCA � c �

�
BBB�

	

	

	

	

�
CCCA � x �

�
BBB�

�

�

�

�

�
CCCA 
����

Bei allen drei Verfahren wird A als Di�erenz von zwei Matrizen M und N dargestellt�

A � M �N �

wobei gilt�

�� M sei regul�ar

�� M sei
�
leicht invertierbar�� d�h� die Gleichung My � c sei f�ur beliebiges c leicht zu

l�osen�



��� Das Jacobi�� Gau
�Seidel� und SOR�Verfahren � eine Einleitung ���

Das Gleichungssystem 
���� kann dann in der Gestalt

Mx � b �Nx

oder

x � M��b �M��Nx

geschrieben werden� Es liegt deshalb nahe� das Iterationsverfahren

x
k��� � Bx
k� � d � k � �

zu benutzen mit

B �� M��N �

d �� M��b �

Es ist manchmal sinnvoll� die folgende Zerlegung von A zu benutzen�

A � D � L�R mit

D � diag�A�

L � linke Dreiecksmatrix

R � rechte Dreiecksmatrix

�� Das Jacobi� �Verfahren oder Gesamtschrittverfahren

Zur L�osung von

Ax � b

wird die Zerlegung

A � M �N �

M �� D � diag�A� �

N �� D � A � L �R

benutzt� Es folgt

x
k��� � Bx
k� � d

mit

d � D��b

B � D���D � A� � D���L � U� � I �D��A �

Es folgt weiter�

Dx
k��� � �A�D�x
k� � b �

�Carl Gustav Jacobi ����������	



��� Iterationsverfahren zur L�osung gro
er linearer Gleichungssysteme

Dies ist die Gleichung� der die Bezeichnung Gesamtschrittverfahren zugrunde

liegt�

Die Matrix B � I �D��A wird oft als Jacobi�Matrix bezeichnet�

Beispiel� A� b und x seien wie in 
����� Dann gilt f�ur das Jacobi�Verfahren

B �

�
BBB�

� � ��� ���

� � ��� ���

��� ��� � �

��� ��� � �

�
CCCA �

Mit

x
�� � ��� �� �� ��T gilt�

x
�� � ��� �� �� �� �� �� �� ��T �

x
�� � ��� ��� �� ��� �� ��� �� ���T

x
��� � ��� ����	�� �� ����	�� �� ����	�� �� ����	��T

���

x
��� � ��� ����� �� ����� �� ����� �� �����T

�� Das Gau
�Seidel��Einzelschritt�� Verfahren

M � D � L �

N � R �

B � G �� �D � L���R �

�D � L�xk�� � Rx
k� � c

Beispiel� Mit

x
�� � ��� �� �� ��T gilt�

x
�� � ��� �� �� �� �� ��� �� ���T

x
�� � ��� ���� �� ���� �� ����� �� �����T

x
��� � ��� ������ �� ������ �� ������ �� ������T



��� Konvergenzbetrachtungen ��


�� Das S�O�R��Verfahren

� � ��� 	� �

M �
�

�
D � L �

N �
�� �

�
D �R �

B��� � L� �� �D � �L������� ��D � �R� �

�D � �L�x
k��� � ���� ��D � �R�x
k� � c

Beispiel� Mit

x
�� � ��� �� �� ��T

� � �� � gilt�

x
�� � ��� ��� �� ��� �� ��	�� �� ��	��T �

x
��� � ��� ����	� �� ����	� �� ����	� �� ����	�T �

Mit

x
�� � ��� �� �� ��T

� � �� ���� gilt�

x
�� � ��� ������� �� ������� �� �	����� �� �	�����T

x
�� � ��� ����� �� ����� �� ����� �� �����T

��� Konvergenzbetrachtungen

De�nition ��
 Das Iterationsverfahren

xk�� � Bxk � d �

B � M��N � d � M��c

zur L�osung des Gleichungssystems

Ax � �M �N�x � c

hei�t konvergent� falls f�ur alle Startvektoren x
�� und Vektoren d die Folge fx
k�g
gegen die exakte L�osung x � A��c konvergiert�

Wir k�onnen jetzt notwendige und hinreichende Bedingungen f�ur Konvergenz herleiten�

Der folgende Satz ist sowohl eine Erweiterung 
da eine hinreichende Bedingung gegeben

wird� als auch eine Spezialisierung 
da nur lineare Abbildungen betrachtet werden� des

Banachschen Fixpunktsatzes�



��� Iterationsverfahren zur L�osung gro
er linearer Gleichungssysteme

Satz ��� Das Iterationsverfahren

x
k��� � Bx
k� � d 
����

ist genau dann konvergent� wenn

��B� 
 � �

Beweis�

a� Sei 
���� konvergent� F�ur jedes d konvergiert die Folge x
�� �� � � x
k��� � Bx
k��d�

Sei

x �� lim
k��

x
k� �

Es gilt x � Bx � d � so da� die Gleichung

y � By � d

f�ur jedes d eine L�osung hat� Die Abbildung F �� I � B �

F � Rn �� R
n

ist also surjektiv und deshalb auch bijektiv 
Fischer� S� ����

F�ur den Fehler f 
k� �� x� x
k� gilt�

f 
k��� � Bf 
k� �

W�ahle x
�� so� da� f 
�� � v � wobei f	� vg ein Eigenpaar f�ur B ist�

x
�� �� � �

d �� �I �B�v

Es folgt�

f 
k� � 	kv � k � N �

und daher j	j 
 � �

b� Sei umgekehrt ��B� 
 �� Es folgt aus Satz ���� da� eine Norm existiert mit kBk 
 �

� Es folgt� da� die Abbildung g�u� �� Bu � d kontrahierend ist� Man benutzt jetzt

den Banachschen Fixpunktsatz�

�

Eine einfache aber oft n�utzliche notwendige Bedingung f�ur die Konvergenz des Gesamt�

schrittverfahrens wird jetzt hergeleitet�



��� Konvergenzbetrachtungen ��	

De�nition ��� Die Matrix A � Mat�n� n� erf�ullt das starke Zeilensummenkriterium

falls

jaiij �
nX
j��
j ��i

jaijj � � � i � n �

Satz ��	 Die Matrix A erf�ulle das starke Zeilensummenkriterium� Dann konvergiert

das Gesamtschrittverfahren�

Beweis� Es gilt f�ur die Jacobi�Matrix B � �bij� �

nX
j��

jbijj �
nX
j��
j ��i

jaijj�jaiij 
 � � � � i � n� bii � � � � � i � n� 
����

Es gibt jetzt zwei einfache Methoden� um zu zeigen� da� ��B� 
 ��

Methode �� Wegen 
���� gilt�

��B� 
 kBk� 
 � �

Methode �� Sei f	� vg ein Eigenpaar von B� W�ahle k � so da�

jvkj � kvk� � max
j

jvjj

und betrachte die k�te Gleichung des Gleichungssystems 	v � Bv �

j	vkj �
nX
j��

jbijj jvjj � kvk�
nX

j��

jbijj 
 kvk�

Es folgt� da� j	j 
 �� �

Satz ��� Sei A � Mat�n� n� und L� die zugeh�orige SOR� Iterationsmatrix� Dann

gilt�

��L�� � j� � �j �

Beweis�

L� � �D � �L������� ��D � �R� �

Es folgt�

�D � �L�L� � ��� ��D � �R �

Weiter gilt�

det�D� 	 det�L�� � det�D � �L� 	 det�L��

� det��D � �L�L�� �

� det���� ��D � �R� �

� ��� ��n 	 det�D� � so da�

det�L�� � ��� ��n �



��� Iterationsverfahren zur L�osung gro
er linearer Gleichungssysteme

Das Produkt der evtl� vielf�altigen Eigenwerte von L� ist gleich dem konstanten Term von

det�	I � L�� �
nY
i��

	i � det��L�� � �� � ��n �

�

Bemerkung� Es folgt aus Satz ���� da� das SOR�Verfahren nur f�ur � � ��� 	� konvergent

ist�

Satz ��� �Ostrowski�Reich� Sei A � D�E �E� eine n
 n hermitesche Matrix� D

eine positiv de�nite hermitesche Matrix� D � �E nichtsingul�ar f�ur � � � � 	� Sei

L� � �D � �E������ ��D � �E�� �

Dann ist ��L�� 
 � genau dann� wenn A positiv de�nit ist und � � ��� 	� �

Beweis� Zuerst wird eine Hilfsgleichung hergeleitet� Die Fehler em �� x� xm erf�ullen die

Gleichungen�

em�� � L�e
m

�D � �E�em�� � ��E� � ��� ��D�em 
��
�

Sei

�m �� em � em�� � m � � �

Aus 
��
� folgt

�D � �E��m � ��D � �E�� ��E� � ��� ��D��em � �Aem 
����

und

�Aem�� � ��D � E � E��em��

� ��� � ��D � �E��em�� � �D � �E�em��

� ���� ��D � �E���em � em���

� ��� ��D�m � �E��m � 
��	�

Werden Gleichungen 
���� und 
��	� mit ��m bzw� e�m�� multipliziert� dann folgt� da�

S� �� em��D � �E��m � �em�Aem und 
�����

S� �� em������� ��D � �E���m � �em���Aem�� 
�����

Sei

S �� S� � S� � 
�����



��� Konvergenzbetrachtungen ���

Es gilt�

S � em��D � �E��m � em������� ��D � �E���m

� em��D � �E��m � �em � �m������ ��D � �E���m

� �m����� ��D � �E���m � em���D � �E � �E���m

� �m����� ��D � �E���m � em��A�m

� �m����� ��D � �E���m � �m��Aem�

Mit Hilfe von 
���� folgt�

S � �m�f���� ��D � �E�� � �D � �E�g�m � �	� ���m�D�m� 
�����

Aus 
������ 
������ 
����� und 
����� folgt�

�	� ���m�D�m � �fem�Aem � em���Aem��g � 
�����

Diese Gleichung ist der Schl�ussel zum Konvergenzbeweis� da daraus folgt� da� unter

bestimmten Voraussetzungen die Zielfunktion em�Aem monoton fallend ist�

W�ahle ein Eigenpaar �	� v� von L� und setze e� � v � Dann folgt aus 
������

e� � L�e
� � 	e�

�� � ��� 	�e� 
�����

�	� ��j�� 	j�e��De� � ���� j	j��e��Ae�� 
�����

Wir k�onnen jetzt den Beweis durchf�uhren�

a� Sei nun A positiv de�nit und � � ��� 	�� Die Matrix D ist positiv de�nit� Wegen

e� � v �� � gilt e��De� � �� Es folgt aus 
������ da� entweder 	 � � oder ��j	j� � ��

W�are 	 � �� dann folgte aus 
������ da� �� � � und folglich aus 
����� da� e��Ae� � ��

was der Annahme e� � v �� � widerspricht� Es gilt deshalb

j	j 
 � �

Da 	 einen beliebigen Eigenwert darstellt� ist ��B� 
 � �

b� Sei nun ��L�� 
 �� Dann konvergiert die Folge fxkg f�ur jedes x�� so da� em � � f�ur

m���

Es ist bekannt aus Satz ���� da�

j� � �j � ��L�� 
 � �

d�h� � � ��� 	��



��� Iterationsverfahren zur L�osung gro
er linearer Gleichungssysteme

Es gilt� da � �� ��

A �
�

�
�D � �E��I � L�� �

so da� A regul�ar ist�

W�are A nicht positiv de�nit� h�atte A mindestens einen negativen Eigenwert 	 mit

Eigenvektor v� Setze e� �� v� Es gelte�

e��Ae� 
 � �

Es w�urde dann aus 
����� folgen� da�

em���Aem�� � em�Aem � 	 	 	 � e��Ae� 
 � �

was der Konvergenz der Folge femg gegen Null widerspricht�

Zusammenfassend mu� gelten�

� � ��� 	� �

A positiv de�nit �

�

Bemerkung� Die Behauptung im Teil b� des Beweises� da� � � ��� 	�� ist nicht vollst�andig

bewiesen und m�oglicherweise sogar falsch�
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Kapitel �

Komplexit�at von Algorithmen

	�� Einleitung

Wir haben jetzt mehrere Algorithmen f�ur lineare Algebra kennengelernt� Wenn meh�

rere Algorithmen vorhanden sind� ist es w�unschenswert� die Algorithmen in bezug auf

verschiedene Kriterien zu betrachten� damit der
�
beste� Algorithmus ausgesucht werden

kann� M�ogliche Kriterien sind�

�� Rechenaufwand

�� Speicherbedarf

�� Stabilit�at oder Gutartigkeit

�� Zus�atzliche Vor� und Nachteile

Nachdem mehrere Kriterien vorhanden sind und die einzelnen Kriterien sich nicht immer

genau beurteilen lassen� ist es nicht immer m�oglich� den
�
besten� Algorithmus zu �nden�

Dagegen ist es oft m�oglich�
�
schlechte� Algorithmen zu erkennen�

Die Kriterien Rechenaufwand und Speicherbedarf� die seit eh und je von Numerikern

untersucht worden sind� werden heutzutage unter der Rubrik Komplexit�at zusammenge�

fa�t� Die Theorie der Komplexit�at von Algorithmen ist ein sehr interessantes und lebhaftes

Teilgebiet der Informatik� Hier befassen wir uns nur mit der Frage des Rechenaufwandes

f�ur einige Algorithmen der linearen Algebra� Die Anzahl Multiplikationen� Additionen


Subtraktionen� und Divisionen wird mit M�n� � A�n� und D�n� bezeichnet� wobei der

Parameter n die Gr�o�e des Problems beschreibt�

Es gibt mehrere M�oglichkeiten�

a� Die Anzahl Operationen ist gering� aber das Problem sollte sehr oft gel�ost werden


z�B� dreidimensionale Gra�k��



��� Komplexit�at von Algorithmen

b� Es gibt bekannte Konstanten K und � � so da��

M�n� � Kn
 �

also

M�n� � Kn
 �O�n
�

oder

�M�n��Kn
� �� � f�ur n ��� �

c� Es gibt eine Konstante � mit

M�n� � O�n
� �

Es gibt also eine Konstante K � wom�oglich unbekannt� mit

M�n� � Kn
 �

Wir betrachten nur F�alle b� und c��

	�� Lineare Gleichungssysteme

Die Komplexit�at von einigen Algorithmen zur L�osung linearer Gleichungssysteme wird

in Tabelle 
�� zusammengefa�t�

Algorithmus M�n� Matrix A

Gau��Elimination � �


n
 allgemein

Gau��Jordan � �
�
n
 allgemein

Choleski � �
�
n
 symmetrisch

Strassen 
�	�	� � ��� n���� allgemein

Coppersmith und

Winograd 
�	��� ��n������ allgemein

Tabelle 
��� Algorithmen zur L�osung der Gleichung Ax � b

Die Ergebnisse f�ur die Gau��� Gau��Jordan� und Choleski�Algorithmen sind seit langem

bekannt und lassen sich aus einfachen �Uberlegungen bestimmen� wobei die Formeln

nX
k��

� � n

nX
k��

k �
n�n� ��

	

nX
k��

k� �
n�n� ���	n� ��

�



	�� Lineare Gleichungssysteme ���

n�utzlich sind�

Es wurde vermutet� da� M�n� � O�n
� f�ur alle Methoden zur L�osung des Gleichungssy�

stems Ax � b mit vollbesetzter Matrix A� Diese Vermutung wurde durch die Er�ndung

des Strassen Algorithmus widerlegt� dem der n�achste Abschnitt gewidmet ist�

����� Der Strassen Algorithmus

Der Strassen Algorithmus ist ein Algorithmus zur Berechnung des Matrixprodukts C �

A	B� wo A�B und C quadratische Matrizen sind� Der Algorithmus wird induktiv de�niert�

Seien A und B 	n
 	n Matrizen� die folgenderma�en partitioniert sind�

A �

�
a�� a��
a�� a��

�
� B �

�
b�� b��
b�� b��

�

Sei C � A 	B �

C �

�
c�� c��
c�� c��

�

Sei

p� �� �a�� � a����b�� � b���

p� �� �a�� � a���b��

p
 �� a���b�� � b���

p� �� a����b�� � b��� 

���

p� �� �a�� � a���b��

p� �� ��a�� � a����b�� � b���

p� �� �a�� � a����b�� � b���

Es gilt�

c�� � p� � p� � p� � p�

c�� � p
 � p� 

���

c�� � p� � p�

c�� � p� � p
 � p� � p�

Sei nun M�n� und A�n� die Anzahl elementarer Multiplikationen bzw� Additionen� die

bei dem Strassen Algorithmus erforderlich sind� Es folgt aus 

��� und 

����

M�	n� � �M�n�

A�	n� � �A�n� � ��n�



��� Komplexit�at von Algorithmen

da bei der Berechnung der pi 
 Multiplikationen von n 
 n� Matrizen erforderlich sind

und au�erdem �� n
 n�Matrizen addiert werden m�ussen�

Sei

uk � M�	k� �

vk � A�	k� � k � � �

Dann gilt�

uk�� � �uk �

vk�� � �vk � �� 	 �k �
u� � � �

v� � � �

uk und vk sind also L�osungen einer homogenen bzw� inhomogenen Di�erenzengleichung

erster Ordnung�

Es folgt sofort� da�

uk � �k �

vk � � �k � wk

wobei � ein Parameter und wk eine L�osung der inhomogenen Gleichung ist� Der Ansatz

wk � 
 �k

ergibt

�
 � �
 � ��

oder


 � �� �

Mit � � � wird die Bedingung v� � � erf�ullt� so da�

vk � � 	 �k � � 	 �k � � 	 �k

F�ur M�n� und A�n� ist�

n � 	k �

k � log� n �

M�	k� � uk � �k �

A�	k� � vk � � 	 �k �
M�n� � �log� n � �log� n�log� � � nlog� � �

A�n� � � 	 nlog� � �



	�� Eigenwertprobleme ��


wobei log� �
�
� 	� ��� Es gilt also�

A�n� � O�n�����

M�n� � O�n�����

Zur Berechnung von A�� sind folgende �Uberlegungen n�otig� Sei

A �

�
a�� a��
a�� a��

�

dann gilt

A�� �

�
I �a��

�� a��
� I

��
a��
�� �

� d��

��
I �

�a��a��
�� I

�

mit d �� a�� � a��a
��
�� a��� Es werden

I�n� � 	I�n�	� � �M�n�	� � �A�n�	� � 	�n���

Operationen erforderlich� also

I�n� � 	I�n�	� � �T �n�	� � n��	 � �

log� nX
i��

	iT �n�	i� �O�n�� � O�nlog� �� �

wobei T �n� die Anzahl Operationen f�ur Matrixmultiplikation ist� Damit d nicht singul�ar

ist� wird die Gleichung

Ax � b

mit

ATAx � AT b

ersetzt�

	�� Eigenwertprobleme

Die Komplexit�at von einigen Algorithmen zur Bestimmung der Eigenwerte einer Matrix

A wird in Tabelle 
�� zusammengefa�t�

����� Das QR�Verfahren

Wir betrachten den Fall� wenn As eine Hessenbergsche Matrix ist� Es ist m�oglich� As zur

diagonalen Gestalt zu bringen mit n� � ebenen Drehungen�

F� �� As

Fk�� �� Tk�k����k�Fk � k � �� � � � � n� �



��� Komplexit�at von Algorithmen

Algorithmus Transformation zu Multiplikationen Konvergenzge�

Einfacherer Gestalt pro Zyklus schwindigkeit

Jacobi � 	n
 quadratisch �� � 	�

QR ���n
 �n� kubisch �� � ��

Schnelle QR ���n
 	n� kubisch �� � ��


Gentleman� 
weniger f�ur schwach�

besetzte A�

Potenzmethode � n� linear �� � ��

Tabelle 
��� Algorithmen zur Berechnung von Eigenwerten

Tk�k����� �

�
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

�
� � �

�

c s

�
� � �

�

�s c

�
� � �

�

�
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

c � cos��� � s � sin���

Fk �

�
BB�

Rk
��� Ck

� � � � � � � � � � � � � � � �

�
��� bk

��� Bk

�
CCA � �f


k�
ij �

Rk sei eine k 
 k rechte Dreiecksmatrix� bTk � �f

k�
k���k� �� � � � � ��

dk ��

 h
f

k�
k�k

i�
�
h
f

k�
k���k

i�!���
�

ck �� f

k�
k�k�dk �

sk �� f 
k�
k���k�dk �

f

k���
k�j �� ckf


k�
k�j � skf


k�
k���j � k � � � j � n �

f

k���
k���j �� �skf 
k�

k�j � ckf

k�
k���j � k � � � j � n �

f

k���
k�k �� dk �

f

k���
k���k �� � �



	�� Eigenwertprobleme ��	

Insgesamt

n��X
k��

���n� k� � 	� �
n� �

	
��n� 	 � �� � 	�n� � �� Multiplikationen �

Sei

QT �� Tn���n � � � T��� �

dann gilt�

QTAs � Bn oder

As � QBn

As�� � BnQ � BnT��� � � � Tn���n �

Die Berechnung von BnQ erfordert

n��X
k��

�k � 	 �
n� �

	
��n� 	 � �� � 	�n� � �� Multiplikationen �

Insgesamt erfordert die Berechnung von As�� �n� � ��n� Multiplikationen� und As�� ist

wieder eine Hessenberg Matrix�

Bemerkung� Im speziellen Fall� wenn As eine tridiagonale Matrix ist� ist As�� auch

tridiagonal� und die Berechnung von As�� erfordert nur ��n� Multiplikationen�

����� Schnelle ebene Drehungen

Sei A eine n
 n Matrix mit

A � DBD �

wobei D eine Diagonalmatrix ist� Dann gilt�

TpqAT
T
pq � TpqDBDT

T
pq � D B D �

wobei D und B noch nicht bestimmt sind� D sollte eine Diagonalmatrix sein mit di � di
f�ur i �� p� q� Z�B��

bp� �
dpc

dp
bp� �

dqs

dq
bq� � � �� p� q

bq� �
dp
�s�

dp
bp� �

dqc

dq
bq� � � �� p� q �

Durch geeignete Wahl von dp und dq ist es m�oglich� die Anzahl der Multiplikationen zu

halbieren� Diese Methode� die sogenannte FGR 
Fast Givens Rotation� wird von Gentle�

man 
�	
�� �	
�� und Rath 
�	��� untersucht�
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