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Kapitel 1

Elliptische Gleichungen

1.1 Definition elliptischer Gleichungen

1.1.1 Skalare Gleichungen

Definition 1.1 Se:
L= as(x)0"
|| <k
ewn Differentialoperator fir x € Q2 C R*. L heifit elliptisch zu x, falls fir alle £ € R,
§F£0 gilt

0x(L,6) i= D aa(x)§* #0.

|a|=Fk

Beispiel 1.1 Die Laplace-Gleichung in R” ist elliptisch, da

" 0%
L —
Y ; oz?’
os(L,€) = > &
i=1
Beispiel 1.2 Die biharmonische Gleichung in R?,
o*u 0*u o*u

Lu + 2

- ozt 0zr20z2 * ors’

ist elliptisch, da

o.(L, &) = & +288+&
= @+&).
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Beispiel 1.3 Die Minimal-Oberflachengleichung
(14 u2)tige — 2Uptiyugy + (1 + ul)uy, =0

ist elliptisch, da

O'z(L, f) = (1 + u;)gf - 2uzuy§1§2 + (1 + ui)§22 ’
= G+&+ (Gyy — &up)’

Es ist manchmal wichtig, die Elliptizitatsbedingung genauer zu klassifizieren. Fiir Diffe-
rentialgleichungen der zweiten Ordnung ist die folgende Klassifikation niitzlich:

Definition 1.2 Sez

L= as(x)0"
lo|<2
ein Differentialoperator zweiter Ordnung fir x € Q C R*. L heifit gleschmadfig ellip-
tisch auf Q (uniformly elliptic), falls eine Konstante a > 0 ezistiert mat
n o 1 n
oy <Y aEEe <=y g
i=1

|| =2 i=1

fir allex € Q .

Beispiel 1.4 Die Gleichung

TUgy + 2u, =0

ist nicht gleichmiBig elliptisch auf Q = (0,1) C R

1.1.2 Gleichungssysteme

Systeme von Differentialgleichungen treten oft auf. Sie werden allerdings nur selten
in der Literatur behandelt. Insbesondere werden Systeme hoéherer Ordnung kaum in
Lehrbiichern behandelt. Einige der wenigen Ausnahmen sind die Biicher von Miranda
[1970, S. 275], Courant und Hilbert [1962, S. 577] und Hérmander [1963, S. 267]. Sei

u(x) = (u(x),...,un(x))7,

f(x) = (fl(X)’---ny(X))T

fiir x € Q C R". Sei M;; ein Differentialoperator der Ordnung o;;.
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Sei

mit

IN

aij

Si—|—tj,
0falls s;+1¢; <O0.

Sei M;;(x,&) das charakteristische Polynom von M;; und

Mij(X, f) y falls Q5 = 8 + tj
0 , falls Qi < 8 + tJ

Mij(xa 6) = {
Das System

N
> Mi(x)uj=f, 1<i<N

j=1

heifit elliptisch im Sinne von Douglis und Nirenberg, falls es moglich ist, s; und ¢; so
zu wahlen, dafl

a(x, &) == det(M;;(x,€)) #0, x€Q, (R,
Sei

CL(X, é-) = det(MZ] (X, g)) 3
r Grad a
R = Der maximale Grad der N! Terme von «

bei der Entwicklung mit der Leibniz-Regel

Es ist von Volevich bewiesen worden (Agmon, Douglis, Nirenberg [1964, S. 39]), daf8 die
folgenden Bedingungen fiir die Elliptizitat notwendig und hinreichend sind:

1. =R,

2. a(x,£) # 0 fiir alle £ # 0, wo bei G der Hauptteil von a, d.h. der Teil vom Grade r,
ist.

Beispiel 1.5

Uy — Vyy = fla

Uy + Uy + Vgpzz + Vgy = f2
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Man setze

Es folgt:

2
¢ U =& 4nt, r=4, R=4.

Beispiel 1.6 [Cauchy-Riemann-Gleichungen|

Up — Uy =

Uy +VUp =

Man setze s; = s, =1, t; =1, =0 . Es folgt:

6= 3 n‘:§2+n2_
n £
a=a = a,
r=R = 2

Beispiel 1.7

Setze
Uy ‘= Ug , Uz 1= Uy
Es gilt:
8u1 8’(1,2 — 0
(91'1 81‘2 N ’
ou
/= _ = 0,
8.’111 U
0
S = 0.
81'2
Man setze
80:0, §1 = S = —1,

t0:2, t1:t2 — 1
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Es folgt:
0 & &
i)=& -1 o0|=&+8
& 0 -1
a=a = a,
r=R =

In der Theorie von Agmon, Douglis und Nirenberg wird weiter vorausgesetzt:

Bedingung L: i(x,§) ist ein Polynom vom Grade 2m beziiglich . Sei ¢ , é € R” linear
unabhéngig. Das Polynom ¢(7) := a(x,& + TE) hat genau n Nullstellen 7 mit positivem
Imaginarteil.

Bemerkung 1.1 Sei das System elliptisch im Sinne von Douglis und Nirenberg und
n > 2. Dann ist die Bedingung L erfiillt. (Siehe Agmon, Douglis, Nirenberg [1964, S. 39],
Miranda [1970, S. 244].)

Bemerkung 1.2 Sei n = 2. Es gebe eine Funktion (x) und ein o > 0 mit

Re{y(x)i(x,£)} > of¢|” firalle E€R", x€R", £#0,

wobei 27 die Ordnung des Differentialoperators M,; ist. Dann ist die Bedingung L erfiillt
(siehe Miranda [1970, S. 245]).

Literatur
Agmon, S., Douglis, A., Nirenberg, L.: Estimates near the boundary for solutions of
elliptic partial differential equations satisfying general boundary conditions. II. Comm.

Pure Appl. Math. 17, 35-92(1964).

Douglis, A., Nirenberg, L.: Interior estimates for elliptic systems of partial differential
equations. Comm. Pure Appl. Math. 8, 503-538(1955).

Ho6rmander, L.: Linear Partial Differential Operators. Berlin: Springer, 1963.

Miranda, C.: Partial Differential Equations of Elliptic Type. New York: Springer, 1970.

1.2 Randwertaufgaben

1.2.1 Einfiihrung

Eine partielle Differentialgleichung hat mehrere Lésungen. In den Anwendungen werden
Randbedingungen vorgeschrieben, die der Anwendung entsprechen und eine moglichst
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eindeutige Losung bestimmen sollen. Fiir elliptische Gleichungen und Systeme gilt
folgende Faustregel fiir sachgemafigestellte Randwertaufgaben:

Auf jedem Punkt des Randes 02 von Q2 sollten m Randbedingungen vorge-
schrieben werden, wenn die Ordnung der Gleichung (des Systems) 2m ist.

Das folgende Beispiel von Hadamard zeigt, dafl - wenn diese Faustregel verletzt wird -
das Randwertproblem evtl. schlechtgestellt sein kann:

D C (m,m)
Q
A B
(0,0)

Abbildung 1.1: Das Beispiel von Hadamard

a) Au=0, (z,y) € Q

b) u =0 auf AD

c) u =0 auf BC

d) u =0 auf AB

e) u, = —uy = —75 sin kz auf AB mit k,s € N.

Eine Losung ist:

e+ky _ efky

2

1
u(z,y) = s -sin kz -

Fiir k£ grofkann u beliebig groBwerden, obwohl alle Randwerte gleichmafiig beschrankt

sind.
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1.2.2 Der Rand 00
Der Rand 02 mufleinige Glattheitsbedingungen erfiillen.

Typische Bedingungen sind:

1. Der Rand 9% ist C*® mit o € [0,1] und k € Ny, d.h. fiir jedes xo € OQ gibt es eine
Kugel B = B(x() und ein Homdomorphismus ¥ : B — D C R" mit

(a) ¥(BNQ)CR?
(b) ¥(BNoQ) C oR™
(c)
¥ e C*(B),
vt e Cck(D),

wo
R} ={xeR":z, >0}.

2. 09 erfiillt eine gleichgradige innere Kegelbedingung, d.h. es gibt einen Kegel K C R”
mit der Spitze 0 und ein r > 0, so da$ fiir jedes o € JS2 eine Kongruenz ¥ existiert
mit

o+ ¥ (K,) C Q
wo
K, ={xeK:|x|]|<r}.
(Siehe Abbildung 1.2.)

3. Q sei ein Polygongebiet.

1.2.3 Typische Randbedingungen

1. Eine Gleichung zweiter Ordnung

Sei
Lu= Y as(x)0%
|| <2
eine elliptische Gleichung zweiter Ordnung. Seien f, f;,... , vorgeschriebene Funk-

tionen. Sei 2 C R”. Es gibt drei kanonische Randwertaufgaben.
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Abbildung 1.2: Die Kegelbedingung

(a) 1. Randwertaufgabe

Lu = f, xeQ
u:fl, x € 002

Dieses Problem heifit auch Dirichlet-Problem.
(b) 2. Randwertaufgabe

Lu = f, xeQ
n 0%u n ou

Lu = ; b +c,

U Z ak@xiaxk+; 8x~+c

i,k=1 7

Lu = f, xeQ

“ 0
Z QikVk - +fou = f3, x€0Q,
ik=1 Oz;
wo v = (v, ... ,V,) der dufere einheitsnormale n-Vektor auf 0Q ist.
Ist f, = 0, heifit dieses Problem auch Neumann-Problem, sonst Robin-
Problem.

(c) 3. Randwertaufgabe

Lu = f, xeQ
0
f4—u+f5u = fe, x€00Q.
ov

Dieses Problem heifit auch gemischte Randwertaufgaben.
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2. Eine Gleichung vierter Ordnung

Die bekannteste Gleichung vierter Ordnung ist die biharmonische Gleichung:

L — 0*u N 0*u 0*u

2 =0.
Ox* 0x20y>? + oy

Typische Randbedingungen sind:

(a) Das (verallgemeinerte) Dirichlet-Problem

Lu = 0, xeQ
u = fi, x€N
Up = fg, x € 002

3. Gleichungssysteme

Siehe z.B. Agmon, Douglis, Nirenberg [1964, S. 42].

4. BExistenz und Glattheit der Losungen der Randwertaufgaben

Fiir eine sachgemafigestellte Randwertaufgabe fiir elliptische Gleichungen gilt
folgende Faustregel:

Die Lésung u ist so glatt une die Koeffizienten der Gleichung, die Koeffizienten
der Randbedingungen und der Rand es erlauben.

Weiter gilt:

Jede Anderung der Koeffizienten der Gleichung oder der Randbedingungen
fiihrt zu einer Anderung der Lésung u in jedem Punkt x € Q.

1.3 Existenz und Eindeutigkeit der Lésungen von
Randwertaufgaben

Die Theorie von Randwertaufgaben benutzt mehrere Methoden, die die numerischen
Methoden entweder anregen oder beeinflussen:

a) Funktionentheorie
b) Variationsgleichungen

c) Integralgleichungen
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d) Fixpunktmethoden

e) Das Maximumprinzip

Bekannte numerische Methoden sind:

a) Differenzenverfahren

b) Finite Elemente

d) Spektralmethoden

Galerkinmethoden

)
)
c) Randelementmethoden
)
e)

die oft mit

a) Mehrgittermethoden

b) Gebietszerlegungsmethoden

c) Gebietstransformationen

)
)
)
)

d) lokale Verfeinerung

kombiniert werden. Wir werden mehrere dieser Methoden und Techniken kennenlernen.



Kapitel 2

Das Maximumprinzip

Fiir elliptische Gleichungen zweiter Ordnung gilt ein Maximumprinzip, das auflerordent-
lich niitzlich ist.

2.1 Die grundlegenden Sitze

Sei
n 0%u n ou

Wir setzen voraus:
V1. Q C R*, Q ein beschranktes Gebiet.
V2. aj = ai(x), b; = bi(x) seien stetige Funktionen auf Q.

V3. Es gebe o > 0 mit

Xn: ax(x)&ilk > @ Xn: £, EcR.
=1

ik=1

V4. ue C(Q)nC(S).

Wir benutzen hier die Beweismethode von Courant und Hilbert, S. 326 ff.

Satz 2.1 :
u habe ein Mazimum an der Stelle P € Q2. Dann gilt:

Mu(P)<0.

Beweis: Wenn u ein Maximum an dem inneren Punkt P hat, dann sind alle ersten
Ableitungen von u an der Stelle P gleich Null. Folglich:
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Mu(P) = 3 aw(P) Ou
i k=1 ik 8m18mk
= Spur AB

mit

— (a) € Mat (n x n) ,
_ ( Ou (p)) € Mat (n x n) .

Es gibt eine orthogonale Matrix S mit

SAS” = A\ = Diag (X\;) .

Dann gilt:
Spur (AB) = Spur (SABST)
= Spur (ASBST)
= > b
i=1
mit

Gebe es ¢ mit 3; > 0, wiirde die Bedingung verletzt, dal v in P ein Maximum hat. Um
dies einzusehen, setzt man £ = es mit

S:{SZ]].S‘]STL}ERTZ

Es gilt (Forster, II, Corollar 2, S. 59):

uw(P+¢) = u(P)+ ((grad u)(P), €>+%<§,B€>+0(|I€|I2),

= u(P) + =€(s, Bs) + 0(¢%) ,

=N =

= u(P)+ §€2ﬁz’z’ +0(€%) ,

so dafl P kein lokales Maximum von u ist.
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Die Voraussetzung V3 hat zur Folge, dafl A positiv definit ist, so dafl die Eigenwerte \;

von A positiv sind.

Es folgt
Mu(P)=> X0; <0.
i—1
Lemma 2.1 (Hopf):

Ser K C R eine offene Kugel und Py, € OK. Es gelte:

Mu>0 , xeK
u(x) <u(P) , xe K.
Dann gilt:

@
dn

T Ipo

Ppo

Beweis: (siehe Abbildung 2.1)

Abbildung 2.1: Hilfskonstruktion fiir den Beweis des Maximumprinzips

Sei K* eine kleinere Kugel, K* C K mit P, € 0K*. Dann gilt:

=u(F) -
max u u(Fp)

Wahle den Ursprung O als Mittelpunkt von K™ und setze

A
.= liminf —%| >0.
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Sei ryg = |Py — O|. Sei K; eine Kugel mit Radius r; < o und Mittelpunkt P,. Setze

S - K]_ﬂK*,
85 — R1UR2,
hx) = eP —e 5, B>0.

Es gilt:

1. h>0, xeK*

2. h=0, xe€0K*
Mh = e P |-4ﬁ2 Z AT Ty — 2 Z(aii + bzl’z)}
i k=1 i=1

> A l4ﬁ2ar2 —20 Z a;; — 20r Z bi]
i=1 i=1

Wihle 3 > 0so,daB Mh >0, x€S.
Sei e > 0und v := u + €h.
Auf R; ist u < u(Pp) und h beschrénkt. Folglich gilt fiir geniigend kleines e:
v(x) <u(P), x€R;.
Jetzt betrachten wir die Funktion v auf S. Es gilt:

Mv=Mu+eMh>0, x€S5.

Es folgt aus Satz 3.1

max v =max v .
S as

Aber
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v(x) <u(Po) = v(P), X€R;
v(x) u(x) + eh(x)

= u(x)
< u(PRy), fir x€ R\P,.

Folglich gilt:

max v = max v = v(Py) = u(P) .

5
Es folgt:
dv . vu(P) —v(P)
an (o) = Jim, == ——=>0.
Da
dh >
an (Po) = —2free 0 <0,
folgt
du dv dh
— (Py) = — (Py) — ¢ — (P, i
dn(o) dn(o) 6dn(o)>0

Satz 2.2 (Starkes Mazimumprinzip):
Set

Mu>0, x€eQ.

Es gebe P € Q) mat
=u(P).
max u u(P)

Dann st u(x) = u(P), d.h. u ist konstant.

Beweis: Sei Mu > 0 in Q. Falls u nicht konstant ist und es einen Punkt P € Q gibt mit

M := max u = u(P),
Q

dann gibt es eine offene Kugel K und einen Punkt Py mit

1. KCQ
2. u(x) <u(P), xeK

3. Py € 0K mit u(Py) = u(P)
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Um dies einzusehen, sind folgende Uberlegungen nétig:

1.

Je zwei Punkte in einem zusammenhdngenden Gebiet Q C R” koénnen mit einem
Polygonzug I' C Q verbunden werden (Hocking und Young, Satz 3-5, S. 108).

Sei P, € Q, u(P,) < M. Sei I' C Q ein Polygonzug, der P und P; verbindet.

Es gilt:

d(T,00)=p > 0.

. Bs gibt einen Punkt P, € " mit

d(P,09) > d(P,Qu),
Qu = {xeQ:u(x)=M}.

. Es gibt eine Kugel K mit Mittelpunkt P, und Punkt P, € 0K, die die gewiinschten

Eigenschaften besitzen.

Da u ein Maximum in P, hat, ist grad v = 0, was der Tatsache widerspricht, dafl aus dem
Hopfschen Lemma

2.2 Existenz- und Eindeutigkeitsbeweise

Satz 2.3 :
Sei Q2 C R" ein beschranktes Gebiet. Ser M der gleichmdfig elliptische Differential-
operator
n 0%u n Ou
i,kzjl ik 0z; 0y, * ; ox;

Dann hat das Dirichletsche Randwertproblem:

u € C}(Q)NC(Q),
Mu = f, xeQ,
u = g, x€00

hochstens eitne Losung u.
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Beweis: Anwendung des Maximumprinzips.

Es ist moglich, einen einfachen Existenzsatz fiir elliptische Gleichungen mit Hilfe des
Maximumprinzips zu geben. Dies benutzt die Perronsche Methode von subharmonischen
Funktionen. Wir verzichten auf den Beweis (siehe z.B. Gilbary und Trudinger [1977, S.
23]). Fiir die Laplace Gleichung erhélt man z.B.:

Satz 2.4 Sei1 Q) C R" ewn beschranktes Gebiet, das die duflere Kugelbedingung erfullt:
Fiir jedes x € 002 gibt es eine Kugel Kgr(y) mait:

1. Kp(y)={x:x—y| <R},
2. Kp(y)NQ={x} .
Dann gibt es fiir jedes g € C(0R2) eine Funktion u € C%(Q) N C(Q) mit
1. u= g auf 092
2. Au=0 Q.

Kiirzlich sind diese Ideen erneut aufgenommen worden. Die sogenannten wiskosen
Lésungen (“viscous solutions”) ermdglichen es, Existenz- und Eindeutigkeitssitze fiir
viele nichtlineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung zu beweisen. Siehe
Crandall, Ishii, Lions [1992].

Literatur:

Courant, R. und Hilbert, D.: Methods of Mathematical Physics II. Partial Differential
Equations. New York: Interscience, 1962.
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Kapitel 3

Finite Differenzen

3.1 Einleitung

Das Differenzenverfahren oder die Methode der finiten Differenzen wird seit 1908 zur
Losung von Randwertaufgaben fiir partielle Differentialgleichungen benutzt. Sie verliert
an Wichtigkeit im Vergleich zu neueren Methoden, wie Finiten Elementen, ist aber
noch immer sehr niitzlich. Viele Ideen werden von Differenzenverfahren auf die neueren
Methoden iibertragen.

Bahnbrechende Arbeiten wurden von Runge [1908], Richardson [1910] und Courant,
Friedrichs und Lewy [1928] geleistet. Bekannte Standardwerke sind Forsythe und Wasow
[1960], Collatz [1955]. Siehe auch Strikwerda [1989].

Sei 2 C R ein Gebiet mit Rand I' = 0f2, seien A und B Differentialoperatoren. Ei-
ne allgemeine Randwertaufgabe fiir eine elliptische Differentialgleichung hat die Form:
Bestimme u, so daf

Au = f, z€Q, (3.1)
Bu = g, zel. (3.2)

Es ist zuerst notig, einige Ergdnzungen zu machen:

a) Wichtig ist, die Voraussetzungen fiir die Losung u anzugeben. Es wird meistens
vorausgesetzt, dafl u in einem vorgeschriebenen Banachraum V liegt. Ebenfalls gilt:
feF.

b) Der Operator A muflals eine Abbildung zwischen den Banachrdumen V und F
definiert werden:

A:V — F.
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c) Der Operator B und das Element g miissen auch sinnvoll definiert werden.

d) Die Randbedingungen werden oft als Teil der Definition von V betrachtet. Macht
man dies, so mufinur die Gleichung

Au=f (3.3)
gelost werden.
A
\% F
| | Py S| | %
Vh R
An
Abbildung 3.1: Interne Approximation
\Y
Q)
'
W
Vh
Abbildung 3.2: Externe Approximation
Die Gleichung Au = f wird durch eine Gleichung
Ahuh = fh (34)

approximiert, wobei
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Ah : Vh — Fh ,
(3.5)
fn € Fy

und V;, und F}, geeignete endlich dimensionale Banachrdaume sind.

Die Losung der Gleichung

Apup = fh

erfordert iiblicherweise die Losung eines Systems linearer oder nichtlinearer algebraischer
Gleichungen. Danach mufider Fehler zwischen u und u; abgeschatzt werden. Es gibt drei
Moglichkeiten:

1. w und ppup in V zu vergleichen (interne Approximation, Abbildung 3.1),

2. wu und ppuy in einem anderen Raum W zu vergleichen (externe Approximation,
Abbildung 3.2),

3. rpu und uy, in Vj, zu vergleichen.

Die Beschreibungen “intern” und “extern” deuten an, daBl die Approximation ppuy
innerhalb bzw. auflerhalb des Losungsraums V liegt.

Wichtig fiir jede Fehlerabschatzung sind zwei Begriffe:

Eine Approximation Aju; von Au heifit konsistent, falls

|Aprpu — spAul|lp, — 0 fir h— 0. (3.6)

Eine Approximation A, von A heifit stab:l, falls eine Konstante S > 0 existiert mit

lvnllv,, < S||Apvnl|p, , fiir alle v, € V4 . (3.7)
Die folgenden Fragen werden anschliefend behandelt:

1. Wie werden die Abbildungen A; konstruiert?

2. Existiert eine Losung uj, der Gleichung Ajup = fi?

3. Ist die Losung uy eindeutig?

4. Wie verhalt sich der Fehler u; — rpu?
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3.2 Ein Modellproblem: das Dirichlet-Problem fiir die
Poisson- Gleichung

Wir betrachten das folgende Problem:

Au = f, (z,y)eQ
u = g, (z,y)eoR

wo {2 das Einheitsquadrat ist,
Q:={(z,y):0<z<1l, O<y<1}.

Dieses Problem heifit Dirichlet-Problem (wegen der Randbedingung (3.9)) fiir die Poisson-
Gleichung (3.8), siehe Abbildung 3.3.

y u=49g (1,1)
u=g Au=f u=g
X
(0,0) u=gd

Abbildung 3.3: Das Dirichlet-Problem fiir die Poisson-Gleichung

Es wird eine Maschenweite h = 1/M gewahlt. Das Gebiet Q2 wird mit einem quadratischen
Gitter iiberzogen (siehe Abbildung 3.4).
Die Gitterpunkt sind die Punkte:

wobei

(3.11)
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1 2 3

Abbildung 3.4: Das Gitter fiir h =1/4

Da die Randbedingungen Dirichlet-Bedingungen sind, ist es nur notig, die Werte von uy
im Innern des Quadrats zu bestimmen, und wir definieren:

Qh = {(mz,y])lﬁz, jSM—l}
(3.12)
Iy = {(zi,y;):i€{0,M} oder je{0,M}}
Falls u € C*(Q) und (z,y) € Qp, folgt:
Apu(z,y) = [w(z+h,y) +ulz—h,y) = 2u(z,y)] +
+ [u(x,y+h)+u(x,y—h)—2u(x,y)]
h,4
— R2Au+ E[umm(g‘, Y) + Uyyyy(z,1)] ,
mit
cc(e—hx+h), ne(ly—h,y+h). (3.13)
Somit erhdlt man als Approximation zu den Gleichungen (3.8), (3.9):
Apun(zs,y;) = flzi,y;),  (%i,y;) € Qn (3.14)
un(zi,y;) = 9(zi,y;), (zi,y;) €Th (3.15)

Fiir dieses Modellproblem gilt:

V = CYQ)nC(Q)
C*(Q) (3.16)
Au = Au

!
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(Apur)(ziyy;) = Apun(zs,y;)
N
Vi == [[ R =R"
k—1
N = (M—l)2
(3.17)
F, = RY
Th : C(Q)—)Fh
(rau)(zi, y;) = ulziy;) -

(rp, heiit Injektionsoperator.)

Der Differenzenoperator A, 148t sich wie in Abbildung 3.5 darstellen und heifit deshalb
das Fiinfpunkt-Stern oder Fiinfpunkt-Molekiil.

i
@——@
W

Abbildung 3.5: Das Fiinfpunkt-Molekiil

Ay ist die (M — 1)? x (M — 1)2-Blocktridiagonal-Matrix:

J 1
I
Ahl—
I
I J
1
I'=1Iy.=
1
-4 1
1
J=Jy1=
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3.3 Differenzenoperatoren

Es gibt ein Kalkiil fiir Differenzenoperatoren, das oft niitzlich ist bei der Erstellung von
Differenzengleichungen.

Sei f € C*°(—o00,400) und h € R. Wir fiithren folgende Operatoren ein:

Ef = f(z+h) Verschiebungsoperator

Af(z) = f(z+h)— f(z) Vorwértsdifferenzenoperator
Vilz) = f(z) — f(zx —h) Riickwartsdifferenzenoperator
Df(z) = f'(z) Differentiationsoperator

Sf(z) = f (x + %h) —f (x - —h) Zentraler Differenzenoperator
pflz) = : [f (x + %h) +f (x — —h)} Mittelwertoperator

Die Operatoren sind linear, assoziativ und kommutativ. Sie bilden einen Ring. Es folgt,
dafl der binomische Satz gilt:

(P+ Q)" ZP’“Q”’“().

Aus der Taylor-Reihe

00 hk
Bf(a) = f(z+h) =3 75 D"(x)
k=0
folgt:
E =P (3.18)
Also ist
P=1+A. (3.19)

Logarithmiert man diese Gleichung, so erhalt man:

hD = {In(l1+ A)
(3.20)
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Man kann diese Gleichungen folgendermafien beweisen:
Sei f(z) = e**. Dann gilt

3 O Ak gy = 32 O (eon1hpa

- K P
Fiir |e®" — 1| < 1 folgt:
= (=1)F ok h
> TA f(z) =fn(1+ (e* —1))f(z) = ahe®™ = hDf(z) .
k=1
Also gilt:
n(l+ A)f(z) = hDf(x) (%)
fiir f(z) = e und |e** — 1| < 1.
Nun setzt man
w _ o (az)’
=1
=0

ein, entwickelt die beiden Seiten von (*) nach Potenzen von a und vergleicht die Koeffi-

zienten von %f Es folgt:

£l (_1)k
hDzt = Z ~ L ARt
-k
d.h. (3.20) gilt fiir alle Polynome.

Weitere Formeln sind:

5 — 2sinh (%hD)

hD = 2sinh! (g)
_ Ll e\ 138\ 1 1-3.5 5\
_[222324252-4-62

6% 355  bB4T

o 5_— _— ...

24 " 6a0 7168
5t 48 58

hD)? = 60— —+— ——---

(hD) 12 "0 560

1 —1/2
u<1+152> = 1
3 55

hD = pb—p—+ p— -
Hd — pe + iz
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Diese Formeln werden in Bjérck und Dahlquist [1979, §7.6] und Norlund [1954] bewiesen.
Man kann diese Formeln natiirlich auch als Hilfsmittel betrachten, die es ermdglichen,
Differenzenapproximationen schnell herzuleiten, wobei die Richtigkeit nachher mit Hilfe
von Taylor-Reihenentwicklungen bestédtigt werden musf.

Beispiel 3.1 a)

= uy(z) = —Au(z)

= plu(z+h)—u(z)].

b) us(z) = +Vu(z) = [u(z) — u(z — h)].

c)

d)

’U’ZZ

2 sinh~'(5/2)u(z)

h
-1/2
%sinh_l(é/z) (1 + %52> yu(z)
%-é-MU(x)
u(z + h) —u(z — h)
2h '

— %(sinh15/2)2u
_afoe Y
~ m2\2 a8 “

4 42 2\

82 82
CS(-E )

Das bedeutet, dafl die Differentialgleichung

durch

u'(z) = f(z)
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1 2 1 4) _r
h? (5 20 )u=F
oder

1 ( 1 N 4 5 N 4 1 ) f
72 | 775 Wi- FUi—1 — JU T ZUi+1 — TFU = Ji
R\ 12 “2 T3t g 3t g2

approximiert werden kann. Diese Approximation ist zwar genauer als die Standardap-
proximation, hat aber mehrere Nachteile: Verlust der Positivitat; 5-Diagonalmatrizen;
usw.

Im allgemeinen besteht das Differenzenverfahren daraus, daf alle partiellen Ableitungen
in einer partiellen Differentialgleichung durch Differenzen ersetzt werden. Es gibt oft
mehrere Moglichkeiten, unter denen eine Auswahl getroffen werden musf.

3.4 Finite Differenzen: Fortsetzung

Das Differenzenverfahren fiir das Problem

Au = f, in Q
(3.21)
Bu = g, auf 0Q

besteht aus den folgenden Schritten:

a) R" wird mit einem regelmafligen Gitter G}, iiberzogen. Q; := G, N Q heifit die
Menge der inneren Gitterpunkte. Am Rand werden weitere Punkte ausgewahlt,
die meistens die Schnittpunkte von Gitterlinien und 02 sind. Die Menge dieser
Punkte sind die Randg:itterpunkte. Sie wird mit I';, bezeichnet. Siehe Abbildung
3.6.

Der Raum von Gitterfunktionen
Vh = CO(Qh U Fh, R)

ist die Menge aller reellen Funktionen, die auf Q,UI";, definiert sind. Die Bezeichnung
C° deutet an, dafl die Funktionen stetig sind, was in diesem Fall keine Einschrankung
ist, da Q, U T, eine diskrete Menge ist.

b) Sei N = N}, die Dimension von Vj,
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* innere Gitterpunkte £,

" Randgitterpunkte I},

™

Ay

Abbildung 3.6: Die Gitterpunktmengen

N = Q] + T .

Ein System von N, Gleichungen,

Ap(vp) = fa
Ah : Vh — Fh (322)
fn = sfeF,

wird so konstruiert, dafl die Restriktion von u auf €2,

Up 1= TRU (3.23)

das System (3.22) mit geringem Fehler erfiillt:

Ah(uh) - fh = O(hm) . (324:)

Das Gleichungssystem (3.22) wird so konstruiert, daB jedem Gitterpunkt
P € Q, UT, eine Gleichung A} (vy) = fn(P) zugeordnet wird:

1. Fiir P € Qj, entsteht diese Gleichung dadurch, dafl in der Gleichung
(Au)(P) = f(P)

die partiellen Ableitungen durch Differenzen ersetzt werden.

2. Fiir P € T, werden auch partielle Ableitungen durch Differenzen approximiert,
wobei allerdings sehr viele Méglichkeiten beriicksichtigt werden miissen.
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3.4.1 Beispiel 1: Das Neumann Problem
Au = 0, in Q
ou
on
Sei u € C%(G) und T glatt. Es folgt aus dem Gaufischen Integralsatz, dafl

0:/div grad udx:/ %ds:/gds.
on
Q r r

= g, auf T

(3.25)

Das Problem (3.25) ist deshalb nur sinnvoll, wenn g die folgende Bedingung erfiillt:

/gdszO.

r

Wird diese Bedingung erfiillt und erfiillt » die Gleichung (3.25), dann ist
v := u + const. auch eine Lésung von (3.25).

(3.26)

Wir betrachten jetzt das Neumann Problem (3.25) fiir das Rechteck Q@ = (0,1)? mit

h = 1/2 (Abbildung 3.7).

[ " u

7 8 9
.4 ‘5 .,6, ,,,,,,,,,,,,, 50
|1 n?2 a3

Abbildung 3.7: Das Neumann Problem auf einem Rechteck

Fiir den Randgitterpunkt P; gelten folgende Uberlegungen: Wire Ps ein innerer Punkt

mit Nachbarn P, Ps, P, und P, (sieche Abbildung 3.7), dann wiirde gelten:
us + Ug + ug + uz — 4ug = Au(FPs) =0.

Die Randbedingung g—z = g¢ kann durch die Gleichung

’

2h

= Je
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approximiert werden. Elimination von us fithrt zu der Gleichung
2’M5 + Ug + us — 4U6 = _2h96 y

die selbstverstandlich auch durch eine Taylorreihenentwicklung iiberpriift werden kann.

Entsprechende Uberlegungen bei den iibrigen Randgitterpunkten liefert folgendes Glei-

chungssystem:
Apvp = fn
mit
vp = (v1,. ,UQ)T

-4 2 0| 2 0 0, O 0 O
1 -4 1, 0 2 o0 0 0 O
o 2 -4, 0 0 2| 0 o0 O
1 0 0/—4 2 o0/ 1 0 O
A = o 1 o0, 1 -4 1, 0 1 O
o 0o 1, 0 2 —4| 0 o0 1
o o0 o 2 0 O0|—4 2 O
o o0 o 0 2 0| 1 -4 1
o o o, 0 O 2| 0 2 —4

Y

T T T T T
fn=—2h (g + g1, g2, 95" + 9, 94,0, 96, V" + 1, 98, 9" + 9”)

wobei die Terme giz) + g%y) dadurch entstehen, dafl an Eckpunkten zwei duflere Normale

existieren.
Die Matrix A ist, wie zu erwarten, singular: die Zeilensummen sind null.

Dieses Beispiel zeigt, wie leicht es ist, Differenzengleichungen fiir Probleme zu erstellen,
fiir die Existenzsatze nicht sofort vorhanden sind.
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3.4.2 Beispiel 2: Nichtquadratische Gitter

Es ist oft zweckmafig, nichtquadratische Gitter zu benutzen:

1. Sei Q = [0,a] x [0,b], wobei a/b eine irrationale Zahl sei. Dann gibt es keine Ma-
schenweite h mit

a=mh, b=nh, m,neN.

2. Sei ¢ :]0,1] — [0,1], ¢(0) =1, ¢(1) =0, ¢ monoton fallend.

Das Gebiet Q
Q={(z,y):0<z<1, 0<y<p(z)}

wird in Abbildung 3.8 gezeigt.
(0.1)

(1,0
I5
Abbildung 3.8: Ein nichtquadratisches Gitter

Es werden zuerst die Randgitterpunkte auf I'; gewahlt (siehe Abbildung 3.8), dann
ergibt sich ein geeignetes Gitter.

In einem allgemeinen Gitterpunkt (z;,y;) erhdlt man z.B. mit der Schreibweise von Ab-
bildung 3.9:

Do [Uig1) — Uiy Uij — Uit 2
. ), 9, _ 9, ). — u x. B J— R..
h2 5 53 51 T Ss mc( zay]) (V]
(s3 — s1)h 53 — 5351 + 5
Rij = 7uzm(xi,yj) - —hzuzzww(§7yj) )

3 12

.Z'j—83h<§<l'j+81h.



3.4 Finite Differenzen: Fortsetzung 33

® (i,j+1)
szh
o S3 ‘(I,J) 1 °
(i-1,) (i+1,)
S, h
® (ij-1)

Abbildung 3.9: Ein allgemeiner Gitterpunkt

Falls
s <1, 1<k<4,
M3 = sup|uzzz|
Q
M, := Sgp|uxxxx| gilt

1 1
Ri;| < =hM —h2M.,
| f|—3 3 M

Siehe z.B. Forsythe und Wasow [1960, S. 188].

3.4.3 Beispiel 3: Neumann Bedingungen auf gekriimmten

Riandern

——

N

3 W \
Abbildung 3.10: Approximation von Neumann Bedingungen

Die Normalenableitung am Punkt P, in Abbildung 3.10 kann folgendermafien approxi-

miert werden:
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wobei

3.4.4 Beispiel 4:

ou ’U,4—’l‘23

/& :U1'|P3—P2|+U2|P1—P3|
? [Py — P

Die Minimaloberflichengleichung

(1+ U;)Um — 2ugUy gy + (1 + U;)Um =0

kann folgendermafien auf einem quadratischen Gitter (Abbildung 3.11) approximiert wer-

den:

[ = n
7 3 6
[ ® |
4 1 2
8 5 9
[ | | |

Abbildung 3.11: Nachbarpunkte fiir die Minimaloberflichengleichung

Uy = (uz — uq)/2h

u, = (uz—us)/2h
Upy = (uy+ ug — 2ui)/h?
Uy, = (us+us—2u;)/h?

Ugy = (ue+ ug— ur— ug)/4h>.

3.5 Das Maximumprinzip fiir Differenzengleichungen

Das Maximumprinzip fiir elliptische partielle Differentialgleichungen lafit sich auf
Differenzengleichungen iibertragen.
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Sei Gy, ein Gitter und S C Gy, Ein linearer Differenzenoperator /, z.B. A, kann folgen-
dermaflen geschrieben werden:

(Lu)(P) = Y A(P,Q)u(Q) . (3.27)

Qes

Man sagt, der Differenzenoperator / sei nichtnegativ an der Stelle P € S, falls

(Lu)(P) = st A(P,Q)u(Q) , (3.28)
A(P,P)<0, AP,Q)>0 fir P#Q, (3.29)
und
%:PM(P, Q) < |A(P,P)|. (3.30)
Man setzt
(Lu)(P) = QZSB(P, Q)u(Q) + f(P)u(P)
(3.31)
= (mu)(P) + f(P)u(P)
mit
Z B(P,Q)=0. (3.32)
QceS
In diesem Absatz wird stets angenommen, daf3 m nichtnegativ ist, d.h.
B(P,P) < 0, (3.33)
B(P,Q) > 0, Q#P, (3.34)
Y B(P,Q) = —-B(P,P). (3.35)

Q#P
Die Menge der Nachbarn von P € G}, bzgl. £ wird durch

N(P):={Q € Gr: A(P,Q) #0, Q# P} (3.36)
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bezeichnet.

Ist R eine Teilmenge von S, wird 0R, der Rand von R bzgl. ¢, erklart durch

OR = {Q€S—R:A(P,Q)#0 fiir mindestens einen Punkt P € R}
(3.37)
R := RUOR.

Eine Menge R C G} heifit zusammenhdngend bzgl. /, falls es fiir jedes Paar P,QQ € R
eine endliche Folge Py, ..., P, gibt mit:

_P]_ — P
P = Q (3.38)
A(-Pjan-i-l) 7£ Oa 1§]§7’_1

Sei H = H(S) die Menge aller Gitterfunktionen auf S.

Es gilt

(mv)(P) = > B(P,Q)v(Q)

QeS
= 3 BPQUQ - uP)]+u(P) T BPQ) (3.39)
— 3 B(P,Q)(Q) - v(P)]

Q#P

Man sagt, daB8 v € H ein lokales Maximum /Minimum bzgl. £ an der Stelle P hat, falls

v(Q) < u(P) fir Qe N(P)
bzw. (3.40)
v(Q) > v(P) fir Qe N(P).
Lemma 3.1 v € H habe ein lokales Mazimum an der Stelle P. Dann gilt

(mv)(P) < 0.

Beweis:
(mv)(P) = ) B(P,Q)[v(Q)— v(P)]

Q7P
0

IN

wegen (3.40) und (3.39).
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Satz 3.1 (Das Maximumprinzip) Se: R eine zusammenhdngende Teilmenge von

S.

1. Falls mv > 0 in R und v ein Mazimum auf R in einem Punkt P € R annimmit,
dann ist v konstant auf R.

2. Sei f <0 und fv > 0 in R, v nehme sein Mazimum auf R in einem inneren
Punkt an, und dieses Mazimum sei positiv. Dann ist v konstant auf R.

3. Ser f <0 und fv >0 mn R und OR # ¢. Dann gqult
<
v < max{O,r%%x v}

4. Sei mv > 0 in R und das Mazimum von v auf R in einem Punkt P, € OR
erreicht. Dann ist entweder v = konstant oder v(P,) — v(P) > 0 fir P € R.

5. Sei f <0 und fv > 0 in R und sei das Mazimum von v auf R in einem Punkt
Py, € OR erreicht. Ist das Mazimum positiv, dann ist entweder v = konstant
oder v(Py) —v(P) > 0 fir P € R.

Beweis von 1:
Sei P € R mit
v(P) = p=max v .
R

Da v an der Stelle das Maximum erreicht, folgt aus Lemma 3.1, da8 (mv)(P) < 0.
Es wurde angenommen, dafl mv(P) > 0. Es folgt mv(P) = 0, d.h. (mv)(P) =

Yoxp B(P,Q)[v(Q) — v(P)] = 0. Folglich gilt
v(Q) =v(P)=n, QEN(P).
Aber R ist (-zusammenhingend, so daf v(Q) = u fiir alle Q € R.

Beweis von 2:

Sei P € R und v(P) = p = maxy v > 0. Es folgt - wie in dem Beweis von 1 - da8
mv(P) < 0. Es wurde vorausgesetzt, dafl v(P) > 0. Es ergibt sich

mv(P) = ¢v(P) — f(P)v(P) >0,

so dafl mv(P) = 0. Wie bei dem Beweis von 1 folgt jetzt, daB8 v(Q) = u fiir Q € R.
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Beweis von 3:
3 ist nur eine andere Formulierung von 2.
Beweis von 4 und 5:

Sofort einzusehen.

Satz 3.2 Set R eine (-zusammenhdngende Teilmenge von S und OR # ¢. Sei {
nichtnegativ auf R. Die Funktionen v und g haben Definitionsbereiche R bzw. OR.
Dann hat das Problem

v = g, in R
(3.41)
v = 7, auf OR

eine eindeutige Losung v € H(R).

Beweis:

Nach Voraussetzung gilt
tv(P) = mu(P) + f(P)v(P)

mit f <O0.

Das Problem (3.41) ist auch ein Problem in linearer Algebra: es gibt M = |R| Gleichungen
fiir die M Unbekannten v(P), P € R. Es folgt, da8 v existiert, falls v eindeutig ist, d.h.
falls V' = 0 die einzige Losung des folgenden Problems ist:

lV = 0, in R

V. = 0, auf OR

Aber mit Hilfe des Satzes 3.1 sehen wir, dafl

max V < max{0,0} = 0,

R
max (—V) < max{0,0} = O,
R

so dafl V = 0 wie benétigt.
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Satz 3.3 Set R eine /-zusammenhdngende Teilmenge S mit OR # ¢.Ser { nichtne-

gativ auf R. Sei ¢ € H(R) mit
lp > 1, in R

¢ > 0, auf R
Sei

M =max ¢.

Dann gilt fir alle v € H:

max |v(P)| < max |v(P)| + M max |{v|
R OR R

Beweis:

Sei

wy =v i¢m}gx|€v| .
Man rechnet nach, daf
w <0</flw,; in R.

Folglich (siehe Satz 3.1):
wy < max{O,r%%x wy}

w.o > min{O,rglilzn w }, in R

Aus (3.45) und (3.46) mit Hilfe von (3.42) und (3.43) schliefit man:

v < wy

IN

max |w.|

IN

max |v| + M max |(v|.
dR R

Genauso folgt:

v>w_ > —max |w_| > —[max |v|+ M max |(v]].
OR OR R

Damit ist der Satz bewiesen.

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)
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3.6 Konvergenzbeweise
Sei €2 ein beschranktes Gebiet und
Lu = QUgy + 2bUyy + cuy, + dug, + euy, + qu, fur (z,y) € Q
gleichmiBig elliptisch mit ¢ < 0. Sei a,b,c,d,e,q € C(Q). Sei h = {hg,hy,...}, wo

hii1 < hy und hy — 0 fiir k — oo. Fiir h € h sei S, C Q und /;, ein Differenzenoperator
auf R, C Sj. Sel im weiteren /;, nichtnegativ, R, /,-zusammenhingend, OR;, # ¢ und

OR;, C 0N.

{4, Ry, h} heift eine gleichmafBig konsistente Approximation zu £ beziiglich C(M)(Q),
wenn fiir alle u € CV)(Q)

lim max |[{yrpu — spLlu| =0
h—0 R
hch

{ln, Ry, h} heifit eine gleichmé&Big konsistente Approximation der Ordnung k zu L
beziiglich CV)(Q), wenn fiir alle u € CM(Q)

max [enrpu — spLlu| < Kh*; mit K von h unabhingig .
h

Beispiel 3.2 Wenn /¢, und Q, = R, wie in Absatz 4.2, konstruiert werden, dann ist
{4, Ry, h} gleichmiBig konsistent der Ordnung 2 beziiglich C*)(Q).

Lemma 3.2 Se: {/;, R;,h} eine gleichmdfSig konsistente Approrimation zu L. Dann
existiert eine Gitterfunktion ¢, so dafl fiir h € h, h gentigend klein,

6>0, lhip>1, in Ry .
Beweis:
Sei ¢ := ***, wo o > 0 eine Konstante ist. Dann ist ¢ > 0. Auch
Lo = e*[a0® + da + q] .
Man wahle «, so daf
Lp>2in Q.
Es folgt fiir A klein

|shLp — Lprd| <1 in Ry .
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Satz 3.4 Sei {{;, Ry, h} eine gleichmdfig konsistente Approzimation zu L beziglich
c(Q).

Sei u € CM)(Q) mit

Lu = g, in (Q)
u = v, auf 0Q.

Ser v, die Losung der Differenzengleichungen, deren Ezistenz und Eindeutigkeit
durch Satz 3.2 gewdhrleistet st

lhvp = g, 1 Ry

v, = 7, auf ORy, .
Dann qult

lim max |v,(P) —u(P)|=0.
Ry

h—0

Set zusdtzlich {{,, Ry, h} eine gleichmdfig konsistente Approzimation der Ordnung
k zu L beziiglich C'N)(R), dann gilt

max [v,(P) — u(P)] = O(h*) .
Ry
Beweis:

Sei wy, := v, — rpu. Aus Lemma 3.2 und Satz 3.3 folgt:

rgahx lwp| < max lwn| + M max |€nw|
mit M = maxsq ¢.
Da wp = 0 auf Ry, und {pv, = g = Lu in Ry, folgt

max |wy| < M max [{rpu — Lul .
Rh Ry,
Der Satz folgt sofort.

Satz 3.4 stammt von Gerschgorin [1930]. Ein Nachteil dieses Satzes ist, dafl vorausgesetzt
wird, daf3 der Differenzenoperator ¢, den Differentialoperator £ mit der gleichen Genau-
igkeit iiberall in Rj approximiert. Es wurde zuerst von Wasow bemerkt, dafi die Ordnung
des Fehlers ungedndert ist, wenn /;, £ mit weniger Genauigkeit in der Gegend von 0f2
approximiert. Diese Ideen werden jetzt fiir die Laplace-Gleichung erklart:
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Ugy +Uyy = 0, in

u = v, auf 0Q
Sei GG, ein Gitter mit der Maschenweite A und R; = G N Q. Sei
Wh = TRU — Vp,

der Fehler, wo v; die Losung der noch anzugebenden Differenzengleichungen ist.

Sei
R,=R,UR,
wo
R;Z = Menge der “reguldren” inneren Punkte
R;; = Menge der “nicht-regularen” inneren Punkte

d.h. Punkte mit mindestens einem Randpunkt als Nachbar. (Siehe Abbildung 3.12.)

-/*“\-\l o reguldreinnere Punkte
* irregulére innere Punkte
d Ya d
& & 4 & " Randgitterpunkte
|\-|r—/|/

Abbildung 3.12: Reguldre und nicht-reguldre Punkte

Zuerst betrachten wir R,. Ist P € R}, benutzen wir die iibliche Fiinfpunkt-Formel:

'Uh(P]_) + 'Uh(Pz) + Uh(Pg) + Uh(P4) — 4'Uh(P)
h2

mit einem Fehler 0(h?). Folglich - siehe den Beweis von Satz 3.4 - gilt:

lwnllge < llwnllogy + K B
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R
Abbildung 3.13: Die Nachbarn eines nicht-regularen Punktes P € R;;
Aber OR, C R, U8Q und w,(P) = 0 fiir p € OR C 82, so daf
ol < llwonllgr + K 12 (+)

Jetzt betrachten wir R,. Ist P € R}, benutzen wir die Formel (siche Abbildung 3.13).

A1vp(Pr) + Azvp(P2) + Azvp(Ps) + Aqup(Py) — Agun(Py) = 0

2 2
A — y A =
P ha(haths) T ha(ha + hs)
2 2
Ay = — A=
27 ha(hg +ha) Tt ha(hg + ha)
4
Ao - Z Az

mit einem Fehler 0(h).

|wy| erreiche das Maximum in R, an der Stelle P,. Dann gilt

4
h? Aolwn(Po)| <Y W2 Ailwn(P)| + K A%,

i=1
Es ist leicht einzusehen, daf

1. h?A; > 1

2. h?A; <2, wenn h; = h.

3. Ist h; < h, dann ist P; € OR; und wy(P;) = 0.
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Sei

= {i1<i<4, P eR,}
= {i1<i<4, P eR,}
= {il1<i<4, P, €0R}

P e R;;, so da8 P, mindestens einen Randpunkt als Nachbarn hat und I nicht leer ist.

Dann ergibt sich

h2A0|wh(P0)| S HwhHR;lh’z ZAZ + ||whHR;: ZAth + K”h?’
II IH

so daf
(h2A0 — thAZ) “whHRZ < thAinh“R’h + K h®.
III II
Da
tho - thAz — Z h2AZ + Z h2Az Z 1 —|— Zh2Az y
1" iel” iel’ I
folgt
ol < ol - 2+ E8
th_ th a+1 a+1
mit
a = Z h2AZ .
II
Aber 0 < a < 6, so daf
6 " 3
lwllgy < llully + KA (++)

Wir kombinieren die Ungleichungen (x) und (xx):

! 6 n
||w||R’ < K h?+ ?HMHR’h + K b )

o

so dafl

l|wl| 7[K'h? + K" h?)
lollgr < 6[K'h?+ K" h|+ K'h®.

IN
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D.h. ||ws| = 0(h2).

Diese Ideen konnen natiirlich fiir allgemeinere Operatoren /; angewandt werden. Eine
solche Verallgemeinerung befindet sich in Forsythe und Wasow [1960].
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Kapitel 4

Iterationsverfahren zur Losung grofler
linearer (Gleichungssysteme: klassische

Verfahren

4.1 Einleitung

Im vorherigen Kapitel sind Randwertaufgaben fiir elliptische partielle Differentialglei-

chungen durch finite Differenzen approximiert worden. Das Problem

Au

wurde dadurch durch das Problem

approximiert, wobei

= f auf Q
(4.1)

= g auf 0Q
Aput = fy (42)
Ah : Vh — Fh (43)

und V}, und F}, endlichdimensionale Banachraume sind.

Alle anderen numerischen Methoden zur Approximation der Gleichung (4.1) fiihren
ebenfalls zu einer Gleichung der Gestalt (4.2).

Die Gleichung (4.2) hat mehrere Eigenschaften:

1. Die Dimension N des Raumes V}, kann sehr grofisein, z.B. N = 10°.
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2. Wird die Gleichung (4.2) als eine Matrixgleichung betrachtet, dann ist die Matrix
A}, oft diinnbesetzt, symmetrisch, positiv- definit und diagonal dominant. (Dies gilt
insbesondere fiir das Modellproblem Au = f.)

Es gilt, diese Eigenschaften von A; auszunutzen. Zur Ldsung der Gleichung (4.2) kdnnen
entweder iterative oder direkte Methoden angewandt werden. In diesem Abschnitt
werden iterative Methoden diskutiert.

Die folgenden Themen werden behandelt:

Das Jacobi Verfahren
Das Gauf3-Seidel Verfahren
Mehrgittermethoden
Das konjugierte Gradientenverfahren

4.2 Hilfsmittel

Die folgenden Begriffe und Sétze werden spéter bendtigt (siehe Numerik I):

Definition 4.1 Sind \;, 1 < i </{, die Eigenwerte von A € M(n,n) , so nennt man
p(A) := max |\

1<i<t

den Spektralradius von A .

Definition 4.2 Eine Matriz J € M (r,r) heifst Jordanmatriz zum Eigenwert \ , wenn

A1 O
A1
J=
.1
O A

Satz 4.1 (Jordansche Normalform) Sei A € M(n,n). Es gibt eine requldre Matriz
S € M(n,n) , so daf8 gult

Ji
J:
SAS 1=7J= ’
Jy
wobes fur 1 <r <{¢ J. € Mat(n,,n,) eine Jordanmatrizc ist,
A 1 O
A 1
J, =
1
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Beweis: Siehe Fischer, Lineare Algebra, Anhang B.

Die charakteristischen Polynome p,(A\) = det(J, — AI) = (A, — A)"™ heiflen die
Elementarteiler von A .

Satz 4.2 F4ir alle Eigenwerte A\ von A gilt

|A| < lub(A) := sup | Az]
20 |2

fiir jede Vektornorm || -||.

Beweis:
Sei (A, v) ein Eigenpaar von A , d.h. Av = Av mit v # 0 . Dann folgt

AL [oll = | Av]] < Al - [lol] -

Satz 4.3 a) Zu jeder Matriz A und jedem ¢ > 0 ezxistiert eine Vektornorm ||-||x
mat

ub(A), = [|Allx < p(A) +ec.

b) Hat jeder Eigenwert A von A mit der Eigenschaft |\ = p(A) nur lineare
Elementarteiler, so ezxistiert sogar eine Vektornorm || .|, mit

[A[|n == tub(A)r = p(A) .

Beweis von a):
Sei SAS™! = J , wo J in Jordannormalform ist, J = diag(J1,...,J;) ,

Ji
J—
J
A 1 O
A 1

J, =
1
O Ar

Sei C(e) := C := diag(Cy, ... ,C) mit

C, = C,(€) = diag(1,e,...,e" 1) € Mat(n,,n,) .
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Es folgt
C 'JC = diag(C,; ' J1Cy,... ,C,  J,Cy) ,
mit
A € @]
1 Ar €
C, J,C, =
€
0 Ar

Es folgt sofort, daf
IC7HICloo < p(A) +¢,

so dafl gilt
ITAT oo < p(A) + ¢

mit
T:=C7'S.

D.h. (siehe Hilfssatz)
[Al[n := ITAT oo < p(A) + €.

Beweis von b):

Fir
e < p(A) — max |\,
p(A) = jmax ||
setze
b= { G0 Bl <o
I Al =p(4)
D = diag(D;,... ,Dy) .
Dann gilt:
ID~*JDllo = p(A) -
Hilfssatz:
Sei || - || eine Vektornorm und 7' € Mat(n, n) eine reguldre Matrix. Dann ist || - ||, ,

z]|r == ||Tz||
eine Vektornorm und
lub(A), = ||TAT™'||, fiir alle A € Mat(n,n) .

Beweis:
|| - [|» ist eine Vektornorm, da die drei notwendigen Voraussetzungen offensichtlich erfiillt
sind.
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Es gilt fiir A € Mat(n,n) ,

A
lub(A4), = sup | Al
20 [llln
AT !
o 14T 0l
20 [Tyl
TAT !
o ITAT ]
e ]
= |TAT|

Satz 4.4 Set A € Mat(n,n) . Der Limes
T k||1/k

ezistiert und ist gleich p(A) .

Beweis:
Sei
Ry = || 4¥

und (A, z) ein Eigenpaar von A . Dann gilt:

Ak 1/k

R s [l

]l

so dafl
Ry, > p(A) . (%)

Sei nun € > 0 beliebig. Es folgt aus Satz 4.3, daf} es eine Norm || ||, gibt mit

[Alle < p(A) + €.

Alle Normen auf dem R" sind &dquivalent, es gibt deshalb eine Konstante m = m(e) mit

1
— Mzl < llzfle < mllz]]

Es folgt

Ak 1/k
e = [ 121
z20 ||z

[ m2||Akm||5]”’“

IN

sup
w20 |zl

= /e [
melE - 4],
mlt - (p(4) + ) (x4

VARVAN
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Fir alle m > 0 gilt

lim m?** =1.
k— o0

Der Satz folgt deshalb sofort aus den Ungleichungen (*) und (**).

Bemerkung 4.1 Es folgt aus diesem Satz, dal der Spektralradius p(A) nicht nur die

Konvergenz des Verfahrens zF™! = Az + b, sondern auch dessen asymptotische Konver-

genzgeschwindigkeit bestimmt.

Bemerkung 4.2 a) p(A) < |4

b) p(A4) < 1 und p(B) < 1 impliziert i.a. nicht p(AB) < 1.
a)

Beispiel 4.1

A ( 1/2 100
0

1/2 ) , AF= ( g%)’“ 1?Ok(%)k—1 )

(3)*
b)

A= ( 1/2 100
0 1/2

an

) o

10*4+1/4 50
50 1/4

1/2 0 )

100 1/2

p(A)
p(AB)

Genauere Information iiber die Potenzen A™

p(B)=1/2,
1.

einer Matrix A erhilt man aus der Jordan-

schen Normalform.

Satz 4.5 A sei etne n X n-Matriz mit p(A) >0 . Dann gilt:

m

) ) AA oo,

wo p die gréfite Ordnung aller Jordanscher Blockmatrizen J von A mit p(J) = p(A)
und v eine positive Konstante ist.

Beweis: Siehe Varga, Matrix Iterative Analysis, S. 65.
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Al
A=
(51
A mAmt
A™ = }
(o )

4.3 Das Jacobi-, Gauf}-Seidel-, SOR- und SSOR-
Verfahren - eine Einleitung

Beispiel 4.2

In diesem Abschnitt werden vier wichtige Iterationsverfahren zur Losung des Gleichungs-
systems

Az =b (4.4)

vorgestellt. Im nachsten Abschnitt wird die Konvergenz dieser Verfahren untersucht.

4.3.1 Anwendung auf ein Modellproblem

Als Beispiel nehmen wir

4 0O -1 -1 2 1
0 4 -1 -1 2 1
A= , b= , T = (4.5)
-1 -1 4 0 2 1
-1 -1 0 4 2 1
Die Randwertaufgabe
Au = 0 in Q
v = 1 auf 0Q
Q = (0,1)x(0,1)
werde unter Anwendung des Fiinfpunktsterns mit Schrittweite A = % approximiert. Die

Numerierung der Knoten sei dabei wie in Abbildung 4.1a) .
Es ergibt sich nach Elimination der vorgeschriebenen Randwerte:

Apup = fh

4 -1 -1 O
-1 4 0 -1
-1 0 4 -1

0 -1 -1 4
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w1 @
- S Y S vz
”””””” 1 B T B
O | ©0)

a) Natirliche Numerierung b) Schachbrettnumerieung

Abbildung 4.1: Mogliche Numerierungen

g(h, 0) + g(O, h) 2
_ | 9(2h,0) + g(1,R) | _ | 2
fu = -
g(h,1) + ¢(0,2h) 2
g(2h,1) + g(1,2h) 2
Uy 1
w1
Uh = us || 1
Ug 1

Ay, up und f;, werden natiirlich durch die Numerierung der Gitterpunkte beeinflufit. Eine
Anderung der Numerierung fithrt dazu, daf$ A, u, und f, durch Ay, @, und f; ersetzt
werden, wobei

Ay = PTALP , iy = PTuy, fo=PTf,

und P eine Permutationsmatrix ist.

Fiir die Numerierung in Abbildung 4.1b) gilt:

4 0 -1 -1

~ 0 4 —1 -1 ~
A, = = Uy = 4,
h 1 1 4 0 , Jn oy n=1u ( 6)
-1 -1 0 4
mit
1 00O
p— 0 001
01 00O
0 010
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Bei allen drei Verfahren wird A als Differenz von zwei Matrizen M und N dargestellt,
A=M-N, (4.7)
wobei gilt:
1. M sei regular

2. M sei “leicht invertierbar”, d.h. die Gleichung My = c sei fiir beliebiges c¢ leicht zu
16sen.

Das Gleichungssystem (4.4) kann dann in der Gestalt
Mz =b+ Nz

oder
=M1+ M Nz

geschrieben werden. Es liegt deshalb nahe, das Iterationsverfahren

e*) = Bz® 44 k>0 (4.8)
zu benutzen mit
B = M™'N,
d .= M™b.

Es ist manchmal sinnvoll, die folgende Zerlegung von A zu benutzen:
A = D—L—-—R mit
diag(A)

linke Dreiecksmatrix

N~ O

= rechte Dreiecksmatrix

4.3.2 Das Jacobi-Verfahren oder Gesamtschrittverfahren

Zur Losung von

Ax =b
wird die Zerlegung
A = M-N,
M := D =diag(4),
N = D-A=L+R

benutzt. Es folgt
2*+) = Bz(®) 4 ¢
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mit

~1
YD - A)
YL +70)
—D'A.

~ 0 O U

Es folgt weiter:
Dz 1 (A — D)z®) = .

Dies ist die Gleichung, der die Bezeichnung “Gesamtschrittverfahren” zugrunde liegt.
Die Matrix B = I — D' A wird oft als Jacobi-Matrix bezeichnet.

Beispiel 4.3 Wir betrachten das Modellproblem Az = b mit A = A,, b = }h, x = Up
aus (4.6). Dann gilt fiir das Jacobi-Verfahren

0 0 1/4 1/4

0 0 1/4 1/4

1/4 1/4 0 0

1/4 1/4 0 0

B =

Mit
2 = (0,0,0,0)7 gilt:
M = (0,5,0,5,0,5,0,5)7,
z® = (0,75,0,75,0,75,0,75)"
219 = (0,999023,0,999023,0,999023, 0, 999023)7

23 = (0,9999,0,9999,0,9999,0,9999)"

Bemerkung 4.3 Bei Verwendung der Numerierung wie in Abbildung 4.1a) erhilt man
folgende Jacobimatrix:
0 1/4 1/4 0
1/4 0 0 1/4
1/4 0 0 1/4
0 1/4 1/4 0

B =

4.3.3 Das GauB-Seidel-(Einzelschritt-) Verfahren

M = D-1L,
N = R,
B = G:=(D-L) 'R,
(D —L)z*** — Rz® =1p
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Beispiel 4.4 Mit

z® = (0,0,0,0)7 gilt:

Y = (0,5,0,5,0,75,0,75)T

z® = (0,875,0,875,0,9375,0,9375)7

219 = (0,99998,0,99998,0,99999, 0,99999)7

4.3.4 Das S.O.R.-Verfahren

w € (0,2),
1
M = “D-1L,
w
1_
N = “““DiR,
w

Bw) = L,:=(D-wL)™((1-w)D+wR),
(D —wL)z®Y  — (1 -w)D+wR)z® =¢

Beispiel 4.5 Mit

20 = (0,0,0,0)T
w = 1,5 gilt:

M = (0,75,0,75,1,3125,1,3125)7
10 = (0,99882,0,99882,1,00002, 1,00002)T .
Mit
z® = (0,0,0,0)7
w = 1,0718 gilt:
M = (0,535898,0,535898,0, 823085, 0, 823085)”
«M = (1,0000,1,0000, 1,0000,1,0000)”

4.3.5 Das SSOR-Verfahren

Dieses Verfahren besteht aus der Zusammenfassung eines Vorwarts- und eines Riickwarts-
SOR-Verfahrens.
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w € (0,2)
1

M, = -D—L
w
1_

N, = “D+R
w
1

M, = -D—R
w
1_

N, = “D+1L
w

S() = M N,M; !N,

d = M. 'vb+ B,M, "'

Der grofie Vorteile des SSOR-Verfahrens ist, dal S(w) dhnlich zu einer symmetrischen
Matrix ist, wenn A symmetrisch ist, so dafl dann die Eigenwerte von S(w) reell sind.

Mit
z® = (0,0,0,0)T
w = 1,5 gilt:
M = (0,86719,0,86719,0,65625,0,65625)
219 = (0,99995,0,99995,0,99918,0,99918)

4.4 Allgemeine Konvergenzbetrachtungen

Definition 4.3 Das Iterationsverfahren

xk-i—l — Bl’k+d,
B = MIN,d=M"%

zur Losung des Gleichungssystems
Ar=(M —N)xz =b

heifit konvergent, falls fiir alle Startvektoren z(®) und Vektoren b die Folge {x(k)}
gegen die exakte Lésung x = A~'b konvergiert.

War kénnen jetzt notwendige und hinreichende Bedingungen fir Konvergenz herlei-
ten. Der folgende Satz ist sowohl eine Erweiterung (da eine hinreichende Bedingung
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gegeben wird) als auch eine Spezialisierung (da nur lineare Abbildungen betrachtet
werden) des Banachschen Fizpunktsatzes.

Satz 4.6 Das Iterationsverfahren
g* ) = Bz 4 4 (%)
1st genau dann konvergent, wenn
p(B) <1.
Beweis:

a) Sei (*) konvergent. Fiir jedes d konvergiert die Folge z(®) := 0, z(**1) = Bz(*) -4 .
Sei

z:= lim z(*) .
k—o00

Es gilt x = Bx + d , so daf3 die Gleichung
y=DBy+d
fiir jedes d eine Liosung hat. D.h. die Abbildung F':=1 - B,
F:R" —R"

ist surjektiv und deshalb bijektiv (Fischer, S. 86).

Fiir den Fehler f*) := z — z(¥) gilt:
) — B rlk)

Wihle (%) so, daB f(®) = v, wobei {\, v} ein Eigenpaar fiir B ist:

0)

2 = o0,

d := (I-B)
Es folgt:
fE =Xy keN,
und daher [\| < 1.

b) Sei umgekehrt p(B) < 1.
Es folgt aus Satz 4.3 (§2.2), daB8 eine Norm existiert mit ||B|| < 1 . Es folgt, daf die

Abbildung g(u) := Bu + d kontrahierend ist. Man benutzt jetzt den Banachschen
Fixpunktsatz.
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Eine einfache aber oft niitzliche notwendige Bedingung fiir die Konvergenz des Gesamt-
schrittverfahrens wird jetzt hergeleitet.

Definition 4.4 Die Matriz A € Mat(n,n) erfillt das starke Zeilensummenkriterium
falls

n
|a,~,~|>Z |ai]‘|, 1<:<n.
T
Satz 4.7 Die Matriz A erfille das starke Zeilensummenkriterium. Dann konvergiert
das Gesamtschrittverfahren.

Beweis:
Es gilt fiir die Jacobi-Matrix B = (b;;) ,

> bl = D agl/las) <1,1<i<n,
j=1 i=1
o
(%)

Es gibt jetzt zwei einfache Methoden, um zu zeigen, da8 p(B) < 1.

Methode 1:
Wegen (*) gilt:
p(B) < |IBll < 1.

Methode 2:
Sei {\,v} ein Eigenpaar von B . Wahle k , so dafl

[v] = ll]loo = max [v]

und betrachte die k-te Gleichung des Gleichungssystems A\v = Buv :
v = Y7 [bigl [vy]
j=1

n

< lvlloo Y 10351
=1

< [v]loo

Es folgt, daB8 |A\| < 1.

Satz 4.8 Seir A € Mat(n,n), A requldr und L, die zugehérige SOR-Iterationsmatric.
Dann gilt:
p(Lw) = jw—1].
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Beweis:

L, = (D —-wL) *((1 —w)D + wR).

Es folgt:
(D—-wL)L,=(1-w)D+wR.

Weiter gilt:
det(D) - det(L,) = det(D —wL)-det(L,)
det((D — wL)L,),
det((1 —w)D + wR),
(1—w)"-det(D), sodaB
det(L,) = (1—w)".
Das Produkt der evtl. vielfaltigen Eigenwerte von L, ist gleich dem konstanten Term von
det(A] — L,) :
II X =det(-L,) = (w—1)".
i=1

Bemerkung 4.4 Es folgt aus Satz 4.8, dafl das SOR-Verfahren nur fiir w € (0,2) kon-
vergent ist.

Satz 4.9 (Ostrowski-Reich)
Set A= D—FE—E* eine nxn hermitesche Matriz, D eine positiv definite hermitesche
Matriz, D — wE nichtsingular fir 0 <w <2 . Set

L,=(D—wE) (1 -w)D+wE*).

a) Wenn A positiv definit ist und w € (0,2), dann ist p(L,) < 1.

b) Falls E eine linke untere Dreiecksmatriz und D eine Diagonalmatriz ist, gult
auch die Umkehrung.

Beweis:
Zuerst wird eine Hilfsgleichung hergeleitet. Die Fehler e™ := x — 2™ erfiillen die Gleichun-
gen:

e™tt = L,e™ (4.9)
(D — wE)e™! = (wE*+ (1 —w)D)e™ (4.10)

Sei

fmi=e™—e™  m>0. (4.11)
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Aus (4.10) folgt
(D —wE)é™ =[(D —wE) — (wE* 4 (1 —w)D)]e™ = wAe™ (4.12)
und
wAe™ = w(D— E — E*)e™t!
= [(w—1)D — wE*]e™ + (D — wE)e™!
[(1 - w)D + wE*](e™ — ™)
= (1—w)D6™ + wE*s™ . (4.13)

Werden Gleichungen (4.12) und (4.13) mit €™ bzw. e™"* multipliziert, wobei * jeweils
die konjugierte Transposition bedeutet, dann folgt, dafl

Sy = e™[D— wE|0™ = we™ Ae™ und (4.14)
Sy = e™*[(1 - w)D + wE*])6™ = we™* Ae™ ! (4.15)
Sei
S:=85-25. (4.16)
Es gilt:

e™[D — wE]0™ — e™*[(1 — w)D + wE*]6™
e™[D — wE|d™ — (e™ — 0™)*[(1 — w)D + wE* 0™
0™ (1 —w)D 4 wE*)d™ + ™ [wD — wE — wE*|0™ (4.17)
0™(1 —w)D + wE*]6™ + e™wAi™

= 0™[(1 —w)D + wE*]0™ + ™ wAhe™ .
Mit Hilfe der Gleichung (4.12) folgt:

S = ™{[(1l -w)D+wE*]+[D—wE]}§™

= (2—w)™Ds™ . (4.18)

Aus (4.14), (4.15), (4.16) und (4.18) folgt:
(2 — w)d™ D™ = w{e™ Ae™ — ™ Ae™ 1Y) (4.19)

Diese Gleichung ist der Schliissel zum Konvergenzbeweis, da daraus folgt, dafl unter
bestimmten Voraussetzungen die Zielfunktion ™ Ae™ monoton fallend ist.

Wihle ein Eigenpaar (\,v) von L, und setze ¢ = v . Dann folgt aus (4.19):

el = L,e’ = Xe° (4.20)
& = (1-X)e° (4.21)
(2 - w)[1 =A™ De® = w(l—|A?)e™Ae. (4.22)

Wir konnen jetzt den Beweis durchfiihren.
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a)

b)

Sei A positiv definit und w € (0,2) . Die Matrix D ist positiv definit. Wegen
e? = v # 0gilt e2*De® > 0. Es folgt aus (4.22), dafl entweder A = 1 oder 1—|\|?> > 0.

Wire A = 1, dann folgte aus (4.21), daB §° = 0 und folglich aus (4.12), da8§
e’ Ae® = 0, was der Annahme ¢° = v # 0 widerspricht.

Es gilt deshalb
Al < 1.

Da ) einen beliebigen Eigenwert darstellt, ist p(B) < 1.

Sei nun p(L,) < 1, E eine untere Dreiecksmatrix und D eine Diagonalmatrix.
Dann konvergiert die Folge {z*} fiir jedes z°, so dafl e™ — 0 fiir m — oo .

Es ist bekannt aus Satz 4.8, daf
w—1/<p(Lu) <1,
d.h. w € (0,2).

Es gilt, da w # 0,

A:%(D—wE)(I—Lw),

so dafl A regular ist.

Ware A nicht positiv definit, hatte A mindestens einen negativen Eigenwert A\ mit
Eigenvektor v. Setze ¢ := v. Es gelte:

e Ae’ < 0.
Es wiirde dann aus (4.19) folgen, daf
em+1*Aem+1 S em*Aem S S BO*AGO <0 7

was der Konvergenz der Folge {¢™} gegen Null widerspricht.

Zusammenfassend mufigelten:

w € (0,2),
A positiv definit .
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4.5 Die Gerschgorin Sitze

Gerschgorin® hat einige Satze bewiesen, die manchmal bei der Abschitzung von Eigen-
werten sehr niitzlich sind.

Satz 4.10 (Gerschgorin) Die Vereinigung aller Kreisscheiben

Ki={peC |p—au < layl}
k=1
ki

enthdlt alle Eigenwerte der n x n-Matriz A = (a;).

Ist die Vereinigung M; = UY, K; disjunkt von der Vereinigung M, der iibrigen
Kreise, so enthdlt M; genau k Eigenwerte von A und M, genau n — k Eigenwerte.

Beweis: Stoer und Bulirsch II, S. 77 und 78.

Fiir das Modellproblem 1 haben die vier Gerschgorin Kreise alle den Mittelpunkt (0, 0)
und den Radius £, so daB p(J) < 1.

Dieses Beispiel ist aber eine Ausnahme, weil keine echten inneren Gitterpunkte existieren.
Sobald alle fiinf Gitterpunkte eines Sterns innere Gitterpunkte sind, liefert Satz 4.10
nur die Abschatzung p(J) < 1, was die Konvergenz des Gesamtschrittverfahrens nicht
garantiert. Es ist deshalb notwendig, einige weitere Begriffe einzufiihren.

Eine n x n-Matrix A heifit unzerlegbar (irreduzibel), falls es keine Permutationsmatrix P
gibt, so dafl PT AP die Gestalt

PTAP: lﬁll %12]

0 A22

besitzt, wo A;; eine p x p-Matrix, A,y eine ¢ x g-Matrix mit p+g=n, p >0, g > 0 ist.

Die Ungzerlegbarkeit einer Matrix A kann man haufig leicht mit Hilfe des der Matrix
A zugeordneten (gerichteten) Graphen G(A) priifen. Wenn A eine n x n-Matrix ist, so
besteht G(A) aus n Knoten P, ..., P,, und es gibt eine gerichtete Kante P, — P; in G(A)
genau dann, wenn a;; # 0.

Z.B. ist der Graph von

1Gerschgorin, S.: Uber die Abgrenzung der Eigenwerte einer Matrix. [zv. Akad. Nauk SSSR Ser.Mat. 7,
749-754 (1931)
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-

Abbildung 4.2: Der Graph G(A)

in Abbildung 4.2 dargestellt.

A ist genau dann unzerlegbar, wenn der Graph G(A) in dem Sinne zusammenhéngend
ist, daB es fiir jedes Knotenpaar (P;, P;) in G(A) einen gerichteten Weg von P; nach P;
gibt.

Die Matrix A ist also genau dann unzerlegbar, wenn es fiir jedes ¢, mit 1 < i, 7 < n
eine Folge gty - - - i, gibt mit

7:0:7;

Qigip1 a

fir0 <k <m.

Behauptung 4.1 Die Matrix A; entstehe durch die Benutzung des Fiinfpunktesystems
auf dem Gitter G,. Dann ist die Matrix A, genau dann unzerlegbar, wenn Gj zusam-
menhangend ist.

Satz 4.11 A € Mat(n x n,C) sei unzerlegbar. Sei \ Eigenwert von A, A € 0K, wobet
K die Vereinigung aller Gerschgorin Kreisscheiben ist. Dann gilt:

Beweis:
Sei (A, z) ein Eigenpaar von A mit A € 0K. O.E. gibt es r mit

|z, | =1> |z;], 1 <i<n.
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Aus
Az = Az
folgt
> aniti = Az,
i=1
und

lay, — A < Z |arj| . |1'J|
o

< D lagl

=1
i

= Radiusvon K, ,
also A € K,. Die Voraussetzung, dal A\ € 0K, fiihrt dazu, daf§ A € 0K, und
|a,.j|7$0:>|xj|:1, 1<j53<n.

Da A unzerlegbar ist, gibt es ein p # r mit a,, # 0, so daf8 |z,| = 1. Durch Wiederholung
ergibt sich:

|z;] =1 fiir 1<i<mn,

und A € 0K;, fiir 1 <i <n.

Durch Anwendung von Satz 4.11 erhalt man:

Satz 4.12 (Schwaches Zeilensummenkriterium) Falls A unzerlegbar ist und

|CL“|ZZ |azk| f'LLT alle z:1,2,,n,
k#i

aber |ai | > Yjriy |aiok| fiir mindestens ein iy gilt, dann konvergiert das Gesamt-
schrittverfahren.

Bemerkung 4.5 Die Jacobi Matrix J ist symmetrisch. Falls J zerlegbar ist, konnen die
einzelnen Untermatrizen Ji,... , J; getrennt betrachtet werden.

Satz 4.13 Das Gesamtschrittverfahren konvergiert fir die Finfpunkt- Differenzen-
approrimation zur Losung des Dirichlet Problems fur die Laplace Gleichung.

Beweis: Siehe Bemerkung oben.
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4.6 Das Gesamtschrittverfahren - das Modellproblem

Es wurde im letzten Abschnitt bewiesen, dafl das Gesamtschrittverfahren fiir das Dirichlet
Problem konvergiert. Es stellt sich aber heraus, dafl die Konvergenzgeschwindigkeit viel
zu wiinschen tiibrig 1afit, wie das folgende Modellproblem zeigt.

Beispiel 4.6 Zu betrachten ist das Problem:

—Au = f(x,y),inQ
u = 0, auf 00,

wobei

Q = (0,1) x(0,1)
f e C(Q).
Mit der Maschenweite
1
h= N+1

entsteht das Differenzengleichungssystem

Ahvh — fh )

wobei A; eine Blocktridiagonalmatrix ist:

H C
| cH 0)
A=
0) H C
C H
H,C € Mat(N, N,R):
4 -1
1 4 0)
H= :
o) 4 -1
1 4

C:—IN:—I
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Die entsprechende Jacobi Matrix B ist:

F I
I F . O
1
B=- ,
4
0 F I
I F
0 1
1 0 0
F = ;
O 1

1

mit B € Mat(M, M,R), F € Mat(N,N,R), M := N2.

Das Eigenwertproblem

ist dquivalent zum Gleichungssystem:

%[Uz',jJrl + v 1+ Vi1 v = Ay, 1<4,j <N,
wobei
v;j:=0 fir i=0,t=N+1,;=0,7=N+1.
Der Ansatz
v = sin(krhi) sin(rhy)

fiihrt zu dem EHigenwert:

1
PLESIES §[cos kmh + cos {mh]

(, k7rh>2 ( zm)z
= 1—|sin—— | — [sin— .
2 2

Die N? Vektoren v** sind linear unabhingig und bilden eine Basis des RV". Weiter gilt:

h
p(B) = 1 — 2 sin? 7r7:cos mh .
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Wird das Gesamtschrittverfahren zur Losung des Gleichungssystems

Ahvh - fh

benutzt, dann folgt mit Hilfe von Satz 4.13 aus dem vorigen Abschnitt, dafl

[ )]
sup lim sup T R = p(B),
o, koo | lup” — vall

d.h. im Durchschnitt und fiir allgemeine Anfangsdaten v,(lo) wird der Fehler
||v,(1k) - v,(IO)H mit dem Faktor p(B) pro Iteration multipliziert. Damit sich der Fehler um
einen Faktor 1/e verringert, werden im Durchschnitt m Iterationen bendtigt, wobei

[p(B)]™ = 1]/e
m = —1/In(p(B))
L2
- m2p2

Fiir grofles N (kleines h) sind deshalb sehr viele Iterationen nétig. Der durchschnittliche
Rechenaufwand, um den Fehler um einen Faktor 1/e zu reduzieren, ist

2
m2h?

2 8
(0] ( 5 ) - Multiplikationen + O ( . 3) Additionen = O (—N 2) Operationen .
m2h? 2

Die vorherigen Uberlegungen kénnen von einem anderen Gesichtspunkt aus betrachtet
werden. Fiir die Gleichung

Apvp = fa
ist das Gesamtschrittverfahren

DUk+1 + (Ah - D)Uk == fh

oder
vFtt = BoF + D_lfh
mit
1 . h?
D := ﬁdlag(—Ll) , B=1-— ZAh .
Die Fehler

e =, — oF
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erfiillen die Gleichung
ek-l—l — Bek )

Seien nun (\;,w;), 1 <i< M, M Eigenpaare von B mit [A\;| > |[X\2] > ... > |Ay|. Der
Fehler e° 148t sich folgendermafien darstellen:

M

0 _

e = Z a;w; ,
=1

so daf

M
ef = Z ai)\fwi .

i=1

Es folgt - wie bei der Vektoriteration - dafl der Fehler fiir grofies k sich etwa wie a; \fw,
verhalt,

ek ~ al)\’fwl .

Die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit wird deshalb durch

|A1| = p(B)

bestimmt. Fiir kleines k£ dagegen ist im allgemeinen die Konvergenzgeschwindigkeit
etwas besser, da die Fehlerkomponente a,ws,...,apwy sich schneller abbauen 1aft.
Gerade diese Higenschaft wird bei Mehrgitterverfahren genutzt.

Weiter gilt:

h
A1 = cos 7rh:1—2sin2%,
wy = vz-l,’jl = sin(whi) sin(mhj) ,

so dafl w; eine nichtnegative Gitterfunktion ist.

Zusammenfassend gelten die folgenden Aussagen fiir das Modellproblem, aber auch fiir
allgemeinere nichtnegative Differenzenapproximationen:

1. Das Jacobi-Verfahren konvergiert.

2. p(B) = 1 — h%u;, mit p; > 0.
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3. Der Fehler nach k Schritten

k
ek:vh—v,(l)

1383t sich gut durch

e* ~ constant p(B)* - w;

approximieren, wobei w; > 0 eine “glatte” Gitterfunktion ist.

4. Die Anzahl der Iterationen, die bendtigt werden, um den Fehler durchschnittlich
um einen Faktor 1/e zu verringern, ist:

m = —1/In(p(B)) ~

1
h?
4.7 Verallgemeinerungen

Die Aussagen im letzten Abschnitt fiir das Modellproblem sind richtungsweisend fiir
allgemeine Probleme.

Die Tatsache, da8 p(B) ~ 1 fiir die Jacobi Matrix B gilt, 148t sich folgendermafien
erkladren:

Die Eigenwerte p und Eigenfunktionen u einer schwingenden Membran mit Oberflache
Q erfiillen die Bedingungen

Au = pu, in Q
u = 0, auf 09Q.

Bekanntlich gibt es unendlich viele Eigenpaare {u;,u;} mit 0 < p; < py < ... . Weiter
gilt: u; — oo fiir i — oo ; Span{u;} = L3(Q) und {u;} ist eine orthogonale Basis fiir
Ly(€2). (Michlin [1978, S. 372]; Garabedian [1964, Chapter 11]|; Dunford und Schwartz
(1963, S. 1743].)

Das diskrete Eigenwertproblem

Apwy, = HpWh

ist eine Approximation fiir das Membranproblem. Man erwartet, dafl die Eigenwerte pg)

die Eigenwerte u(?) approximieren sollen, d.h.
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My ~ [
Bs folgt, da B = I — A, da8
K2
h o,
~ l—zu()

Fiir das Rechteck © = (0,1)? ist

A = (E*+)7r* und
u = sin(krz)sin({ry)
fiir £,/ € N ein Eigenpaar fiir die schwingende Membran. Es folgt

h2m? h2m?
’+1°)=1-

AMrl-—
was das exakte Ergebnis
p(B) = 1 — 2 sin? %h
gut widerspiegelt.

Die Berechnung der Eigenwerte von Aj ist eine interessante Aufgabe. Siehe z.B. Cullum
und Willoughby [1985].

4.8 Nichtnegative Matrizen

Fiir das Modellbeispiel ist A = D — L — R und B = L + R, wobei B nichtnega-
tiv und unzerlegbar ist. Es gibt eine schone Theorie der nichtnegativen Matrizen,
die viele Anwendungen hat und leider hier nur kurz aufgegriffen werden kann. (Siehe:
Varga [1962], Berman und Plemmons [1979], Seneta [1973], Minc [1988|, Windisch [1989].)

Folgender schoner Satz von Perron und Frobenius wurde zwischen 1907 und 1912 bewie-
sen:

Satz 4.14 (Perron, Frobenius) Sei: A eine n x n unzerlegbare Matriz, die nichtne-
gativ 1st, d.h. die nichtnegative Komponenten hat. Dann gilt:
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1. Es gqibt einen Eigenwert A\, von A mit A\, = p(A4) > 0.
2. Zu A\, gehort ein Eigenvektor w, > 0.
3. A\, st ein einfacher Eigenwert von A.
4. Set B> A und B # A, dann gilt p(B) > p(A).
Beweis: Siehe z.B. Varga [1962, S. 30].

Satz 4.15 (Perron, Frobenius - Erweiterung) Sei A eine n X n nichtnegative Ma-
triz. Dann gilt:

1. Es gibt einen Eigenwert A\, von A mit A\, = p(A) > 0.

2. Set A\, = 0. Dann st A zerlegbar und die Jordansche Normalform von A ist
eine echte rechte Dreiecksmatriz.

3. Zu A, gehort ein Eigenvektor w, > 0.
4. Sex B > A, dann gilt p(B) > p(A).

Beweis: Siehe Varga [1962, S. 48|.

Sei

A = D—-L—-R
B := D YL+R)
L, = (D—-wl)'(1l—-w)D+wl],

so dafl B die Jacobi Matrix ist, £, die SOR Iterationsmatrix und £; die Gaufl-Seidel
Iterationsmatrix.

Es kann durch Beispiele gezeigt werden, dafl sowohl p(B) < 1 < p(L;) als auch p(L;) <
1 < p(B) moglich ist. Unter zusatzlichen Bedingungen erhélt man allerdings mit Hilfe
des Perron-Frobenius-Satzes den folgenden Satz:

Satz 4.16 (Stein, Rosenberg) Se: die Matriz B = L + R nichtnegativ (L und R
echte linke bzw. rechte Dreiecksmatrizen), dann gilt fir B und £, = (I — L)™'U
genau eine der folgenden Beziehungen:

1. p(L1) =p(B) =0

2. 0<p(Ly)<p(B)<1



74 Iterationsverfahren fiir grofle lineare Systeme: klassische Verfahren

3. p(L1) =p(B) =1
4. 1< p(B) < p(L1)

Beweis: Siehe Varga, S. 70.

4.9 Das SOR Verfahren

Der Satz von Stein und Rosenberg besagt, dafl unter den gegebenen Voraussetzungen
das Gaufl-Seidel-Verfahren besser als das Jacobi- Verfahren ist.

Es ist i.a. nicht mdglich, eine Beziehung zwischen p(B) und £; zu finden, wie das folgende
Beispiel von Young zeigt. Fiir das Modellproblem mit ~ = 1/3 und nur vier inneren
Gitterpunkten werden die Gitterpunkte auf drei verschiedene Weisen numeriert:

3 4 2 4 3
1 2 1 3 1 2
Natdrliche Rot-Schwarz Uhrzeiger

Abbildung 4.3: Verschiedene Numerierungen

Mit der Bezeichnung A(A) = Spektrum von A = Menge aller Eigenwerte von A folgt:

1. Natiirliche Numerierung

0110 0 880
1 1001 1 0 2 2 8
B _ — L"l = — .
4 1001 8 0 2 2 8
0110 0111
p(B) =3 p(L1) = 3
A(B) ={-1/2,0,0,1/2} A(L;) = {0,0,0,1/4}
2. Rot-Schwarz-Numerierung
0011 00 2 2
1 0011 1 00 2 2
B = — ‘Cl = — .
4 1100 8 0011
1100 0011
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o(B) =L p(L1) =}
A(B) ={-1/2,0,0,1/2}  A(L;) = {0,0,0,1/4}

3. Uhrzeiger-Numerierung

0101 0 64 0 64
1 1

p_l 1010 [ L |0 16 64 16

4 |0 101 256 | 0 4 16 68

1010 0 17 4 33

p(B) =1 A(Ly) = {0,0,277,—0,011 + 0, 118i}

A(B) = {~1/2,0,0,1/2}

Unter geeigneten Voraussetzungen ist es allerdings moglich, p(L,) genauer zu be-
schreiben.

Die folgenden Begriffe sind niitzlich:

Definition 4.5 Die Matriz A besitzt die “property A”, wenn es eine Permutations-
matriz P gibt, so daf8 PAPT die Gestalt

D, M,

PAPT —
<Mz D,

) , Dy, Dy Diagonalmatrizen

besitzt.

Definition 4.6 Die Matric A= D(I — L — R), wobei L und R echte linke bzw. rechte
Dreiecksmatrizen sind, heifit “konsistent geordnet”, falls die Eigenwerte von

al+a 'R, a#0,
von o unabhdngig sind.

Bemerkung 4.6 Property A = konsistent geordnet.

O B
B= :

Sei u ein Eigenwert von B zum Eigenvektor (u,v)T.

Satz 4.17 Sez

Dann ist —p ein Eigenwert von B zum Eigenvektor (u, —v)T.

Beweis: Siehe Birkhoff und Lynch [1984, S. 133].
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Satz 4.18 (u,v)T sei ein Eigenvektor der Jacobi Matriz B zu A, wobei B die Gestalt

0 B
B=
(5.0 )

habe, mit Eigenwert  # 0. Dann gilt:

a) (u,0)7 ist ein Eigenvektor der Gaufi-Seidel Matriz L, mit Eigenwert 0 und

b) (u,pv)” ist ein Eigenvektor der Gauf-Seidel Matriz mit Eigenwert u?.
Wezter gilt:

c) Kern(L,) D Kern(B).
Beweis: (Siehe Birkhoff, Lynch [1984, S. 134].)

Es folgt, daf fiir Matrizen, die Property A besitzen, das Gauf3-Seidel Verfahren zweimal
so schnell wie das Jacobi-Verfahren ist. Es entsteht die Frage, ob es mdglich ist, ein wj, zu
finden mit

p(L.,) = inf p(L.).

Wir betrachten jetzt symmetrische Matrizen A mit Property A. Fiir die Jacobi Matrix
B gilt dann:

Falls i ein Eigenwert ist, so ist auch —u ein Eigenwert. Die Eigenwerte von £; verteilen
sich folgendermafien:

a) Es gibt eine Menge von Eigenwerten 0.

b) Die iibrigen Eigenwerte sind positiv und liegen zwischen 0 und p(B)2.

Es kann bewiesen werden, daf sich die Eigenwerte von L, fiir zunehmendes w wie in Ab-
bildung 4.4 verhalten: die Nulleigenwerte von £, werden grofier, die positiven Eigenwerte
von L£; werden kleiner. Wenn zwei Eigenwerte sich treffen, bewegen sie sich weiter in der
komplexen Ebene auf dem Kreis |z| = w — 1.

Das Verhiltnis von p(L,) zu w wird in Abbildung 4.5 dargestellt.

Das SOR Verfahren erreicht den minimalen Wert von p(L,) bei
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Abbildung 4.4: Die Bewegung der Eigenwerte von £, mit zunehmendem w

P(Lw
1

0 1 @y, 2
Abbildung 4.5: Die Funktion p(L,)

Satz 4.19 (Young, Varga) A sei eine konsistent geordnete Matriz. Ferner seien die
Eigenwerte von B reell und es gelte y = p(B) < 1. Dann ist

wp 2 p(Ly,) =wp — 1= ( p(B) )2

1t 1o Be 1+ /1- p(B)?

Allgemein gult

w—1 fir w,<w<2
1—w+%w2u2+wu\/1—w+%w2u2 fir 0 <w <uw

p(Ly) = {
Beweis: Siehe z.B. Stoer und Bulirsch, S. 256.

Fiir das Modellproblem gilt:

p(B) ~ 1-—7?h?/2
p([:l) 1-— 7T2h2
p(Ly) 1—27h

Q

Q
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Die Geschwindigkeitsverbesserung, die mit SOR erreichbar ist, ist aus Tabelle 4.1 ersicht-
lich, wobei N(L;) die Anzahl der Iterationen ist, die nétig sind, um den Fehler um einen
Faktor 1000 zu vermindern.

1/h 10 100 200
p(L1) 0,00451 0,99901 0,99975
popt (SOR)  0,52786 0,93909 0,96907
N(L,) 69 6998 27995
N,y (SOR) 17 195 413

Tabelle 4.1: Vergleich der Gau$3-Seidel und SOR Verfahren fiir das Modellproblem
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Kapitel 5

Iterationsverfahren zur Losung grofler
linearer Gleichungssysteme: neue Verfahren

Dieses Kapitel befindet sich in Uberarbeitung und wird zu einem spiteren Zeitpunkt zum
Skript hinzugefiigt werden.






Kapitel 6

Die Laplace- und Poisson-Gleichung:
Methoden der Funktionentheorie

6.1 Zusammenhinge mit der Funktionentheorie

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen der Laplace-Gleichung und der Funktionen-
theorie.

Definition 6.1 : (Remmert, S. 45)
Ser D C C ein Gebiet. Eine Funktion f : D — C heifSt holomorph in D, wenn f in
jedem Punkt von D komplezx differenzierbar ist.

Satz 6.1 : (Remmert, S. 39)

Notwendzg fiir die kompleze Differenzierbarkeit von f = u+iv in c € C ist, dafs der
Realteil v und der Imagindrteil v von f in c partiell differenzierbar st und dafl die
Cauchy- Riemannschen Daifferentialgleichungen

ou  Ov
ox Oy
(6.1)
ou Ov
oy Oz

erfillt sind.

Es folgt aus diesem Satz, daff - wenn f = u + iv in D holomorph ist und u,v € C?(D) -
dann gilt

Au = Uy + Uy =0

Av = Vg + vy, =0,

d.h. v und v sind Losungen der Laplace-Gleichungen.
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Satz 6.2 : Mazimum-Prinzip fir beschrinkte Gebiete (Remmert, S. 203)

Es sei G ein beschrdnktes Gebiet, und es sei f eine in G := GUOG stetige und in G
holomorphe Funktion. Dann nimmt die Funktion |f| thr Mazimum auf dem Rand
von G an:

max |f| =max |f].

Beweis:
Man stellt fest, dafl

Av? = 2(ul+ul)>0
Av® = 20 +v))>0

und wendet das Maximum-Prinzip (fiir elliptische Gleichungen) auf die Ungleichung
A(u? +0%) >0

all.

6.2 Transformation der Laplace-Gleichung (siehe z.B.
Kantorowitsch und Krylow, S. 331)

Wir betrachten nochmals die Laplace-Gleichung

Pu  Pu

5t a0 (6.2)

Agyu =
Es kommt oft vor, dal Probleme fiir einfache Gebiete wie Kreis, Quadrat, Kreisring, auf-
geschnittene Ebene usw. verhaltnismafig einfach gelost werden konnen, wahrend sich bei
einer komplizierteren Struktur des Gebietes fiir die unmittelbare Losung mitunter sehr
grofie Schwierigkeiten ergeben, selbst fiir ein so einfaches Problem wie das DIRICHLET-
sche.
Man versucht daher, das gegebene Gebiet vorher auf ein einfacheres abzubilden. Bei
derartigen Abbildungen dndern sich im allgemeinen nicht nur das Gebiet, fiir das die
Losung gesucht ist, und die Randbedingungen, sondern auch die Differentialgleichung,
die die gesuchte Funktion erfiillen musf.
Die grofite Bedeutung haben fiir die LAPLACEsche Differentialgleichung offensichtlich
die Transformationen, denen gegeniiber der LAPLACE- Ausdruck invariant bleibt.
Mit Hilfe der Gleichungen

f:&(x,y) ) 77:77(37,1/) (6'3)
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seien fiir z und y neue Veranderliche ¢ und 7 eingefithrt. Wenn die Veranderlichen z,y
im Gebiet D variieren, so variieren die neuen Veranderlichen £ und 7 in einem gewissen
Gebiet G. Wir wollen untersuchen, wie sich die Differentialgleichung bei dieser Transfor-
mation dndert:

ou _ oude oudn

oz o¢ 0r  On Oz’

82u 8u (ag)z 5 0 O 8n+82u <8n>2+8u82§+8u82n
0x? 0&? 0£0ndx O0r  On? \ Ox 0& 0x?  On 0x?

Oz

und analog

Pu_ Pu (06 L OPudon ou (90 udE ooy
dy?  8¢% \dy 060n 0y 0y~ On? \ Oy 0 dy*  Ondy?

Die Differentialgleichung fiir die Funktion « lautet daher in den Verdnderlichen £ und 7

ot [ (e (0e\®] . 0% (ocon  o¢on
Agu = 8—62 (a) +(3_y> +28§8n (aa—l—a—ya—y)'F

(6.4)

8u | (on)° on 1 ou ou
gul(an on T+ A, m=0.
T o (m«) + <8y T g Bt T g Bavl

Damit dies wieder eine LAPL ACEsche Differentialgleichung ist, mufl offenbar die Trans-
formation (4.3) folgende Forderungen erfiillen:

Amygzo; Azyn:(),
dcon ogon_ (96 (96\' _ (om)* (o)’
ox0xr Oydy ' oz oy)  \ oz oy
Die ersten beiden dieser Differentialgleichungen sagen aus, dafl ¢ und n harmonische
Funktionen von z und y sein miissen. Die dritte Differentialgleichung liefert

on 06 _ on 06 _ . On_  0¢ on _ Of

or 0y Oy Oxr oo~ M@y’ 8y_M8x'
Wenn man jetzt in der letzten Differentialgleichung an Stelle der Ableitungen von 7 diese
Ausdriicke einsetzt, so erhdlt man

ole)- ]

Daraus folgt, dafl = +1 ist, so dal entweder
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o8 _on 08 _ On

= = 6.5
or Oy’ Oy oz’ (6-5)

oder

oc g o on

dr 9y’ Ay oz (6.6)

gilt. Die Differentialgleichungen (4.6) unterscheiden sich von (4.5) lediglich durch Vertau-
schung von ¢ und 7 und koénnen daher unberiicksichtigt bleiben; durch (4.5) wird zum
Ausdruck gebracht, dafl £ und 7 konjugierte harmonische Funktionen sind. Abbildungen,
die durch derartige Funktionen vermittelt werden, sind konform, das heifit, im Kleinen
dhnlich an allen Stellen der z,y-Ebene, in denen

ae\>  [oa¢\’
() (5) #°
ist.

Fiir die Funktion f(z) = £ + in der komplexen Verdnderlichen z = z + iy stellen die
Relationen (4.5) die bekannten Regularitdtsbedingungen von Cauchy-Riemann dar, und
die Laplace-Differentialgleichung erweist sich somit als invariant gegeniiber Transforma-
tionen, die durch reguldre Funktionen einer komplexen Verdnderlichen vermittelt werden.
Sei

fi=&+in. (6.7)

Dann kann die Gleichung (4.4) folgendermafien geschrieben werden:

Agyu = |f'(2)* Dgyu - (6.8)

Insbesondere, ist A u = 0, dann gilt auch Ag,u =20

6.3 Konforme Abbildungen

Definition 6.2 Se: f : D — W. f heifit konform wn D, falls f in D holomorph st
und f'(z) # 0.

Bemerkung 6.1 Se: f eine konforme Abbildung. Ser v eine Kurve
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Die Abbildung von v unter f st

¥ oiw=f(2(t), a<t<g.

Es qult:

w'(t) = f'(z(8) - Z'(2) ,
woraus folgt:
1. w'(to) # 0, d.h. ¥' hat eine Tangente.

2. arg(uw/(to)) = arg(f'(20)) + arg(/(to))-

fz() = f(z0) | — 17(20)] -

3. ].imt*)to 2(t)—z0

Zusammenfassend, die Abbildung f ist winkeltreu, und die Ldange wird mit dem
Faktor |f'(z)| multipliziert.

Sei u = u(z,y) , I' C D eine Kurve

u = ¢ auf T

ou
n ¢ auf I'.

Sei f : D — C eine konforme Abbildung IV = f(T"). Es gilt:

v = ¢ auf IV

ou , ou
o |f(Z)|'@

Der Fundamentalsatz lautet (Kantorowitsch und Krylow, S. 332):
Der einfachste Fall einer konformen Abbildung ist der, dafl das abzubildende Gebiet

einfach zusammenh&ngend ist. Die Frage nach der Existenz einer eindeutigen Abbildung
zweier solcher Gebiete aufeinander wird durch den Riemannschen Abbildungssatz

auf TV.

beantwortet:

Sind D und G einfach zusammenhéngende schlichte Gebiete in den Ebenen der komple-
xen Verdnderlichen z = x + ¢y und ( = £ + in, die von der Vollebene und der einfach
punktierten Ebene verschieden sind, so existiert eine Funktion ( = f(z), die in D
holomorph ist und die eine konforme eindeutige Abbildung von D auf G vermittelt.
Dabei kann man vorschreiben, dafl ein in D gegebener Punkt a in einen willkiirlich
gewahlten Punkt o und eine in a gegebene Richtung in eine bestimmte, dem Punkt o
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zugeordnete Richtung iibergehen sollen.

Durch die Forderung, daf sich zwei innere Punkte und zwei in diesen Punkten gegebene
Richtungen entsprechen sollen, ist die Abbildungsfunktion vollstdndig bestimmt.

Somit hangt die Funktion, die D auf G abbildet, von drei Parametern ab, da der
willkiirlich vorgegebene Punkt o durch zwei Parameter und die Richtung in ihm durch
einen bestimmt ist. Uber die Wahl dieser drei Parameter kénnen wir auch anders verfiigen,
als im Satz von Riemann angegeben. Beispielsweise kann man fiir Gebiete, die gewissen
Einschrankungen unterworfen sind, welche fiir die praktisch vorkommenden Faille sicher
erfiillt sind, fordern, dafl drei vorgegebene Punkte der Berandung des Gebietes D in drei
vorgegebene Randpunkte von G iibergehen sollen.

6.4 Die Integralgleichung von Theodorsen

Es gibt mehrere Integralgleichungen, deren Losung eine konforme Abbildung ermittelt
(siehe Gaier, S. 6). Wir geben hier nur eine solche Gleichung an:

Real- und Imagindrteil einer in |z| < 1 reguldren, in |z| < 1 stetigen Funktion f(z),
genommen auf |z| = 1, hdngen wie folgt zusammen:

Satz 6.3 Es set f(z) = u(z) + iv(2)(u,v reell) in |z| < 1 holomorph, in |z| < 1 stetig.
Dann hat v(e*) folgende Integraldarstellung in u(e®’):

27
. 1 , -9
v(e¥) = v(0) + o / u(e™)ctg (‘OT do .
o(H)

Das Integral 1st beztiglich ¥ = ¢ als Cauchyscher Hauptwert zu nehmen.

Beweis: Gaier, S. 62.

Wir formulieren nun unser Problem der konformen Abbildung und zeigen, wie es auf die
Losung einer Integralgleichung zuriickgefiihrt werden kann.

Vorgelegt sei eine beziiglich w = 0 sternige Jordankurve C' der w-Ebene, und o = o(f)
sei ihre Darstellung in Polarkoordinaten. Ihr Inneres heifle G, und es sei die konforme
Abbildung w = f(z) von |z| < 1 auf G zu bestimmen, die durch f(0) = 0, f/(0) > 0
normiert ist.

Nach den Ergebnissen von Caratheodory und Osgood ist f(z) in |z| < 1 stetig und bildet
|z| < 1 eineindeutig auf das abgeschlossene Gebiet G' ab. Dem Randpunkt ¢ entspricht
dabei ein Bildpunkt o(#)e? mit § = 6(p) auf C. Ist § = 0(p) bekannt, soist f(z) auf |z| =1
und daher auch fiir |z| < 1 bekannt, etwa auf Grund der Cauchyschen Integralformel. Es
ist somit hinreichend, die Rédnderzuordnungsfunktion § = 6(y) zu bestimmen.
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Diese Funktion § = 6(p) geniigt nun einer Integralgleichung. Zu ihrer Ableitung betrach-
ten wir die Hilfsfunktion

F(z) = log @ =U(z) +iV(2);

sie ist durch die Vorschrift, dal F(0) = log f’(0) reell sei, eindeutig festgelegt, und sie
ist in |z| < 1 regulér, in |z| < 1 stetig, ferner V(0) = 0.

Weiter ist

U(z) = log| 22| , also U(e%) = log o(8(v))

( ) ; (6.9)
V() —arg | also V(e) = () — .
und Satz 4.6 ergibt daher
2
1 -1
() =9+ 5 / log o(6(9))ctg —5— dv (6.10)
0(H)

oder kurz

0(¢) = ¢ + Kllog o(0(¢))] -

Dies ist die nichtlineare, singulare Integralgleichung von Theodorsen zur Ermittlung der
gesuchten Randerzuordnungsfunktion 6 = 6(¢p).

6.5 Das Schwarzsche Spiegelungsprinzip

Satz 6.4 : (siehe z.B. Goluzin, S. 44)

Eine eindeutige konforme Abbildung f eines Gebiets D mat Jordanrand 0D auf
dem offenen Einheitskreis G lift sich als eine stetige eindeutige Abbildung von D
auf G erweitern.

Ist v C 0D eine offene analytische Jordankurve und zy € v, dann ist f holomorph
n 2o und f'(z) # 0.

Satz 6.5 : (Spiegelungsprinzip von Schwarz)

Seiten D, und D, zwei Gebiete mit o, € 0D, und o, € 0D,, wo a, und a,
Geradensegmente sind. Set w = f(z) eine konforme Abbildung von D, auf D,,. Sei
f(a.) = ay. Dann ldf$t sich f iber a, hinaus wie folgt analytisch fortsetzen:

Spiegelt man D, an o, und ordnet man dem Spiegelbild z* von z den durch Spie-
gelung von w = F(z) und «, hervorgegangenen Wert w zu, so ist die so definierte
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Funktion w* = f(z*) in dem gespiegelten Gebiet D} analytisch und somit eine ana-
lytische Fortsetzung von f.

Beweis: (siehe z.B. Nehari, S. 184)

O.E. nehmen wir an, dal o, und «, Intervalle der reellen Achse sind. D.h.,
Z*

=z, w =w.

Die Funktion

9(2) :== f(2)

ist holomorph in D} wie man z.B. aus der Cauchy-Riemann- Gleichung sieht. Auf o, gilt:

wl
Il
w

-
—~~
I
N

|
~
—~~
I
N
I
~
—~
xR
N

da f(z) dort reell ist.

Durch Addition der Integrale

und

folgt, dafl die Funktion

F(z):{ g(z) , zeD:Ua,

in D} U o, U D, holomorph ist.
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6.6 Die Formel von Christoffel-Schwarz

6.6.1 Herleitung (siehe Kantorowitsch und Krylow, S. 475, und
Nehari, S. 189)

Es sei w = f(z) eine Funktion, die eine konforme Abbildung der oberen z-Halbebene
D auf das Innere G eines gegebenen Polygons A der w-Ebene mit den Innenwinkeln
a;m, 0o, . .. ,a,7 und den Eckpunkten A;, A,,..., A, vermittelt. Die Punkte A, (v =
1,...,n) entsprechen dann gewissen Punkten a;, as, ... ,a, der reellen Achse der z-Ebene,
von denen wir annehmen wollen, dafl sie alle im Endlichen liegen und in der Ordnung

a; < ap < --- < ap

aufeinanderfolgen
Der Rand OG des Polynoms ist eine Jordan-Kurve, so daf sich (Satz 4.6 im vorherigen
Absatz) die Abbildung f stetig und eindeutig erweitern 14ft:

F:DUAD - GUIG .

Das Intervall o = (ag, ax1) ist eine analytische Jordan-Kurve, so daf§ f auf o holomorph
und konform (f' # 0) ist.

Sei nun a(!) := (a1, a,) , o) = f(al!)). Wegen des Schwarzschen Spiegelungsprinzips 148t
sich f durch Spiegelung auf der unteren Halbebene D* analytisch fortsetzen. Sei f; die
dadurch gewonnene Funktion:

fllD*—>G*.

Sei () 1= (ay,a3) , al® = f(a?).
Wegen des Schwarzschen Spiegelungsprinzips 1a8t sich f; durch Spiegelung auf der oberen
Halbebene (D*)* = D analytisch fortsetzen. Sei f, diese Funktion:

f2 :D — (G*)* .
Das Polygon G kann durch eine Drehung und eine Verschiebung auf (G*)* abgebildet
werden:
f3 G — (G*)* y
z—>Az+ B,

wo A und B komplexe Konstanten sind.

Es folgt:

f2(2) = (fao f)(2) = Af(2) + B .
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Sei g die ‘Schwarzsche Funktion’

B fll(z)
1= )
Sei
H :=C\{as,...,a,}.
Da
£ _ )
f(z)  f'(2)

folgt, dafl durch die o.a. analytische Fortsetzung von f, g als eindeutige holomorphe
Funktion in H definiert wird.

Wir werden jetzt das Verhalten der Funktion g(z) in der Umgebung der Punkte ay,... ,a,
untersuchen. Sei

h(z) = [f(2) = fa)]*" .

Sei
U = {z=z+iy:y>0und |z —a1] <€},
oV = {z:—e<z—Ra <0},
o = {z:0<z—Ray <e€}.

Es gilt:

f(agl)) = AnA17
f(@® = A4,

so daB h das Geradensegment a(') U a(?) auf einem Geradensegment abbildet. Aufgrund
des Schwarzschen Spiegelungsprinzips folgt dann, dafl ~ eine volle Umgebung des
Punktes a; konform und eineindeutig auf eine volle Umgebung des Punktes 0 abbildet.
D.h. h ist in z = a; holomorph.

Sei nun u; := 1 — «;. HEs folgt

f(2) = flar) + h(z)""

mit h(z) holomorph in z = a; und h'(a;) # 0. D.h.
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h(z) = (z — a1)hi(2)
mit h; holomorph und h;(a;) # 0. Es folgt

"z —m
f'(z)  (z—a)

mit k(z) holomorph in z = a;. Nach wiederholter Benutzung dieses Arguments kénnen

+ k(2)

wir folgern, daf

0(2) = 9(2) + 30 2

in C holomorph ist. Nach dem Satz von Liouville ist g;(z) konstant.
In einer Umgebung von z = co gibt es eine Entwicklung von f(z),
c c
FE&) =10+ 2+ D,

wodurch leicht einzusehen ist, dafl

"(2)
J;”’(z) =0 (%) '

Wir kénnen sofort daraus schlieen, da g(co) = g1(c0) = 0, so dafl

-1 _§ 1o

 f(2) _k:1 z — ay

Durch zweimalige Integration erhalt man nacheinander

In f'(z) = Zn: (ap — 1)In(z —ax) +In Cy =In Cy(z — a)* '+ (2 — ap)*> 1,

k=1
flz) = Cl/ (v —a1) v —ay)® - (v—a,)* tdv+ C, .
0

Das ist die gesuchte Darstellung der Abbildung f(z). Diese Formel bezeichnet man
gewohnlich als die Formel von Christoffel-Schwarz.

6.6.2 Die Parameterwerte des Christoffel-Schwarzschen Integrals
(siehe Kantorowitsch und Krylow, S. 477)

Die Funktion
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w= 01/ (0 — a1)® (v — ag)® - (v — @) tdv + Cs (6.11)
0

welche die obere z-Halbebene auf das Innere eines Polygons der w-Ebene abbildet, enthalt
2n+ 2 Parameter oy, s, ...,y , a1,...,a,,C1,Cs. Sind die Werte aller dieser Parameter
bekannt, so ist auch das Polygon bestimmt. Die Innenwinkel des Polygons sind gleich
o1, T, QaT, ... ,a,7. Die Koordinaten b, der Eckpunkte A; erhédlt man aus den Gleichungen

ag

by = C1 /(z — ) (2 —a2)® (2 — @) At + Co, 1<k <
0 (6.12)

Fiir die Léange der Seite Ay Ay 1 berechnet man

Af+1

AkAk+]_ = |bk+1 — bk| = C]_ / (Z — al)alfl(z - az)azil ce (Z - an)anildt‘}—
0

ag

C; /(z — al)‘“’l(z — az)"‘z’1 (2= an)a"*ldt + s
0

+C, —

Ak 41
= |C1] / (z —a))™ Mz —a)® ' - (2 — ap)™ Mappy — 2)M o x
ag,

X (@, —2)* 't . (6.13)

In der Praxis ist gewohnlich eine Funktion gesucht, die eine konforme Abbildung einer
Halbebene auf das Innere eines vollstandig bestimmten Polygons vermittelt. Die Parame-
ter

A1,02y...,0y , ClaC2

in der Abbildungsformel miissen dann in entsprechender Weise gew&dhlt werden. Das

Verhéltnis der 2-ten, 3-ten,...,(n — 2)-ten Seite zur ersten Seite bezeichnen wir mit
AZaASa"'7An72-

Seitenldnge Ay Ay 1

= 2<k<n-1. 6.14
Seitenlange A; A, A (6.14)

Wahlen wir in der Funktion

z

w' = / (v—a))™ (v —a)® ' (v—a,)*™ 'dv

0
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die ay,as, ... ,a, so, daB die Relationen (4.14) erfiillt sind, so vermittelt diese Funktion
eine konforme Abbildung der oberen Halbebene auf das Innere eines zu G &hnlichen
Polygons G*. Durch eine lineare Abbildung der Form

w = Clw*+02

kann das Polygon G* auf G jetzt abgebildet werden.

Zur Bestimmung der Parameter aq,a,,...,a, haben wir nur n — 3 Gleichungen zur
Verfiigung. Daher konnen drei Parameter vollig willkiirlich gewahlt werden. Dies ent-
spricht der Tatsache, da8 wir in dem Integral (4.11) eine linear gebrochene Substitution
vornehmen konnen, welche die obere Halbebene so in sich transformiert, dafl drei Punk-
te der reellen Achse in drei beliebig vorgegebene Punkte derselben iibergehen. Diese
willkiirlichen Punkte seien z = a;, z = a, und z = a,. Wir bezeichnen sie im Unterschied
zu den anderen Punkten, die bestimmt werden miissen, mit p;, p, und p3;. Die Relationen
(4.14) lauten ausfiihrlich geschrieben:

I(a3, a4, ... ,an_1) = XoIi(as,as,... ,an_1),
[3(&3,&4,... ,a,n,]_) = )\3[1(&3,0,4,... ,a,n,]_), (6 15)
In,z(ag,, ag, . .. ,a,n,]_) = )\nle]_(ay,, ag, . .. ,a,n,]_)
mit
D2 \
I = [(z=p)* H(ps — 2)** Haz — 2)*71... x
b1
X ... (ay 1 — 2)* 17 (ps — 2)*"1dt,
I, — f3(z B pl)al—l(z . pz)az_l(ae, - Z)ag—]. o
b2
X ... (ap_1 — 2)*171(ps — 2)*1dt,
............................................................. (6.16)
An—1
In—2 — f (Z - pl)alil(z - pz)arl(z — a3)°‘3*1 oo X
an—2
X..oo(z = ap_2) 2" a, 1 — 2)% 17 (ps — 2)*"1dt.

7

6.6.3 Die Christoffel-Schwarz-Formel: Ein Beispiel

Das Polygon G sei ein Dreieck mit den Winkeln a;m, asm, asm. Da zwei Dreiecke mit
gleichen Winkeln immer &hnlich sind, kénnen wir in diesem Falle die Konstanten ay
beliebig wahlen. Wir setzen a; = 0, ay = 1, a3 = oo. Die Abbildungsfunktion hat die
Form
w=C4 /v‘“’l(l —v)®2 Yo+ C; .
0
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Zu ihrer vollstandigen Bestimmung ist es notwendig, die Konstanten C; und C; zu er-
mitteln. Wir bestimmen C; und C; fiir ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck, dessen
Ecken die Punkte A4;(0), A5(1) und A3(7) sind.

Dem Punkt 2 = 0 moége der Eckpunkt A; und dem Punkt 2z = 1 der Eckpunkt A

zugeordnet sein. Dann ist a; = 1, ay = %, und die Abbildungsfunktion lautet

2
w = 01/1)’%(1 —v) tdv 4 C, .
0

Da nach Voraussetzung z = 0 in w = 0 iibergeht, ist C5 = 0. Fiir z = 1 miissen wir die
Koordinate des Eckpunktes A, erhalten. Somit ergibt sich fiir C; die Gleichung

1
C, /t’%(l —2)idt=1,
0

das heifit, es ist
1

C]_ - 1 ) R .
Jz73(1—2) adt
0

Wir wollen das im Nenner stehende Integral

1
2

1 1
I:/t*%(l—z)’%dt:/z’%(l—z)’%dt+/z’%(1—z)’%dt:h+Iz
0 1

0
2

berechnen.
Zunachst betrachten wir I;. Den Integranden stellen wir in der Form

(1+Zz>+z—% [(1—z)—%—1—2z]

D=

z_%(l — z)_% =2

dar und erhalten

2 3 ;i 3
1 1 3
11:/2_5 <1+Zz>dt+/z_5 [(1—z)_1—1—1z]dt.
0 0

Das erste dieser Integrale 14t sich explizit berechnen; sein Wert ist gleich 1,5910. Das
zweite berechnen wir nach der Simpsonschen Formel. Wir bezeichnen

273 [(l—z)_% —-1- Z z]

mit y(z); dann ist



6.6 Die Formel von Christoffel-Schwarz 97

y(0) =0, y (%) — 0,0104, y (%) — 0, 0328,
y (%) =0,0644, y (%) =0,1068, y (&) =0,1612,
y(3)=0,2309, y(L)=0,3108, y (%) = 0,4339,

f y(z)dt = 0,0707,
0
I, = 1,5910 + 0,0707 = 1, 6617.

Nun gehen wir zur Berechnung von I, iiber. Den Integranden stellen wir in der Form

l\Jlb—l

(- t=-atfiea-a) -2t i1 S 2]

2~

dar und erhalten
1 1
_3 1 s [ 1 1
L=[(-2" [1+§(1—z)]dt+/(1—z) ; [z 2—1—5(1—z)]dt
: :
Der Wert des ersten Integrals ist gleich 3,5318.
Das zweite Integral 1at sich ebenso berechnen wie der zweite Teil des Integrals ;. Man

findet hierfiir den Wert 0,0506, so daf}
I,=35824, =1 +1I,=5, 2441

und somit

C, = —0,1907

5,2441
ist. Das Problem ist damit vollstandig gelost.

Um unser Resultat nachzupriifen, berechnen wir noch die Hypotenuse des Dreiecks
AsAs = 0, 1907/z—%(z —1)fdt;
1

z’%(z—l)’%dt = 2

T*%(l — T)*%dT <T = l) ;

= H\.,g
O\NIH

D=

3 3
/T*%(l—T)*%dT = /T*% <1+ZT>dT—|—/ %[1—7)%—1—17 dr =
0 0
— 3,6158 40,0922 = 3, 7080 - AyAs = 0,1907-2 - 3,7080 = 1,4142 .

Der genaue Wert von A,A; ist gleich /2 = 1,4142. ...
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Kapitel 7

Die Laplace-Gleichung: Integralgleichungen

7.1 Einleitung

Die Losung partieller Differentialgleichungen mit Hilfe von Integralgleichungen hat ei-
ne sehr lange Geschichte. In der Tat sind solche Methoden schon vor der Herleitung
der Theorie partieller Differentialgleichungen benutzt worden. Der erste Beweis, dafl das
Dirichlet-Problem fiir die Laplace-Gleichung l3sbar ist, wurde durch Neumann 1866(7)
gegeben, und er benutzt Integralgleichungen. Siehe Enzyklopadie der Mathematik wegen
der fritheren Geschichte dieses Gebietes.

Die numerische Losung von Randwertaufgaben durch die numerische Losung von Inte-
gralgleichungen ist auch sehr lange bekannt. Z.B. hat Trefftz (1913) die Stréomung eines
Wasserstrahls auf diese Weise gelost. In letzter Zeit ist dieses Verfahren als die “Boundary-
Element” Methode bekannt geworden.

7.2 Integralgleichungen fiir die Laplace-Gleichung

Wir betrachten das Dirichlet-Randwertproblem in zwei Dimensionen:

Au = Uy +uy, =0, inQ, (7.1)
u = f auf I'=0Q. (7.2)

Es gibt drei bekannte Darstellungen der Losung u von (5.1) als Integrale auf I' := 99Q.

7.2.1 Die Integralgleichung fiir eine Doppelschicht

(Siehe Kantorowitsch und Krylow, S. 115.)
Bezeichnet man mit r den Abstand zwischen den Punkten z = z + iy = P(z,y) und

¢ =¢&+in= M(&n), so ist
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u:=R(n(z—=C¢)=Ilnr = In \/(x—§)2+(y—17)2

1
= 5 nl(z =&+ (y—n)’] (7.3)
eine Losung der Laplace-Differentialgleichung
0?u  0%u
Au=—+—=0. 7.4
YT B + 0y? (7:4)

Die Ableitungen der Funktion v nach den Parametern £ und 7 sind ebenfalls harmonisch,

du
o¢

P (ow) O () _ 0 (Fu, Pu)
0z \ 0¢ o2 \o¢) oe\ox2  Oy2)
Daraus folgt, da8 auch die Ableitung von u (als Funktion der Variablen ¢ und 7) in
du

einer beliebigen konstanten Richtung L, die eine Linearkombination von 5 und g—z ist,

beispielsweise gilt fiir

ebenfalls eine harmonische Funktion darstellt.

Wenn man mit ¢ den Winkel bezeichnet, den der Vektor PM mit der Richtung L bildet,
so lautet diese Ableitung

Ou 1 0r cos ¢

8_LZT3L_ r

Also ist % eine harmonische Funktion.

Nach diesen einleitenden Bemerkungen kommen wir zur Untersuchung des Dirichlet-
Problems. Es sei ein endliches Gebiet 2 gegeben, das durch eine einfach geschlossene
Kurve 0S2 begrenzt ist. Wir nehmen an, da8 die Berandung in der Parameterdarstellung

r=1z(s), y=y(s) (0<s<sg)

gegeben ist; als Parameter verwenden wir die Bogenlange s. Wir setzen voraus, dafl die
Funktionen z(s) und y(s) stetige Ableitungen 2'(s) und y'(s) besitzen, die nicht gleich-
zeitig Null werden. Es soll eine Funktion u gefunden werden, die in 2 harmonisch ist und
auf der Berandung in eine vorgegebene stetige Funktion f(s) der Bogenlédnge s iibergeht,
das heifit, es sei

u= f(s) auf 0Q.

Wir wahlen einen beliebigen Punkt M (&, n) auf 0Q und bezeichnen mit ¢ den Winkel,
der durch den Vektor PM und die dufere Normale in M gebildet wird. Nach dem oben
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Gesagten ist “>-* eine harmonische Funktion der Verdnderlichen z und y in Q. Es sei
jetzt p(s) eine willkiirliche stetige Funktion. Dann ist auch das Integral

$0

V(z,y) = /

0

p(s)ds (7.5)
eine im Gebiet 2 harmonische Funktion der Veranderlichen x und y.

Die Funktion V nennt man das Potential einer Doppelschicht, und x(s) heifit seine Dichte.
Wir geben V eine andere Form, um die geometrische Bedeutung klarer hervortreten zu
lassen. Mit w bezeichnen wir den Winkel, den der Vektor PM mit der positiven z-Achse
bildet. Wenn man die Lage des Punktes M &andert, so ist w eine Funktion von s, und dw
ist der Winkel, unter dem das Bogenelement ds von P aus gesehen wird. Die Projektion
von ds auf das Lot zum Vektor PM ist ds cos . Daher ist der Winkel, unter dem ds
vom Punkte P aus erscheint, gleich M, also ist *># ds = dw. Man kann somit V' die
Gestalt

Il
—
=
N
QU
€
Il

r

V= 7 € 2 (s)ds 7 d p(s)ds (7.6)

geben. Dabei ist w eine Funktion von s,z und y, also w = w(s,z,y); so bezeichnet die
Lange 0f2.

Haben wir insbesondere die Dichte y(s) = 1, dann liefert V' = jp dw offensichtlich den
0

Winkel, unter dem die gesamte Kurve 02 vom Punkte P aus gesehen wird. Es ist klar,
dafl dieser Winkel gleich 27 ist, wenn P innerhalb 02 liegt; er ist gleich 7, wenn P ein
Punkt der Berandung 052 ist, und schliefllich gleich Null, wenn P auflerhalb 02 liegt:

o 2r , falls P innerhalb 092,
/ Zds={ w , falls P auf 90, (7.7)
o ¢° 0 , falls P auBerhalb 9Q .

Wir versuchen jetzt, eine Losung des Dirichtlet-Problems in Form eines Potentials einer
Doppelschicht zu ermitteln. Dazu machen wir den Ansatz

$0

u(e,) = [ () %2 as (7.8)

und suchen die unbekannte Dichte u(s) derart zu bestimmen, da88 die Funktion u(z,y)
bei Annédherung an die Berandung gegen die Werte von f(s) konvergiert.
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Wir wollen also feststellen, welchen Grenzwert u(z,y) hat, wenn P(z,y) gegen einen
Punkt Py(z(0),y(0)) € 00 strebt. Man erhélt wegen fo p(o)dw(s, o) = mu(o) ,
0

Jim u(z,y) = plﬁ%o T u(s)dw
= Jim | [lu(s) — p(@)) 24554 ds + (o) [ 420 ds
= fm, [f Tu(s) = (o)) 2422 ds
”Tu() p(o) 2 g
f [u(s) = (o)) 2422 ds (7.9)

0'+€
50
(o) o2 ]

= [lls) = n(@) %52 ds + 2mu(o)

_ % dw(s,0)
= [ s 42 ds 4 mo)

mit
w(s, o) = w(s,z(0),y(0)) .
Also mufl
7o) + [ u(s) %2 ds = f(o) (7.10)
gelten.

Die erhaltene Relation ist eine Integralgleichung fiir die unbekannte Funktion p(s). Wenn
man durch 7 dividiert, so bekommt man

$0

u(o) — [ Kls,0)u(s)ds = f(o). (7.11)

0

Die Gleichung (5.11) ist eine Fredholmsche Integralgleichung zweiter Art.

Der Kern K (s,0) kann, wenn man den geometrisch evidenten Ausdruck fiir den Winkel
w(s, o) benutzt, in der Form

1 1 —
K(S,O') = - d—w = —— i a_rcth

7.12
7 ds 7 ds ( )
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geschrieben werden.

Wenn man in (5.11) vor dem Integralzeichen einen Parameter )\ einfiihrt,

p(o) = A [ K(s,0u(s)ds = = (o), (7.13)

so kann man zeigen, dafl der Wert A = 1, der fiir uns interessant ist, kein Eigenwert fiir
die gegebene Integralgleichung ist. Daher hat (5.11) auf Grund der allgemeinen Theorie
der Integralgleichungen fiir beliebiges f(o) genau eine Losung.

Ist 002 konvex, so folgt die Behauptung, dafl A\ = 1 kein Eigenwert ist und zwar aus der
Tatsache, daf

S0
K(s,0) <0, / K(s,0)ds = 1,
0

wie schon von Neumann bemerkt. Der Beweis im allgemeinen Fall wurde erst von Fred-
holm im Jahre 1906 erbracht.

Fiir die angendherte Bestimmung der Lésung spielt die Verteilung der Eigenwerte dieser
Gleichung eine wesentliche Rolle. Vor allem kann man zeigen, dafl diese reell sind. Ferner
ist A = —1 ein Eigenwert, da eine Konstante y(s) = C offenbar die zu (5.13) mit A = —1
gehodrige homogene Integralgleichung erfiillt. Es gilt ndmlich unter Benutzung von (5.7)

WC—/CMds:O.
, ds

Schliefllich kann man feststellen, dafl es im Intervall (—1,1) keine Eigenwerte gibt.

Zuletzt schreiben wir (5.11) in noch einer Form. Sei x = (z.y) , ¥y = (y1,%2) , ny =
duflere Normale zu I"'in der Stelley e I', r =y — x.

Es 1aBt sich feststellen, dafl

9 In|x —y|
Ony y

= (n i+n i>1n|x— |
= 183/1 23y2 Yi

= (n1,n2) '1’/|1'|2 )

= cos ¢/|r|,

so daf
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0
oy In|x — yldsy = dwy .

Es folgt, daB8 die Gleichung (5.11) auch folgendermaflen geschrieben werden kann:

f(z) = mu(z) +/ u(y)a% In|]x —yldsy, fir zel. (7.14)
T y

7.2.2 Die Integralgleichung fiir eine einfache Schicht

Gesucht ist eine Losung u des Dirichlet-Problems

Upgy +Uyy = 0, in Q (7.15)
v = f, auf I'. (7.16)

Fiir festes y € R? ist

u(x) :=lInjx —y| =In [(xl _ y1)2 + (2 — yz)z}l/z

eine Losung (5.15). Deshalb ist
u(x) := / o(y)inly — x|dsy , z € Q (7.17)
r
eine Losung Gleichung (5.15) fiir jedes o € C(T'). Hierbei ist s, die Lange entlang I'.

Damit « die Randbedingung (5.16) erfiillt, ist es erforderlich, dafl o folgende Integralglei-
chung erfiillt:

f(x) = / o(y)inx —y|ds, , z € T (7.18)
r
Gleichung (5.18) heifit eine Integralgleichung Erster Art.

7.2.3 Anwendung der Greenschen Formel

Fiir u,v € C?(G) gilt:

//(uAv —vAu)dr = / (u % - g—Z) ds . (7.19)

G oG
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Fiir vorgeschriebene x € €2 und € > 0 seien

v(ly) == In|Jx—y| und T :={y:|x—y|=¢€},
G = Q\B., Be:={y:|x—y|<e}.

Dann gilt, falls Au = Av =01in Q :

[ )2 — v 2 s, +

J Ony Ony |

[ ov ou |
+ 11/ _U(Y)a—ny - U(Y)a—ny_ dsy = 0.

Durch einen Grenzwertprozeffolgt:

0 0
—27u(x) +/ lu I Injx —y|— 8Tu In|x — y|l dsy , x¢T
T y y

und deshalb

0 ou
mu(x) = / [f(y)aT In|x — —y| — I In|x — y|l dsy , xeT'.
y y

r

Es ist hiermit moglich, die gemischte Randwertaufgabe
0
au + == v,xel
on

zu 16sen.

(7.20)

(7.21)

(7.22)
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7.3 Numerische Lésung von Integralgleichungen

Im vorherigen Absatz haben wir u.a. folgende Integralgleichung betrachtet:

0
u() + / () g Inbx —¥ldsy = f(x), x €T (7.23)

Dies ist ein spezieller Fall des folgenden Problems: X sei ein Banachraum.
K € B(X) := { Menge stetiger beschrankter linearer Abbildungen von X in sich }.

f € X sei gegeben. Gesucht ist x € X:

(I-K)z=f. (7.24)

Naheliegend ist der Ansatz, den Operator K durch eine Folge von Operatoren K, €
B(X), n € Nund f durch {f, € X,, C X },en zu approximieren und z durch die Lésung
der Gleichung

zZU approximieren.

Satz 7.1 X sei ein Banachraum, A € B(X), mit ||A|| < 1. Dann gilt:

(I-A)" € B(X)

1
(-4 < :
1—[|A]

Beweis:
Die Abbildung (I — A) ist injektiv, weil (I — A)z; = (I — A)z, impliziert

|21 — zaf| = [JA(z1 — 22)|| < [|l21 — 2| -
Fir n € N sei
T, = I+A+...+ A"
T, X = X.

Es folgt, daf
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1

1Tl < :
1—[lA]l

Fiir z € X ist {T,,x},cn eine Cauchy-Folge in X, weil
1 Thz — Tzl < A"/ (1 - [|A]l),  fiir m>n.
Da X ein Banachraum ist, konvergiert 7,,xz . Wir setzen

Tz := lim T,z .
n—00

Es 148t sich leicht zeigen, daB8 7" € B(X). Da
(I - AT =T,I—-A)z=1—-A"")z,
folgt
(I-ATz=T(I—-Az ==z,
so daf
T=I-A)".

Satz 7.2 X sei ein Banachraum, A, B € B(X) . Ezistiere A € B(X). Wenn

1
1A= Bl < =7 »
A=

dann gilt: B~! € B(X) und

|A~H]
1— (A=Y -[[A - B
IB=F— A7 < lA7H-lA- Bl - B~

1B~

Beweis:

B=A—-(A-B)=A(I-0C),
wobei

CeB(X),C:=A"A-B).

Da ||C|| < 1, folgt aus Satz 5.1, da8 (/ — C)~! € B(X) und

1

1
(I-C)Y < < .
1—||IC|| — 1—[|[A Y- ||A-B|
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Es folgt, daf
B'=(I-0)'A"eB(X).
Die Abschatzung fiir ||[B~! — A™!|| folgt aus der Gleichung
Bl-Al'=BlA-B)A!.

Satz 7.3 {K,}nen sei eine Folge in B(X) mit |K — K,|| — 0 fir n — oco. Ferner
ezistiere (I — K) ' € B(X). Dann gilt:

1. Es existiere ng € N, so daf8 fiir n > nyg

(I - K,)'eB(X).

2.
sup{[|(I — K,) |+ n > no} < oo
3.
I-K)?*—({I—-K,) =0 mitn—oo
4.
o I - K)
=8 o m ik w
||(I— K)71|| < ||(I_ Kn) ||

T 1=l - Kn) 7| K - Kyl

Seien {f,}nen Folge in X mit f, — f € X, ¢ die Lésung von (5.24) und fir
n > ngy x, die Loésung von (5.25).

Dann gilt:

I( = Ko) M = full + 1K = Kl []2]]) — 0
(T = E)H (1f = fall + 1K = K| |zal]) — 0

[ = 2|

[ = 2|

Beweis:
1 - 4 folgen aus Satz 5.2.5 folgt aus der Identitat:

f=fn = (I-K)z—(I-Ky)z,
= (I- Koz — 20) + (Ko — K)z .
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Satz 7.4 : Banach-Steinhaus (Spezialfall)
Seien X ewn Banachraum, {S,} eine Folge Operatoren S, € B(X). Dann gilt 1 & 2
+ 8, wober

1. nlgrolo Spx existiere fir jedes r € X
2. lim S,z existiere fiir jedes x € Y mitY = X
n—o0

3. sup ||S,|| < oo.
n

Definition 7.1 S set eine Untermenge eines Banachraums X. S ist prakompakt,
falls fir jedes ¢ > 0 eine endliche Anzahl von Elementen y, € X existiert, so daf
fiir jedes y € S

i%f ly —ukl| < €.

D.h. die Menge der Kugeln S, mit Radius ¢ und Mittelpunkte y, enthdlt S. Die
Menge {yx} heifst e-Netz fiir S.

Definition 7.2 K : X — X heifst kompakt, falls KS prdkompakt ist fir jede be-
schrankte Menge S C X. D.h. K bildet beschrankte Mengen in prikompakte Mengen
ab.

Satz 7.5 Seiten X ein Banachraum, {S,}.cn eine Folge Operatoren, S, € B(X),
A C X prakompakt,

Spr — SreX mit n— oo firjedes r € X .
Dann gilt: fir jedes ¢ > 0 existiere N :
|Spx — Sz|| <€, firn>N wundalle xcA.

D.h. die Konvergenz der Folge {S,x} ist gleichmdfSig fir xz € A.

Beweis:
Wihle ¢ > 0. Da die Menge A prakompakt ist, gibt es ein e-Netz fiir A :

Ti1yeee Ly
Sei Sz = lim S,z. Es folgt (Banach-Steinhaus), dafl es eine Konstante M gibt, mit

IS <M, |[|Sull <M fiir neN.

Wahle N mit
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|Szy, — Spzx|| <e fir 1<k<m, n>N.
Sei nun z € A. Da {z} ein e-Netz ist, gibt es ein z; mit

|z — zx]| < €.

Fir n > N folgt, dafl

1Sz — Sne| [Snzy = Szxl| + [|(S = Sn)(z — 2]l ,

€+ 2Me .

Das Projektionsverfahren

P € B(X) sei eine Projektion (d.h. P2 = P) mit X := PX und dim X < .
Als Approximation zur Lésung x der Gleichung (5.24) nehme man # € X mit

P(I-K)t=Pf, (7.26)
oder
(I - PK)i = Pf . (7.27)
Es folgt:
TeX. (7.28)

Benutzt man eine Folge von endlichdimensionalen Unterrdumen { X, },cny und Projektio-
nen {P,},cn mit jeweils P, X = X,,, erhalten wir Approximationen z, mit

(I = P.K)zy = Pof , p € Xy . (7.29)

Satz 7.6 Seien X ein Banachraum, K € B(X) kompakt, {P,} eine Folge Projektio-
nen, (I — K) '€ B(X), P,x -z fir jedesz € X , K, .= P,K.
Dann gqilt: |K,, — K|| - 0 mit n — oo.

Es gibt N € N derart, daf (I — K,,) ' € B(X) fiir n > N. Sein > N,

(I - Kz, =P,f , [—-K)z=f.
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Dann gilt:

|z — z,|| — 0 fiir n — oo .

Beweis:
Sei B die Einheitskugel um X. Dann ist A := K(B) prakompakt. Es folgt:

|K — P,K| = sup |[Kz— P,Kz|,

z€EB
= sup |y — Pyy|| — 0, fiir n — o0,
yeA

wie aus Satz 5.7 folgt.

Wegen des Banach-Steinhaus Satzes existieren Konstanten M € R und
N € N derart, daf fiir n > N

(I-K,)"' ¢ B(X),
(I -K.)7Y < M.

Sei, fiir n > N,
(I-Ku=f, (I-Knun=fn=Pof .
Dann folgt:
lu = ual| < I(I = K) (K = Kp)ugl| + (I = K) M- |1Paf = 1
so daf3
|lu —uy|| — 0 filr n — oo.

Satz 7.7 Es gelte die Voraussetzung von Satz 5.8.
Falls |K,|| = ||P.K|| < 1, erhalten wir:

Q. = I—-P,
(I-P.K)u—u,) = Qunlu—=z), VzeX,,
woraus folgt:
1 .
lu = unl| < m (1 +[[Pal]) zlergn lu— || .

Diese Gleichung besagt, dafl die Losung u,, optimal ist.
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7.4 Anwendungen

Wir betrachten die Gleichung

(s) — / k(s,)e(t)dt = f(s), a<s<b, (7.30)
d.h.
(I-K)z=f (7.31)
im Banachraum
X :=Cla,b] .

Satz 7.8 Sei k : [a,b] x [a,b] — R stetig. Ser K : Cla,b] — Cla,b],

(Kz)(s) = / k(s, O)a(t)dt .

Dann st K ein kompakter Operator.

Beweis:

(siehe auch Hackbusch:Integralgleichungen, Teubner Verlag, Satz 3.2.6)

k ist stetig auf einer kompakten Teilmenge von R? und deshalb auch gleichmifig stetig.
Wahle € > 0. Es gibt § > 0 mit

|k(s1,t) — k(s2,t)| < € fiir alle ¢,8;,5, mit |53 —s2| <.
Sei
6a=8 <8 <---<8,=b
mit |s; — s;_1| < 4. Sei B die Einheitskugel um X,
B:={zec X :|z|| <1},
und

M :=|b—al- max |k(s,?)|.

a<t<b

Sei S := K(B). Es gilt:

Iy <M fiiralle ye S.
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Fiir jedes y € S gilt auch:

y(s) — sl < [ IK(s,t) = K(se, )] ly(®)ldt
< : (b—a) fir s € [sq,S011] -

Teile das Intervall [— M, +M] in m Teilintervalle mit jeweils der Lange kleiner als ¢,
j=1

Sei
Skokn =iy €S y(si) €Sy, 0<i<n}.

Falls S, 1, 7 0 wéhle ein Element §§ € Sy, ,. Es gibt insgesamt nicht mehr als m"*!
Elemente §. Sei 5 die Menge aller {.
Sei nun y € S. BEs existiert § € S mit:

5(se) —y(se) <e, 0<L<m.
Es folgt:
17—yl < e+2e-(b—a).
Damit ist bewiesen, daB S ein e-Netz fiir S ist, d.h. S ist prakompakt.

Es gibt natiirlich mehrere Moglichkeiten, die Projektionen P, zu wahlen. Hier wird nur
eine Moglichkeit kurz erlautert. Sei

b—a . .
$i = a+—-1, 0<1<n,
n
(Pa)s) = Lmodeslo) b m0)al) oo
Si+1 — 84

Um die Losung z,, der Gleichung
(I — P,K)z, = P,f

zu bestimmen, geniigt es, die Werte von z, in den Stiitzpunkten s; zu berechnen. Es
folgt:

(In - An)x - bn )
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mit

Xn = (n(80),---,2n(sn)),
b, = (f(s0),---,f(ss)),
A, = (agl)) ,

8j

. t— s,
aij) = / k(s;,t) - R e S T
o 55— Sj-1
Sj+1 ;
+ / k(si,t)-L-dt,
Sj+1 7 8y

i

wobei das erste bzw. letzte Integral fiir j = 0 bzw. 5 = n wegfallt.



Kapitel 8

Finite Elemente: Theoretische
Vorbereitungen

8.1 Einfiihrung

Die Methode der finiten Elemente unterscheidet sich vom Differenzenverfahren dadurch:

1. Die Approximationen u; zur gesuchten Losung u sind “echte” Funktionen und nicht
nur Gitterfunktionen.

2. Die Bedingungen, die durch die Approximationen erfiillt werden miissen, werden
durch Variationsprinzipien oder Integralbedingungen hergeleitet.

3. Die Approximationen sind Summen von Funktionen, die nur begrenzt oft differen-
zierbar sind, dafiir aber kleine Trager besitzen.

Um die erforderlichen Vorbereitungen zu motivieren, betrachten wir zuerst ein sehr ein-
faches Beispiel.

Beispiel 8.1 Gesucht ist die Losung der Randwertaufgabe

—u"(z) +u(z)=f(z), 0<z<1, (8.1)
u(0) =0,u(1) =0 (8.2)

mit
u € C*(0,1) N CJ0,1] .

Sei ¢ € C§°(0,1), d.h. ¢ ist unendlich oft differenzierbar und hat einen kompakten Trager
in (0,1). Wird die Gleichung (8.1) mit ¢ multipliziert und anschlieiend integriert, so folgt
nach partieller Integration, dafl
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[ W) +ueol@lde = [ o),

oder

a(u,p) =< b, > fiir alle ¢ € C5°(0,1),

wobei

a(u,v) = / "(z)v'(x) + u(z)v(z)]dx ,

<b > = / f(z)p(z)dx

0

(8.3)

(8.4)

Die Abbildungen a und b sind nur fiir stetig differenzierbare Funktionen bzw. stetige
Funktionen definiert. Wir setzen jetzt voraus, daB die Definitionsbereiche erweitert

werden konnen.

Sei nun X ein Hilbert-Raum mit
X > C*0,1)nClo,1] .

Sei ¢ und b eine Bilinearform

a: X xX—R

bzw. ein lineares Funktional

b: X —R.

Gesucht wird ein Element v € X mit

a(u,v) =< b,v >, fiiralle ve X.

Zur Lésung von (8.7) kann man das Galerkin-Verfahren anwenden:

1. Wahle

X,, =span{zy,...,z,} C X .

(8.5)

(8.6)

(8.7)

(8.8)
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2. Bestimme u,, € X,, mit

a(ty,v,) =< byv, > fiir alle v, € X,, . (8.9)

Diese Losungsmethode ist klassisch. Die Finite-Elemente-Methode besteht darin, die Ba-
sisfunktionen z; so zu wahlen, dafl

1. jedes zj einen kleinen kompakten Tréager besitzt,
2. xp stiickweise glatt ist,

3. xp durch einfache Funktionen, z.b. Polynome, definiert ist.
Fragen, die jetzt zu beantworten sind, sind folgende:

1. Existiert die Losung u von (8.7)7

2. Existiert die Losung u,, von (8.9)7

3. Wie kann ein geeigneter Hilbert-Raum X definiert werden?
4. Wie konnen geeignete Basisfunktionen definiert werden?

5. Gilt ||lu — u,|| — 0 fiir n — 00?

6. Kann ||u — u,|| abgeschadtzt werden?

7. Welche numerischen Aufgaben miissen gelost werden?

Die ersten beiden Fragen (Existenz und Eindeutigkeit der Lésungen v und u,) werden
in diesem Kapitel beantwortet. Die Konstruktion des Raumes X fiihrt unausweichlich zu
einer Besprechung iiber Sobolewsche Raume, die im n&chsten Kapitel durchgefiihrt wird.
Erst danach konnen die iiblichen Fragen behandelt werden.

8.2 Variationsgleichungen im Hilbertraum

Ein reeller Hilbertraum H ist ein Vektorraum iiber R mit Skalarprodukt (-,-), der
beziiglich der Norm, die durch das Skalarprodukt induziert wird, vollstandig ist. Es gilt:

1. (u,u) >0, fiir alle w € H , (u,u) = 0 nur fiir u = 0.
2. (u,v) = (v,u), fir alle u,v € H.

3. (auy + Bua,v) = a(ug,v) + B(uz,v) fiir alle o, 8 € R und uy,uy,v € H.
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Ein Hilbertraum ist also auch ein Banachraum mit der Norm
Jul| == (u, u)*/?
und es gilt:

1. ||lu+v|] <|lu|]| + ||v]| , (Dreiecksungleichung)

2. |(u,v)|] <||u|| - ||v]|, (Schwarzsche Ungleichungen)

Beweis: Man betrachtet F(\) := (u — Av,u — Av) > 0 an der Stelle, wo F'(\) = 0.

3. [Ju+ vl + |lu—v||? = 2(||ul]* + ||v||*), (Parallelogrammidentitat)

Eine lineare Abbildung F von einem Banachraum X nach R! heifit ein lineares Funktional.
Ein Funktional F' heifit beschrankt, wenn es eine Konstante C' gibt, so dafl

[Fz|| < Cllz|

und

| Fe|
]

|| := sup

zeX
2#0
heifit die Norm von F'.
Eine Abbildung

a: X xX—R

heifit eine Bilinearform (bzw. Sesquilinearform in C), wenn gilt:

aloquy + apug,v) = ogalug,v) + asalus,v)

a(u, Brv1 + Bavz) = Bra(u,v1) + Baa(u, vs) .

a heifit beschrankt, wenn
a(u,v) < Cllul| - ||v]|, fiir alle u,v € X

und

a(u,v)
laf = sup 480
[l - o]

a heifit koerziv (X-elliptisch), falls es eine Konstante o > 0 gibt, so daf
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a(u,u) > allul]?, fiir alle v € X .
Sei M eine Teilmenge des Hilbertraums H.
M+ :={uc H:(uym)=0 firalle mec M}.

Die folgenden Satze sind in der Funktionalanalysis gut bekannt. Siehe z.B. Gilbarg, Tru-
dinger [1977], S. 76.

Satz 8.1 (Projektionssatz) Sei M ein abgeschlossener Teilraum des Hilbertraums
H. Fiir jedes u € H gilt w = v + w, wobei v € M und w € M*.

Beweis: Ist u € M, setze man v = v und w = 0.
Ist u ¢ M, sei

d:= inf ||lu —v|| .
vEM

Sei {v,} eine minimierende Folge, d.h. ||u — v,|| — d fiir n — co. Es gilt das Parallelo-
grammgesetz:

lz +yll* + llz — w1 = 2(l=]1* + [lyl*) -

Mit z=u—v,, y=u—uv, folgt

2

Up + Um
+ v — vall* = 2[lu = va | + 2[u = val* . (%)

2
Sei € > 0. Es gibt N mit

o

lu — > < d*+e, fiiralle k> N.

Wahle n,m > N. Es folgt aus (x), da

Up + U ||?

IN

2/t — va]? + lu — w2, —4 Hu -

||Un - vaz

< 2(d* e+ d® +€) — 4d?
4e .

D.h. {v,} ist eine Cauchy-Folge. Da H ein Hilbert-Raum und M abgeschlossen ist, gibt
es v € M mit

v, — v fir n — o

und
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lv—ull=4d.
Sei nun w := u — v,
u=v+w.

Sei z € M und « > 0. Dann ist v + az € M. Folglich

2 < ||u—(v+ozz)||2

= Jlwl* — 2a(w, 2) + o*||z]*

= d® - 2a(w, 2) + o?||z|]?
D.h.
(w,2) < %HZHZ fiir alle o, 2
oder
(w,2) =0, Vz.

Satz 8.2 (Riesz) Jedes lineare beschrinkte Funktional F auf dem Hilbertraum H
1st von der Form

F(z) = (z,9) (%)

wobei y € H durch F eindeutig bestimmt ist. Umgekehrt definiert (x) fir jedes y € H
ein beschrinktes lineares Funktional auf H. Es gilt ||F|| = ||y||.

Beweis: Sei
M ={z:F(z)=0}.

M ist ein abgeschlossener Teilraum von H. Ist M = H, so erfiillt y = 0 die Vorausset-
zungen des Satzes.

Sei M # H und =z € H\M. Nach dem Projektionssatz gilt

r=yYy+z

mit y € M und z € M*.

Daz ¢ M, ist z #0.
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Sei nun =z € H beliebig. Man setze

F(z)
wi=1 — -z
F(z)
Es gilt F(w) =0,sodal w € M und w L z. D.h.
F
(0,2) =0 = (5,9) = 13 -l = 0.
Durch Umformung folgt:
F(z) = (z,y)
mit
F(z)
y= z
el

Es ist leicht einzusehen, dafl y eindeutig ist.
Zuletzt folgt aus

(2, 9) _ ll=]] - llyl

17| = sup < — gl
PO S el
und
z,y Y,y
|F) = sup @85 J@0)l
T ]
daf ||F|| = ly].

Satz 8.3 (Lax-Milgram) Seia eine beschrdnkte, koerzive Bilinearform auf dem Hil-
bertraum H und F ein beschrdnktes lineares Funktional auf H. Dann gibt es ein
eindeutiges Element f € H, so dafs

a(u, f) = F(u) fir alle u€ H .
Beweis: Sei v € H. Die Abbildung
u — a(u,v)

ist ein beschranktes lineares Funktional. Wegen des Rieszschen Satzes gibt es ein f, € H
mit

a(u,v) = (u, f,) fiir alle u € H .
Die Abbildung T': H — H,
T:v— f,

ist beschrankt und linear,
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a) Beschranktheit

£l = (fo, o) = alfo,v) < llall - Ifoll - oIl

so daf
| foll = ITv]| < llal| - [[v]]

b) Linearitét

Sei
a(u,v1) = (u,Tw),
a(u,v2) = (u,Tvs)
Dann gilt:
a(u, vy + ve) = (u, Tvy + Tvs)
d.h.

T(’Ul + ’U2) = TUl + T’U2 .

Es gilt auch, daf

alo]* < a(v,v) = (v, Tv) < [Jo]| - | T,
= |Tvll = vl

T ist also injektiv und 7! ist beschrankt. Der Wertebereich R(T') ist abgeschlossen.

Es folgt, dafl R(T') = H, d.h. T ist surjektiv. Denn sonst gibt es wegen des Projektions-
satzes mit M = R(T') ein Element

z € H,z#0,
z € M*+.

D.h.
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a(z,v) = (2,Tv) =0 fiir alle v € H .
Insbesondere
a(z,2) = (2,Tz) =0,
so dafi
z=0.
Die inverse Abbildung 7! ist deshalb eine lineare, beschrinkte Abbildung von H auf H.
Es gilt:
a(u, T 'w) = (v,w) fiir alle u,w € H .

Wegen des Rieszschen Satzes gibt es ein Element g € H mit

F(u) = (u,g) fiiralle u e H .
Es folgt:

F(u) = (u,9) = a(u,T"'g) fiir alle u € H .

Man setze f := T 1g.
Bemerkung 8.1 Es gibt auch ein eindeutiges Element v € H mit

a(u,v) = F(v) firalle v e H .

Satz 8.4 Sei a eine beschrdankte, symmetrische, koerzive Bilinearform auf dem Hil-
bertraum H und F(v) := (b,v) mitb € H,

E(v) :=a(v,v) — 2(b,v) . (%)
Dann st u € H eine Lésung der Gleichung
a(u,v) = (b,v) (%)
genau dann, wenn

Es existiert genau ein u € V, das (x x x) erfullt.
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Bewelis:

= Sei u die Losung von (**) und v € H. Dann folgt

E(v)—E(u) =

>

< u erfiille (* x ). Dann gilt:

a(v,v) — a(u,u) — 2(b,v — u)

a(v —u,v —u) + 2[a(u,v —u) — (b,v — u)]
a(v —u,v —u)

0.

E(u) < E(u+ Mv) firalle A\e R,ve H.

Es folgt

Ma(v,v) + 2xa(u,v) — 2X(b,v) > 0.

Fiir A | O erhalten wir aus

Aa(v,v) + 2a(u,v) — 2(b,v) >0

dafl

Fiir A 170 erhalten wir

a(u,v) — (b,v) > 0.

a(u,v) — (b,v) <0.
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8.3 Variationsungleichungen: Einleitung

Im letzten Absatz wurde gezeigt, dafl die Variationsgleichung
a(u,v) = (b,v), veH

auch als Optimierungsproblem

5215 a(v,v) — 2(b,v)

gestellt werden kann. Es gibt eine Erweiterung dieser beiden Probleme, die Variations-
ungleichung, die sowohl theoretische als auch praktische Anwendung findet. In diesem
Absatz betrachten wir ein einfaches Beispiel (siehe Elliot und Ockendon [1982, S. 11]).

Man betrachte das Randwertproblem (RWP)

-4 (z) = f(z):=41, 0<z<1

(8.10)
w(0) = a(1)=0
Die Losung
i(x) := @ (8.11)
erfiillt die Variationsgleichung (VG):
a(t,v) = (f,v), veX (8.12)
mit
I
a(u,v) = Uz Uy AT (8.13)
01
(f,v) = / f(a)v(z)de (8.14)
0

und die geeignete Wahl des Raumes X. (Z.B. X = H}(0,1).) Diese Lésung % wird in
Abbildung 8.1a) graphisch dargestellt.
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Es wird jetzt vorausgesetzt, dafl das Problem (8.10) ein physikalisches Problem darstellt,
und zwar die Biegung eines Stabes (man denke an Splines!). Es sei jetzt ein Hindernis
y = ¢(z) := ¢(1—z) vorhanden, so dafl die Losung u(z) den Wert ¢(z) nicht iiberschreiten
darf. Man stellt sich jetzt vor, daf eine mogliche Losung u(z) wie in Abbildung 8.1b)
aussehen wiirde. Zwischen =z = 0 und =z = z, liegt der Stab unterhalb des Hindernisses
und erfiillt die vorgegebene Differentialgleichung. Zwischen r = zo und = = 1 liegt der
Stab auf dem Hindernis.

a) b)

Abbildung 8.1: Elastischer Stab ohne und mit Hindernis

Wenn diese Vorstellung richtig ware, dann wiirde u das folgende Problem losen:

—u'(z) = 41, 0<z <=z, (8.15)
u(0) = wu(l)=0,
u(z) = ¢(z), o<z <1. (8.16)

Eine Losung des Problems (8.15), (8.16) 148t sich leicht berechnen:

u(x):{ c(1—z)—3(z—x0)? , 0<z <,

c(1 —z) = () , o<z <1 (8.17)

mit

zo =V 2c (8.18)
Die Frage stellt sich nun, ob u eine Ldsung der Form (8.12) erfiillt. Sei
K={veX: :v(zr)<epx), 0<z<1}.

Offensichtlich gilt u € K.
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Sei nun v € K.

Es gilt:
1
a(u,v —u) = /uz(vz — ug)dx
0
To 1
= /uz(vz — uy)dx + /um(vz — Uug)dx
0 To
zo 1
= uy(v— u)]g® + uz(v— u)]i0 — /um(v —u)dzr — /um(v —u)dz
0 o
o 1
= [0(w0) — @l(wo)][ualw0 — 0) ~ walwo + O)] + [ £+ (v~ w)dz — [ pralv ~ p)da .
0 o
Es gilt:
uz(zg —0) = wuz(xg+0)=—c
Pra — Oa $0§$§1
v(z) < p(z), 0<z<1
so daf3

a(u,v —u) = —+—/f-(v—u)dm+0
0

v

7f-(v—u)dm—+—/1f-(v—u)dm
= (o

Zusammenfassend ist u die Losung der Variationsungleichung (VU).

Finde v € K mit (VU): a(u,v —u) > (f,v —u) firv e K
Es gibt zwei weitere Probleme, die zur VU &aquivalent sind:

e Die entsprechende Minimierungsaufgabe heifit - in Anlehnung an Probleme in der
Optimierung - das Quadratische Programmierungsproblem (QP):

E(u) = inf E(v)

veK
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mit
E(v) :=a(v,v) — 2(f,v) .

e Das Lineare Komplementaritatsproblem (LKP):

(Au— @) [u(x) — p()] =0 , D<w <1
mit
(Au)(z) :== —u' (z) .
Daflu eine Losung des QP ist, 148t sich leicht bestatigen. Sei
a(u,v—u) > (f,v—u), firalle ve K.

Es folgt, fiir v € K,

E(w)—E(u) = a(v,v)—a(u,u) —2(f,v —u)
= a(v—u,v—u)+2[a(u,v —u) — (f,v — u)]
> 0.

Daflu eine Losung des LKP ist, kann ebenfalls leicht bewiesen werden, obwohl die Bedeu-
tung der Gleichungen

Au < f

und

sorgfaltig definiert werden mus$.
Der Operator A wird mit Hilfe des Rieszschen Satzes wie folgt definiert:
a(u,v) = (Au,v), fiiralle v e K .

Sei
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K=¢-Q,
so dafl auch folgendermaflen definiert werden kann:
Q={veX:v(z)>0 fi.}
oder
@ = Vervollstandigung von {¥ € C3°(0,1) : ¥ > 0}
Die Ungleichung
u—p<0
wird als —u + ¢ € ) interpretiert. Die Ungleichung
Au < f
impliziert
(Au — f,w) <0 fiiralle weq@.
Sei jetzt nun u die Losung des VU Problems:
a(u,v—u) > (f,v —u) fiiralle ve K,
d.h.
(Au— f,v—u) >0 fiiralle ve K.
Insbesondere ist v := u — w € K fiir alle w € @, so dafl
(Au— f,w) <0 firalle we@,
d.h., wie behauptet,
Au— f <0.
Sei w € K,w > u. Setzt man v = w in der VU, folgt:
(Au — f,w—u)>0.
Setzt man v = 2u — w in die VI ein, folgt:

(Au — f,u—w)>0.
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Zusammengenommen folgt:
(Au— f,u—w)=0, firalle we K mit w>u.

Betrachte nun eine Folge {w,} C K, w, > v mit w, — ¢ in L?*(0,1). Da Au — f €
£2(0,1), folgt

(Au— fiu—9)| < [(Au— fu—wn)|+ [(Au = f,wn — )]

<
< [[Au = fll2 - [lwn = ¢ll2

also (Au — f,u — ¢) = 0, und daraus folgt die dritte Relation des LKP, da beide Faktoren
das Vorzeichen in (0, 1) nicht wechseln.

8.3.1 Diskretisierung der Variationsformulierungen
Sei nun
O=zo <21 <...<Tp1 =1
n + 2 Stiitzpunkte im Intervall [0,1] mit z; = ih, h = % und S, C X die Menge der

stetigen stiickweisen lineareren Funktionen auf [0,1] mit Stiitzpunkten z,...z,,, so
dafl die Randbedingungen s(0) = s(1) = 0 erfiillt werden. Sei

Ky :={v, € Sp:v(z;) < p(zj), 0<j<n+1}.
Wir erhalten die diskrete Variationsungleichung:
Finde u; € K} mit
VI :a(up,vp —up) > (f,on —up) fiir alle v, € K .

Sei uy, die Losung von VI,. Man setze

up(z1)

up = € R",
up(zy)
o(1)

Ph = : S Rn )

w(;:n)
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2 -1 0
1 -1 "o e
Ah::ﬁ e 4 € mat(n x n)

0 -1 2
1
1

by, = . e R
1

R’h::{vaR":vh,iggo(xi), 1<i<n}

Es folgt
VU, : uj Ap(vi, — up) > bi (v, —uy)  fiir alle vy, € K,
@f?h . Ep(up) < Ep(vy) fiir alle vy, € K,
mit
En(v) = v Apv — 2bj vy, fiir alle v, € R”
und

fl;:ﬁh . Ahuh S bh
u, < @
(Apuy, — by) (up —@n) = 0,

d.h. falls up; — @5, < 0, dann gilt: (4,u, —by) = 0.

Die Losung uy, kann durch das projektierte S.O.R.-Verfahren berechnet werden:

u%o) < 5 sonst beliebig

k k+1 k k
dy) = (bh,z’ — S anupt — Zah,ijug,])) fanii — ull)
i<t >t

k+1/2 k k
D = )
ulf Y = min{p,uyt?}

mit w € (0, 2).
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Beispiel 8.2

1 1
c = -, h=_2
8 3
1
Tg = V2c= 5
Finde uj, = (up1,up2)” mit
1
[2up1 —up2] < R
1
[2up2 —up1] < 9
1—-h 1
< hY= — = —
wna < ph) = —g= =3
1-—2h 1
< 2h) = = —
una < 9(2h) 8 24
Die Losung ist:
11 1
Upl = — , Ups = — .
VR DY

Die ersten Gaufl-Seidel-Approximationen sind:

k k
Blud  w

00 0
1| 0,05555 0,041666
210,07388 0,041666

8.4 Variationsungleichungen im Hilbertraum

In diesem Absatz wird die Existenz und Eindeutigkeit der Losung einer Variationsunglei-
chung bewiesen. Wir folgen dem Beweis in Kinderlehrer und Stampacchia [1980]. Damit
erhalten wir auch einen neuen Beweis des Satzes von Lax und Milgram.

Satz 8.5 Sei a(u,v) eine koerzive Bilinearform auf einem Hilbertraum H mat der
Koerzinitatskonstante a, K eine abgeschlossene konvere Teilmenge von H und f ein
lineares beschrinktes Funktional auf H (d.h. f € H' ). Dann ezistiert ein eindeutiges
Element u € K, so dafs

a(u,v —u) > (f,v—u) fiur alle ve K (%)

Die Abbildung f —> u ist Lipschitz; seien u; und uy Lésungen des Problems (x) fir
fi bzw. fo € H , dann gilt

1
Jur — usf| < E“fl — fal (%)
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Beweis:

Die Ungleichung (**) wird zuerst bewiesen. Seien u; und u, Lésungen der Gleichung (x*):
ui € K ta(u,v—uw;) > (fi,v—w;) firveK, i=12.

Setze v = u, in der Variationsungleichung fiir u; und v = u; in der Variationsungleichung
fiir u, und addiere die beiden Ungleichungen. Es ergibt sich

a(uy — ug,uy — ug) < (fi — faur — ug) .

Unter Benutzung der Koerzivitat von a folgt:

<f1 - f2au1 - U2>
1f1 = foll - llus — ual|

04||U1 - U2||2

so daB (x*) bewiesen ist.
Die Existenz der Losung u wird in zwei Schritten durchgefiihrt. Zuerst wird die Existenz
bewiesen unter der Annahme, dafl die Bilinearform a symmetrisch sei. Anschlieflend

wird der Beweis fiir den allgemeinen Fall gegeben.

Sei nun vorerst ¢ symmetrisch. Sei

und
d:= ngt;l( ).
Es gilt
I(w) > aflull®>=2)fllg - lula
> allul|® = (/)| f]% — allul?
> —(1/a)lIf %
so daf

d> (1/a)||f|l3 > —o0 .
Sei {u,} eine minimierende Folge fiir I bzgl. K mit

{u, € K:d <I(u,) <d+(1/n)}.



134 Finite Elemente: Theoretische Vorbereitungen

Da a symmetrisch und K konvex ist, folgt

al|un — un|? < a(tn — Um, Un — Up)
= 2a(Un, up) + 2a(tm, upm) — 4a <%(un + Um), %(un + um))
= 2[(up) + 21(u,,) — 41 (%(un + um)>
< 2[(1/n) + (1/m)],
wobei wir zunutze gemacht haben, dafl

A(f, un) + 4(f, um) — 8 (f, M) —0.

2

Die Folge {u,} ist deshalb eine Cauchy-Folge, und die abgeschlossene Menge K enthélt
ein Element u, so daf ||u, — u|| — 0. Da die Bilinearform a stetig ist, schlieflen wir
daraus, daf

I(u)=4d .
Wir moéchten jetzt beweisen, dal v eine Lésung der Variationsungleichung ist.
Seive K, 0<e<1. K ist konvex, so daf

utelv—u)=1—-€u+eveK

und
It o — ) > d = I(u)
d.h.
2ea(u,v — u) + €a(v — u,v —u) — 2e(f,v —u) >0
oder

1
a(u,v—u)Z(f,v—u)—iea(v—u,v—u) firalle e, 0<e<1.

Man betrachte den Grenziibergang ¢ — 0 und schliefle daraus, dafl u die Variationsun-
gleichung (x) erfiillt.

Bei den bisherigen Uberlegungen wurde vorausgesetzt, daB a symmetrisch ist. Diese
Voraussetzung wird jetzt fallengelassen.

Man definiere drei Bilinearformen ag, b und a; mit ¢ € [0, 1]:
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a; = ap(u,v) + th(u,v), 0 <t <1,
wo
1
ao(ua U) = E(a(ua U) + CL(’U, ’LL))
und
1
b(u,v) = E(a(u,v) —a(v,u)) .
ao und b sind die symmetrischen bzw. unsymmetrischen Teile von a. Man merke:
CL]_(U, 'U) = a(ua 'U)
und
as(v,v) = a(v,v) ,
so daf} a; koerziv ist mit der Konstante «.

Wir zeigen, dafl die Gleichung () eine Losung hat, indem wir eine endliche Folge 0 =
to <ty <---<t,=1konstruieren, so dafl die Ungleichung

ue K :ag(u,v—u)>(fv—u), ve K

eine Losung u = uy s fiir alle f € H' besitzt. Dies gilt sicherlich fiir ¢, = 0, da ao
symmetrisch ist. Die Existenz von ¢4,... ,t, folgt aus dem nachsten Lemma.

Lemma 8.1 Die Variationsungleichung

ve K :a(u,v—u)>(ffv—u), veK
besitze eine Lésung u fiir alle f € H .
Dann st die Variationsgleichung

uwe K :a(u,v—u)>(fv—u), veK

fiir alle f € H und alle t

T<t< 1T+
l6sbar, wo
A
°T oM
und
b
M:supM<+oo.

[l - o]
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Beweis:
Sei w € K. Definiere das lineare Funktional F}, : K — R durch
(Fiw,v) = (f,v) — (t — 7)b(w, v)
fiir 7 <t < 7+ ty. Sei u die Losung der Variationsungleichung
ve K :a(u,v—u)> (Fiuy,v—u), veEK (% % %) .

Nach den Voraussetzungen existiert u. Daflu eindeutig ist, folgt sofort aus (*x*). u ist von
der Wahl von w und ¢ abhangig. Wir schreiben

u=Tw.
Der Operator 7T ist definiert und 7: K — K.

Wir behaupten, dal 7 kontrahierend ist mit der Konstante 1. Um eben dies zu zeigen,

2
seien wy, wy € K. Sei

Uy = Tw1 y
Uy = Tw2 .
Wegen (*x) erhalten wir mit
[Twy = Twel| = |lur — s

1

S aHFt)wl - Ft,w2||

blw: —

< Z|t—7|sup (w1 = wp, v)]
a veH o]
1

< =t = 7| M|lwy — wel
a
t

< M ||wy — wy
a

| I
= —||lw—w
! 2
DaT : K — K kontrahierend ist, folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz, dafl es einen

Fixpunkt u gibt, u = Tu, d.h (siehe (* * %))

ar(u,v—u) > (Fuv—u)

(f,v—u)—(t —7)b(u,v — u)
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oder
ao(u,v —u)+ 7 b(u,v —u) > (f,v —u) — (t — 7)b(u,v — )
oder
aop(u,v —u) +t blu,v —u) > (f,v —u)
oder
a(u,v —u) > (f,v —u).
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Kapitel 9

Sobolew-Raume

9.1 Einfiihrung

Im letzen Kapitel wurde die Existenz und Eindeutigkeit der Losung der Variationsglei-
chung:

a(u,v) = (byv), ve H
bzw. der Variationsungleichung
a(u,v —u) > (f,v—u) firalle ve K (%)

bewiesen. Vorausgesetz war die Existenz des Hilberraumes X. Die Sobolew- Raume sind
in vielen Anwendungen geignete Hilbertraume.

Spezielle Félle der Sobolew-Rdume wurden auch frither benutzt (siehe z.B. Courant,
Friedrichs, Lewy[1928] oder Courant und Friedrichs[1937]), aber wir verdanken Sobolew
wertvolle Beitrage insbesondere die Einbettungssatze.

In diesem Kapitel werden die benctigten Begriffe, einschleifilich die Grundziige des Le-
besgueschen Integrals, kurz erlautert.

Es gibt mehrere Biicher, die die Theorie der Sobolewschen Raume ausfiihrlich beschrei-
ben. Besonders empfehlungswert ist das Buch von Adams[1975].

9.2 Die Lebesguesche Theorie

Es gibt mehrere Moglichkeiten, die Lebesguesche Theorie zu entwickeln. Wir benutzen
hier die Darstellung von Forster und untersuchen folgende Themen:

1. Integrierbare Funktionen
2. Mefibare Mengen

3. Konvergenzsatze
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1. Integrierbare Funktionen

Definition 9.1 (Oberintegral, Unterintegral)

sieheForsterIIl, S.54

Ser f:R* - RU {too} eine beliebige Funktion. Dann setzt man

/* f(z)dz := inf {R/ p(z)dr : p € HI(R"), p > f} ,

/f(m)dx .= sup {R/ D(@)dz < p € HHR), ¢ < f} .
Definition 9.2 Eine Funktion f:R" — RU{+oo} heiffit Lebesgue-integrierbar, falls

—m<£f(x)dx:/*f(x)dx<m.

Der gemeinsame Wert des Ober- und Unterintegrals heifSt dann das Lebesgue-
Integral von f und wird mit [ f(z)dr bezeichnet.

Bemerkung 9.1 Jede Funktion f € C.(R") ist Lebesgue-integrierbar. Allgemei-
ner gilt: Eine Funktion f € H'(R") bzw. g € H*(R") ist genau dann Lebesgue-
integrierbar, falls

/f(m)dx < 00 bzw. /g(m)d]; S —00.

Sei f : R® — R U {+oo} eine Funktion. Dann werden Funktionen f.,f : R* —
R, U{oo} definiert durch

fi(@) = { f(@), falls f(z) =0,

0 sonst,

—f(z), falls f(z) <0,
0 sonst.

)=

Esgilt f=f, —f und [f|=fi + [ .
Satz 9.1 Se: f:R* — RU {+oo} eine Funktion.

a) f ist genau dann integrierbar, wenn f, und f_ integrierbar sind.
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b) Ist f integrierbar, so ist auch |f| integrierbar.
Beweis: Forster, S. 60

Definition 9.3 Wir bezeichnen mit L£,(R") die Menge aller Lebesgue-integrierbaren
Funktionen f:R* — R. (Die Werte £o0o0 sind hier nicht zugelassen.)

Satz 9.2 Seten f,g € L1(R") und A € R. Dann sind auch \f,f + g € L,(R") und es
gult:

a) [(f(x) + g(2))dz = [ f(z)dz + [ g(x)dz.

b) [Af(z)de = A [ f(z)de.

¢) Falls { < g, folgt [ f(z)dz < [ g(z)dz.
Beweis: Forster, S. 60

Bemerkung 9.2 Satz 6.7 bedeutet, daff L,(R") ein Vektorraum ist und das Integral
ewn lineares monotones Funktional auf diesem Vektorraum darstellt.

Satz 9.3 a) Seien f,g € L1(R"). Die Funktion g sei beschrdnkt, d.h. es ezistiere
eine Konstante M € R, mit |g(z)| < M fiir alle x € R*. Dann gilt fg € L;(R").

b) Seit f € L1(R") eine beschrdnkte integrierbare Funktion und p > 1 eine reelle
Zahl. Dann ist auch |f[P € L;(R").

Beweis: Forster, S. 61

Satz 9.4 Seien f; € L1(R") und f, € L1(R™). Dann gehért die durch

(f1 ® fo)(=,y) := fi(z) f2(y)

fiir alle z € R* | y € R™ definierte Funktion f; ® fy : R""™ — R zu L;(R*™™) und es
gult

| r@pwdwdny= [ f@de- [ by

Rn-‘,—m

Satz 9.5 Sei f : R* — RU{+oo} integrierbar und seien A € GL(n,R) , b € R*. Dann
ist auch die Funktion x — f(Axz + b) integrierbar und es gilt

[ Az +b)ds = |deltA|R/ f(e)ds |

R

n

2. Mefibare Mengen
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Definition 9.4 Eine Teilmenge M C R" heifit mefSbar (oder integrierbar), falls ihre
charakteristische Funktion x,s integrierbar ist. In diesem Fall st das Volumen (oder
Lebesgue-Maf3) von M definiert als

Vol (M) := / xu(z)dz .

Beispiel 9.1 Jede kompakte Menge K C R" st integrierbar.

Satz 9.6 Seien A, B C R" integrierbare Mengen. Dann sind auch die Mengen AN
B, AU B und A\B integrierbar und es gilt

Vol(AUB) = Vol(A)+ Vol (B)— Vol(AN B),
Vol (A\B) = Vol(A)— Vol(ANB).
Beispiel 9.2 Jede beschrankte offene Menge U C R* st integrierbar. Denn die ab-

geschlossene Hiille U und der Rand OU sind kompakt, also integrierbar. Deshalb ist
auch U = U\OU integrierbar.

Integration iiber Teilmengen

Definition 9.5 Ser M C R" ewne beliebige Teilmenge. Eine Funktion f : M — R U
{too} heifSt integrierbar iber M, falls die trivial fortgesetzte Funktion } R —
R U {xo0},

w | flx) fir zeM,
f(x)'_{ 0 fir rcR\M,

uber R" integrierbar ist. Man setzt dann
/ f(z)dz := / F(z)dz .
M Rn

Definition 9.6 Eine Teilmenge M C R" heifit Nullmenge, wenn sie integrierbar ist
und das Lebesgue-Maf (Volumen) Null hat.

Bemerkung 9.3 Da das Unterintegral der charakteristischen Funktion einer belie-
bigen Menge stets nicht-negativ ist, ist M genau dann Nullmenge, wenn

/* xm(z)dx =0.

Satz 9.7 a) Set M C R* eine Nullmenge und N C M. Dann ist auch N eine
Nullmenge.
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b) Sei My C R", k € N, eine abzdhlbare Familie von Nullmengen.
Dann st auch die Vereinigung

eine Nullmenge.

Satz 9.8 Sei A C R" eine Nullmenge. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 eine integrierbare
offene Menge U C R* mat

AcU wund Vol(U)<e.

Satz 9.9 Eine Teilmenge A C R" ist genau dann eine Nullmenge, wenn es zu jedem
€ > 0 etne abzdhlbare Familie (Q;);c; von Quadern (oder Wiirfeln) Q; C R" gibt mat

AclJ @ wund D> Vol(Q)<e.

Satz 9.10 Se1 U C R” offen und F : U — R” eine stetig differenzierbare Abbildung.
Dann ist fiir jede Nullmenge A C U das Bild F(A) eine Nullmenge.

Beispiele von Nullmengen

1. Jeder Punkt im R"(n > 1) ist eine Nullmenge. Also ist auch jede abzdhlbare Punkt-
menge eine Nullmenge.

2. Jede Hyperebene H C R” ist eine Nullmenge.
3. Der Rand jedes Polyeders ist eine Nullmenge.

4. Sei A C R*! eine kompakte Menge und f : A — R eine stetige Funktion. Dann
ist der Graph I" von f ,

T:={(z,y) eR" ' x R:zc A, y=f(z)}

eine Nullmenge in R".

Definition 9.7 Gegeben seien zwei Funktionen f,g: R* — RU {f+oo}. Wir nennen
f und g (Lebesgue-)fast iberall gleich, wenn die Menge

{z e R": f(2) # g(=)}

eine Nullmenge 1st.
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Bemerkung 9.4 Ser f = g fast uberall. Falls im Punkt a € R* beide Funktionen
endlich und stetig sind, gilt f(a) = g(a). Denn in jeder Umgebung U von a gibt es
Punkt x € U mit f(z) = g(z).

Satz 9.11 Seien f,g:R" — RU {+o00} zwer Funktionen, so dafs

f =g fast uberall.

Ist f integrierbar, so ist auch g integrierbar und es gilt

/f(.r)dx = /g(.r)dx.

Sei A C R” eine Menge und N C A eine Nullmenge. Gilt eine Aussage a fiir z € A\N,
dann sagt man, dafl die Aussage fast iiberall gilt und schreibt:

a fast iiberall .

“fast iiberall” wird auch als “presque partout” oder “p.p.” oder “almost everywhere”
oder “a.e.” geschrieben.

Satz 9.12 (Fubini):
Sei f : REXR™ — RU{400} eine integrierbare Funktion. Dann gibt es eine Nullmenge
N C R™, so daf fir jedes fest y € R™\N die Funktion

RF — RU{+oo}

z — f(z,y)

integrierbar ist. Setzt man
F(y) ;:/ f(z,y)d*z  fir yeR™N
Rk
und definiert F(y) fir y € N beliebig, so ist die Funktion F : R™ — R U {+o00}
integrierbar und es gilt
/ f(z,y)d*zd™y = / F(y)d™y .
Rk+m R™

3. Konvergenzsatze

Satz 9.13 (Satz von der monotonen Konvergenz von B. Leuvi).
Sei fr : R* - RU {£o00}, k € N, eine Folge integrierbarer Funktionen mit fi < fr.1
fir alle k € N. Falls



9.3 Topologische Riume 145

’}LIEO / fr(z)de = M < o0,
so st die Funktion
f = lim f;
k—o00
integrierbar und es gult
/ f(x)dx:kll)ngo / fr(z)dz .

Satz 9.14 (Satz von der majorisierten Konvergenz von H. Lebesgue).

Set fr, € L1(R™) , k € N, eine Folge integrierbarer Funktionen, die fast iberall auf
R™ punktweise gegen eine Funktion f : R® — R konvergiere. Es gebe eine Funktion
F:R* - R, U{oo} mit ||F||f, < o0, so daf

|[fx] < F fiir alle keN.

Dann ist auch f integrierbar und

/ f()dz = lim / fu(z)dz .

9.3 Topologische Riume

In diesem Absatz besprechen wir einige Begriffe bzgl. topologischer Raume.

Topologische Raume

Sei X eine Menge. Ein System 7 von Untermengen von X,

T C P¥
ist eine Topologie auf X, falls:

1.0er

2. X er

3. Seien ay,...,q,, € 7. Dann gilt
n
ﬂ o; €T .
i=1

D.h. der Durchschnitt endlich vieler Mengen aus 7 gehort zu 7.
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4. Sei o; € 7, 1 € I. Dann gilt

U o; €T

iel
D.h. die Vereinigung beliebig vieler Mengen aus 7 liegt in 7.

Die Elemente « € 7 heiflen offene Mengen des topologischen Raumes (X, 7).

Eine Teilmenge M C X heilt Umgebung eines Punktes = des topologischen Raumes
(X, 7), falls

l.xe M

2. Bs existiert U € 7 mit
zreUCM.

Sei X ein linearer Vektorraum. Sei 7 eine Topologie auf X. (X, 7) heifit topologischer
Vektorraum, falls Addition und Multiplikation, d.h. die Abbildungen

(z,y) — z+y,
(\z) — Az,

stetig sind.

Eine Menge B von Umgebungen von 0 heifit Nullumgebungsbasis, wenn jede Umgebung
U von 0 ein V € B umfafit.

Ein topologischer Vektorraum heifit lokal konvez, falls jede Umgebung eines Punktes
eine konvexe Umgebung des Punktes umfafit.

Satz 9.15 Ein lokalkonvezer Vektorraum X besitzt eine Nullumgebungsbasis mat:

1. Fir jedes U,V € U gibt es esn W € U mat

wciunV.

2. FirjedesU e U und a #0 qult U € U.

3. Jedes U € U 1st balanciert, konver und absorbierend, d.h.

(a) u,veU, A€[0,1] = Au+ (1 —AN)v e U. (konvez)
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(b) Fir jedes u € X ezistiert a € R mit o 'u € U. (absorbierend)

(c) ueU, |o|<1= aU € U. (balanciert)
Umgekehrt, jede Menge U mit den Eigenschaften 1 - 3 erzeugt eine Topologie 7, so daf

(X, 7) lokalkonvex ist.
Sei

YV = {VCcX:UCYV fir mindestens ein U € 7}
Vo = {e+V:VeV}.
Dann ist V, eine Umgebungsbasis fiir z.
Beweis: Robertson + Robertson, S. 10.
Sei X ein Vektorraum. Eine Abbildung p : X — R, heifit Halbnorm, falls:
L. p(z) + p(y) < p(z) + p(y)
2. p(aw) = |alp(x).
Satz 9.16 Se: p eine Halbnorm auf X unde € R, € > 0. Ser
M:={zre X :p(x) <e}.
Dann gilt:

1. 0Oe M.
2. M 1ist konvez.

3. M 1ist balanciert, d.h. setz € M , |a| <1, dann folgt

ar € M .

4. M 1st absorbierend, d.h. fir jedes x € X existiert o € R mat

alze M.

S

. p(z) =inf{a > 0:2 € aM}.
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Beweis: Robertson + Robertson, S. 13.

Sei {p,(z) : ¥ € T'} eine Familie von Halbnormen auf einem Vektorraum X der der
Eigenschaft, daf fiir jedes o € X eine Halbnorm p., existiert mit

p’y(x0)7éo
Sei
U=Ul(er, ... ,en; Ty ) ={z€X 1py,(2) <e, 1<k<n}.

U ist konvex, balanciert und absorbierend. Sei U, die Menge aller U.

Behauptung: Uy ist eine Nullumgebungsbasis fiir eine Topologie 7. (X, 7) ist ein lokal-
konvexer topologischer Raum.

Beweis: Siehe Yosida, S. 25, Robertson, S. 15.

Sei X ein Vektorraum. Sei {X,} eine Familie von Unterrdumen, X, C X, mit X = UX,.
Jedes X, sei ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum, so dafl - wenn X, C Xj - gilt:
Die Topologie von X, ist mit der relativen Topologie von X, bzgl. X3 identisch. U, sei
die Menge von allen Mengen Uy, C X mit:

1. U, ist konvex und balanciert.

2. Uy N X, ist eine Umgebung von 0 in X,.

Behauptung: U, ist eine Nullumgebungsbasis fiir eine Topologie 7. Mit dieser Topologie
7 ist (X, 7) ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum. 7 heifit die induktive Topologie
von X bzgl. {X,}.

Beweis: Siehe Robertson + Robertson, S. 79.

9.4 Sobolev-Ridume: Definition durch Vervollstindi-
gung

Sei 2 eine offene Teilmenge des R™. Sei

C>°(Q2) := Menge aller unendlich oft differenzierbaren reellen Funktionen auf €.

Satz 9.17 Sei X ein metrischer Raum. Dann gibt es einen Fréchet-Raum Y wund
einen Unterraum X C Y mit:
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1. X ist dicht in Y.
2. X und X sind isometrisch und isomorph.

Der Raum X heifit Vervollstindigung von X und ist bis auf Isometrie eindeutig.

Beweis: Der Beweis basiert auf Cauchy-Folgen, wie bei der Vervollstandigung von () zu
R.

Definition 9.8 Se: Q eine offene Teilmenge des R, , ne N, peR, m >0, p>
1. Ser LP(Q2) der Lebesquesche Raum. Die Elemente dieses Raumes sind Klassen
dquivalenter Funktionen x(t), die auf Q Lebesgue-mefbar sind und fir die |z(t)|P
Lebesgue-summaerbar ist:

1/p
ey = [ / |x(t)|f’dt] 1<p<oo,
!
|z]|le = wrat max |z(t)| = ess.sup |z(t)]
€
= inf{K :|z(t)]| < K fast dberall} .
1/p
[ellmp = l > (||D"U||p)p] , 1<p<oo,
0<[al<m
fullmee = max | D%l
H™P(Q) := Vervolistindigung von {u € C®(Q) : ||u||lmp < 00}
Hy"P(Q) := Vervollstindigung von {u € C3°(Q) : ||u|lmp < 0o}  beziiglich || - ||mp -

Diese Definitionen von H™?(Q2) und Hy () sind sehr einfach und oft sehr niitzlich. Man
kann sie z.B. benutzen, um die Definitionsbereiche der Bilinearform a und des linearen
Funktionals b zu erweitern:

a(u,v) := lim a(pn, ¥,) .
On — U
v, —v
o, ¥n € C(Q)

Es 148t sich leicht feststellen, da8 {a(¢,, ¥,)} eine Cauchy-Folge ist, wenn {¢, } und {¥,}
Cauchy-Folgen sind.

9.5 Sobolev-Riaume: Definition mit Hilfe schwacher
Ableitungen

Obwohl die Definition von H™?(Q2) und Hy"*(Q2) mit Hilfe der Vervollstindigung sehr
schlicht ist, hat sie den Nachteil, dafl die funktionstheoretischen Eigenschaften der
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Elemente von H™?(Q2) nicht gekldrt sind. In diesem Absatz wird deshalb ein ganz
anderer Weg eingeschlagen.

Sei 2 eine offene Teilmenge von R". Sei
X = Cy° ()

= die Menge aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf

Q mit kompaktem Trager

Sei K C 2 kompakt,

Dk (Q) = {¢ € X : supp(¢) C K} .

Sei
Prm(®) == sup |D¢|,
ity
fir $ € Dg(Q), m € Ny , m > 0. pg, ist eine Seminorm auf Dk (). Seien ¢, ... ,€,

positive Zahlen,

U(€17"' yEny My, on My g K):{¢€DK(Q):pK,mj(¢)§Ej7 ]-S]Sn}

Mit dieser Nullumgebungsbasis ist Xx = Dy () ein lokalkonvexer topologischer Vektor-
raum.

Definition 9.9 Mit der induktiven Topologie T bzgl. { X} ist (X, 7) ein lokalkonve-
zer topologischer Raum, der mit D(Q2) bezeichnet wird.

Bemerkung 9.5 Siehe Yosida, S. 28, fir weitere Eigenschaften von D().

Der Raum D'(2), der duale Raum zu D((Q2), besteht aus allen stetigen linearen Funk-
tionalen auf D(Q2). Ein Element 7' € D'(Q2) heifit Distribution oder Verallgemeinerte
Funktion. ¢ € D(Q2) heifit Testfunktion.

Seien nun S, 7,7, € D'(2) und ¢ € R. Es gilt (siche z.B. Adams, S. 19):

L (S+T)(p) = S(p) +T(p), Ve € D(Q).

2. (cI)(p) = T(p)) , Ve € D(Q) .

3. T, — T in D'(Q2) genau dann, wenn T, — Ty fiir alle p € D(Q).

Die Topologie von D’'(2) ist die schwach*-Topologie, d.h. die schwachste Topologie, womit
alle Funktionale L, , ¢ € D(Q),
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L, : D(Q) —R,
L,(T) = <T,p>=T(p)

stetig sind. Diese Topologie wird durch die Seminorm

p(T) =p(Ti¢1,... ,om) = sup |T(p)

1<k<m

erzeugt.

Definition 9.10 Se: T € D'(Q2), a ein Multiindezx. Die Ableitung D*T ist die Distri-
bution

(D°T)(p) = (-1)*'T (D) .

Sei u € L1°(Q), d.h. u|a € Li(A) fiir jede meBbare Teilmenge A C , wofiir A C Q und
A kompakt ist. Sei

Tup ::/ u(z)p(z)dz .

T, ist ein lineares Funktional. Weiter ist T, stetig. D.h. T, ist eine Distribution, 7, €
D'(Q).

Definition 9.11 Sei u € LI°¢(Q). v € LI0¢(Q) heifit die schwache Ableitung D*u von
u, falls

T, = D*(T,) ,
d.h.

/ v(z)p(z)dz = (1) /u(.r)Dago(x)d.r fir alle ¢ € D(RQ) .

Beispiel 9.3 Se: H die Heaviside-Funktion

1, >0
H(x):{o z<0

(D(Tu)) (%) = ¢(0) = o,

wo Oy die Diracsche Funktion ist.

do == ¢(0) .
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In diesem Beispiel hat die Funktion H keine verallgemeinerte Ableitung.

Bemerkung 9.6 Falls die verallgemeinerte Ableitung D*u existiert, dann ist sie bis
auf Nullmengen eindeutig bestimmt.

Definition 9.12 Sesm e Ny, pe R, p>1, Q C R*. W™P(Q) set die Menge aller
Funktionen u, die schwache Ableitungen D%u € LP(Q) besitzen. Man setzt

1/p

[ellmp = [Z (1D%ull)”

la<m

Satz 9.18 W™P(Q) st ein Banachraum.
Beweis: (siehe Yosida, S. 55).

Sei {uy} eine Cauchy-Folge in W™P?(Q2). D.h., fiir jedes ¢ > 0 gibt es N mit

|un — Umllmp < € flir m,n> N .

Es folgt, dafl die Folgen von schwachen Ableitungen {Du;} auch Cauchy-Folgen sind,
so daB Elemente f(®) € L,(Q) existieren mit

D%u, — f(®) in L,(Q).

Es mufidann gezeigt werden, da8 f(®) = D (0 gilt.

9.6 Das Verhiltnis zwischen W™?(Q) und H™?((Q2)

Sei
X =C*®(Q)nH™P(Q) .
X ist dicht in H™P(Q). Jedes Element z € X liegt auch in W™?(Q2). Es folgt:
H™P(Q) Cc W™P(Q) .

Lange Zeit blieb die Frage offen, unter welchen Bedingungen H™P?(Q2) = W™P(Q2). 1964
zeigten Meyers und Serrin in einer sehr schonen Arbeit, dafl folgendes gilt:

Satz 9.19 Se1 1 <p< oo, m€Ny. Dann gilt:
H™P(Q) = W™P(Q) .

Beweis: Siehe Adams, S. 52.

Der Satz ist falsch fiir p = co.



9.6 Das Verhiltnis zwischen W™?(Q) und H™?(Q)

153

Beispiel 9.4 Sein=1,p=1, Q= (—1,+1), u(z) := |z|.

Die schwache Ableitung Du existiert, da fir jedes ¢ € C§°(—1,+1),

+1

(—1)/u o'(z)dr = /Ox o'(z)dr — /1.13 ¢'(z)dx

-1
0

= 9@~ [e(@)ds - [z @)+ [ p(e)d

-1
+1

= / v(z)e(z)dz

-1

mat

-1, <0
v(z) =
{ +1 , >0
D.h. v=Du, u € Wh*(-1,+1) und

— « —
fulh o = gmax [ D%l = 1.

Ist u € HY*°(—1,+1)? Wenn ja, dann ezistiert eine Cauchy- Folge {p,} mit

o, € C™(—1,+1)

und

lon = ulle —> 0,
lon —vlles — 0,

wo v € L'. Es lafit sich dann zeigen, dafl v = Du.
Sei aber € < 1. In jedem Intervall (—9,+9) ist
max Du =
min Du =
Es folgt, dafi in so einem Intervall

||c,0'n—Du||Oo >1—¢€.
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9.7 Zusammenhang mit absoluten stetigen Funktio-
nen

Definition 9.13 Eine auf dem Segment [a,b] definierte endliche Funktion f(x) heifSt
absolut stetig, wenn zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so daf fiir ein beliebiges endlr-
ches System von paarweise durchschnittsfremden Intervallen (ay,by),... ,(an,,b,) mat
der Gesamtlange

gult
ki{f(bk)  fa)} <.

Satz 9.20 Jede absolut stetige Funktion ist unbestimmtes Integral threr Ableitung.

Beweis: Siehe Natanson, S. 257.

Satz 9.21 (siehe Smirnov, S. 3326.)
Sei Q:={z:0<z;<1,1<i<n}. SetuecW?(Q) undp>1.
Dann gibt es eine Funktion ¢, die auf Q definiert ist, so daf

1. ¢ st dquivalent zu u auf Q, d.h. ¢(z) = u(z) f.4.
2. ¢ st absolut stetig bzgl. x; fir 0 < z; <1 fir fast alle xs,... ,z,.
3. Fir alle z; € [0,1] gilt:

0p(t, T2,y ... ,2Ty)

dt .
ot

o(z) = ¢(0,22,...,2,) +/
0

Morrey, S. 66, untersucht weitere Zusammenhange zwischen verallgemeinerten Ableitun-
gen und absoluter Stetigkeit.

9.8 Die Sobolewschen Einbettungssitze
9.9 Der Spur Operator v

9.10 Die Poincarésche Ungleichung und ihre Anwen-
dungen

Sei
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) :|' . p'|1/p
[l [Z (D IIp)J

|a|=m
Auf H™?(Q) ist |ul,,, eine Halbnorm, da |1|,,, = 0. Fiir Hy"?(Q) ist |ul|,,, aber eine

Norm, die zu ||u||m, dquivalent ist, wie der folgende Satz zeigt:

Satz 9.22 Ser Q C R* , d > 0. Q liege zwischen den Ebenen z, = 0 und z, = d.
Dann gibt es eitne Konstante K mat

[ulmp < ||tllmp < Klulmp fir alle w € Hy"? .

Beweis: (Adams, S. 158)

Sei p € C§°(€2). Man schreibe z = (¢/, z,,) mit 2’ € R*!. Dann gilt:

d
plr) = / (e, )t (+)
Die Ungleichung von Hélder besagt:

/ 1 1
/|u(m)v(m)|dx <||ullp lvll, fir we LP(Q), v e L (), Ty =1.
Q

Satz 9.23 Sez

' 1 1
l<p<oo,uell(Q),velr(Q), -+ =1.
p p

Dann ist uv € L}(Q) und

[ 1u@)e(@)ldz < Jully- o] -

Q

Beweis:

Sei

1
f)=—+=—t.
®) p P

Fiir t > 0 ist f > 0 mit f(1) = 0. Sei ¢t = ab~?/P. Dann folgt:

alP b
ab < — +

— (Young’s Ungleichung) .
p p

Sei [Jullp, ||v|ly > 0. Man setze
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a:= b:= .
ullp 9]

Mit uw =1 und v = Z¢(2',t) folgt aus (x):

lp(z)P = l / u(t)v(t)dt]

0

< llellp - [lollp}”

= ([ra)" ]
0 0

!
— t

AN

p

dt

d

mﬁ_l-/ d
0

p

dt .

IN

!
— t

Es folgt

Rn—1

(lelo) = [ dof / (o) Pda,

d

d
< dl/pfldn/_ It
< [ e [ [ Lo

Rn-1 0 0
d
dp d
- d I/ . !
p/ T ‘dtgo(x,t) dt
R0

dp
—\®
o

dt

IN

IN

Lp)p

Zusammenfassend
dP
o, < llellf, =llello, +1elf, < | —+1) e, . (x*)
p

Die Ungleichung (xx) gilt auch, wenn ¢ durch ihre Ableitungen ersetzt wird. Der Satz
folgt nun z.B. durch Induktion.

Bemerkung 9.7 1. Damit ||¢||1, < const|p|;, ist nur erforderlich, daf8 ¢ = 0 auf
eitnem Teil I'y von 02 mit positivem Oberflichenmaf.

2. Das Problem

Minimiere |p|o2
p € Hy(Q) o2

fiihrt zu einer Eigenwertaufgabe. Siehe Polya und Szego [1951].
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3. Ungleichungen Poincaréscher Art fir D:ifferenzen wurden schon in der Ar-
beit von Courant, Friedrichs und Lewy angewandt. Siehe auch das Buch von
Epstein.

Als direkte Folgerung aus der Poincaréschen Ungleichung erhalt man:

Satz 9.24 Sei Q C R" beschrdinkt. Die Normen || - |1, und |- |1, sind dquivalente
Normen in Hy”®

Satz 9.25 Ser Q C R" beschrdnkt. Se:

a(u,v) = /divu- dw v dz
= 8u 811
= 10 33:,

fir u,v € Hy(Q).
a 1st eine beschrdnkte V-elliptische Bilinearform.
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Kapitel 10

Finite Elemente

10.1 Einfiihrung

10.2 Das Galerkin-Verfahren: Fehlerabschitzungen

Nach diesen langen, aber durchaus spannenden Vorbereitungen kénnen wir uns wieder
der Losung von Randwertaufgaben widmen.

Satz 10.1 Se: X ein reeller Hilbertraum. Sei a und b eine Bilinearform
a: XxX—R

bzw. ewn lineares Funktional

b: X —R.
Ser a beschrankt und X-elliptisch:
a(u,v) < Mllull-[jo],
a(u,u) > aful)?.

Ser X; ein Teilraum von X.
Die Gleichungen

a(u,v) =<bv>, VveX
und
a(uh,vh) =< b, Uy >, Yo, € X3,

haben eindeutige Losungen u bzw. u, (Laz-Milgram).
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Es qult:
M
Ju —un|l < — inf flu— v .
o vn€X

Beweis: Fiir jedes v, € X}, gilt:

allu — un|* < a(u — Up,u — uy,

a(u — Uy, h (U — Up, vy — Uy)

a(u — Uy, b,vp — Up > — < b, vy — Uy >

U — Up)
u—vp)+a
a(u — Up,u — vy) + a(u, vy — up) — a(uy,, vy, — up)
u—vp)+ <
u— vp)

a(u — Uy, vy,

IN

M |[u = upl| - |lu = vall -
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