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Aufgabe 1 (Symmetrie des Spannungstensors) (4 Punkte)

Das Drehmoment in einem Volumen V ist gegeben durch

M:/er(gf)d:v—l—/av’rx (on)ds.

Dabei ist r der Ortsvektor zu einem Punkt.
(a) Bezeichne o; die i-te Spalte von o. Zeigen Sie
rx(on)=(rxo; rXxXoy TXO03)-n,
wobei (-) eine Matrix meint.

(b) Verwenden Sie den Satz von Gaufl um zu zeigen dass

M:/er (gf+V~a)dx—i—/V§; ><al+g;><02+g::xggdx,
(¢c) Wenn keine Krifte auf die Flufligkeit wirken, also of + V - ¢ = 0, so befindet sie sich im

Gleichgewicht und das Drehmoment M ist 0. Zeigen Sie, dass daraus die Symmetrie des
Spannungstensors folgt.

Aufgabe 2 (Stromung durch ein Rohr) (4 Punkte)

Wir méchten die Strémung einer inkompressiblen viskosen Fliissigkeit durch ein Rohr
Q={zecR¥|0< 2 <L, 25+ 23 < R?}

mit Linge L € RT und Radius R € R beschreiben.

Losen Sie das stationédre Navier-Stokes-System

V-v=0,
o(v-V)v—puAv=—Vp,



in Q mit Randbedingungen p(z) = p1 € R fir 1 =0, p(z) = p2 € R fir x; = L und v(z) =0
fiir 23 4+ 2% = R%. Verwenden Sie dazu den Ansatz

v(z) =w(r(z))er mit r(z) =/z3+ 23 sowie p(z) = q(x1),

mit Funktionen w,q: R — R.

Tipps: Der Ansatz fiihrt zu einer inhomogenen linearen gewdhnlichen Differentialgleichung
zweiter Ordnung in w, deren Lésung Sie von Hand, aber auch gerne mit dem Compu-
ter (www.wolframalpha.com, ... ) bestimmen kénnen. Uber die Symmetrieeigenschaften
des Ansatzes fir v und die Stetigkeit des Spannungstensors erhalten Sie die Bedingung
w'(0) = 0.

Aufgabe 3 (Navier-Stokes-Operator, Divergenz-Theorem) (4 Punkte)

In einem Gebiet €2 sei (v, p) eine glatte Losung der homogenen Navier-Stokes-Gleichungen fiir
inkompressible Fluide:

00w+ oW -V)v—pAv+Vp=0 in (1a)
Vou=0 in Q (1b)
v=20 auf T =0Q. (1c)

Wir nehmen dabei an, dass die Massendichte o und die dynamische Viskositat u positive Kon-

stanten sind. Zeigen Sie
d 2, 2 2
— = dz | + Dv|*dx =
t(/ 2\v| x> / p|Dv|* dz = 0,

wobei |Dv|? = S22, |Vu;|2. Diese Gleichung zeigt, dass die kinetische Energie in einem inkom-
pressiblen Fluid, auf das keine dufleren Kréafte wirken, nicht zunehmen kann.

Tipp: Multiplizieren Sie Gleichung (1a) mit v und verwenden Sie das Divergenz-Theorem auf
eine geeignete Art und Weise.



