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Aufgabe 1 (Leistungsanalyse, skalierter Speedup) (4 Punkte)

Betrachten Sie das parallele Programm zur Berechnung des Skalarproduktes, welches Sie in der
Vorlesung kennengelernt haben.

(a) Erlautern Sie die Formeln fiir
e die Laufzeit Tg(N) des besten sequentiellen Algorithmus’ (auf einem Kern des Par-
allelrechners),
e die Laufzeit Tp(N, P) des parallelen Algorithmus’,
e den Speedup S(N, P).

(b) Untersuchen Sie, wie sich der Speedup in Abhéngigkeit von P verhilt. Skalieren Sie ihn
dazu durch die Berechnung geeigneter Problemgrofien

o N =Ny, o N = Ng(P), o N = Ny(P), o N =N;(P)

so, dass sich eine feste sequentielle Ausfiihrungszeit (d.h. Ts(N4) = Thy), eine feste paral-
lele Ausfihrungszeit (d.h. Tp(Ng(P), P) = Thx), ein fester Speicherbedarf pro Prozessor
(d.h. M(Ny(P)) = MyP) oder eine konstante Effizienz (d.h. E(N;(P), P) = Ej) ergibt.

Ermitteln Sie jeweils den resultierenden Speedup

o SA(P)=S(Na,P), o Sy (P)=S(Ny(P),P),
e Sa(P) = S(Ng(P), P), e S;(P) = S(N/(P),P).

(c) Bestimmen Sie jeweils die Komplexitétsklasse ©(f), f : N — R mit P — f(P), des in
Aufgabenteil (b) ermittelten Speedups und vergleichen Sie die Gréfenordnungen fiir die
verschiedenen Skalierungen.

Hinweis: Bei der Bestimmung von Sg(P) dirfen Sie davon ausgehen, dass die feste parallele
Ausfihrungszeit wesentlich grofler ist als die Zeit ¢, fiir eine arithmetische Operation
und die Zeit ¢, zum Versenden einer FlieBkommazahl.



Aufgabe 2 (Implementierung der FEM zur Losung des Poisson-Problems) (12 Punkte)

Basierend auf der Programmmieriibung von Blatt 9 implementieren Sie nun einen Finite Ele-
mente Loser fur das Poisson-Problem mit Dirichlet Randwerten,

—Au = fin §,
u = g auf o).

In der schwachen Formulierung ist nun ein u € H' mit u|gn = ¢ gesucht so, dass

/Vu-Vvdx:/fvdx Vv € Hy.
Q Q
= a(u,v) = F(v)

Wir betrachten zuniichst nur den Fall ¢ = 0, d.h. u € H}. Der allgemeine Fall wird zum
Schluss behandelt. Zur Diskretisierung des Problems wird das Gebiet € durch 7(£2) in Dreiecke
partitioniert. Die Losung v wird nun in dem endlich dimensionalen Unterraum

Vi, = {on € C(Q) | vpls € PL(E),YE € (T)(Q)}

approximiert. Die Approximationuy, lasst sich schreiben als

N
Up = Z Pili,
i=0

wobei N = dim Vj,, {¢i}, eine Basis von V}, ist und = = (z;)Y, € R. Als Basis von V}, wiihlen
wir die Knotenbasis, d.h. fiir einen Knoten der Partitionierung a; gilt ¢;(a;) = 6;;. Damit lasst
sich das lineare System

Ax =b

aufstellen mit

Aij = algj, i) = / Vo, -V, dx = Z / V-V, dx,
@ eeT’F

bi:F(@i):/Qf(Pi dx = Z/Efsoidx-

EeT

Die Basisfunktionen ; haben nur einen sehr beschrédnkten Trager, daher ist es sinnvoll, das
Integral {iber das gesamte Gebiet nur auf die Dreiecke E € T mit supp(p;) N E # () zu be-
schrénken. Weiter lisst sich zu jedem Dreieck F eine Abbildung T : ¥ — E definieren, die das
Einheitsdreieck £ = {(z,y) € R?|z,y > 0, x+y < 1}, auf das Dreieck E der Partition abbildet.
Auf dem Einheitsdreieck definieren wir die drei linearen Knotenbasisfunktionen



Zudem existiert eine Abbildung Pg, die dem Index j eines Knoten im Einheitsdreieck, den Index
Pp(j) zuweist so, dass Tr(aj) = ap, ;- Eine Basisfunktion ¢; hat damit die Darstellung

vilE(r) = dpy)-1 (g (2))

auf einem Element E, das den Triger von ¢; enthalt. Der Index der Basisfunktion ¢; ist so
sogewahlt, dass fiir den Knoten a; des Einheitsdreiecks gilt Tr(a;) = a;. Damit ldsst sich jedes
Integral iiber ein Element F auf ein Integral iiber E schreiben:

/E V-V dx = /E(DTE?T Vépai)-1) - (DTE" Vdp,-1)|det DTg| dx

/Efsoz- dx:/Ef(TE(m))cﬁpE(i)_ﬂdet DTg| dx

Die Eintrage der Matrix A und der rechten Seite b lassen sich nun berechnen als

Aij — Z é(DTET VcﬁpE(j)—1) . (DT;T V@pE(i)—lﬂdet DTE| dx
EeT
SUPP(SOi)mSU%p(‘Pj)mE7£@
b= Y / F(Ti(2))@py o)1 |det DTg| dx
EeT E
supp(s ) NE#£D

Anstatt diese Eintrdge direkt zu berechnen, wird iiber alle Elemente des Gitters iteriert und die
Kontributionen pro Element an die richtigen Stellen addiert, d.h.

App(i),Pe(i) = APp(i),Pe) + /E(DTET V@;) - (DT" Vi)ldet DTg| dx, (1a)
bPE(z) = pr(i) + /Ef(TE($))¢z|det DTE| dx, (1b)

fir 4,7 = 0,1,2 und alle £ € T. Die lokalen Kontributionen pro Element, lassen sich auch
als 3 x 3 Matrizen oder 3 dimensionale Vektoren zusammenfassen. Man spricht dann von der
lokalen Steiffigkeitsmatriz und der lokalen rechten Seite.

o Als erstes muss dazu die Gitterdatenstruktur angepasst werden, um die Randknoten iden-
tifizieren zu kénnen. Speichern Sie sich fiir jedem Knoten zu welchem Randtypen er gehort.
Unterscheiden Sie nur zwischen Inner, fiir innere Knoten, und Dirichlet, fiir Dirichlet
Randknoten. Das Gitterformat ist nun wie folgt gegeben:

| NNODES number_of _nodes //=N
X0 Yo bc_typeg //bc_type==0 ==> Innerer Knoten
3 X1 y1 bc_typey //bc_type==1 ==> Dirichlet Knoten

7 XN-1 YyN-1 bc_typen-1

NELEMENTS number of _ elements //=E
9 io jo ko

i1 j1 k




ip1 jJE-1 kE1

Sie miissen also auch die Einlesefunktion des Gitters anpassen. Den Randtypen kénnen
Sie zum Beispiel als enum

enum BC_TYPE {INNER, DIRICHLET};

oder als eigenstdndige Klassen implementieren.

e Um die lokalen Beitrdge zu berechnen miissen Sie die Basisfunktionen ¢; und deren Gra-
dienten auswerten. Schreiben Sie dazu eine Klasse P1LocalBasis die folgende Methoden
implementiert:

— VectorType eval(const Coord&) wertet alle Basisfunktionen an der Stelle x in E
aus, wobei VectorType einen 3 dimensionalen Vektor darstellt und von Ihnen passend
zu wahlen ist,

— MatrixType evalGradient(const Coord&) wertet die Gradienten aller Basisfunk-
tionen an der Stelle z in E aus, wobei MatrixType eine 2 x 3 Matrix darstellt und
von Thnen passend zu wahlen ist,

— std::size_t size() liefert die Anzahl an Basisfunktionen.

e Die Berechnungen in (1) auf dem Einheitsdreieck sollen in einer Klasse P1LocalOperator
durchgefithrt werden. Schreiben Sie dazu eine Klasse P1LocalOperator die folgende Me-
thoden und Attribute implementiert:

— ein Funktionsobjekt, welches die Funktion f darstellt,

— MatrixType localStiffnessMatrix(const P1Triangle&) liefert die lokale Steif-
figkeitsmatrix nach (1) zuriick, wobei MatrixType eine 3 x 3 Matrix darstellt und
von Thnen passend zu wiéhlen ist (unabhéngig von oben),

— VectorType localRHS(const PiTriangle&) liefert die lokale rechte Seite nach (1)
zuriick, wobei VectorType einen 3 dimensionalen Vektor darstellt und von Ihnen
passend zu wéhlen ist (unabhéngig von oben).

Zur Berechnung der Integrale benutzen Sie die Gaufl-Quadraturformel mit einem Quadra-
turpunkt, d.h.

1
/ h(z) dx ~ ~h(1/3,1/3).
E 2
e Schreiben Sie eine Funktion

std::pair<Eigen: :SparseMatrix<double>,Eigen: :VectorXd>
assembleSystem(const P1Grid&, const PlLocalOperator&);

die die globale Steiffigkeitsmatrix und die globale rechte Seite aufstellt. Dazu iterieren Sie
iiber das Gitter, berechnen zu jedem Element die lokalen Gréflen und addieren diese auf



die entschprechenden Eintridge in der globalen Steiffigkeitsmatrix und rechte Seite. Dies
geschieht analog zu der Programmieraufgabe zu Sparse-Matrizen auf dem Ubungsblatt 9.
Hierbei beachten Sie noch nicht mégliche Randwerte.

Schreiben Sie eine Funktion

void incorporateDirichletBoundary(const P1Grid&, Eigen::SparseMatrix<double>&,
Eigen: :VectorXd&) ;

die die Dirichlet Randbedingung in das System einbaut. Dazu miissen Sie die Steiffig-
keitsmatrix, sowie die rechte Seite verdndern. Zunéchst teilen wir die Losung wy auf in
up, = u 4+ uP, wobei ©® € Hpl und uP € H' mit uDlag = ¢. Damit folgt fiir u°

CL(’U,O,U) = F(U) - a(uD,v),
also erhalten wir das System

0 D ..
CL(QD],QDl).'EZ = F(Spl) - a(u 7901) VZ?] L A5, Ay € Qa
mit dem Koeffizientenvektro 2° von «°. Damit muss also nur noch fiir die Freiheitsgrade
im inneren ein lineares Gleichungssystem gelost werden, mit einer modifizierten rechten

Seite. Die neue rechte Seite lasst sich durch

G, — b, — a(uP, ;) = b; — Zj-v:o a(goj,cpi)xf Vi:a; € Q
g(a;) Vi:a; € 00

berechnen, wobei z” der Koeffizientenvektor von u” ist, also 2P = g(a;) falls a; € 09

und P = 0 sonst. Mit der vorher erstellten Steiffigkeitsmatrix gilt dann
b=0b— AzP.
Zusétzlich modifiziert man die Systemmatrix
1 1= j und a; € 01,
- Jo 1 # j und a; € 01,
Y10 i#j und a; € 99,
A

ij sonst,

o

Damit erhélt man das System . .
Az =10

Auf den Gittern pistructured_coarse und plstructured_fine losen Sie das Poisson-
Problem mit

fla,y) = =20(y(y — 1) + z(z — 1)),
9(z,y) =0,
welches die exakte Losung
w(@,y) = 102(1 — 2)y(1 - y)

hat. Plotten Sie die Losung und den Fehler mit dem zur Verfiigung gestellten VI KWriter.



e Auf dem Gitter 1-shape losen Sie das Poisson-Problem mit

fz,y) =0
und
0 x€(0,1)oderye(0,1)
g(z,y) =45 y=1,2€(0,0.25) oder z =1,y € (0,0.25)
10 (1—2)2+4(1—-y)?=0.752,z,y € (0.25,1)
und plotten Sie das Ergebnis.



